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/INTEGRATION ESCORIALE.

Axiomes de triw . Yrdre provisoirement adopté: 3°,2°,1°, Lxaminer
8’1l n’est pas préférable de décomposer 3° en un axiome sur la réunion
de deux, et un axiome sur la limite croissante. Donner un laius scur-
rile sur la différence entre une tribu et une famille d’encsembles ou-
verts. Donner deux lemmes de théorie des ensembles - avec démonstra-
tiqn - ¢ toute réunion dénombrable peut &tre considérée comme limite
croissante, toute intersection dénombrable comme limite décroissante.
D’ol le théoréme sur l’intersection dans la tribu. / Aussitdt apres
la définition, dGonner l#structure tribale induite sur un sous-engemble.
appartenant & la tribu.

Immédiatement aprés 1’engendrement d’une tribu par une famille,
critére pour que deux familles F, F’ engendrent la méme tribu: il faut.
et il suffit que la tribu T engendrée par I contienne F’, et T’ con-
tienne F. Tribu de Baire sur un ordonné guelconque; application & R
et R. Les deux cent familles engendrant Baire sur la droite (interv.
ouverts; fermés; infinis & gauche, ouverts & droite; infinis-dyadiques
et en général une extrémité partout dense, 1’autre fixe; etc.). Notion
de base.

Définition d?ﬁne structure tribale par une classe de fonctions dé.
finies sur un fondamental E: on prend les images inverses ﬁﬁngg tribus
données dans les espaces de valeurs, et la plus petite tribu dans E
sur tout celaf’Premier exemple: on retrouve la structure induite sur
un sous-ensemble de la tribu (La génédralisation & un sous-ensemble
quelcengue, sans intérét). 2e ex.: produit d’ensembles & structure
tribale, avec la classe des fonctions coordonnées; Baire dans RE,

3e exemple: espace topologicue quelconque, avec la classe des fonction

continues: tribu de Baire; montrer qu’on retrouve ainsi Baire sur la
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droite et dans R™.- Dans un métrique quelconque, tout fermé est de
Baire (par la distance), l’espace entier est de Baire (comme limite de
sphéres de centre o), tout ouvert est de Baire (comme complémentaire
d’un fermé).

Le chap.III pagsse au chap.II & titre d’exemples: théoréme p.8,
énoncé comme cas particulier des fonctions de fonctions quand 1’espace
intermédiaire est R™; les théorémes p.9 (bornes et lim,sup.et inf.)
subsistent avec leurs démonstrations.

Fonctions étagées: définies comme fonctions 3 un nombre fini de

= (On vomit provisoirement ie
valeurs dans f0,+6ﬁ ; immﬁﬁixxxmnnxxapxzxxzﬁxxaxdéfiniixﬁnx lemme de

décomposition) ,kppikieskiony Les fonctions étagées sont identiques aux
combinaisons linéaires de fonctions caractéristiques, et les fonciions
étagées bourbachiques aux combinaisons de fonc.carac, d’énsembles de
la tribu.

(En ce qui concerne ce chépitre,'ﬁeil réserve les fonctions de
fonctions). (Au lieu du théoréme P.1ll, une suite croissante de fonctions
dtagées),

Chap.¥x V et VI, réunis en principe ("lesures et inégrales attachées
aux mesures"). liegure compldtement additive = simplement additive, et
continue sur les suites croissantes,

Intégrale, axiomes et théoréme d’unicité et existence: comme rédigé
sur le papier annexe, Immédiatement 3 1la suite, (? ou aprds les propri-
étés de 1’intégrale) définition des séries (et sur un €space 3 un nombre
fini d’é1éments on retrouve la somme finie), notation par sigma. (Obsger-
ver, aveC’référencé: que c’ést le seul cas ol on peut définir une mesure
sur la tribu de tous les sous-ensembles). Propriétés de 1’intégrale, .
avec modifications suivantes: a) garder seulement 1a monotonie; b)remplac:
par 1’additivité compldte (& moins qu’on ne la reporte au théoréme de

Lebesgue-Fubini); c) insérer la définition de "presque partout par rap-
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port A une mesure" (ces derniers mots omie par abus de langage).

da), dl) intervertig. Lebesgue-Fatou, inchangés., Donner tous les théo-
rémes ol figure ume limite, pour un indice parcourant un espace topo-
logique quele~noue avec Ier ax, de dénombrabilité (une seule démonstra-
tion de préférence). Donmner les résultats on figure une limite crois-
sante ou décroissante, pour um indice parcoursnt um ordonni.

Ne pas oublier er son lieu, le cas échéant, le lemme azu théoréme

d’Egoroff (p.42 de Saks).

l-ed

our le théoréme de Lebesgue, consulter Chevalley gui a ume condi-

. . VQ‘UY‘ X
tion suffigznte plus large; = #. les résultats de 1la Vallée-?oussini

cf. aussi Flamsnt (qui se ~lace dans 1’intégrale de Stieltjes).

Noba. . Ohwaﬂv.g ot /md d utrower son laiu  gonrrile 4um f’z)ulg/mﬁm/ Mok

das e'gwumé,- oo deorefaie o it
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Axiomes Ge tribu. Ordre provisoirement adopté : A

Ezaminer s'il n'eat pas préférable de décomposer 3° en un axiomo
sur la réurion de deux, et un axiome sur la limite croissante.
Deopner un -aius seurrile sur la différence entre une 4Lribu ot
une Famille 3'onsembles cuverts. Doaner deux lemmes de théorie
fes enpenblsz - avec démomstralion - : toule réunion ddénombrable
peut &tre congldérée comme limite croissante, touto interseciion

déronbrable comme limite déeroissante. Dok le théordre sur

1lintersecilon dans la itribu.- sussitdt aprés la définition,

gonner la s ctore tribzle i te SUY N S0US-ensembio

immédligtenent ap liengendrement Afvne tribu par une
familles, critdre pour gque d¢ fanilles P, F' gpgendzent 1:
méme tribu : il faut et il euffit que la itribu T engendrée par

]

' 2 i ~ A oy
¥ contienne ¥, ef i contienne ¥. Tribu de Bgire sur ur orxdomné

guelesngue ; agglicatioa & B et B. Los deux cent famillics

inlinis & gauchs, ouve“*s & dreite ; infinis-dyadigues et en

énéral une sxirénité partout dense, ltautre fixe ; etec..).

Défiaiticn d'une structure tribsle par uvne eclassc do

fonetions ¢4finies sur un fondsmentsl E : on prend lsp imases

tribus d@nnécs dans les espaces de valeurs, et

pilus petite tribu dans B sur tout cela (noter la transitiviids).
Ffremier exempls : on reircuve la siructure induilte sur un

sous-engenbls de la trlﬁz {La généralisation & un scus-enaanble



guelconque, sans intérét). Qé ex.: produit d'ensembles & siructu-

~-re tribale, avec la classe des fonctions coordonnées ; Baire dans
RP, }é exenplie : espace Lopologigue guelcongue, avec la classe
dee fonctions continues : tribu de Baire ; montrer qu'on retrouve
ainei Baire sur la droite et dans A . Dane un métrique quelcongue,
tout fermé est de Baire (par la distance), l'espace entier est

de Baire (comme limite dc sphéres de centre o), Lout ouvert est
ds Baire {comae complémentaire d'un fermé).

Le chap. I1l passe'au chsp. Il & titre d'exemples :
théaréme D. &, éunoncé comme cas particulier des fonclions de
fonctions guand 1.'sspace intermédiaire est BT ; les théorimes
p. G (bornes 2% Lim. Sup. et inf.) subsistent avec'ieurs,démonam‘
-tratiocns. ' '

Fonetions étagées : définies comme fonctions & un nombre
fini de valeurs dans 3:0, %gysé . (On vomit proviseirement 13 
lemme de déccuposition). Les fometions é%agées sont ideatigués
aux combinsisons lindaircs de fonctioas saractéristiquesf et les
fonctions etezdées bourbachiques aux combinaisons de fonc. carac.
d'engembles ca la tribu.

_ (En ce gui concerﬁe ce chépitre, Welil réserve les foneticus
‘de fonciionsgn (Au lieu du théoféma p. 11, ure sulte croissante .
- de fonctious &tagées). ' ‘ '

Chap. ¥ ot Vi, réunis en vripeipe (fHesurss et inégeales
attachées aux mesures® ). Hesurc complitement additive = simplement

additive, et continue sur les sultes croissantes.
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Intégrale, axiomes et théordme d'unicité et existence :

comme rédigé sur le papier annexe. Immédiatement & la suite,
(? ou apréc les propriétés de 1'intégrale) définition des séries
(et sur un espace & un nombre fini d'éléments on retrouve la
somme finie}, nctation par sizma. (Cbserver, avec référence,
(Tarski) que clest lo seul cas oh on peut définir une mesure sur
la tribu de “ous les scus-ensembles). Propriétés de 'intégrule,
avec modificaticns sulvaenies : a) garder seulemont la monotonie ;
b} remplacé per 1'additivits complétie (4 moins gu'on ne la reporieo

théordme de lebesgue-Fubini) ; ¢} insérer la définition do
presque parioul par rapporti & uno mesure® (ces dernicrs mois omis
par ebus de lengsge). 4), d,) iniervertis. Lebesguec-Fatou, inchan-
-g&s. Donrer tous 1es thésrémes ofh figure une limite, pour un
indice parccﬁrén un espace topolovlque guelcongue avac 1°% ox.

dz déncabrabilité (uvne seule demcnstratioa deé préférence)}. IDonnsor

o
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ésuliats cé 11 Mre une lzm*te croissante ou décroissante, pour
un indics parcourant uan ozﬂenne.
He pas cab¢1er en son lieu, le cas échéant, le lemme am

uhocréﬂe d'Eocrof? (p. 42 de uqkq)

Poux le théorime de Lehesgue, usnsu7ter Chevalley qui a une
cendition suffisante plus large ; voir les résultata de la Vallée-
Pcuésin et Evens ; cf auq8$ “li&ant (nu& se place dans 1l'inté-

-grale de B3 elt;es)

Hots.- Chevalley est prie aa retrouver son lalus scurrile sur

13 n“egratlon; nuni das'egypolens-; cuw de refalra ce laius.




