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//II. Définition: axiomes des ens.ouverts.

. Discours aux mathématiciens.

Topologies fortes et faibles.
Ensembles fermés.

Exemple: ensembles ordonnds (avec notation des fléches). Rationnelsl,
(Intérieur
(Voisinage
Systémes fondaméntaux de voisinages. Relation entre deux systémes fon-

3 Adhérence. (Frontiére, point d’accumulation).

damentaux en un méme point dans un méme espace.

47iII. Fonctions continues, comme faites. (ilettre en exercice la défini-
tion de de Possel par les adhérences). Imzférgrxiz Méthode générale de
définition d’une topologie dans E comme la plus faible rendant conti-
nues des fonctions en nombre quelcongue, définies dans E, prenant
leurs valeurs dans des espaces topologiques donnés. Topologie induite
(avec ce qui est fait). Topologie ppoduit (nombre fini eu non de fac-

teurs), avec ce qui est faitgwﬁéthode de définition d’une topologie

comme la plus forte rendant continues des fonctions prenant leurs va-

g v 7/ leaurs #rm dans E, définies dans des espaces topoclogiques donnés. Topo-

logie par équivalence; - on peut la retrouver par la premiére métho-
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T¥x (N.B. Apres la définitign des fonctions continues, limite d&’une
fonction en un point 4’un espace itopologique. Axiome de Hausdorff,
pour que la limite soit unique, et ses premiéres conséguences, cf.
pp;22—23). ,
(Comme exemple de topologie induite, espace des entiers; de produit,
plan et espaces rationnels; de topologie par équivalence, rationnels
modulo 1). :
4(iV. Suites et limites, comme cas particulier de ce qui précede, en

considérant une suite comme une fonction sur 1l’espace topologique
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(1,2ye0e9nyesssinfini) et appliquant les résultats généraux de III
ftem (p.ex. 1l’interversion des limites, par les fonctions de fonc-
tions). Ier axiome de dénombrabilité et conséquences, comme fait.
4¢7V. gx Espaces uniformes (A.W. exprimant ses réserves).

Définition: ? . Topologie définie par une structure uniforme. Exem-
ple des rationnels.
Structure uniforme induite; produit d’espaces uniformes.
Fonctions uniformément continues. Exemples x+y, xy, 1/x dans les
rationnels.
RomekignxdaxRankeyaginx

. Criere de Cauchy
Familles de Cauchy. Equivalence. Espaces complets. QumpXéiarxXumxusx
pour 1’existence de 1lim f(p), f étant définie dans un espace quel-

BAZEX conque et prenant ses valeurs dans un esp.uniforme complet.

Compléter un espace. =) ; by
Exemple: nombres réels. - Nombres p-adiques. Voul:

_éventue . Yemeht suivant la @éfinitbn adoptée).

Exemple: corps des nombres réels,. - des nombres p-adiques.m%%%ga .
* 73 ~ 2 S VAIROA e B ” 2 g = i R

pre mgMogne B™, condinaile foy Prothiond A g frma e l2g,) e
T - RemeliamxdexRenkriaginx (5’1l y a lieu, on démontrera dés ce chap.
0 | s gu’un espace uniforme satisfait 4 Hausdorff).
e : e S ¢ i HX

"_,> 4%%1. Nombres réels.

Ordre. Inégalités. Archimeéde. Valeursz absolue.

Intervalles emboités. Ens., des nombres réels nen dénombrables (truc

Borne inf., borne sup. Structure des ouverts, - des fermés. Ens,

parfaits discontinus, ens. de Cantor en exercice.

Développement dyadique; ~aleph zere

Toute fonction continue prend toute valeur intermédiaire entre deux
valeurs.
Borel-Lebesgue. Bolzano-Weierstrass. Plus et moins ’infini; ecalecul

sur ces signes. Cakecul sur berne sup. et borne inf,

Lim.sup. et lim.inf. dans un espace topologigue. Calcul (indpalitéd

114



de Polya, pour la somme et le produit).
Théoréme des fonctions monotones (2 valeurs réelles, définies damns
un espace ordonné guelconque). Exemple: sultes.

Condition nécessaire et suffisante pour cu’une fonction définisse

un homéomorphisme entre intervalles, ~pplication: xﬁ%9
(Pour tout ce qui précéde, le rédacteur consultera Cara).
Théoréme des groupes abéliens (ordonné, archimédien, complet, ra-
cine carrée. Complet au sens d’espace de groupe considéré comme
espace uniformé). Toutes les conditions indispensables: pour la
racine carré, Gegenbeispiel du groupedes entiers; pour complet,
rationnels; pour archimédien, polynomes.

Axiome de saturation.

Droite euclidienne, avec les ax. Ge Hilbert: isomorphie avec les
nombres réels. On a droit 2 la dreite.

Fonctions exponentielles et logarlthmlqhes.

'/fVII. Comme fait, moins ce qui a étd enlevé. (Distance des corps

p-adiques). Distances équivalentes dans un méme espace (i.e.,dé-
finiscsant une méme structure uniforme).
¢7VLII. Théorie génédrale des compacts (sans changement, mais si pos-

structure uniforme et d’une seule (pas vrai en général si non
compact, EXXYPXARXEWEXIRIERXEXX®ER exemples), et toute fonetion
continue, ¥définie sur un compact, prenant ses valeurs dans un
esp.uniferme, egt unifermément centinue.

Critére de compacité, peur les espaces uniformes quelconques si

pessible isinnnxpgxxxinsxméxxiqx:sxiix (par la fonction de Pon-

trjagin) . (Teut espac% mnffnxmgxxxxxngxgxgian compact peut &tre
£ JFA," -'Mf {4 itfu 2

plongéd dans X=EXXBRE un’%@ﬁe, par 1a fonction de Pontr rjagin) .
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i Au chapitre VIII,immédistement aprés la théorie générale

des oompacta insérer les localement compacks et le théoreme

e,

Au. Ghapitre VII,commet suit:Espaces métriques comme faita"
espaces lindaires;linéaires normés;équivelence d'une norme avee
un corps comvexe (définition):sphére,cube,octaddre dans 6

projection centrale dans En séguivalence de tous les convexes;

it 1}A(:W'

(plus généralement,étoilés), F‘JW #’f"ﬂf"w Z‘/{h<4 /\”MW fwg W ‘ﬂ/ féz JJ/V a,,
B0 = &7 1;(29 {coordonnées polaires) ; Pn'l par identie
fication & partir de E*-0 et as &%,
Projeection stéréograyhique:iaomerphie topologigue de s
pointé avec 2,
Gompléter'En par un point % 1%infini .Isomorphie avec 5%
Gas &u~§ian de la varisble complexe.lransformstions homogrephi-

ques sur la varisble camglexe.»entiauiee dans le plgn eamglété,
4 2 2 .lf}(/j" ) “. ,-', e

}’ ‘ ﬁf/ ded ivigalily, b ondira
.B. Dans les espaeee linéaires,an surg 3éfini les va-

ridtés lindsires & p dimensions dans EP.Isomorphie topologigue
svee EP,

J@A«f'_: A %{’tf L&ﬁfw‘&;&/ ';C /f? ﬁ tl

Restent & c&séipiaamershie du grauge des rotations de
gvee le cercle;de Eé avec l'espace projectid Eg.fapalagie du
groupe ées déplacements dans E%,otest-b-dire de 1'ensemble
des positions d'un corps solide.Surfaces de¢ révolution dans E°
topologie du tore.Espaces de droites et de variétés lindaires 4
dans E°.



4. o
WHOLs1E (Suice) .
4lgire vonnls,

4;/ te(&§g§J%ﬁ§x Groupes topologiques. Définition. 8 Complétement régulier

(rappel, par fonction de rontrjagin) et a fortiori Hausderff.
Groupes quotients (sf%lifier la démonstration en utilisant 4y
kGfeyxckrgy (G/g) X (H/h) = (GXH)/(gxh) ). Exemples: nombres
réels modulo 1; E™ modulo entiers = T®, Tores infinis. Sous-
groupes fermés de E” (suivre ce qui est fait, en simplifiant.la
rédaction). (Pour x modulo 1, employerfi s

(Avant les groupes quotients, insérer le théoréme: tout groupe
connexe est engendré par n’importé quel voisiﬁage de l’unité:gﬁn
effet le sous-groupe engendré par un tel voisinage est ouvert,
ERNRBRXREURIgNxEX et son compldmentaire est une rdunion de classes
suivant ce sous-groupe donc aussi ouvertx. Observer aussi gue
tout groupe quotient d’unkgroupe connexe est connexe, d’zprés les
théorémes généraux).

Théoréme sur les groupes & un paramétire. La démonstration gz se

simplifie par la connexité. Examiner si on peut la simplifier aus-

si au moyen de la fonction de Pontrjagin.
o i X O R R K X R KK RO KR X KRR AT XA S e K

XﬂkxﬁkxﬁxxxxxxxmxmxmxxxxXXxxXE@;X§Mﬁﬁ§§xxxxmmxmxx&xx&xxxxnﬁﬁﬁxXﬁa@%§
&%ﬁk&x%kXkﬁ%&%&%ki&kxﬁ%ﬁxxxxkxxmxﬂxx&hxxxgxxxxx&xxxm&xgxﬁxxmnﬁﬁiﬁé

—hiEn-les rotatione-au-‘senssélémentaire).
Applications angles. 8k® Fonctions trigonométriques. Structure
du groupe multiplicatif des nombres complexes. Interprétation géo—é

métrique de z’ = az. Coordonnées polaires dans le plan.
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Counepe i ; A
Uity ooy Définition immédistement aprés les ensembles fermés.

Au chapitre I1I,ensembles connexes epres la topolo=-

gie induite;toute image d'ensemble comnexe par une fonction con-

a {
tinue est un ensemble connexe.Aﬁiuplﬁauukfeﬁﬁw&%u4%ﬁ‘

Au chapitre VI,sussitét aprés la structure des ensem-

bles ouverts et fermés,connexité de tout intervalle.

Démontrer par la notion de connexe le théoréme des valeurs

intermédigires des fonectio ns continues.
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TOPOLOGIE. ﬂ'”fﬁiﬁﬂﬂ DE LVESCORILL,
£. Discourz aux mathématiciens.

L. Définition : axiomes des ens. cuverts.
Topologies fortes et 7faibles.
Znsembles fermés.

Bxemyle : ensembles ovrdonnés {avec notation des fléches ).
(Intérieur ) ,
(Voisinage }

d'accunulation).

- -

ationnels. dhérence.

(Frontidre, point

Systémes fondamentaux de voisinageea Relation entre deux

systénss fonaamentauy en uc 18me point dans un mlne o

2. -

Iii. Fonctions contlpues, comme Faliles. (Helire en cxercico 1s
définiticn de de Possel par les adhérences). Méthode méndrale
de définition d'une topologie dans E comme la plus faible
rendant continues des foncilions en nombre guelconque,

o

définiss dans B, prenant leurs valeurs dans des e2pacos
topoloziques donnés. Topologie induite {avec ce gui est Fait)
Topologie produit {neﬂure fini ou non de facteurs), avec ce
gul est fait. déthode de définition dlune tog0¢agia comme
la plus forte rendani continues des fonctions prenant leurs
valeurs dans B, définies dang des espaces topologiques
donnés. Topologie par éqniValeace ; - on peul la retrouver
par la premicre mauhoée ? Paire tout ce gui est p. 100-103.
(WGED Lprés la définition des fonetions continucs, linmite
d'une fonction en un point d'un espace topologlque. Axionme
de ;auaéarff, pour que ls limite solt unigue, et ses premiéreai

conséguences, c¢f. pp. 22-23).
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(Comme exemple de topologie induite, espace des entiers ; de pro-
-duit, plan et espaces rationnels ; de topologie par éguivalence,

rationnels modalo 1).

Suites et limites, comme cas particulier de ce gqui précéde, en

considérant une suile comme une fonction sur l'espace topologigue
(1, 25200, 0, ¢.., infini) et appliquant les résultats générauvx do
111 (p. ex. 1l'interversion des limites, par les fonclicns de fone-

~tions). 1°T axiome de démombrabilité et comsdquences, comme fait.
Ba 3 f wmrem = (8 T e s o A
Bgpaces uniformss (A.W. exprimant ses ogerves } .

Définition : 7. Topologie définie psr une structure uniforme.

Exemple des rationnels.

oA

Structure uniforme induite ; produit d'espaces uniformes.

Fonctions upiformément coantinues. Exemples xty, =y, %/x dans

les raticnnels.

-

milles de Cauchy. uquAValenec, Bspaces complels. Criidre de
a7

@

[

3achy pour llexistence de lim £{p), £ étant définie duns
espace guelcs ngue el preonant ses Vale*vs dans un esp. wailormo
complet. Compléter wn espacs.

ixemple : nombres réels. - Hombres p-adiques.- Hombres complexss.

i

31

\ <‘")3:z'2

Prolongement dfune fonction uvniformément continue.
g s =3 2 '3 gn 3 -

Exemple : corps des nombres réels - Espace numérigue &, continuil-
-%é des fracitions malionnelilss.- des nombres p-adigues - des
nonbres complexes. Hontrer que:. cles t le néme corps quien adjoi-
-gnant i aux nombres réels.

(Stil v = lieuw, on démontrers dds ce chaep. qu'un espage
sniforme satisfaif & Hausdozff).

2 & & & @




Hombresg réels.

Ordre. Inégalités. Archimede. Valeur absolue.

Intervalles embolités. Ens. des pombres réels non dénombrablos
{truc de Cara).
Borne inf., borne sup. Structure dee ouverts, - des fermés.
Ens. parfaits discontinus, ens. de Cantor en exercice.
Développement dyadique ; dalepﬂ £6T0 .

Toute fonction continue prend toute valeur intermédiaire entre
deux valeurs.
Borel-Lebesgue. Bolzano-Teisrstrass. Plus et moine 1'infini ;
calcul sur ces signes. Calcul sur borne sup. ol borne inf.
Lim. sup..et lim. inf. dans un sspace topologique. Calecul
(inégalité de Polya, gaur ls somme et le produit).
?héaréﬁe &es fonctian‘ monotones (a valeurs réelles, définioe

dans un Ugace ordonné aueiconq } Exemple : suites.
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Jude
e
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£

n nmcanea;re at u' stﬁLe POA! gulune fonolion d&Ti-

U
""S

~nigse un bomeamorphlsm entre intervalles. #Application : y %

(Pour tout ce qui précdéde, le rédacteur consultera Cara).

ordnme des groupes abdéliens gerdonnuﬁ archimédien, complei,

£
ke
O

z

recine carrée. Complel au sens d’egyacu de groane considéré
ce*ﬁa espace unlﬂorme} . ;eutes ‘les conditions 1nd spensables :
pour la racine carré, Gﬁﬂ@ﬂbe&snlel du.g upe des entiers ; pour
cempleﬁ rationnels 5 pour arch;medﬂen, polynomes.

Axiome de &Sgﬁ“&ulcn.

Droite e"c¢1cxenne, avec leo ex. Ge Hilbert : isomorphie avec

ies nombres réels. Cn a drcit é_ia aroite.

. . - e
Fonctiong ex gon tie 11@5 et logarithmigues

¢ & & 5 &
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Comme fait, moins ce qui a été enlevé. (Distance des corps
p-adiques). Distances équivalcnies dang un néme espace (i.e.,

définissant une méme structure uniforme).

Théorie générale dos compacts (eans changement, maiz si possible
ajouter la compactité des produils infinis de compacts).

Premier lemme sur les compacis uniformes (p. 96-97). Tout compact
est susceptibls d'une structure uniforme et &'une seule (pas vrai
en géndérul si non compact, exemples}, et toute fonclion continue,
Géfinie sur un compact, prenant ses valeurs dans un esp.uaiforns,
est uniformémeni continue.

Critére de compacité, pour les espaces uniformes gueleongues si
possible (par la fonetion de Ponlrjagin). {Ttout espaco compact

peut &trs plongs dans un preduit de segments, par la fonction

g Au chapitre VIII, immédislement aprés la théorie géndrale

74@333 =

des compacts, insérer les localeézent cempacts et le théoréme
diAlexandroff, avec applications & B2,

Au chapitre VII, comme suit : Espaces méiriques comme Ffaits
espaces lindaires ; lindaires normés ; éguivalence d'une norme
avec un corps convexe (définition) : sphére, cube, octaddre dans

2 ; DBrojection centrgle dans P ; équivalence Ge tous les

o)

convexes ; (plus généralemert, &toilés). Corps convexe. > z & *
{inégalités pour un nombre fini de- termes)
n- Sn~1

‘& -0=

1 ; - n-1 o
x B (coordonades polaires) ; P par identi-

: . . - =1
-fication & partir de E - 0 ot de F

e € ¢ & ¢

o

b
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Projection stéréographique : isomcrphie topologique de Sn
pointé avec B
e . 3 X n
Compldter E” par un point & 1'infini. Isomorphie abec S .
Cas du plan de la variable complexe. Transformatiions nomographiques
sur la variable complexe. Continuité dans le plan complété.

»

Insérer dans ce chap. : théoréme de Banach (toute variété peut

2

tre définie par des équastions lindaires) ; tout corps convexe

(R

‘7:3

ut 8tre définie par des inégalités lindaires.

%.B. Dans les espaces lindaires, on aura 4éfini les varidtés

- -

lindaires & p dinensions dans E°. Isomorphie topologique sves B .

hestent & Gaser aans un chap. convenab?e (IX 2) : iscumorphie
TR

2 3
du gre upe des roiations de B aves 19 cercle ; de ¥ avec liospace
p?ﬁjecti? ?j, ?saolnvie du vou-e des déplaceonments dans
5 ..
éa ir@ de l‘anmeable des pOMlElGﬂ“ d'un eorps golide. Surfaces de

rbvolutlan dans ﬁj tcpologle du tore. Espaces de droites et de

e : n
varicios iinéa ires dans E .

Gro ﬁ es topoleglnaeg. Defxnltlon. CO&PléL@ment régulier (rappel,

par fcnc ion de ’ontﬂgagln} et a fort10r1 Hausdorff. Groupes

|§‘)

Ltlbntb \sﬁm3¢1fla‘ la demonvtratlon en utili sant

(Gg }zﬁ{ﬂgh} = ~<ﬂ)/{g|xh‘ ) Exumples : nombres réels modulo 1 ;
E module entisrs =T . Eores infipis. Sous-groupss fermds de o
(suivre ce qul eat £1it, en simplif: iant la rédaction). (Pour x
w0dulo 1, suployer X ).

{Avant les graa@as éaétieﬂts, ingérer lb théoréme : toul groups

“

connexs est engendrd péf 'lmporza guel voisinage de l'unité .

Ny

voir papier connexion)




En effet le sous-groupe engendré par un tel voisinage est ouvert,
et son complémentaire egt ure réunion de classes suivant ce sous-
groupe donc sussi ouvert. Obeerver aussi gque toul groupe quotient
d'un groupe connexe est conuexe, d'aprds les théorémes génbéraux).
Théovréme sur les groupes & un paranéire. La démongtration se
gimplific par la connexité. Bzaminer si on peut la simplifier
aussi au moyen de la fonction de Fontrjagin.

Application : angles. Fonctions trigonometirigues. Siruciure du
groupe multiplicglif des nombres complexes. Interprétation géomé-

-trigue de z' = az. Coordomnédes polsires dans le plan.

Coprexion : Définition immddiatement aprds les ensembles fornés.
Au chapitre 111, ensemblés conrexes aprés la topologle induite ;
touts image G'ensenble connexe par une fonction continue est wn

ensenble conpexs.

(3]

Au chapitre VI, sussitdt aprds ls structure des enseubles
cuverts et fermés, connexité de tout intervslle.

Démontrer par la notion de comnexe le théoréme des valeurs
intermédiasires des foncticns continues.

Dans 1a méthode dtidentification, observer gque si l'espace

L
initial est comnexe, 1l'espace des classes l'est aussi (évident

par ce qul précéde).

Bemargue - Les chap. II, III, IV deviennent les trois ‘§ dlun

seul chapitre.




