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i,/ L’objet d’une théorie mathématique est wa—ensemble—fkakieks

; ERAEL Y BRL AP AKX
\ une structure organisant un ensemble d’4léments: les mots "structure
tensemble" "éléments" n’étant pas susceptibles de définition, mais
constituant des notions premiéres communes 2 tous 1eé méthématiciens
I1s s’4claireront d’eux-mémes dés qu’on aura eu 1’occasion de défi-
| nir &es voAlbeA structures, comme il va &tre fait des ce chapitre

| méme., Grice 54 une XEki® structure, on %wle_ggqit'ge dire que des

,_"i‘

414ments ou des parties de 1’ensemble-guinfed

M@’ une théorie
ont entre eux certaines relations ou possédent certaines propriétés:
les mots '"éiémembs’, '"parties", "relations", "propriité8" ne sont

pas susceptibles de définition non plus, et constituent Agalement

des notions premiéres; en—weeeptera isoiren si 1’en veu

L Cbnformément 4 nos principes, nous devrions énoncer ges axi-
omes auxqueld satisfont ces notiens: ces axiomes wme-sersicni-—autres
seraient ceux de la théorie des ensembles et de toute théorie ma-

thématique. Devant les difficultés, jusqu’d ce jour insurmentées,

qui s’opposent 2 mmExf la formulation de tels axiomes, nous wlop—
sarpds preidelrendnt. attribuerons provisoirement & ces mots la
signification qu’ils ont dans le langage vulgaire, et nous allons

—&erire—fdans—ece—qguisuitquelques—unesGes—proe—— donner dans ce

qui suit des régles générales sur leur emploi et la manidre de pas-

ser de 1’un 3 1’autre.
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A la suite du laius scurrile:

abuwa £

@Mﬂ“?xi(&&)

» ﬁ’@otm'gi)

Une propriété définit une partie. Une partie d4finit une propriété,
au moyen de & ., Partie composéde d’un seul élément, définition du
signe = , Partie vide, partie pleine. Wégation: complémentaire.

% (Complémentaire est une relation).

Iout_ensemble fondsmental est supposé posséder zu moins la struc-
ture €

A. Toute partie d’un fondamental peut étre considérée comme un fon-
damental, avec la siructure € induite.

B. L’ensemble des_pgz;_gg_@igg__onddmg~Lilx_gg_i_ggzg_ggn&“Q‘;‘

comme un fondamerital, avec la structure des guatre U. Relations

entre celle-ci et la structure g2 & dans 1’ensemble initial.

Couple, d’oti:

Relation entre deux éléments = propriétés de couple, et définit

une partie du produit. EZxemple: £ , comme relation entre un 414-

ment du fondamental et un socus-ensemble du fondamental.
Seit unelrelation entre éléments a de 4 et b de B, ou, ce qui re-
vient au méme pour notre objet, une partie ¥ du preduit de & par B,
A’ étant une partie de A, soit B’ 1’ensemble des b qui sont dans
la relation ¥ avec un a de A’: on a ainsi une relation entre sous=
ensembles A’ de A et B’ de B. Sy@étriquement.... Quand f¥xazyive
M est tel que, chaque fois que A’ est réduit & un élément, B’ est
réduit 4 un élément, on dit que M #%£ d4finit une fonction, définie
dans A, prenant ses valeurs dans B (notation b = f(a) o ¥ Exemple&
M ouel&onque définit les deux fonctions d’ensemble, B’ = f%A’

Autre exemple: commlomentalre.

(comme on a dit) et symétrlcuementf“”uand M est tel que..., en dit

gue M définit une correspondance biuniveque (et deux fonctiens).



Exemple: 1l’ensemble desfonctions, définies dans A, prenant leurs
valeurs dans B, est en correspondance biunivogue avec une partie
de 1’ensemble des parties du produit de &# par B. Autre exemple:
complémentaire (corresp.biunivoque entre gz 1’ensemble des par-
ties de E et lui-méme). Une corresp.biuniveque se transperte i
tous les types successifs déduits de 1l’engemble étudié,
(Immédiatement aprés les deux fonctiond d’ensemble @ffiwiezx

B? = F(A?), A’ = G(B?), gZmrmerxizxnsxatiswxpsw définies par une
relztion I, donner 1a‘notation pour le cas ou M définit une fonc-
tion blz f(a): on dcrit B’ = £(4’) (par un abus de langage) et

gr= 2 @y .

Nous sommes maintenant en état de BELImIwxIx relierld’une maniere
précise lé notion de structure aux précéddentes. On dit qu’on a défa
ni une structure dans un ensemble fondamental quand on s’est donné
des propriétés des (ou des relations entre les) é1éments de cet
ensemble, ou de 1’un de ceux qu’on peut en déduire par une combi-
naison des op#rations ci-dessus, et éventuellement d’ensembles
fondamentaux auxiliaires préalablfement donnés. Plus on s’est donné
de propridtés, plus la structure est forte (exemple: la strucutre
la plus faible de toutes est la structdre § ). IZBMEXENIBY
Transport de strucmture: quand deux ensembles sont en correspondan-

o gesséde .
ce biuniveque et que 1l’un xparkeurxgkune struckture, celle-ci

peut &tre transpertée 2 1l’autre £ : igsomorphie. Deux ensembles i-

semorphes par rappert 3 une structure peuvent cesser de le devenir
P-T. 3 une structiire plus riche. »

Relatien d’équivalence (relation symétrique et transitive), #kaxx

Rxx@ partape en classes qufelle définit, fexekimm d’ou:

D. On peut considérer cemme fondamental 1l’ensemble des classes dé-
finies par une relation d’8quivalence dans un fondamental.

D’oli: fonction définie par un partage en classes., Réciproquement,

toute fonction d4finit un tel partage. Exemple: fonctien caractér.
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Correspondance biuniveque entre seus-ensembles de 1’ensemble fan
des classes et gsemmes de classes dans 1’ensemble initial., Cerresp.
biuniveque entre fonctions dans 1’ensemble des classes et fonctiens
dans 1’espace initial, constantes sur les classes (N.B, On aura
fait en leur lieu les fonctiens de fonctions). Fermule

(GxH)/(gxh) = (G/g)x(H/h). (Terminologie: ensemble quetient, Jjus-

tifiée par cette formule).
Caleul, d’aprés Chevalley, avec quelques formules en plus.

Produit gquelcongue: soit Ei une fonction de i, définie dans I, et
prenant ses valeurs dans 1l’ensemble des parties d’un certain en -
semble fondamental E; le produit des E; est par définitien 1l’en- '
semble des fenctiens x;, définies déns I, prenant leurs valeurs
dans E, telles que x;€ E; quel que seit i dans I (N.B.: em écrira
ieta au lieu de i, i 4tant réservé em principe au cas ou I est fi-
ni, et n au cas el n est l’ens. des entiers). On eobservera que le
preéﬁit de deux facteurs rentre dans cette définitien, unm ceuple
n’é{éﬁt pas autre chese gu’une fenctien définie sur un ensmmble I

& deux éléments, peurvu qu’en puisse ajeuter les chéts et les véri-
tés: ce qu’en peut faire,juskexsnk cemme on le veit justement par
le preduit (en peut faire la semme de deux dreites, dans le preduit
dreite x dreite x ensemble 5 plus @’um 41lément, 2 une isomerphie

' prés, cf. laius sur 1l’isemerphie).

tEixemxresiexaurpskngxdexxuexdiankakagtoueyrenxanraxfaisxaprex
(FrFuzXgEREREX :
Rgx Régles sur le preduit: asseciativité (& unme isemerphie prés)

YikzmmeEphisxun

peur une décompositien quelcenque an clasces dans 1’ensemble des

indices. Prejections sur les facteurs et plus géaérulemeﬁt sur les
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chaque preoduit partiel peut 8tre considéré comme un ensemble qQue -
tient du preduit cemplet (en identifiant les 41éments qui ne dif-
férent que par certaines coordonnées). En laiscant constantes cer-
taines ceordennées en obtient un engemble isemorphe 2 un preduit

partiel.

(21 en s’en tient au point de vue dit entelogique, on £xxkt fait
aussitdt aprés l’isemerphie un laius général, peur dire que dansg
la théerie qui étudie un type de structunds, deux ensembles ige-
morphes au peint de wvue de cette structure peuvent &tre censidérés
comme identigques et receveir le méme nem, quelles que soient &’
ailleurs leurs erigines regpectives (p.ex, en tepelegie i1 est
d’usage d’appeler sphéreyxsmxzimpiexszy teute varibté gsimplement
cennexe, etec.). Application dans ce chapitre méme, pour le produit |
de deux facteurs qui est d4fini de deux mmimi manidres différentes,-
isemerphes 1l’une de l’zutre. Cf. zussi la questien guxrempiz de
L’extensien d’un ensemble, passage des entiers aux ratiennels, des

ratiemnels aux irratiennels, etc.)

Ensuite (autre rédacteur):

Entieés. Y cempris une étude particulidre de %mx¥m 1’asseciativité.
Ordinaux. Récurrence transfinie. Wehlerdnung.

Puissancas, Théeréme éé cemparzisen, démenstratien directe (deman-

PriwximexdexZezueie der & H.Cartan). Toute puiscance est un aleph.

Puissance de l’ensemble des parties. Dénembrable, centimu (hype-

thése du contimu). Hypethise du centinu généralisie.
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L'objet d'une théorie mathématique est une structure organi-
-sant un ensemble d'éléments : les mots "structure"ensemblc"
"éléments” n'délunt pas susceptibles de définition, mais const$tunnt
des notions premiéres communes 4 tous les mathdématiciens. Ils
s¥éclaireront d'eux-mémes dds qu'on aurs eu l'occasion de déPinir
des structurcs, comme il va &tre fait ds ce chapitre nménme.
Gréce & une siructure, on a le dreit de dire gue des éléments ouv
dos parties de l'ensemble considéré dans une théorie ont entre
eux certaines relations ou possédent certaines propriéidés : les
nots "parties®, "relations®, "propriéités" ne sont pas susceptibles
de définition non plus, et constituent également des notions
premigres . Conformément & nos principes, nous devrions énonesy
1és axiomes auxquels satisfbnt ceé nolions : ces axiocmes sersient

,‘L

ceux de la théo ~ie dss ensemble et de touile théoris mathémalique.

v

Devant leé difficultés, Jjusqu'a ce jour icsurmontées, qul s'oppo-
-gent &4 la formulation de Tels axiomes, nous .atiribuerons provi-
~soirement & cea mots la signification gu'lils oni dans le langsage
vulzaire, et nous sllons donner dans ce gui suit des wegles
uﬁﬂc?di@ﬁ gur leur smpleol et.la magiéi@ de passer de 1?33 2

tautre.

. la swite du lailus scurrile :

Une propriété définit une partie. Une partie &éfigii une propriéié,
av moyen de ¢ . Partie composée d'un soul élément, définition
signe = . Partis vide, partie pleine. Hégaiion : cbm§1émantair@,
(Complémentaire est une relaiion),

Pout ensemble fondamental esi supposé possider au moins la

structurs € .

A. Toute partis d'un fondsmentsl peut &ire considéré ceomme un

fondanental, avsc iz siructure é induite.

4 6 ¢ o &



B. L'ensemble des parties d'un fondamental peut 8tre considéré

comme un fondamental, avec la structure des guatre U. Relstions

entre celle-ci et la structure ¢ dans l'ensemble initial.

Couple, d'od :

et

C. Le procuit de deux fondamentaux est un fondemental.

felation entre dew: éléments = propriétés de couple, et définit une
partie du produis. Exemple : £ , comme relatioa entre un &lément

du foudamental et un sous-ensenmble du fondamental.

Soit une relstion enire éléments a de A et b de B, our, ce qui reviert

su méme pour notre objet, une partie I du produit de A par B.

A' &tant une partie de 4, soit B! l'ennemole dee b qui sont dans la
relation i avec un a de A' : on a ains 1 une ralatlon entre sous-
snsembles A de A et B“ de B bymetrlgvement e Quand M est tel
gue, chaque fols que A' est redult & un élément, B esl réduit &

un élément, on dit que U définit une fonction, définie dans A,

prenant ses ?al@&?g dans B (nctat;on b = P(a) avec abus de laengage

s %aj J }. Exemples : ¥ quelcongue définit les deux fonctions
- X ) > 3
‘engemble, B! = F{A') (comme on a dit) et symétrigueonment (nctation :

d
-1 .
£}. Autre ezempie : complementalre, Yuand i est tel que ..., on dit

gus ¥ définit uns ﬂerreupondance biunivogue (et deux :oncu;cnh)
Exemple : l'ensemble des fonciions, définies dans A, prenant leurs
valeurs dans B, est en cOrresﬁandance>binﬁivoque avec une partie de
iienaamble des parties du produit de A par B. Lutre exemple :
cemnlcmen valre (corresp biunlvoque entre l’ensemble des parties

de E et lui-méme). Une corresp. biunivoque se uransporte & tous

iles types auccessifs dédults de l‘ensembie étudié. (meédiatemant
sprés les deux fonctions d'ensembEe B F(A‘) Al = G(BY) ,
définies par une rolation Y, dcnner la nctation pour le cas ob E
définit une fometion b = ffa) < on :erit B' = f(A') {par un sbus

=1 .
de langage) et A' = f (B') ).



(4>

- %

Nous sommss maintenant en état do relier d'ume manilre précise
14 notion de structure avx précédentes. On dit gulon a définl une
structure dans un onsemble fondamentsl quand on s'est donué des
propriéiés des (ou des relations entrec les) élémente do cet
ensemble, ou d2 l'un de ceux qu'on peut on déduirs per une ccmbi-
-naison des opérations ci-dessus, et éventuellement d'consenbies
fondaﬁentauz avkiliaires présisbloment donnds. Plus on s'est donndé
de propriétés, plus la structure cst forte (exemple ;: la atructore
la plus faible ade ioutes st la struecture ¢ }. Transport de
structure : gnaod deux ecnsembles sont on correspondance blunivogue
et que 1l'un posside uno si xactuze, celle-ci peut &tre transporitée
& l'autre : isomorphis. Beux en¢embleu isomorphes par rapport &

ure structurc peuvent cesser de la devenlr p. . & une structure

RBelation d'iguivalence \ra¢atlon synéirigue et uraﬂ%ﬁclve)

partsge on classes qulelle définit, d'ch

E. On ge&t considérer comme Iordementsl l'epgemble des clasaes

-

a&iipies war une relatian dl'éauivalsnce dang un Ffondsmental.

Dioh : fonction définis par vn partage en classes. Réeiproquement,
touts fonctioﬁ définit vn tel paxtag . Bzemple : fonctlon caractér.
Car;aspondanee blunlvoaue entre seus~essembles de l'ensemble des
alasaés 61 zomass de clas 588 daag l?erﬂemble initial. Corresp. .
b;aﬁlvcﬂue g@tra fonctzons daas ltence »ble des clagses at fonetions
dans l?espace in;tial, cons uant@q’sur les clgsses (K B. 'Gn anzra
fait sn.leur iiea les fonct;ens de o natiegs). Formule
f&ﬁﬁ};f{gxh} = ’g)x(?/h;e {T@fﬂ&i@l@gia : ensembls guotient,

Jtﬁt&f&ae par cetie ¢ar?u;e}

Calcul, d'sprés Chevalley, avec quelgues formules en plua.
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Produlit quelconque : soit Ei une fonction de i, définie dans I, et
prensnt ses valeurs dans l'ensemble des parties d'un certain ensem-
~ble fondamertal E ; le produit des E; est par définition 1l'ensem-
-ble deés fonctions X5 définies dans I, prenant leurs valours

dans E, telles que X; €E; quelque soit i dans I (N.B. : on écrira
iota au lieu de i, 1 étant réservé en principe au cas ot I est
fini, et n av cas ol n est l'ens. des entiers). On cbservers gue

le produit de deux factcurs renilro dans cetite définitiorn, un couple
n'étant pas suire chose qu'une fonction définie sur un ensemble 1

& deux éiéments, pourvu gqu'on puisse sjouter les chats et les
vérités : ce gqulon peut faire, comme on le voit Justement par le
prodult {on pout faire la somme de deux dreitesm, dans lo produit

-

droite x droite x ensemble & plus d’un élément, & une isomorphie

prés, of. laius sur 1'isomorphie).

Régles sur e produit : associabivité (2 une isomorphis nrds)
pour une décomposition guelcongue en clagses dane llensemble des

indices. Frojecilons sur les facteurs et plus géndralemsnt sur

o

les produits partiels, chague produit partiel peut &ire consids

z

re

el ¢
AN

i
{

comme un ensemble guotient du produit ‘complet (en identifiasnt les
¢léments qui ne diffdrent que par certaines coordonndes). En
lalssant constantes certaines ccordonnéss on obtient un ensomble

-

isomorphe & um produit partiel.

(8

aussit8t aprés 1'isomorphie un lains général, pour dire gue Cans

Yoo

oz s'en tient au polnt de vue dit omtologique, on fait

1la théorie qul étudie un type de structurss, deux ensembles iso-

o Ve

~norphes au point de vre de cette st“ugta”e peuvent &tre considdrdés

v

" cemme ldentiques et recevoir ls méme nom, quelles que soient

=

*ailleurs leurs crigines respoetivaes (p. ex. en topologie il est

£

d'usage d'appsler sphére toute variété simplement cbanaxegeta.,),

25 0.8
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Application dens co chapitre méme, pour le produit de deux
facteurs qui est défini de doux manidres différentes, isomor-
-phes l'une de l'autre. Cf. aussi la.qQuestion de l'extonsion
dfun engemble, passage des entiers aux rationnels, des rationnels

aux irrationnels, ete.)

Ensuite (eutre rédacteur) :

Entiers. ¥ conpris une étude particulisdrs de llassociativiié.
Ordinsuz. Bécurrence transfinie. Vohlerdnung.

Puissances. Théoréme de comparaison, démonsiration direcie
{Gerander - & H., Carten). Toute puissance est un aleph.
Puissance de l'ansemble des parties. Dénombrable, continu

{hypothdse du continu). Ilypothése du contiau généralisée.




