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8éries de Fourier, Repport Mandelbrojt,

Définition de 1g série de Fourier en posant & priori les coefficie
-ents (notetion trigonomttrique et not, exponentielle).de Fourier;,
Définition des polynomes de Fejer (moyennes arithmétiques), formule
intégrale. Démonstration du critire de Lebesgue pour 1la convergence des
polynomes de Pejer, et évaluation de ¥endelbro jt pour le reste, Cas par
~tieulier : théorime de Fejer. Pour une fonction quelcongue, le eritire
de Lebesgue est vérifid presque partout. Corollaire : théorime de Weier
strass ( et polynomes de Tchebycheff), hutre corollgire théortme de
Lebeszue sur les coefficients de Fourier des fonctions intégrsbles. Théo~
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integrele de P _isson tend vers la veleur de la série sur le cer-

-cle (et fournit 1s solution du problime de Diriehlet)
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Espace de Hilbert et séries orthogoneles,

Eveluation de le distance de deux fonetione per la distance au sens
de 1° (plus générslement, au sens de Lp). Fonetions suxquelles elle
g'applique : fonetliome de ecarré intfgrslie, Axiomes topologiques et
axiome du triengle,

Heilleure epproximation d'une fonetion (zu sens de Lz) per une Gome
-binaison linésire de fonetions données : orthogonslisstion d'une suite
finie donnfe, meilleure spproximation par une combinsison de fonetions
orthogonsles ; formules de Fourier pour les coefficients., Csg d'une
suite dénombrable donnée, infgalité de Bessel, théorime de Parsevsl comme
fournissant la définition d'une suite complite.

Etude de la notion de convergence en moyenne : elle entrainre la con-
-vergence presque partout et est entrainde par ls convergence uniforme
(réeisroques fausses). L'espace 1# ezt complet (démonstration de Weyl) ;.
les fonctions continues y sont partout denses, Application : grejeetian
d'un ppohbtiée 12 sur la veriété définie par la suite orthogonale non
compléte,

izemples de sultes orthogonales et d'orthodonszlisstion : suite de ls
série de Fourier (forme réelle trigonomttrigue / forme somplexe exponen-
-tielle). Pelynomes avec poids divers : Tehebicheff, Legendre, Hermite,

Laguerre,
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Evaluation de la distance de deux fonctions au sens de 1,2
(au sens de LP),
Ry HHAEH AN B HHE M H B HH HE S E HHHHEH
.Inégalité de Minkowski:elle donne 1’espace des fonctions de

LP et 1’axiome de 1la distancef LP © mme espace vectoriel.

4 t 4/ 7 =
HUBHEHBBABERREE ot Ol o o, s forne o
/om\ Mmé@mggaf o(ogl o) U L ’7 /ux/\ ol /an e/ff‘mqj 25 @;{LW}) cowvwo Ao :

Meille eure approximation 4’une fonction (au sens de L”) par

une combinaison lindaire de fonctions donnéessorthogonalisation
d’une suite finie donnée,medlleure approximation par une come-
binaison linéaire de fonctions orthogonales;formules defFourier
pour les coefficients.

Orthogonalisation d’une suite dénombrable-inégalité de
Bessel-définition d’une suiie compléte g par 1’4galité de
Parseval;éucune fonction erthogonale aux fonctions de la sui-

te.

(Au moment ol on rencontre le produit scalaire,et & toute
occasion naturelle,sn insiste sur 1’analogie avee 1la géomdtirie,
en s’aidant du cas réel.)

La convergence uniforme entriine la convergence en
— moyénne (réciproque fausse). ’
= L’espace L2 est complet (démonstration de Zygmund),flifﬁ

Projection sur une variété linédaire.

Exemples de suites orthegonales et d’orthogonalisations

suite de la série de Fourier (forme réelle trigonométriques
forme complexe exponentielle).Polynomes avec poids divers:
Tchebicheff;Legendre,Hefmite,Laguerrs,
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A-ajouter 8 1’espace de Hilbert: o [ 7/ /]
Cn commence par:
1. Espace des fenctions continues; approximation uniforme. Appro=-

ximation par des polynomes ordinaires / par des polynomes trigonomé-

tricues: ensembles partout denses. b R e

#i573;1;~_i/w-»‘i32:§;;5%;s 1> (ca lignes l—-//////uii ce de Hilbert"),
Ajouter: apg;pxiﬁ;;;;;mzZr 1y nion : " muﬂ/éa>;;;;;€§;;
9%( e »~~”T:”"” ' T g

produit scalaire caractérise l’espace de H. comme duel & lui-méme

FERY of’ existence d’un

(cf. espaces vectoriels);

en opérant de meme sur un L on aboutlralt

non 3 LP mais & Lp . 1

Z%?Ezgﬁﬁ4ﬁéziﬁﬁ§22§a§§;ie de Fourieréﬁ@j&iﬁi&ﬁb¥&€1converge uniformément et absolu-

///ment pour toute fonction deux fois dérivakble. Censdquentes la suite

%L///p/ de Fourier est complete.

5,,8érie de Fourier pour plusieurs variables. r2h~u62b¢4 g%~a44py
o
rJAA’G Feger avec Abschitzung de Mandelbrojt. Congéquence: Weier- *

strass-Tchebycheff, Thé@reme de Dirichlet (1’intégrale oscillante é&-
tant renvoyée aux O et o). s
Poissen: relations entre la série de Fourier et la série de Tay-

lor. Convergence en moeyenne de fr(ﬁ ) vers f(g ). “onvergence de la
sommation de Poisson en un point de continuité(uniforme dans un inter-

valle). vorellaire: donne la selutien du probléme de Dirichlet. Théo-

réme deM%ﬁ%ﬁéﬁ@% MWM’M/WD(Q
___\"____L_‘__,_._——-—-—-————\_

8. Intégrale de Fourier. Fhésriwexde Obtention plausible par pas-

a3

sage 2 la limite & partir de la série de Fourier. Théordme de Planche-

rel (méthode de Weil). Critéres de convergence ordinaire: critére gros-

: i .
sier (deux dérivées). Théorime de Dirichiet. {hﬂzaﬁﬁﬁfioé’F%hﬂﬁdéﬂc%é
yorCoalbes .
(‘ Intégrale de Laplace, Droite de convergence{énoncer 1le cas par-

ticulier de la série de Dlrlchlet). Formule d’inversion de Mellin avec

er (incluant le calcul des coefficints de la série de Dirichlet, et



donné comme généralisation des formules de Cauchy pour Taylor) donné
avec des contours d’intégration aussi généraux que possible (allant

4ventuellement 2 1’infini 3 gauche) envue des applications.

(Modification recommandée, mise & 1’étude: 2e théoréme tabérien
avec O, démonstration &4 la Borel ou & la Mandelbrejt ? En déduire 1le

théoréme de Dirichlet pour la série, et pour 1’intégrale en donnant

préalablement le théoréme de Fejer).
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REPRESENTATION APPROCHEE. ESPACE DE HILBERT
ET DEVELOPPEIENTS.
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1. Espace des fonctions continues ; approximation uniforme.
Approximation par des poilynomes ordinairesllpar des polynomes
trigonométriques : ensembles partout denses.

2. Bvaluation de laz distance de deux fonctions an sens ds
L% (au sens de IP).

Inégalité ds Minkowskl : elle donne l'sxiome de la distience
1P ot l'espace des foncticns de LF comme espace vectoriel.

Possibilité d'approximer une fonction dens un it {ov simul-
-tandment dans “ous les LY) par dés fonctions en escalisr ;
continues ; par des polynonmes ordingires ou trigonométrigues
ensembles partou’ denses Cans 1P,

| j‘ Meillevre approximation d'une Ffonction {au sens de %2}
par une combinalson linéalre de fonctlons données : orthogonsliss-
-tion d'une suiba finie donnoe, malileure approxzmation par uns
combinaison linéaire derfonctions orthogonales ; formules de Fouriar
pour les éoefficients. :

Orthogoﬁaiieafion'd’une suite dénombrable -inégalité de
Bessel- déf;nltion d'une suite compléte par 1'égalité de P&ree?bi :
aucune fonction orthogonale aux fonctions de la suite.

(Au moment ok on rencontre le proault scalaire, et &4 toute

occaszon naturelle on. in81ste sur l’anaTogie avec la géométirie,

en s'aldant du cae réel bﬂezistence d'un produit scalalre carac-

-térise 1*eepace ¢e H comme dusl & lu;-meme (cf. espaces vectoriels )

g
en opérant de meﬂeﬁsu: un LP onvaboutlrain non a_Lp mais L§ )

s & T
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La série de Fourier converge uniformément et absolument pour
toute fonction deux fois dérivable. On retrouve que la sulite de
Fourier est complaie. |

La convergsnce uniforme entraine le convergence en mOyernse
(réciproque fauses).

L'espace = est complet (démonstration de Zyemund). S'il n'y
a sucune Ponetion orthogonale & upe suite, elle est eompiéte.

Projection sur une variété linéaire.

4. Exemples de suites orthogonales et dforthogon alisation ¢
auite de la série de Fourier {forme reeLle trigonomet:;gw ; Torme
complexe ezponentle“le) ?ol;nomes avec polds divers : Tchobichall
Legendre, Eermiﬁe ;aguerre. La suite ﬂe Fourier est compldte. Les

aﬁ tes de polynomes orthoocnalises sur un intervalle fini aves oS
poids auelconqueul aussi ; auSSl sur un 1nusrvalle infini (démons-
=uratlon generdle uon sevlement pour Laguerre et Hermite %).

5. Série de :ourier pour p7u51euws varvables. Fonctions
guesi-périodiques.

6. Fejér avec ﬁbschatzung e ﬁande¢bragb. Conﬁef vence : Welers-
tress-Tchebycheff. Théoréme ds Dwrlchlet (1'intégrale oscllliante
stant renvoyée azax 0O et o).

“oiason . relations entre 1a erle de Fourier et la série Ce
Taylor. Convergen"e en moysnne de £ (6) yers F(6). Convergence de
la sommation de Poisson en un point de continuité (uniforme dens un

=

int erValle) Corcllaire : dopnse lsg aO‘EﬁlOB du nrobloms de Dirichlet.

Théoréme de Fatou.

1 Etude de seriss de Fourler part1cul; 3res et phénonéns de

Gibbs, par des I ﬂé%hoées complexos.
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8. Intégrale de Fourier. Obtention plausible par passage & la
limite & partir de la série de Fourier. Théoréme de Plancherel
(méthode de Weil). Critdres de convergence ordinaire : critére
grossier (deux dérivées). Théordme de Dirichlet. Intégrale de Fourier
de plusieurs variables.

9. Intégrale de Laplace. Droite de convergence {éromcer le cas
particulier de ls série de Dirichlet). Formule d'inversion de HMellin
avec df* (inclusrt le caleul des coefficients de la séris de Dirich-
-let, et donné commne généralisation des formules de Cauchy pour
Teylor) donné avec des contours 4'intégration sussi généraux gque

possible (allant éventuellement & 1'infini & gauche) en vus do:

applications.

{Modificaticn recommanide, mise & liétude ; 2 théordme tabdrien
avec O, démonstration & la Borel ou & la Mandelbrojt ¥ En déduire
1é théoréme de Dirichlet pour la série, et pour 1'intégrale en

donnant préalsblemsnt le théoréme de Fejer).




