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APPENDICE I.
ESPACES AFFINES.

s e evens

1 - Définition des espaces affines.

Définition 1 - Etont donnd gglespéce veetoriel & gauche (resp. & droite)

T sur un corps K, on appelle espoce affine attaché & T tout espace homo-
géne E (chep.I, §7, n°6) du groupe additif de T tel que O soit le seul

opérateur de T laissant invariants tous les $léments de E. Dons ces

conditions T s'lappelle l'espace des tronslations de E, et ses ¢léments

s'appellent les tropslations g$7veeteurs libres de E.

Dons ce gqul suit, nous nous bornerons an cag cﬁ'T est un espace
veetorlel & gauche sur X,

La dimension’de l’egpaee des translations T d'un ecspace affine F
s'appelle la dimension de B, Un espace affine de dimension un (resp.
deux} s'appelle ﬁﬂe droite (resp. un plan) affine. _

Dens les conditions de la d4finition ?; et pour teT et P é.Egl
nous noterons t4+P le.transfcrmé du pqint P par la translstion t. Ia
définition 1'exprime,’en particalierg gue l'application te=p 4P esf une
bigection de T sur E. Ainsil, étant donnds deux pqihts P et Q de E, i1
existe &ne translation t et une seule_te}le que Q=%+23 nous noterons
celle'éi'Q5E§ on a done Q = (Q-P) +P, P~P = 0, P-Q = -{Q-P) et
(RB-Q) + (Q-P) = R-P.
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Considérons quatre points P,Q,P!',Q! de E tels que Q-P = Q'-Pt,
Lo formule Q! = (Q!'=Q)+(Q-P) + P = (Q’~P’)+(P3~”) + P et la commutati-
vité de l'addition dans T montrent que llon a2 alors Q'-Q = P*—? {”ﬂégle
du paﬁrallélogramme")a Lton dit alors gue les quatre pointe P,Q,Q1',P8

(pris dans cct ordre) forment un parallélogramme.

Bvent donné un point F de B, l'appliecation Q@ —» Q-P ¢35t une bijec-

tior de Z sur T 3 gquand on identifie E & T par cetts applieatioﬁ, on

dit qu'on considére E comme espace vectoriel obltenn en premsnt P pour

ovigigg dans Ea Inversement toét espace vectofiel T est canonigusment

muni d*uﬁe struetafe d’eane@ aizine attaché & T & savoir ls strueﬁureA'

d'espace-homogene correspondant au sous groape‘{e) e m (Ghapelgg ?,HOS)
Rems, ﬁrgue,»’nes définitions et résultats donnés dens ce n° ‘g'6tendent
immédlatement au eas ol * an 119& dfun espaee vec%owzel Tg on consi-

dore un groupe abélxen queleonque Ta

2 - Calenl bargceatriquea—

Pronosiﬁian!1-¥ - Dant depn 5§$4Q§2 f?EiITQ finie f? )353 de points dtun
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Ea effet, 9l 4! est un zuirs

Z ai“t?i“Q)"}'{Q"Q’)) = Eai (PE‘E’Q) + igv‘*

3{8-2%). Quand & 8=l ce
¢ ! . :
vecteur est égal & (P-Q)+(Q-0%) = P-Qt, d'on notre assertion. Quand

Ejaiza; ce veeteur est égal é.zjai{Pi«Q); 4100 notre seconde assertion.
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Dong les conditions de la prop.i, on noteIZjaiPi le pqinﬁ P défi-
ni por P-Q = 3 a,(P.mQ) (resp. le vceteur libre}j as (P;~Q)). Te point
P défini par P-Q = (P ~Q) C’apoelTe le ba:ycentre des points (P )

L
fectds des mosses (ai)o

l~n

8.5

Exepples - I)Etont donnés deux points P et Q de E et un &lément

a#£4 de ¥, le point P! défini per P'-P = g (P'-Q) est dit diviger

le segment (P,Q) dens le rapport a. Clest le bar cemtre des
3 y

i
points P et Q affectds des masses {4-a)™% et -a (fma) ", comme on

‘-m.!

e vérifie aussitlt.
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donnés n points ?_aaa ,tm de & tels que leur noubre @ ne

golt vas multiple de la caracitdristicue de X, le point G =
2 mfiPi stappelle le centre de grovitd des points {P-)e I1 est

| e |
caractdrisé par ls relation 2. (Pi»G) s 0,

Io forpation des bax jcemtveq est gssociative. Plus précisément,

étant donndes n fa apllles finies Eiv)g - J {1 1‘$ n) de points
dfun espace affine E, n familles Finles (ai } 3 (1 £1g n) aréré-
ments de K telles que > 3éJi ai = '.T., et n eléments bi de K tels que
£ b, =1, alors les bs:eyeentfes 2 b, i,}-_ﬂ 3 ed; ?’iaPzg) et

A

Zs bia. .P.. sont ‘confondus.
i.&.j;}l :

a
- Varistés linéalves.u

Définition 2 - Etent donnd un esnace affine E, on dit qu'une partie

V de E est une variété lindalre (ou une veridté liné fiﬂe), si

~pour toute famillie finie (Pi) de points de V ot toute famille (ai)

d'éléments de ¥ tels que 5

240 a,=1, le barycentre QL a; P, appartient

-
a8 Ve
b
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Io pertie vide est une v-riété linéaire de I. Etant donnée une
partie non vide V de I, precnons vn point P de V”et considérons ltes-
pﬁce vecﬁoriel obtenu en prenant P pour origine dons T. Dons cetté
structure vectOﬂlelle, 1'élément Q conmbinzison lindaire des ¢léments
Pi nunis des coefficients bi est le barycentre zlbiPi + (1-£Sbi)P,
puisque Q-P =2 b, (B,-P). _

Done, pour que V solt une voriété linéaire de Ey i1 fout et il

suffit que ce coit un sous espace vectoriel de E nour la structure
veetorielle de E obltenue en prenant P pour criginee En particulier,
les voridtés linbaires affines non vides dtun eupace vectoriel T

(considdrs comne espace affine) ne sont antres que les translotds

de sous espoces vectqriels fe T, ‘

Etant donné un point P 5'uné varidts linda aire ¥ de 1’es;éee' ;
affine T, les veeteurs libres Q-P oh Q,;V fornent, dfaonrds l'éguiva-
lence des relations Q =, b P, + (1 —§:b )P et Q=P E: b, {P,-P}, un
sous espace vectoriel D de l'espace des trﬂnslatioas T de Ee Comne
Q-Pt= (Q-P)=-(P1-P) ce souz espece D est independ nt du point P ehoisi

dans V. On T' appelle la ¢ireetion de Ve Bt l’ensenble T est canoni—

quement muni dlune &trueciure d'espaee affine att aehé & D, En nurti-

culier, 1iopn pourrg parle: de lg d;mension de V {qui est eelle de D)o

On appelle cod1menszon de 7 dans E, 1o codzmenSLOn de D dans T une

varidté 1inéqire affine de eodimenolon 1 dans 2 s'appelle un hzgerglnn

de B.. Deux vqrzétés linéuires de méme direetlon sont dites p;rallolese

Proposition 2 - Dtant dwmnés un systeme (P,,x4) de “aints Pi et de

 ¥Yecteurs libres X, d'un (space affine E, l'ensemble V des points de E




S
de la forne Z aiPi +%b (ai,bjg K, 2{.8‘1 = 1) est une voridté

_llnéﬂire de I,

81 1o fomllle P, est vide, ona V = O & oause de la condition
§:1ai= 1. On peut donc supnoser on'il existe un point Pi,'auquel cas

notre assertion est évidente en prensnt ce point pour origine. On
dit que V est eggendrée par les poinks Pi ¢t les vecteurs xjg }
Avec les notations de la prop. 8, pour que lo reprégentation de |
tout point P de V sous 12 forme P = =2 a,By + Zbixj soit mnigue, i1
faut et 11 suffit que le systine (L-—P1,Xj)i%1 S0it un systime 1ibre
d1416ments de T. On dit alors que le systdme (F i,ﬁj) de points et

vecteurs de E est affinement libre. It 1ton dis gue la fornule

que lg formule P = ElaiPi +‘§%bj§ﬁ { Z%ai = 1) est une reprdsentation
: : 354 oy ,

paramétriﬁue de la zim varidté lindaire v engeidrée por le systdme
Epi,xa)w -

Povr que la variété 1inéaire V engendx»ée Dar le sysidme fP*,xj)
solt égo ale ltespoce affine B %out entler, il fant et il suffit
qutil existe ‘un point F, dans la fanille {Ez) ¢t que le systome
(P -Etgx % qfq solt un systime total d’élémen%u de T, On di% olors

gue le sysﬁcme {quxq) est pffinement %orulo,yéfﬁ,

Cﬁ systgme (Pi,x ) de points e% vecteurs de l’esnﬁce affine E

aui est & 13 fois fvinement livre et a zinemcnt tot l s'appelle une
bose affine de I. Sl n désigne lo dimension’ ‘de E, une be se affine

de E oonxlent n+1 éléments (dont au moins un paint).

Rem&ﬂgueem Ia variété lindasire enbendrée par une fanille de
naints dtun espace affine E n'est autre gue llensemble des
yeentres de ces points.




4 - Applications affines.

DéL.5 - Etant donnédsdeux espaces affines E, B! attachés & deux espaces

vectoriels T,T' sur un mBme corps K, on dit gu'une application u ge E

dens E' est une application affine si, quels que soient les noints P

1
de T et les éléments a; e K de somnme 1, ona

n (Zéai.}?i) = Zéaiu(Pi)s

Soit P un point de E ot s0it u . une ap»nlication guelcongue de

E dzns E', Tunissons E et T! des structures dlesnace weetoriels obte~
nues én prenant P ci P* = u(P) pour origines. Ltéquivalence des re-
lations QuP =2.70.{Q.-P) et Q = Z.b,.Q.-@(?-Z,"’h’.)P {et L'éouivalence

4 4 7d ~ S dd 4 5
analogue dans 5V ) montrent que, pour gque u scit une applicetion affine
de E dong T, il foubt et il suffit gue u soit une application iinéaire
de l'espace vectoriel d'origine P dans liespace vectbriel dlorigine
‘u{P). En parficulier, les applications affines d'un espace vectoriel V
dans un cspace veetoriel v' ne sont autres gue lesg comgosées dlune gp-.
plication liméairevet dtune translation; plgs_préeisémen% ce sont les
applications de la forpe z —f{x)+at (xeV, ateV!), ou encore de ls
fornme x ¢ f(x+a) (x,a Q'V)g_oé £ est une application lindaire de V dons
Vi,

£
¥

Une bijection affine de T sur lui-méme s'anpelle une transformno-

Ly

tion affine de T,

Le corns de base X poscdde une structure dlesnoce vectoriel sur K,
et done une structure dtegs-ace affine. Une applicetion affine dtun es-

pace affine £ (sur X) dans X s'appelle une fonction offine sur Ee




ot

Pour tout pointk F de E une telle fonetion affine est de la forme
4 . .

n=u(P) + u?!, ou u' est une Forme linéaire sur 1llespace vectoriel

obtenu en prenant P pour origine; ainsi les Lonetlons affines sur un

espace affine (2 gauche) E forment un espoce veetoriel & droite de

dimension diﬁ,(E)+1 sur K. Un hyperplan de E est ééfini por 1fonnule~
tion dtune fonction affine (non nulle) sur B, ou, ce qui revient au

: "2 2t « . ~ o § - 3
mépe, por une équation de la forme u(P)-a = 0, (on u est une fonetion

.affine),

Orientotion (astérisques, & cause de 1'algdbre extérieurve).
hs )

Seient % nn espace aff ne de dinbavlon B SUr un corps connutg-

o

if X, et T son espace des t7anslgt10ns° nous supposerons K quelcon-

gue. DJonnons nous vn sous groupe maltiplzcatlf G de K*. Le groupe G

= Sy

opove sur l'ensenble des éléments non nuls de la pulssance extdrieure

’5

1 i3me /\ T; on annelle orientetion de E par rapport & G toute classe

d'intronsitivitd de G (pour cette représeataﬁion);Ales orientations de
E par ropport & G sont ainsi en eorrespondaneé.bianivoque (non cano-
nique) avec'les'eléments de F 0. . _
io:squé le groupe G est fel que —14£G, on dit que deux orienta-
tions 29! de E:sont ngosées si ot = -1)06_,_;ff
“tant donnée une base affine (P .,.¢,Pm9xm;1,a.. X1 @e E forute

de points et'vecteurs, on anpelle orientation &e cet%e base {par rap-

port & . @) 1a classe dtlintra nsitivlté du n-vecteur
(.L -'P )Aaoa/\(? —P1 )Axm+1 A techn_’_?o

Lorsque m=1, ce n-vecteur et X, Ao AZp .4 et ne dépend pas de Pyo



e

Etont donnde une transformation affine (n°4) s de E, 1'applica-
tion t-§ﬁt5“1 est un automorphisme de l'espsce des tronslations T

de Bj; son déterminant s'appelle le déterninont de & et se note Di{s)e

Les transio Tmétions affines s de & qui "counservent Morientatlon?®
(ce8ode gui laissent chague orientation inv@riante},ne sont autres
que celles telles gque D (s) € G
é G, celles telles qae D (s)& -G changent toute orienta-
tion en son oppnosée.
Ixemple - Ia transformation 2iflne s ?éfinle per une neraunta-

e,

tion %f des indices des vectcurs x. d'une base affine

=
PyEq jeces%,) de B conserve l'orientatl on si la signature £,
- - s ; . B ' o
de af est égele & 1. 81 €4 = -1, et si -1 ¢ G, cette transfor-

mation change chaque oricniation en son opposde. Les bases aof-
fines ,gai) et (u?téfgf\) ont ainsi méme orientation si ey =1,
et des orientations opposdes Eq = -1 et 81 =1 &€ G

Z'
3

c

O
’.})

si
Srons deux vavletos 1indoires af:

f"‘v)

ines Et et E" de E (prises
dens cet ordre)s notons T?§ T1" leurs espaces de tramslations,

Y ' o ,
A TV)x( /X ™M) dens A T définit, por passcoge aux quotients, une
D

n! et n" leurs dimensions. Lfapplication (x!,x") 5 xtAx" de

{

lication, notée (o',0%)-—>o0!' A o, du prodiit des ensenbles des

oricni~tious de EY et B" dans l'ensenble des orientations de E.
Compe, pour o! {resp.o™) fi x 5 l'applicétion o"50tA 0" (resp.

o' el Ahg").est une bijection, 12 donnde de deux des oricntotions

5 2?§

jo

" sur T, B', E" détermine la troisitme de fagon unique si
(4

lleg SOL“\uaget+ies & la relation o0 = o' A o',
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-0
Lorsque l'une au moins des deux dinmensions n', n" est paire, lton n'a
pas & se préoccuper de ltordre dans lequel E! et I sont donnés.

6 - GSométrie affine sur un corps ordonné (astérigqaes).

Définition 4 - Soient E un espace affine sur un corps ordonné (done

commutatiz) K, et (Pi’xj) un_systoéme de vwoints et vecteurs de E. On

anpe;le rémion positive'fermée {resp. ouverte) déterninée per ce sys~

"téme, et l'on note R(Piﬂij) (resp. R (PimEJ) llensemble des points P

8e E de lo forme : ; _
'. Tt =
zi,aiPi +25bj§j cu.Z,'..'ai =1, 912 0, 'bj >0 (z-e_s'p‘.,ai >0, bj > 0)s
On remerauera que R(P;,Z,) et r° (P; 4Z4) -ne changent pas sf 1ton

; : ?
remplace chaque vecteur x. par un vecteur de la forme eﬁgj ou eﬁ>'0a
; & o 2

Zxgnples de rérions nositrves,
a) Simgléxes, Etant donné un systéne ufxinement 1ibre {Ei) de q+n

points de E (q & din(B)), les régions positives R(Pi) et 2°(P,)

s'appellent le simplexe formé et le 31"plcxe ouveft de sommets Pi’
et ltentier g

q pnelle 1% dimension de ces Qimplexes. Un simnlexe
de dimegsidn 1 {resp.2,3) s's appelle un segment (resy. triqggle,té-
traddre).’ ' - ' :

h) Demi;droites. Etont domnés un point P et un vecteur x%O, la ré-

gion positive R(P,x) {resp. R°(E,x)) s'appelle 1@ demi-droite fermée

(resp. ouverte) d'origine P: le vecteur X s'appelle un vecteur direc-

Seur de cette demi-droite, Deux deml-droites paralldles R(P,x),

R(P!,x!) sont dites de meme sens s'il existe une.translation‘amenant

1'une sur ltautre; il revient ou méme de dire qutil existe a,>-0 tel

que x' = 8eXe
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c) Demi~espaces,~ Etant donnds un hyperplan H et un vecteur'§ nomn

contenu dans lsg direction de H, prenons pour (Pi) un systéme affine-
ment total (dﬂns H) de points de H (par ezemple la amille de tous
les voints de H). La région positive R(P,,x) (resp. RO(Pl,x)) s'ap-

pelle alors un depi-espace fernd {resp. suvert) d4é6fini par 1lthyper-

plan He

Proposition 3 - Ztant donnds un hyperplan H dans un espace affine B

un deni espace fermé (resp, ouvert) D défini par Hg et une éguation

a(?)z s de H (p Etant une fonction affine), alors D est d6fini par

l'une des deux relstions u(P)Y o on u (P) 48 (reuneu{?)>sa ou u(P)<:a)a

Inverserent, les ensembles définis por oces %al;tﬁons sont des depni-

espaces fermés (resp. ouverts) définis par H,

Considérons par exenmple le.cos ob D = R(P gz) est un deni-sspace
fermé. Tout point Q de E se met, et de facon unaqaeg gous la forme

Q=P +bs§‘aveeiPeIQ,é? ceux de D_sont caractérisés par la relation

b g,aé. Posons 0 X = QouPo(a?eq Ebéiﬁjg Coume u-eét une application

affine, on a u (Q) = u(P+bQ -bP ) = u(B)+bu(Q,)~bu(P, ) a'od

n{Q)-a = b(&(Q0)~a}@ Done, pour que b soit positifQ il faut et 11

suffit que a(Q)ua q?c le méne signe que u(Q )»a* dtou notre nreniere

assertion. Ia seconde s'en suit, en changes nt évontuellenment X en -x.
Avec les notations de la prop.3 leg Q“ﬂlw&SDreeu définis par

u(?) » a (ou u.(P)}a) et u({P) » a (oun u(i)}a) sont dlts ovnosés.

Ii ré ulte de la prop.3 gufun hyperplan H &eiintﬁ exactenent deux

demzmexpaces fermés {(resp « ouverts): un demz'e space fermé défini par

H est d'aillcurs le complimentaire (dans E) du denmt espace ouvert opposé,




oo LT

Deux points ? et Q de E sont dits &tre du méme cb%48 (resp.strxetemeut

du méme ¢B%8) de H s'ils appartiennent & un méme denli-espace fermé

{resp. ouvert) définl par H; par utilisation d'une Squation u(P)=a de
H. lteon voit éassiﬁ&t que, pour gque deux points P et @ de E soient
strictement du méme ¢8té de H, il faut et il suffit que le segmenﬁ
fermé R(P,Q) ne rencontre pas H, .

Dans le cas d'un esnoce affine B sur un corﬁs ordonné X, lion
étudie surtout lee orientations de I evinles par le sous groupe
multinliecatif G = Ki des 6léments strictenent positifs de K (QQE)«

Il existe alors deux crienﬁaﬁiona sur E, d'ailleurs oégoséese

Etant donnée une droite affine D, elle est susceptible de deux
structures d'ensemble totolement ordonnd fopposées}’tﬁanspartéeg de
celle de K3 choeuns de ces struetures déternmine une‘crien%ation»@e E;
4 savoir la olasse des vecteurs P-Q ob V;>Q; en dl'autres termes, 1la
dcnne% dfune éca* aroxte contuawe daps D définit ane orlentation de

D; & savoir la clasge de ﬂ?lﬁ%o*te quel veeteur d*fecteur de cette

demi~ dromﬁe@ Por cca&eaaemt 1z donnde dtun des aruxvdemimespﬂceﬁ

tion sur L te 6301te sappTérenﬁﬂiﬁe de H‘ i1 eﬁ résu]ta (n® 5% ‘que

dans ces

€2

eeqdi+ions lﬁ donnéde dtune o¢1eng¢tlop suj ﬁ-deﬁérmime de

facon ualq&e.&n6‘0%1en%atwon sur ltespsce azfane'ﬁ5 ?

anlﬂ {“ré le du bonhomne d’Am@eﬂe“) POQE su &ewﬁ bases affines

. y: ? Ll : > .
(Foga,@gPﬂ} et {PasggggP ) de E gui ne diffdrent gue par un élément
T 774 etent 1 mlme ,orientation, il faut et il suffit que P, et B
nt du méme c8té de l'hyperplan H ensendrd por les P, pour ifk sen
permutation des indices, l'on peut supposer giie k=n (no)),
t vamend & la propriété précédente. . '

e ton <2 St S Al to RIS i SR e BT
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APPENDICE II.
BSPACES PROJECPIFS.

I - Définition des espaces projectifs.

Définition I - Ztent donné un espece vectoriel é’gauche (resp° & droite)

V sur un _corps K, on appelle esvace projectirf att aché &4 gauche (Ex;resp;

& droite) 3 Vv 1e gquotient du compldment v de (O) dons ¥V par 1a relaticn

 d'éguivalence "il existe e#0 dans K fel que y = a.x".

En d'autres'termes“l'espace projectif P attzaché 4 V est llepsemble
des‘droites-(homcgénes) de V privées de llorigines i1 s'identifie done

caponiquement & l'ensemble des droites (homogines) de V.

Lorsque V est de dimenszon finie n, on appelle dimension de ll'eg-
pace projeetif P attaché L V. 1*ent1er n~2* Alnui un esnace nrogectif
de dimension ~1 est v1de, et un espace 3rogeculf de dimension 0 est
réduit & un point. Un éspace projectif de dimension 1 (resp.2) s'ap-

pelle une droite projective (resp. un Plan pr ojectif),

Nouo ne considdérerons désormais gue des €S8P nrojectifs 4 gauehe,

2 = Cocrdonnées honogzines.

Seit P un espace projectif de cimen31on n , attaché & un espac

- vectoriel ¥V de dimension n+1. Donnons-nous uhe base (e 02728, ) de V.,
utqﬂt donné un . point x° de P et un poznt m}o de V appartenant & 1s
elasse dtéquivalence x° y On di%t que les coordonndes (Xc"“’xn) de x

ver rapport & 1a base_-(gi)(g = Xngi) coustituent un systdme de coordon-

nées homoodnes de x° par rapport & la base (ei). Tout systcme de n+1
éléments non tous nuls de X est un systime de coordonndes homogines

d'un point de P . Ef, pour que deux sysittmes (z;), (y;) de n+1 quantitds



non toutes nulles de Kfsoient des systémes de cgordoﬁnées homogénes
dtun méme point de P (par rapport & la base (g*)fde V), i1 fant et il
suffit qu'il existe uh élément tx0 de X tel que zi*ay,pour 120,404 4H0
Etant donﬁégs deux basgs,(gi),(g§) de V, liées par les relaﬁions
£4= 2% el et e% = Z}b-ieig deux systimes de coordonnées homogtnes
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(%) (x ) dtun méme point x° de P par rapporit aux bases ng),{gg) de

¥ sont lies par des rels tlons de 1a ¢0fme
?-.3 e Eals ; 3z = ’”E.Ké s
txl o= 2, XiBig o UHy = 2 XDy
? il ot . ;
ou u et t sont des 818ments non nuls de XK., En particulier, si
+0) pour tout i, % et x§ gont lidés por unse relation

= vE ¢, eu'v est un Slément non nul de E.

<

Considérons en partioulier une droite projective D attachée & un plan

vectoriel V muni dtune base (g, ,84)c TLes coordonnées homogdnes
(x éﬁ%) dtun roxﬁt z° de D étant déteﬂminCeS'* gﬁfﬁ acteur & gauche
preg, leur vang Tt x x? est dét roiné de :@%on ‘unigue per xg, stil

est défini, clest-d-dire si x #Oa or il y a un seul poiqt 2% de B

dont 1a @reLl ceordsﬁnée homogdne est nu.llea qoua ussoc~efons a

0 o |

sout peiﬂt =g de D 1'6Llément x 'z de K, et<uu“pozn%‘a le sym-

hole o ﬁoas avons alnsi défini une bigectlon de D sur 1la rdunion

du cor ps K Qﬁ du symbole 0& - on apaelie l?ensemble ainsi obtenu le

corps wro;eci f nssocz_é a Kg et on le note K o Le corps nrojee»

%ii Koo est eaﬂonicuemen% nuni d’ane sﬁcuctu e ée droit@ projeetivea

3 - ?ariétes lindaires projectives. Ie compliment de (0) dens un

sous espace vectoriel W dlun espace vectoriel E est seturé par rap-

port & la relation d'Squivalence "il existe 240 dans K tel que



a4

y = a.x"; l'inoge canoniqueLd'un tel ensenble dans l'ezpace projectif P

attaché & V est anpelée une varidté lindaire projective (ou une yariété
linéaire lorsqu'taucune confusion n'est & eraindre) de P, Lo variété
linéaire L est nmunile dfune structure dlespace projeotif‘ ctest 1'es~
pace projectif.aﬁ%aché 2 Wo Une variété lindaire de dimension n-1 d'un
espace. Dro ‘-cﬁif‘P de dimension n stoppelle un ggﬁéfnlan de P,

' mOlent 5 l?aspaee projectif attaché & un espace vectoriel V, et
L une varidté li dalre de P,
(e ) une base de V. L'aly ébre linéaire {§ gﬂp } montre amssitét .
gue les pbinﬁs de L sont ceux dont les coordonndes homogdnes (x.) B0
tisFont & ur systome { fixiaij = 0) d'équations kanOPCﬂes & coeffilcients

dans K3 un el systdme s'appelle ba systéme d!équations homogines de L

{paxr re»port & la base (gi},de V)o Un hyperplan peut 8tre défini par
une seule eaaa‘ ione

T3 es* clair gue toute intersection de varidids ‘1néaires dtun

-
L

gspace @rojee%if ? est une varidtd lindaire de P. Done, 4tant donnde

une partie guelcongue A 'de P, il existe une pilus petite variété 1iné-

aire L contenant &$;§ savoir llinterseétion de toutes les va:i?ﬁés
lindaires de P contenant A3 on dit que T est la varidté lindaire ensen-
drée par A. Ces ao%ioné correspondent aux notions analogues dans l?esm‘
pace wec%orze? ¥ auquel P est attzché. En particulier, on déduis de§

n” » que i L et L' sont deux veriétds lindaires de P et si i est

1z voridété lindaire engendrée par L LY, on g

{1} dim (L) + dim (L) = dim () + dim (LNLt),

gggmrque - S1 dinm (L) + dim (L%) » dim {P), on ddduit de {1) que

” P

int ction de T et Lt est non vides
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Considérons maintenont ﬁne fomille CE!J)) de points de P, et choi- ‘
sissons dons chsgue closse d'équivalence g(d) €V un vecteur _:g(j )6 V.
Le sous espace vectoriel W engendré par les Efj) est indépendant du
choix de ceux-ci dens les clagses z3), = la variété linéaire L
engendrée por les points (E(j)) dans P est l'image canonique de W dans
P, En particulier T.est ll'ensemble des images canoniqaes des vecteura
de la forme > ajz(j) s 91 (x{j -)) est un systéme dg coordonnées homo-
génes du point E(J) (par rapport & une baég’de T), les points de T sont
done ccux dont les systimes.de cooréonnées homogdnes sont de la forme

(2) 3y = tLald)y

lon les 8 sont des &léments presque tous nuls de X tels que les

quantités (2) ne soient pas toutes nulles).

Aveo les notations ci-dessus la relation "x‘j) est linairement

1tbre (respe liée)ﬁ est compatible avee 1o gelation d'éouivalenee "y
existe 240 dans K tel que.y = 3.%", . Mlle d~4in1t done une relation entre
les imageé ca noniaues x{j) des (x(j)) dans P‘icette relation s'énonce

Mla famille (x(j)) est prqjgetivement libre (respa liée)" Lorsque ls

'famille (x(j)) de points de P est prn;ectivenent 1ibre, les coefficients
2 des formu1es (2) sont défterninds de fagon unique a un faeteur non nul
pras (a gauche) par la donnde du point de coordonnées homonenes (yi),
et ees coefficients veuvent prendre des valeurs arbitrqires, pourvu .
qutiles ne soient pas toutes nulles; on di% alora que les fornules (2)

constituent une re résentati

on Earamétrigue de la variété linéaire L
engendrée par la famille projectivenecnt 1ibre CE‘J)) |
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Pour gue la varidté lindaire 1 en”endree par la famille (x(j)) .
de points de P soit égale aP tout entier, 11 fout et il sufflt que,
gl x (j) désigne un vecteur appartenznt & la elasse d'équivalence

ﬁ‘j), iz famille (g‘j)) goit totaole dans ltespace vectoriel V. Cn

dit alors gque la fanille (E(j)) est projectivenent totanle dons ltes-
pace projectif P. '

Une.famille (ﬁ(j) de points d'un cspace projectlf P gul est &4 la
fois projectivenent libre et progeesivenent totale s9ugpelle une

ba@e projective de P, Lorsoue P est de dimension n, toute bose Droe-

jective de P contient n+l éléments. Lo donnég dlune bage projective
(ﬁfj)) de P ne détermine pas de facon unique (méme & un facteur &
gauche prds) les coordonndes hoaé&ines dtun point y de Ppar raprort

& un systdme teL gue celles de x(é) soient (8 3)3 Plus précisément .
eoa51déﬁcns deuz veeteurs x(J) (j) de la classe d'equlvulence x(j)‘
-et posons x(g) = 0geX '{3) (ejegﬁ*)g si (aj) est un systéme de coor-
données hqmcgénes a’gn pointj%-de P par rapport & la base (x(g)} de V
les systémes de coordonﬁées‘hcmogénes de:g' par rapport 8 1a base
{x'(j)) sepont de la forme {tajéj) (te}K*) (n?&)e Pour déterminer

sons anmblguité (& un facteur prég) les’coprdonﬁé&s hoéogéﬁes de tout
point ¥ de P par rapport & un tel systéne, ilnféudra de plus connagtre
le point © dont toutes les coordonnées {"point unité") sont égales
a1 aloTs si (x(j)) est une base de V vénondant a la quesulon,
(e!es@fu~d1re admettant les X(J) pour polnts'bases et u pour poini
unité), les bases'(c.x(j)),admettan%'E pour point unité sont celles
pour lesquelles il existe %30 dons K tel que cjzt; dans ces obnditionsg

si (aj) est un systome de coordonnées homogdnes d'un point 2 de P
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cx rapport & une base de V admettant les i‘j)pour point bases et T
pour point unité, les coordonndes honmogdines de 2 par rapport & une
autre bose de méme nature efont de la forme (aa t): En particulier,

loxsqnp K est commutat;f, ces coordonndes hO”OQOﬂ@S sont détermindes

& un facteur prés; done, dans ce cas, lo donnde des points bases et
du point unité déternine de facon unique (& un facteuvr prés) les
-coordonnées homogénes de tout point de B, ‘

Etamt donnée une base projective {§(j) de. P on veut chuisiz

arbitraitenent 1o point unité U en delors de .la zdunion des

y

hyperplans de coordonndes Hj C{j étant engendré par les Eklj
pour ifj).
4 - Avnplications projectives.- ' 7

Etent dennés deux espaces veetoriels V,V' sur un méme corps X,

une apflicaﬁioa Llindaire g de ¥ &éng V! définit une =2pplication du
complément du noyau N = ?5{0} dec £ dans liespace prajeetif Pt attachd
g V%; et cette application est compatible avec la fcﬂwﬁlOﬁ dtégulva-
lepce "il exisie t£0 dans X tel que ¥ = tax" amt 21éments de V. v
Anei f a6finit une spplicstion g de P-L dans B¢, P &ésiga&m% 1tes-
pece projectif attocnd 4 V et T la varidté linbsire de P COrrespon-

dant au noysiu K de f. Ui tion telle gue gz est anpelde une

3nylic” ion projective, ou une projection.’ Bien gue g soit définie
sur P-I, et non sur P fout entier, on dira par abus de langage que g
est une app slication pfsﬁceﬁ*;e (ou une projection) de P danms P's Ia

“yariété lindaire L {Ga g nlest pas définie) s'appelle le gentre de g,

On remarquera gue lorsque g est partout définie (0.2.4. pour que
L =0 , clest une injection de P dans P!,
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Lorsque des bzses sont donndes dens P et P!, une projection g de
P, dens P’:r fait correspondre & un point de P de coordonnées homogines
(xi) un point de P! admettant un systéme de coordonnées homogénes '
(yj) de ia forme /
(3) w5 = L;%855 la;4€K).
Le centre de g est la variété lindaire définie per les Squations
' beiaij =0}, ,
Tl est clair que l'imoge bar une projection g d'une varidté liné-
aire 1 de P (ou plutdt de 1 - (MNC), C désignont le centre de g) est

-

une veridté linéaire de P! , qulon désigne par g(l). Une formule ans-

logue ﬁeleﬁive aux esnaeeu vectoriels (référenee} montre quton a
(4) dim(g(l)) = dim(}) - Ain{MAC) - 1,

Comme les valeirs psises par une applicstion linéaire_peuyenﬁ

&tre arbitraitenment données sur la bése dlun espace vectoriel, il

existe une application projective g de P dans P! prenant des valeurs

arbitrairement données sur une base projective (x{j)) de P. Ceci ne

détermine nas g de facon unique, mals déternine en tous én~s 1g variété
linéaire g(P) de P! {(qui est la voridts 1ino ire enbendre par les
 points g{x(a)))o Mois si, lorsque ¥ egt commutqtlf on se donne de plus

- un point unité (n°3) W dans P et son image gln) dans Pf, alors g

est entidrement déterminde (puisque la donnde des (x(a)) et de W _
défernine, compe on 1'a vu (n°3) & une homothétie pris, une base (g‘j))

de 1'esp9ce veetoriel v auquel P est attaché)o

On remnrquers ques l'on peut choisir arbitroirement le point glu) -
dens la variété lindaire g{(P) pourvu qu'il soit en dehors de 1o
réunion des varidétdés lindaires L €L§ étant engendrue par les points
g(x‘i)) pour i#j). ,



5 - Birapport.-

Wous supposerons icl que le corps de base~Kfest_eommutat1f.

Etant donnds trois points distincts a,b,c, dtune droite Projec-
tive D et trols points distinets a!,b!,e! dlune droite projective D',
il résulte de ce que nous venons de volr qu'il existe une ‘bijection
projective £ de D sur D! telle que £(a)=at!,f£(b)=b! et £{c)=e!. IL n'y
2 donc_paé 4tinvariant projectif de trois poigﬁs alignésa ,

Por contre, &tant donnds. guatre points'a,b,q,d dtune droite PLO-
jective D dont les %rois nremiers sont distincts, prenons 2 et b pour
ints bases et ¢ pour point unitd, et considérons le rapsort T dés 3
ro0génes de 4 dons le s systéme de coordonnées homogéﬁés

{n"3}); oe rapport est un é1lément du corps projectif X,
on & r=0 guand d=s, r=co quand d=b et r=1 quuﬁd d=c. : :

HB.~ Te lecheur atbenﬁlz§ vavant gue r=0 ouﬂ d;dma (et non aaan&

éwn) pcavra prevoir que nous allons tonber

af.le birap port,ita~
1l€ﬁ9 et aon sur eslui de la tradition tﬂup' ale. Lo raison ééA

n:ivaﬁteo auand ils passéhw 'c00fdanﬂee$ hom

;._J
-

ce ehsiy es?

OQwﬁdnaées non ho-
ce du O ou du 1
de coordonnées

12 premidre coor-

0

2t = - 2 S §
donn {et non par la derniér e_ccmme{le@ aupins)e Diou 1z
1%105 de 1@ coordonnee non hovcﬂene x,!x donnée & 1a finp
'Gomme 1e prenier point dtune b"se progective doit avoir

50) pour coordonnéesg le premier noxnt base de D est
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{1.,0); et il seralt invraisemblable que cé ne £t pos le point a.
Done a={(1,0},b=(0,1) et le birapport doit Bire Itﬂliena Démission
si on l'inversel

On gppelle r le blrapport deg guatre points a,b,c,d, (pris dans

cet ordre ct on le note (a,bzc,d).

Prop031tion 1 - Pour gu'une biieetion £ d'une dvoite projective D

sur une droite projective D' (sur le méme corps commutatif K) soit une

_application projective, 11l faut que,guels gue scient _les p01nts dig-

tincts 2,b,¢, de D e _le poini 4 de D, on ait (a,b,c d,) =

{f(a) f(b),f(o),f(d)),- et il suffit gutil existe tr01s points dis-
: iﬁ_._g_g_g_g_ 2,be0, de D tels que,, pour tO’tﬁdéD,A n “vit
(a,bje,d) = (f(a),f(b),f(e),f{d))e :

Il suffit en effet de prendre 2,0 (respcf(a),f(b)) pour points

~ -

bases suw D (resp. D*) et c(respef(e)) pour point unité sur D (resp.
D) ceci d4fin1t des bijections h,h?! de D Dt sur ch,(n°2), et les
 ‘condit1ons dnoncees éauivalent 4 h = htof; d*oa nos-assertions,

Zn particulier considerons quatre-z—élementa a,b,c,d an corps
projecti? Kcm,tels que a,b,c solent distinets Comme K, a une struc-
ture de droite ”roaective {n%2), 1e blwapport des: quﬂtfe points 2,b,

,d, est défzni° on l'apnelle le birepport des quatre nombres 8,b,0,d,

et on le note (a,bje,d)s Pour le calculer, remarquons aue 0 et oo ////
sont points bases et 1 point unité pour lé~systéme de coordénnées

usuel de K considéré comme droite brojeetives on passe zu systéme

de coordonnbes utilisé dons la définition du birapport au moyen de

la bijection vrojective £ de K sur lui m@me définie pur
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f(a):O,f(b):cxryf(e)z1* Or une telle bijection projective est de la
forme x e%(xw+t)”1(xufv)é Dfo&,.aprés un pefit.calcal, ;
£(x) = (c~b){x~h}g1(x~a)(c~a)“1ﬁ; Comme (a,bje,d) = £(d), on a done

(5) (8,b3c,d) = (c=d)(d=b)~ " (d-a)(c-a)~".
I1 »ésulte de la prcp;1 gue cette-eyn'@GQion”ést invarionte
par les applicaotions x —> (zw+t) 1(xu+v)a '

Btudions maintenont lleffet sur t = (azbje d) des permutﬂtions

des 4 nombres a,by,c,d. Quatre des 24 permutatlons, & savoir (a,b,c,d),
(bya,d,c,),{d,c,b,a) et (c,d,a,0), laissent t invariont, et ce sont

les seulesg elles forment un sous-groupe abdlien (isororphe &

Z/(?)x %/(2)), e? &videmment invaris ant, du ﬂroube syactrlque‘j;
Le groane qaotient est isomornhe au groupe symétrloue ;f s et trons-
forme ¢ en t, 1t 1/, B/5-1, t—1/t et 1/1-t,
Certﬂlnqs valeurs du birapport t sont égales & l'une de leurs
5 transforndes. Ce sont ¢ O ot ses transfofmées 1 et oo} -1 et

ines de XgaX+1, qui sont tranc-

'...Tl
D

: 4
ses ftronsforndes 2 et =
.formdeg l'une de l'autre . Dans lc premier cas deux des quaire
nopbres sont confondus § dans le second cas on dit gqu'on a

sme cag on dit

o

le troisid

(ﬂ

affaive & une division harmonigue § dans

o 1£e & une division Souianharmonigue. ILes deux

Hn

guton o a

premiers cas se confondent en caractéristique 2 .
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