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§ 1. llegure de Hasr : 1. llesures relotivenment inveriantes. 2. Existence et

unicitd de 1o mesure de Hoar. 3. Propriéités de 1o mesure de Haar.

4. llesures relativement invarientes sur un groupe localenent compect.
Modules. 5. Propridtss des espoces LP(G). 6. lesure de Haar sur ua
produit de groupes.

%}2. lesures dans les espaces homogtnes @ 1. lesvres dans les espaces hono-

gtnes. 2. Hesures relativenent inveriantes sur un espace homozdne.

5. ITxemples de calculs de mééarés de Haar. 4. EécompositiOQ des'mesures
it E quasi-invarisntes. 5. Anplication su caleul de
mesures relativement invariantes;

Commentaira.

 Le védacteur n'a pos sulvi les injonctions de Le Tribu n°25 (Juin 1951)
sur un point'imperﬁaﬁf, 1o convolution des mesureSL”AéréS'diséussion sur
le sujet, Godenment et lui sont tbmﬁés d'aéeord gue c¢e gu'on peut dire
ici de 1z convol?tion nc serait jomais gu'un bout de théorie : il faudrait

en effet recommencer tout pour les disfributions, et les applications

les vlus inporbontes seront de toute facon txis lein de ce chopitre

enfin, 1s notion de convolution des mesures n's visiblement rien & voir
avec 1la mesure invarijnte. On propose donc gue tout ce aul touéhe a la
convolution soit reporté su Livre (ou aux Livres) oui traitera (ont) de
la théorie spectrale sous ‘tous ses aspects (& commenecer par les alsdbres

de Banach).
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Quant & lo mesure de Haar elle-tfime s on peut poser la qguestion préju-
dicielle ¢ est-ce bien sa place dans ce Livre 9 Tl est bien clair que
beancoup les plus intéressants & 1'heure sctuclle sont les
de Liie 3 on pourrasit done envisager de reporter ce qui o trait
& la mesure de Hoar, soit oux groupes de Lie, soit avee lz représentation
Ges gronpes localement compscts en inalyse fonetionnelle. Lo premidre
solution ne paratt pos »a onnable : 11 ¥y o tout de néme, avee la mesure
de Haar, un certain nombre de raisonnements et do théorémes qui appar-
tiennent & la théorie de 1'Intézration et un'ont rien & voir avec les
structures de varidté différentiable 3 ils arrviveraient an pilieu du
Tivre sur leg sroupes de Lie comnme une dém@ ¢able digression. Ia seconde
soluntion n'est sujetite & ces eriticues que dans une moindre pesure ;s Le

cn sa faveur est que lo mesure de Hoor serait ainsi jointe
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& l'lexposd des théories of on s'en sert, et gu'on pourrsii tout de suite
donner tous les exemples inmportanis. Toutefois, le rédescteur estime gue
ce dernier argument nfest pas déelsif, et ecopldre avoir montrd danz ce
chapitre que dons de nombreux et importants cas, on peut déiernminer 1a

L

nmesure de Hoay sans avoir reeoa‘g'& 1o structure différentielle (et cela

atme sur des corps valués comme le corps des sérieg formelles sur un
corns Fipni). Son Op"ﬂloﬂ DETSON le est que le chapitre sersit mieux &

LiTntdéegration et justifie s bar de nombreux exemples corerets, tous les
o J b

wlbigs’développemenﬁs des 6 chapitres antérieurs, qui en manquent

!

°1n@ulx rement o ! - e - L

Comme 1nﬁOVﬂtLonu de dbétails par ranpert & 1*Eﬁaﬁ 1, on a cherché 3

Se racerocher le plus possible aux notions génédrales déja développées,

s

notamnment & l'imase dlune nesure. La démonstration de ltunicitd
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de la nesure

un peu plus lonz

en horron

ie

ar o 6té foite en suivaont une lddée de Loonis 3 clest
ue lo démonstration ds Karutanl, donnde dons 1'i3tat 1,

beaucoup plus "notuzel®,

s'appligue & up grouvs

oo o w AP o L
enfin, il sewrbls au réd

avee dénonstration
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scteur gue cetie démonstration

dfexistence gue la préeédente.
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CHAPITRE VII (Etat 2)
MESURE DE HAAR

_§ 1. HMesurc de Hosr.

1. Mesures relativenment invariantes.

g “ ] d T .

Solt £ un csgpoce localenment compact, uﬁggn; l'cspace des nmesures
(complexes) sur E , que nous munivons de la topologie vague {chap.ill,
é,zy‘nOY). Pour tout homéonorphisme o de E , la nosure inoge o {p) diune

nesure guelconque p sur T est une mesurve sur T définie par o (p)(f)=p(feo)

pour £¢€ K (T) (chap. TI1,§2,0°2 et chap.V, §5). On dit qu'une mesure

w%O gur E egt invo wriante par un groupe d?homxanorphlsmeu 3? de £ si p est
‘)

invarionte per chague homeomorpr me o€ I (c'est*&~dire st op)

pour tout g e T’ ). On dit que p est relativenment invoriante par 1 s8i,

pour tout homéomorphisme ¢ e ] ,ona op)= x(gﬁ)p s O r( 5 ) est

un sealsire § r{og=) est dit le multiplicatenr de gfpoar 1thoméomorpnisne

g files%.wdrgweﬂfmwa rlget) zr(?ﬁrﬁf}pm&»tﬁ@? et tel;

g
=l

enr particuliey, en remploeont & nap o , O volt gue *r€@”)%0, done

r(g-) est une représentotion de 1! dans le groupe pultiplicatif
o 2

€3§=8 (On pourralt montrer ici que %;% est TOIQLLVQYCﬁt inverionte de

5

Raf

nultiplicoteur §r§ 3 il fandrait, au chap.V, avoir prouvé gue

‘ti

gig) ** (pjg pour unc mesure complexe). Si p est une pesure réelle, il

2
‘;Ew

en est d@'mﬁme de o (p); done r{g)e R ; en outre, p* et B~ sont

Y]

lors ou bien relativement invariasntes avee le mBne pultiplicateur, dioh

8

rig ) }»O pour tout: ge I' , ou bien relativement invarisntes pouf un
sous-groupe G'indice 2 de T° .

FROPOSITION 1.- Si p est une mesuve relativement invarisnte sur E , ie

nultiplicateur o —>» r{ o) est unc application continue de T dans le




le oroupe pultinlicatif Q"? , quand on punit T° de 1a topologie de 1z

conversence conpacte (dans E).

Celz »dsulte oussit®t de ce que, si pl£)#0, ona rlo)=plfe o)/ p(2),

et du leprme péndzal suivont ¢

Lernme 1.- Pour toute partic bornde B de V{% (E), l'avplication

(o= ,n)—> o-(1) de %x ,%(E) { %ﬁ zroupe de tous les hondomorphismes
ie E) dans u/;’é(:) est continue dans gx B lersque ?’ est muni

de 12 topolopiz de 1a convergence compacte.

11 fzut prouver gue, pouxr toute fonction fe % (E), l'application
(0~ ,p) —» plEo @”) est continue en tout point ( o~ _,p,) de g% B
Or, on peut derize plfoo )-p (fooy,) = p(foog~ £o a*;)vxﬂ(p,«—po)(fo 0, ).
Por définition de la topologie vasue, le second gfernme est arbitrairement
petit dos ghie @ est assez volsin Qe Fo dans ,/%(E). Dioutre part, soit K
un voisinaze compaect du support de £ dans B ;3 on peut prendre o suffi-
samment voisin de o 4 dans cfg {pour 1o topologic de 1= convergence
compacte) pour gue le :émpj@oz'“h de fog soit contenu dans K et gue 1la
différence foo~ -fog, So0it arbitrairement petite dons K . Il résulte
#ds 2lors de 1 prop.o du chapoIII,' §29 que pour LeB , plfoo ~fooy )
est srbitroirenent petit, diod le lenme. . .

PROPOSTIPION Z.- Soit "E’” un groupe a?homono""@hismes dge E tel gue pour

tout counie de polnts x,y de E et tout VO'LSF',!L,,;C U dey , 11 existe un

SR

voisinapge V de x e% un grel’ tel gue g"’*(‘if)@ ¥ « Alors, toute mesure

R DR R RIS

relobtivem nt dnyaeionte par T of féO 9 pour support B tout entier.

=n e¥fct, il exicte por hypothise un point xel  telgque, vour Lout
voisinape V de = , il y =ait nne fonction f€ X (E) de sunport contenu
jans V ¢t telle que p(:ﬁ)f(). On en conclut plfoo )= r(@")pz(f)fo -

et le sunpoxt de fog- est contenn dans a_-"""“(v)° L'hynothdse entraine
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donc que tout point de E apportient au support de p .
' Tote & ll'nsoze do 30urbaki.~ La Tribu n°25 enjoint an rééscteur de
Adnontrer l‘un1ci+é de 1z ncsure de Hasr por le th. de Lebeszue-— ]
Dikodym. T2 péthode ne seralt intdéressante ogue si elle stétendait

aux pespres relstivenent invarisntes, avee des conditions dons 1e
senre de celle de la prop.2 . llais pour que cels morche, il faudrait

établir gue, dons ces eomdltﬂonh, une Lonctﬁoa 1ocolcn nt imte”rﬂole

£ (pour 1o mesure relativement invarionte p), tellec gue pour fout

oceT « £le(x)) = £(x) presque partout, est unc constante ; elest
visiblenent un théordme du fvpe er#édiq&e, dqnt ie rédacteur igﬂoré‘
néme a'il esgt vrol dans des condltlons aXsfclels '5ﬂé ales. Dourbalki
veut-il séricusenent S'GQN”"CL dans cette voie ? |

2. Existence et unieité 6e ia mcsure de Lumr.

Soit @ un Ufaapc loccloment compact ; pour tout éﬁéG-, soit y  la
translation & fnache X —>8x ; Oy 1z ﬁranélation & dre i xffy xs 3 on
sait que s ua»yg es% pn isomorphisme (a mgbvxquc) de G Str un groupe
d'homSonorphismes de G , s — @5 un iscmorvhisme (alstbrique) de 1'opposé
de G_sur un gréape dthopdonornhismes de G . Pour toute mesure sur & ;
on a y {p)(2) = plfoy,) ; 6, (p)(£) = plfed ) 5 on dit que p est

‘nvarisnte & »zpehe {resp. & droite) si ys(p)zp {resp. 6s(p):p) vour

tont se€G . Une nesure gositive‘et invarisnte a ;aache (resp. & droite)

=

et ?O s'appelle mesure de Hanr & cauche (resp. & droite). Por abus de

533
=
(6]
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2
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langoge, nous entencrons toujours, por "negure de Hosx?, dan
nne mesure de Hoor & gauche.

TIZORENE 1.~ Sur tout sroupe lncqlenﬁnt _compact G , il existe une mesure

de Hear, et toubtc mesure {complexe) invariante & pauche egt un multiple

de cette mesurs.
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\ = lis
12 Zzistence. DPour tout ensec re ven
tout encemble U dont 1!'intdricur n'est pas vide

5 igs]
de A par un nombre fini de translatds & gavche s, (1$§isgn) ; le glas

petit nombre dfdéléments d'un tel recouvrement sers désirné dans ce gui

suit par [(A:0) 5 il est >0 si A eétvnon'videé 81 V est un ensenmble
relotivenent conpact diintéricur non v1de, on a llipnégalité
(1) . L (8:T) £ (AV) (VD)

En'cifet, goit m=(4:V), n=(V:U) ; il existe aomc un ?ccouvrement

de A par m cunsenbles 5.V (1€ig<n) et un recouvrencnt de V par n snsem-

i
bles $.,U0 (1€j%n) ; il est clair gue les mn ensenbles 8,50 forment

]

pn recouvrenent de A .

Fixanﬁ, poa toute 1a démonstration, un cnsenble ouvert naﬁ vide AG,
rels iLVC@CWi eompﬁct eﬁ‘pcur tout ensenble U dfintéricur non wide et
tout e%semcle rélatlvement compact A , posons
oy | AU(A) = (A:U)/(8,:0) .

On 2 leg pronriéﬁés suivantes (A et B CLaﬂﬁ_r-5

) <A (A) (428} .
(11} & s c8 ,}W.kA,g A y(B)

ivement compacts)

5]
(i
jet
£3
ot
e

(I11) .z‘&ﬂausa);;ﬁwm)q-ﬁwm};
(zv) 51 AT 'NTU'=f , ona A (8UB) = Al (8)+A4(3) -

{V) Zour tout SEG ,.A-%AJ:JKUU}
In effet, (I) est conséquence de 1'indgalité (1) 3 (I1) et (IIT)
sont iamédiateso Si AU“? et BU“1 nlont avcun point commun, un ensenmble

A et B : sinon on ourait se ﬁU“1 et

63

sU ne peut rencontrer &4 1o foi

e b 2 = <
s e B0 s a0 (s‘h)1¢<, est un recouvrencnt de AUB par des
il S

<p
u

translatés & gauche de , on peut domc supposer gue les g preniers de

2

ces easembles forment un ﬂecouvren nt de A et les p-g derniers un




Lo

> (B:U)+(Bs U), et par sulte
montre (IV). unfln,

un wecowvremvnt de B s Qo D2
4§11Aij3 Ji (A)+~£ (8}, ce qui, avec (I¢T), si
i bif U -

(s, m1<i<p gst nn recouwer"en“s de & , les eng emles (ss, ‘E)'}1 <1<p

forment un recouvrerent de si, dron Jk lsﬁj«:Ji ké), et conne on o de

mBme A,UM) *}L {8~ sé)dﬁv(sﬁ), on en déduit (’V)',

Solt Zf'lﬁensemble des voisinogces de O dans G, qai eﬁt filtrant pour

: paur,uout cnsemble relavxvencat oomnﬂct A dans G ,

la relation >
6 ﬁ»)kUiA) est unc applicction de Ef dans l'intervpnlle conmpact

[o.

tions de if ; 1'anplication Gﬁe%xiﬁiﬁ)

{Ash )} . B3 2% est un ultrafiltre plus fin qgue le filtre des seco-

- » o 4
a done une limite suivent 11

due nous noterons )L(A). On o les proyriétés_saivantes pour deux ensen-

bles A,B zelativement conmpacts
(11) 0 An) € (8:8)
(1) o0 Aoy Alr) g A(u)
Ty AAUB) € AM)-»A(?)
(Iv') 51 ENTB=§, A{(AUB) =A(a)+A(B)
(V1) Pour tout sE€G , Al(shA) =A(a) . ‘
Ce sont en effet des conséquénces innédiates des propriétés (I) a (V),

si 1'on remsrgue que la relation ENS =
voisinage V de O tel que AVNIV = §
J\,U(A UB) =Ag(8)+A ()

Soit nainterant ~q) ltenserble des

ensenble A € ¢ :

¢' entraine l'existence d'un
(Pop.rbn. R, é@,n010) et par suite
Tl e, ' '
porties coppoctes de G .
)L'(A)zimf 4&(3), ot B parcourt llensenble des

&

gue 1lfon pour
Pour tout
gsons
voiginares rel&tivement compacts de A .'Yontroms qne 1o fonetion d'ensen-

ble A’ vérifie lcs conditions (Ti.),(P1..), (B
=5 TEL

du

) et (P ) '
F s v L
chap. IV, §‘0,n i0). C'e@t dvident pour (PII V) en vertn de le ﬁéllﬁ’tlon de




s
(PHE) résulte de 1o propridté (II') ci-dessus, eb (Pﬁzl) del [(ITTtY,

Dtantre port, si A et B sont deux ensembles compacts sans point commun,
il existe deux voisinares conpacts &153i de A et B regspectivement, sans
point commun ; pour tout voisinage relativement compact W de AUB |

(Wf%AT)g}{WfEBi) est encore un voisinsge relotiverent compact de AUB ,
et il rdésulte done de (IV') que ji'(éajﬁ);aj%f(ﬁ)+§£*(B), ce qui, avee

{PEII), démontre (Pﬁlzl). Wous pouvons done appliguer le th.5 du chap.IV,

§ 4, et il existe une pesure positive p sur G telle que p(A)=A'(A) pour
tont enserble compact. Par définition, on a,;ﬁgviéojaT pour towtilé'zjv,
done j&(ﬁa)zi et par sulte ,A'(Ké)‘;.1 , ce gui nomtrs gue g%o s
Enfin, de la relation (V') il suit que j&'(s&)g.ﬁﬁ(&) pour.téu% ensemnble
compact j cela si-snifie gue les mesures pelb ys(u) cofineident @our toute
partic compoete de G 3 elles sont donc iéeatiq&es(ch&palv,é.4,eor¢2 de
1z prop. 16). ' :

27 Unicité. ©Soit J une mesnée de Hoor & gaouche sur G . Nous allons
démontrer lo proposition suivante '

Pour tout counle (K,L) formé d'un ensenble compaet X et 4'un ensemble

ouvert relobivepment compact L DK , on o leg inégalités
(3) ANE /A DT /P00)
(4) PUE) /I (W) £ ALL) [ Av(H)

dés gue W est un voisinare compact symétrigue de O suffisamment petit.

Pour démontrer (4), considérons un voisinaze ouvert relativemémt
compact W1 de O t21 que Kﬁ1g; L , et pour tout voisinzge IIQ;E3 5. 80it
(s;U) un recouvrement de I formé de (L:U) ensembles. Soit W un voisinage
compact synétrigue de O contenu dans W, et supposons U synétrigue et

tel gue UUC,WQ et WO QV% ; pour tout =xe XK , xV est contenu dans

la réunion des siU s donc le nonbre des siU qul rencontrent xW est »(W:U);




Ll

-

on en conclut que x cppartient & au moins (W:U) ensenbles s,¥, ; autrement
dit, on a ; - (L:V)

. =
(V:T)olx) < ggﬁ %i‘?? (x)
twd

dtol en intdgrant per rapport & ¥

(Wel) 2 (K) £ {L:0) ¥ (‘6’?1}

Divigant les deux nembres pay (AOzU‘) et possant 4 1s

I
(=
im!.
=
{m 8
o
o
0
&
)
<
8]
B
<Y

1taltrafiltre z}v , 11 vient
AWV (K) g A(L)P(V,)
Diaillecurs W‘i est un volsinage arbitraire de W, et par suite on peut .
remplacer *&’1 par W dons 1'indzalité prdecddente (chap.IV, {;3 £,th.4).

outre 1'ir 5,353,1,1% stan uquc augsi blen en y renplecant V par un voisina-

&

ge compact srbitrn

Ifii

Bedo 1"9 assez petly de W ;3 prenant le borne inférieure
des deux menbres lﬂfﬁque Wp vercourt :L‘*em“mhle des voisinaoges compaé‘!;z%
‘de W , i1 vient (grfce au th.4 du chap.IV,S S 4) 1’1?1&”15 6 (4).

Jémontrons mainﬁenant {(5) ¢ lee voisinages U,w e“@: ¥, satisfoisont oux
’ 1

3

rmBmes conditions que ei-dessus, pour tout %€l s L1 existe au plu_s
(X?.E:U) des polnts ai,qui' appartiennent & W : zons m.oi. en remplagwm
lﬁ"&:és & gaueche de U , les autres s U restant imhawc‘ésg on suralt encore
un recouvrercent de L por moins de (LsU) transletés & pouche de U , ce qui
eé‘t absurde. On ‘irbi’z done que x appartient & {v:,‘ :U) ensenbles &iﬁ au plus;
sutrement dit, on o, «muﬁ owt x €L
Z q)s wix) € (W s0) .
volt J llensenble des inulces i tels que 8,U rencontre K ; comme

alors s,LWC;'L s ON 8 , pour tout xet

€g Ps.w®) S (F,:0)0.(x)
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Le nombre d'élénments de J est d'aillcurs au moins égal & (K:U) ; dloa,
en intdrrant par rapport & Y -

| (RsT) 9 (V) € (W,:0) J(T)
Biﬁisan% leg deux membrésmpar {AozU) et paséant & la limite suivant 2}&,
on obtient . '
A(E) (1) < A(V,) 9 (T) |
Conne Wi-est un voisinsze ouvert arbitraire de 7 e% que dfauvtre part
on‘peué remplacer K par un vbisinage compact de K contenu dans T , on a

bien_l'inég&lité {3), cn vertu de 1ls définition de Al

Soient alors (K1,L1) - (Kg,Lg) deux couples fornés d'un cnsemble
compact et d'un ensemble ouvert relativenent compact, tels gue
[, <L, , 5, CL, . De (3) et (4), on déduit aussitbt

AR ) [ AD,) € (L) [ PIR,)
clegt-i~dire A K, )/Q(Lﬁ)gk(]}g)/ﬁ(?ﬁg) .
Loissant fixe Ki,Ké et prenant 12 borne supéricure du preuier membre
loxsque Li porcourt les wvoisinages ouverts relativenent compocts de K1 ;
la borne inféricure du second pembre lorsque 52 pareourt llensemble des
voisinoses ouverts relativencnt comnpacts de- K, , il vient {chap.1V, §4,
- : th.4 )

’ ANE ) /) € AN /IR,
" et conme K1 et'Kp sont deux ensenbles compacts arbitraires, les deux
nembres de‘l*inégaliﬁé préeddente sont Sganx, ce gui achive la démonstra-
tion. '

Lemarque.- Les roisonncmcnts précédents s!détendent lorsque le groupe

G ecst remplacé por un germe de sroupe topolosigue localenent compact
on entend par 1l un esnace localensnt conpact £ 3 dons leguel on
stest cdonné un point e , un voisinoge conpaet ?0 de ¢ dans E , une

application (x,y)—>xy de Vox Vo dans E et une application x — %!
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de V, sur 1lu i-réme, ces applications étant continues et satisfaisant
SUuX c@mmmas suivantes @

1} =lyz)=(xzy)z chogue fois que les deux Deﬂbres sont définis

2) exsxe=x pour %ou“ﬁ: xév o % ?zx 1:«:‘:@ pour x&V s

On démontre alors a8l sc’mm, par récurrence, l'existence de voisinages

- n

o

V, de e, telo que V.'<V, et V2V, , pour n» 1. Ia aéfinition de
(AT} ot 12 démongtrm"&:imn des pz:‘op:oi‘éﬁés (L) & {V) se fait nlors sans
nodification, pourvu que A,Bet U sdient con‘izénas dans Ve ; de 18 ‘
on dédunit conme ci memsu@ 1'existence dlune mesure positive o
dans V,” telle que ;L(SA)"';L(A) pour :,@v et [&gv . Le raoisonnc-—

ment d’anici- S*amliqge sons modi:s.i ‘slon oou.. des rvzwerrbles conte~

nusg dans ‘9’3, Y étant supposée définie dons V et telle que
s4) = P{4) pour g€ Tf,ﬁ et AQV,,; .
Ixerple .- Soit Z,, le '“romoe ﬂb*ﬁlien compact deu en*t‘t ers p-:xdlqaes,

conplétd de 7 pour 1s valeux" abg o}ue p=-adigue Ezrg =pn pix)

(Top.gén., chap.IX, 3 3,n°2). Pour tout entier n >0 15 o emlers
k tels q&e 0<k<p® sont deux & deux ineon/vrus modsp” , avtrement
dit, g9i b et ¥ sont deux de ces entiers, on a vp(hmli}-< n s et tont
autre point x de Z gt tel que v {(x-%) ;,;a n pour un entier k et

% ,
un senl parnl les précédents. Cela peut encore slexprimer en disant

()

qu 1355 boules ferndes Bb, de centre k et de rayon o (0Lk<p

forment une partition de 7 . On a d'ailleurs B =lk+B_ , si bien
- A%

e )

gue, pour lao sure de Haar p sur Zﬁ telle gue ;L(Zn)ﬂ s ON 8

<

;,.;,(Bk)xp“*, pour ng;’l»,:<p - On en conclut E’QX?)ZI'G»_ulOI’D de 1l'inté-

zrale par rapport &4 ¢ (chap.IV 3’4,13:0013.16)
jf djp = 1im p 2 £y
n-»ee
pour toutec fonction I eontlnac dm’es Z_




SR

- 1

&

On pcut dans cette formule remplacer f£(k) par £la, }, les By étant
7 AR . &
un syetdne de reprdsentants de ZZ nodilo yn . De 1la, on déduit

*d

l'expresgion de 1o pesure de Haor sur le proupe additif p-adigue QQ
Y v o da 4 . “pn g - S~ : s o9 o

nour tout entisr n , so»t4(akn%£&ﬁf uns suite de reprisentantg de
@p rﬂodpn s nour toute fonction feé %(QP), on &

oo
£(¢£)dt = 1lin p P o5 )
f . pesoo %Zo kn:
(somne oyont un sens, car il n'y fisure gulun nombre fini de termes
0).

Propriétés de lao nmesure de Hasr.

1)

tfous avong déja wvu (pﬂGp»Q} gue le ”Unpo 5 dlune nesure de Hosr sur
un groupe localement compoet G est G toms entler. Bn outre .

PLOPOSITION 3.- Soit G un proupe loeslement compoc: g une nesure de

Haar sur G .

: 4 : 5 2 C
n) Pour guc & coit diseret, i1 fout et il suffit aune y(;e}) .
b) Pour que G zoit compoet, i1 faut et il suffit gue plG) < + oo .

51 & est diseret 50% ect ouvert et non vide, et conme le support de
1 2st- G tont cntier, on o nécessairencnt i { e})‘/=“ Réciproguenent, =i
pi%e%} =0 >0 , 1'invariance de p por translotion nontre que lo mesure
de %éu% encemble fini de n points est no , d'oh véoplte grlun ens emble
infini ect de mesnre extdézicure infinic, et por suite gue tous ea;ﬂmble
compacet dans € est zini'; mals celo inmplicue que e adoet un volsinose
tini, donc gue G est discret.

Ve
33

S1 G est compzet, il est clair gue plB) < + oo . La réciprogue est
un eas paviticulier de 12 proposition plus préelse suivanbe =z

PROPOSITICT 4.~ Pour gu'lume partie B de C solt rclativement compacte,

£it au’'il existe un ensemble intdorable A de mesure

;z(ﬂ};> 0, tel gue 12 borne supdrieure des pmesures des ensenbles intéersbles,

A soit finie.




150

Lo condition est nécessaire, car si ¥ est compoct, il en est de rfme |
de E.V pour tout voisinase compact V de e dans G 3 on a }.L(V)} 0 et tout

- encenble pesurable contenu dens E.V o une nmesure < pEV) <<+ o0 .

st suffisante ¢ en effet, z0it JF 1'lsnsemble des poriies

4453

g

c!"

s

ondition

&
ﬁ,

£

B de E tellcs gue 1a relation z:j-"-y pour x€B, ye3B , entratne xh Nyd=f ;
&

<

il est ipnddist que 3; est ladunetif pour lao relation cilmelu: ion, deone

admet un &liment maxinal B, ; mais pour foute partie finie F de B‘o, ayant.

xel

2

1lthypothise que BO est un engenble finl. ibis alors, pour tout zek , z4

n éléments, on s %eF XA C E.8 et pl u xA) = n.p(l) 3 on comlu*&: de

~rencontre an moing 1l'un des ensenbles xA ,v ol XéBQ ;s cela signifie gue
leg ensenvles zag=! (e BO) forment un reecouvrensnt de & . mia on peut
supposer gue A est un eﬁse’mble compact (er; renplocant A4 par un ensemble
compact centenu dans A et de'mesure arbitrairencnt voigine de A 3 cof.
ehap. IV, %4,'!;‘21:2?-) 3 on voit done qu;e E est contenu c’l@m une réunion finie
dtensembles eﬂﬁy&cts, dlol la'proposition-

4. Ilesures relotivenent invoriontss sur un proupe localenent compact.

l.ofules.

PROPOSITION 5.- Pour aqu'upne mesure ¥ fO sur un groupe localenent conmpact

G solt zelotivenment invam‘mte pour les translotions & peuche (ou, comme

gu'zlle soit de 1o forme a x 5 Qﬁ b est une mesure de Hasy sur G ,

@ une constonte et U une reprdsentation continue de G dans le groupe

maltiplicati? @%’ « On 2 alors ys(g) = X(s)y pour tout seC .

Soit ¥ une mesurc relotivenent mvammﬁ:e & ganehe sur G 3 on o done
¥ (foys X,(s) ¥y (£) pour seCG et fe X {G) ; en outre, comme 1lloppli~

cation 8 —> Ys de G dans le groune des homéombrphismes de @ ést continu




i ,); vl

guand on munit ce derniecr groupe de 1o topologie de 12 convergence
comnpacte (”ogmém R, 21’5, --08), X est une représeniotion continue

de & dons @ {prop. 1) Lo fonction X £ appar artiont donec & ,}'{@(G}
etona (X fly, = X (s} (X o(.’fnys})§ dilog
I (X (eoy ) = (X(8))' 9 (LK £)oy,) =7 (X £). Llopplication
: Y (A£) est donc une nesure invariante sur G s done de 1o fnrme ap
o& zzéiz* et p est une nesure de Hﬁér sur G (th.1)‘; cecil mbntre gue
= Of.}{, o » Inversement, si Y = }{;miep, , le ealenl précédent, pris
en sens inverse, prouve que y (V) = Ala)y . |
Pour toute partie p-nesursble et felsglvemeﬁt combﬂﬂte A de G ,
on a2 Gy, = @Aayﬁ*1 , lol, pour V = %1 i
(5) I(sh) = X (s7') P(4) . A
Exemples.- 1) Pour tout Ae® , 1a nesure de densité e)w par
rapport & la pesure de Zebesgue est relotivement invariante sur R .
2}'Sur le gzroupe multiplicatif %Q* s 12 pmesure p induite par la
nesure de Lebespgue sur K est relativement 1mvar1qntc, car pour toute
fonction e (Eﬁ#), _zm;o“mule au caqngemmnt de variables donne
plfoy,) "'f £(st)at = < e (6)at |
On en doduls que la megvfe de Haar UQZ le groupe ?2 st
P jﬁ f(x)dx/x .

%) Suz le ”°oape Pul’clplica‘clf Q la mesure indnite par la

p 9
nesure de Hagr du g;roupo additis Qp est de ofne relativement

invariante. In effet, soit s (—;Q%- tel qu.c ip = p‘ﬁ 5 si (akn-)
est un f‘*vstéme de weprésentants dans Qp nmodulo p? , (sa, ) est
un systéne de fep'ﬂéseqtants podnlo pn"h 3 on 'donc

f , nl-;i P ;f(sq,)p f ip fi’;(t)dt;




Vo Ak

“ : #
Lo pesure de Hasr sur le zroupe @P est par suite
2 @j *E(x)dx :

COROLLAIRE 1.~ BSur un proupe compacz, G , toute nmesure no itive relotive—

nent invarionte & ~suche est une nesure de Hoor.

In effet, une reprd sentation continue de Gr ddns 'TR applicuec G sur
un souc-groupe conpaet. de ’R ,  done sur 1 .

COROLDAINT 2.~ 81 lc zroune dcs conmmutoteurs de G est porbout dense dons

G , toute mesure relativement invariante & rmaunche gur G est nroportion-

nelle & pne megure de Hoor.

in effet, toube reprdésentotion continuc de G dans le zroupe abdlien @%
est alors ~.rmle 2 1 dans le gﬂoupo dec' comﬂuﬁa%eu&. e G , donc dans G
tout entier.

COROLLAIRE 3.~ Dsux nesurecs positives et fO relotivenent invoriontes &

zauche sur G gont éauivalen“ses {(chap.V, 34,n’°7)-
MW 5

fiemargue.~ Solent V,V, ,V, trois voisinages ouverts symétrigues

de e dans G 'i;e.la que V%‘ =V , et vgc,vj $ supposons donnde une
mesure ¥ sur V telle gue, pour 96V1 et £ é?{l (v, ), on ai%

P Eey ) =X (s) 9(2). To prop.1 montre cncors gue A est conti-
nue dans V,, et 1ton & K (st)= Xi(s) X(%) pour sEV, et fevz ;
cels étant, le raisonnepment de la prop.5 ¢t 1o repargue qui suit

lc th.1 prouvent gque la feutrw ci:.on de ¥ & V,, coincide avee la
restriction de 1z mesure o }i a§L ot ;,L est une nesure de Hoar sur
G et o aﬁe constante.

“.OPO“T”IO“’ fo~ Soient G,G' deux proupcs locolement compacts, p,p' des

megures de Hoor sur G et G', u un isomorphisme loeal de G & G . I1 existe

un nombre A {u) > O et un voisinage V' de e! dans G! tels gque, pour
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 foute fonction pl-intéoroble f de support contenu dans V!, on ait
ﬁ(feu)‘z’ég(u)pﬁ(f).

Soit U' un voisinaze osses potit de ef danaG',v‘bel.qae u soit on

homZomornhisme d'un voisinoge U de ¢ dans G sur U' %el gue ufst)=ulsiult) |
pour se€U, 1t €U. Soit V un voisiﬁage de e tel gue V2 U ;3 pour tout
ensenble compact AV et tout S€EV , onashc U e ulsh)=u(s)u{d)c UT,
done p'(u(sh))=p!{uld)). Ia rer-z‘ﬁ";que qui sult le th.1 prouve que llon 2
nicessairenent pt(als))= A (u)p.(A) pour tout ensemble p-intésrable
AV . A{u) &tant un nombre >0 s Aok 1a proposition. Si u est un
isomorphisme de & sur G!, on peut prendre V'=G!. On dit que A (1) est
le podule de u (relativenent & p et B ' . '

il eut cloir gue si & est un isonorphisne local de G a G', u' un
isonorphisrme local de ! & G", on a A (uteu)= A(u) Alur), et
&(u"’j) =( A (m))~'.

COLO‘LI:'BILIZV- Sf & est un ~roupe tcompact, on = & (u)=1 pour tout '

‘s,

au‘bomornhisme ude G .

En effet, comme u(G-)cG ,ona pie)= Atw)-'ue).

=xemples.~- 1) Comne 1le tcrc e = ‘R/Z est lacalemmnt isonorphe & R
et au'on neut, par un isonorphisme loeal, iueﬂ’c:,-zier T a 1l'intervel-
le E%,‘lgde R , on peut prendre pour mesure de Hoar sur T 1o
megnre Induite sur cet intervaolls por lo mecure de Lebesrue.

2) L'onvlication x —»e” de R sur 'R est un isomorphisne, et on
peut done pren crc conne nesure de Hoar sur 'R L'imare de 12 pmesure
de Lebesgue par cet iconmorphisne. Conne 1'_1.;0130:1):1135710 réeciproque
est une prinitive de 1/x s On odtient airgi de nouvesu conme nesure

de Inar sur ‘Ri la forme lindaire f -—?j,f(x)dx/x (chap.V, § 5,n%4).




3) Solt u une transformstion linéaire de R"™ ; nous allons montrer
que le module de u (pour la mesure de Lebeszue) est donuné par

gg(q) =§det(a)a"1 » Considérons dfabord lc cas ok lz matrice de u
(par rapport & 1o base canonigue de R LY est de 1a forme "
rgijiiz) = I+JtE {1#3) 3 alors
j.f(a(x1,...,x ))ﬁx .adx
f(xi,..ﬁ,xi 1,xi+u&xj,xi+1,...,y )dx1..dx i
f(x1,...,x Jax, ..ax, |

]
en verta 6u th. de Lebaswuewbubiml. Gommc second eas varticulier, i
supposons gue la matrice de u soit de 12 forme D(p)~£+(pw1)ﬂﬁn ,aloru§
‘gyf(u(xﬂ...,z ))dxj..ﬁx f(:s:“.a”.:;:lfl 1 2HE, )d::c Loz,
=§pf‘§ flx,.. % )dx,,...dy

de nouveau en appliquant le th. de ILebesgue-Fubini. Io formule est
_ done démontrée dons ces deux eas particulicrs on i*en déduit dons
le ecas général, en retarguont gu'une matrice inversible pent se meﬁtre3{
soaslforneﬂdu produit d'un'ceftaim nombre de matrices de la forme
Byj(A) et dlune matricélﬁg(p). _

4) Le aroupe lindaire 6L (R), mini de la topologic indulte por

celle de ?En , 88t un roapeilccalemenf coppact '{fogfﬁéme,ehap.VI,
§1,ﬁ96) ,.mDntTOﬁS que la mesmré induite sur GLE(E%} por la megsnre

de Iebesgue sur ?{n est relativenment invarianﬁé. Enféffet, selt
Qﬁ(uij) ; §;(sij}, et calculons 1l'intégrale | |

ff'(.xo‘) ”'Tdu.ia
en anpliquant le th. de Lebes#ue~rubini et intésgront successivement
par ranport 4 chague "colonnef (aig)? i~<n.’ diopris le résuliat

de llexemple précédent, on obtient




j7f(oﬁjaﬁ?m&uij =l et

d'ot notre as%erticn. On voi
une mesure de Hoor sar GL (.

e

55
SH™

jf(U)W s

t en outre que gdet{U)j ?5 du est
R). “if .

)) oi i est un sous-zsrounc ouvert dlun groupe leealemeat campact &,
1'Lﬂdw0ticn cononique de H dans‘G gst un isomorphisme local, done lz
mesuxre induite sur H par une mesure de Hagr surAG est une mesure de
Hoor sur H . ‘

PROPOSITION 7.~ Toute mesure de Haor sur vn zroupe localenent compact G

est relativement inverionte 4 droite.

En eifet, pour tout sel , sbit u, ltantonorphisne imtérieur
x-g»s”Tzs de G ;3 on a f(xs):f(s"iisx)s), antrenent dit, fed, = fou °Yg
Si p est une nesure de Hoor sur & , on o done plfed_ ) = p(fou )
= ﬁg(us)p(f) en vertu de la prop.6, d’o& la proposition.

On pose Zl(u.) A (s) et on dit que 1a représentation & —> A(s)
de G dans @% est le module 8¢ G 5 on a done (As) = (Z&(S))”1H(A) pour
toute partie Lntévrahle L de G . On notera gue 23'(s)=1 pour tout 16~
nment du centre de G . oi é&(s}z? pour tout seG , on dit que le groupe

G est vnimodplaire.

Pour toute mesure ¥ sur ¢ , on désipgne par g l’imaﬂe de » par la
synétrie x —» ! ’ ﬁutrement dlt9 on g ﬁ(f) *§3(¢) ~?{f(x”1)dx?(x)
pour tout fe K (G) en posant f(L) = Eax 1) Avec ces notations s
COROLLAIZE 1.~ Bi p est une mesure de Hasr sur G , on on g ﬁ A ofh .

En effet, on & ﬁ(f@ys_) = p,(}faa )= Als ))“19(?} (&(S))"qwf) d’mi

B = A ot en vertu de ls prop.ﬁ, avee >0 ; on en tive p = }‘i: % o

diolt a2=1 et a=1 puisqgue m;> 0 3 ceci démontre le corollaire.

On peut cncore Serire




, , i

[ 2 e = fe) 4 mapa)
pour toute fonetion £ € JK{G)Q
COROLIAIRE 2.- Soit V= aX .p une mesure relativement imvariante 3

gouche sur G ; glors Vv est aussi relativement invariante & droite, et

on s, de_fagon préeise, 8. (7) = (X(s))! Als)? . -
Cela rdsulte aussitbt de la prop.5, pulsgue ?5ous= X .on noters

. 4 v 4
aussi qu'ona alors P =a A X ..

PROPOSITION 8.- Si, dans G , il existe un voisinape compact 7 de e

invariont per les automorphismes intéricurs de @ , G est unimodulaire.
On a en effet p(V):M(s“1VS)=u(VS)=J A Ua))”?p(V),“.d’o& Als)=1
pour tout sEC . ‘ '

PROPOSITION 9.~ Si un groupe localement compact G est disoret, ou compact

ou abélien, ou si son sroupe des commutateurs cst paxtout dense, G est

unimodnlaire.

Pour les:grnupes disére%s, compacts ou abdliens, cela »résulte de 1z
Prop.o g pour les groupes dont 1elgroupe deg commutateursrest pgrtout
dense, cela résultc du cor.2 de la prop:5 .

5. Propriétés des cspaces IP(G).

Tous fixerons dans toute 1la fin de ce porazraphe unc nesure de Hoar p
sur le zroupe localement compack g , et nous Serirons jrf(x)dx pour
g(f)szf dp o Les espaces LP(G,p) {resp. %g(G,Q) se désipneront simple- :

ment par LP(G) et Lé{@) ; nous laissons au lectour le soin d'étendre

aux espaces qg(&) les propriétés des espoces LP(G) qui suivent %)

) iouﬁ iimpliféerf ontparleédans ce qui suit de "fonctions" am lien
-8 ~c.osses de fonctions équivalentes" lovequlil est ion
Sl4ments de LP(Q). ' 4 3t guestion des




.

T1 est cloir que, pour 1Sp <t+eoce , On 3, pour tout Lp(G) et
tout s €G , I (f YS)*F (£) ; cubrement dit, l'applicatlon £ — oy,

i 4 f2

une isomdirie de LP(G). On a de ntme Nn(feas}n(ﬁkis))‘fpmp(f) pour
1€<p<+os (cn convenant de prendre ,(&(s))i p::‘l_ lorsgue p = + ©9),
Zn outre @

PROPOSITION 10.- Soit p tel que ?&%px@%v@@‘ s pour toute fonction

f@%Lp(G), ilonplication g - fo (régpe g ~ﬁvf@6 ) de G dons Lp(G)
/o 4g « gans

est uniformdment continue & droite (resp. & zouche).

'vOn,peat se borner au cas of féégﬁ (G) : en effet}_ggf(ﬁ} étant par-
tout dense dans TP(G), pour tout £330 , il existe g€ X (€) el que
EIp(f-g < &, dton |

Hp{fﬁq‘i’s“fav-{;}% . fmﬁ)@yc }"E-W {{f--f’)a‘\{h)"z“@ (Ea'\{r,mg@"yt
= pr ~ﬂ)+ﬂ (Bey mﬁoyt) ‘ ?s+mp{ggygmg@yt) :

Supposons aonc;ieﬁﬁo(ej 3 comne on peut éerire'f@ys z(faygtwﬁjayt .
on a8 Hifey -foy, J=l(fey ,~1 -£), et par définition de la structure
uniforme drolte &’un groupe, tout fevient & monktrer gue mifcyswf} est
arbltrairement petit lorsaue s est ﬁuffisaément voisin de e . Soit U un
voigsinoge compact du support de £ ;3 f est donec uniformément continge |
(& mucT et & droite) dans U, et pour s assez voigin de e , foy, 2
son sup§ ort dans U ¢t on 2 gi(uYE“f( }gg;a pour tout zel ; on en

) & {p!U))%/pa , ol 12 proposition (le raisonnerent
Stant tout d fait analosue pohr o Mﬁ$f&a“} .
Ol on pose U (£)= ?cys , on voit donc gue 1'applicotion s —> Usw

est vnc renrdsentotion continue du ﬂrnupe G dars le groupe des isonmCtries

de Lp(G), runi de la topclogie de 1 conwerwepca si ple (ou ce gui revient

2

ot

an mBn @

D

< o topolozie de la eonvergence conmpacite, puisgu'il s'azit

O\

dtun groupe Souicontinu dlapplications lindaires de LP(G} dans luni-néme).




-~ 158 . , : !

5. lesure de Hoor sur un produit de croupes.

PROPOSITION 11.~ Soit (G’,&) cex boe fanille de sroupes localement compncts,
gui sont compocts souf pour un nombre Ffini dlentre cuw 5 pour tout ewel |

Soi% p, uane mesure de Hopr sur G, choisie telle ave p,(G,)=1 pour
leg mroupes Gz. compacts. Alors, sur le sroupe produit @ = é} E:; G, , 12
' 7

nesure produit p = @ o8t une pesure de Hasr.

On ge randne oussi tﬁt & dénon‘cfer is p"ﬂomsuioa pour un produit fini
de proupss localemont compﬂet et pour un produit gueleonque de groanes
. *ompﬁcts . 53 oxonosvtion est immddmte pom:' un pfodmt £ini G= TT Gi g
en cffet, pour £, € /4 (Gi) (1€i<n), si on pose f=7 @._2@*.« @fn ,
on a, pour tout _33(31 ,...,sn.)e-e s Toyg ‘“(}:1@‘{@ )8 ... @(£ oys Y
ét. par sulte -_p(foys)zu(f}; ce qui momtre que = (p)“p lenop.I11, 55),
Pour 1n proéai’c Infini de groupes' compects, ce qui précddée prouve gue
p(foysj:zp,(f) pour tout seG et tbafl:e fonction £ mpe dépendant que d*zm
nombre fini de varisbles, d'ol encore 1la relation ys(;.fa)wp; {chap.I1T ,&5,11 33

Pour un produit finl de ‘g:eou.pes 100@1@2&0% compacts Gﬁi (i€i<n), on

voit de mBme que le module de @ Py est la reprdsentation
(31,...,3 W A, {s ), ot ﬂi e8+ le module de Py o
t=d :

uxenple.~ On sait qu.e le @.COU”)C mal“cwlv eatif (3% est isomorphe an
roupe produit '{2 » VU (Top.gén.,chap.VIII ggi,no Y 5 si on pose
z=re” “avec ~-TMT K0 <Tet z > 0, 1z mesure de Haar sur CF est

done & un factkeur eonstant- prog
' L ir 8

(e - : :
Exercices.- 1) Soient G un groupe localenent compoet, A un ensermble
compoct quarrable (chap.IV,§ S5,exerc.13 _d)) pour une nmesure de Heaor
psur G telle que p(A )=1 . Lontrer que pour tout ultrafiltre 31

plus fin que le filtre 31" des sections de l'ensemble des voisinages
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de &, J&U(A) tend vers BP(A) 3 en dédulire que J&Uié) tend vers p(4)
suivent le f£iltre ﬁg'(afo Top.2én., chap.I, 2° é&d., § 5.exerc.9).
2} Soit § un groupe localement compoet non discret, dénombrable &
1t'in?ini. llontrer gue tout voisinage compoct V de e contient un
sous-nroupe distinpué H de ¢ , de pmesure nulle {(pour la mesﬁre de
Hagr p sur G) et tel gue GfH solt un groupe localement conmpaet pble»
nois. (On pourrs procltder de 1a facon saivantels soit I le sous—

ﬂvoupﬂ ouvert ae G engendré par V , b (n=1,2,...) des représentants

des classes & gauchs suivant V . Former une suite déero nte {V )
4 " 0 - v . L0 w]
de voisinoges de & tels aue : 1 vhg;'van s 2 xvnx» c Vﬁmq
2] < T "’G -1 - . - ; > o 4 .k
pour tout €V ; bi@ﬁ}q;vwd pour 1<€i<n 3 4 Mvn%gt/m
Prendre alors pour H llintersecetion de 12 suite (V. )).

o)
Solt (fp) une sulte de fonctions numérigues uniformdment continues

dans G. liontrer qu'on peut en outre supposer gue les fn solent cons-

tontes dons toute closse mod.H (dans 12 construction prdcéddente

prendre Vﬁ tel que 1lton ait gxifx)mfi(y)gﬁg ijm pour x q

pour 1<i<n).

veé Vn'_ et

5) Soit K le corps des sériecs formeclles sur nn corps fini F

o ¥
7y et , % 1 e i %..- ""UJ{ Z} » " i e A
nuni de 1z valear absolue 121 ¢ ,» w(z) &tant llordre de 13
: 8
gérie Formelle z ; K est localemcut compaoet pour cette vaoleur ﬂmselne.

. . : - .* i
Déterminer 1o mesure de Haar sur les gsroupes K , K ﬂb (k).

e

4} Soient G un groupe loealercnd cempaet9 poet p! deux mesures posi-
tives et invariantes & gouche sur G . V
th.1 que si A et B sont deux parties conpactes a&lag on g

n(8)p! (3) < ;.w(AB),.s,(B““)
{rencrauer que l'onr 2 0, (2)op(x” y) < Pap(Tlpglx y)) Zn déduire

s o e e et e e




5

1
compact si & et B sont relotiyement compacts (”ﬁmeGJOf v, dans qf

p(ad) >0 , -t est un voiﬁinage de e dans G .
d) Soient A c% B deux-ensembles intégrables tels que p(A) p(B).

mcntrer<qa’il existe une partition de & on un ensemble négliseable N

= 160
‘gue si A, A sont deux ensenbles compoets quelcongues, U un voisinage
eompoet de e , on &
' £ (8)pt (4%) < AT )0 ()
ct conclure de 14 gue p et p' sont pr op0f+Lcnnelles.
4 bis) a) Soit p une nesure de Haar sur un croupc localenent compact

A et B deux portics intéorables de G . ﬁontreﬁ 1= fcﬂc%ign
x -2 p{xANB) est p~intograble et que l'on &
J;L(XAF}B)GJ; [ o= erogter0xa0 = pia~trp(m)
b) “ontrér gue X - p(xé{}B) est cont tinue dans G et & sunpport

por unc founecthion de 3{(6)).

c) Dbauire Ge b) aque yoar'toate partie intégrable A de G , de mesure

et une suite (K ) d'cnsembles compacts, et une partition de B en un
engerible II!' et gne suite (Kﬁ) d?ensembles compocts, telles que, pour
tout n , on it K' = 5 Kn s O s'é(} {se ramencr ou cag of A et B
sont relaotivencnt conpoets, et utiliser o) en remorguant que si
xANB n'est pos vide, on o xeBA""). .

5) Solent B un cepace locolencnt convexe sépard, n une ﬁpplieaﬁion
lindoire continue de E dons E . On pose v(x):x«u(x) et

un(x)z(x+a(3)+...+uﬁ'1(X)L/n , et on suppose que lo suite (uﬁ) soit

éouicontinue.

o) Montrer aue pour tout xeviZ), ona 1lipn n (x)~0 {le démon-
H=->c0

trer dfabord pour xev{E)).




Q)

_gue @ es t un p_cgecbeuf continu de B uas un scusueupuee fermé de B
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b) Soit ye £ tel gue 1o sui (a {y)) admetie uvne valeur dl'adhdrence
z pour la topolosic affaiblie @{E E1). lontrer que la suite (u {¥))
converse vers Z pour la topolozie 1mit1ﬁle (Lema:qwer dtabord que

v{z)=0, puis gue Z=y-= est adnérent & v(“) pour 1o topologle o¢(E,Et),
jet utiliser a)). . ' '
e) On suppose gue vwix)= lin u (f) 631sto psvﬂ tout % €D . lUontrer
n-pee B
et que 1'on 2 wi(Z)= v(O) et Tio) m (0).
d) lontrer quec pour tout el , (a“(x)+.¢,+ uﬂ+k‘1(x)L/n tend

pniforménent en k vers wix) si la suite (u?) est Sguicontinuc et si

un-(::) tend vers wix) pour tout XE€E .
£} Soit S un esnace localement compoet, p unc mesure positive sur S.
Soit {T } une ulte d'anplications lindaires continues de l'lespaoce
@C {(S,p) 6@8 onctionﬂ nunériques intésrobles dans S , dans l'espace
wL(S,p) des fonetions namériques nesurables dans S , muni de la topo-
lozie &e 12 édnvergence'en nesure {(chap.IV, §6, exerc.11).
o) On suppose guc, pour tdaﬁe fonction 2 é‘ifﬁ' sona Vilt) =
= s%pg 'r(t)§4£4~¢u dans le complémentaire d'un cnsenole négligeable
’déﬁenéant de £). lontrer que V est une application continue de qfﬁ
ans aé} (si U est un voisinage fermé de O dans af) ; congidlrer dans
gﬁi, poar tout entier k > O , l'ensemble Ak des £ telles gue
Vi€ k.U et utiliser le th. de Baire).
b) On suppose enloatre gue pour toute fonction-f app&rteﬂant & un

. 4 : : :
souc-esvace partout dense H dg %f. - £t tende vers une linite

r‘l .
tn
dans le complémentoire dlun enuemble néglizeable (dépendant de £).
Llontrer aun'il en est de mBme pour Houte fonetion féige {pour toute

2 . |
2 S S e : o P A gl Y] = i .
fonotion £eof , solt VE(t)=jim.sup T,f(t)-jim.in? T.f(t)
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1
Hlontrer gue W eat continue dans af s €n utilisant a,)

7) Soit 8 un espace localencnt compact, | une mesure positive bornde
sur 8 , 0 une appllca’bwon p-propre de & dﬂm, S . Pou:f toute Zonetion

ce [ (5,p), s0it Tf 1a fonction o0 .
_a) llontrer gue T em une npllca’s;mn lmémfc continue de mf
- dong 35 (utllic*er le the du grophe fernd). ,
b) On pose '3.‘ --(EWF-I-” f+..,+Tnf}/n . et on'smf}pbse gue pour *tpute'
fonetion £ € pf f’ convcrge en mr)yefmo vers une lipite Vf .
Par pos a’*e ﬂux quetleats, ff devven‘c un pwog}cctemc commu de
' l'es;aace de Ban..,oh 5! dang lulmm@me (eyem 5)y ©% le relation g < £
presque partout eatraf:ne Wgs; WEf presgne partout. Soit £ une femc*ticn

2z 0 de sz 3 pour tout entier n et tout @ >0 , soit A llensenble

n,o
des ’ceS' tels que  sup f(-t)? @, A = L A, o [lensemble des
o 1»-..1:%%5& ' 5 X ot _ :
tES oR l'eweloppe supéﬂleu.re f des T nfoest > a) et soit
B = 8.A B -»:»»-A » On pa“e, pour va o >0 guelcongue,

0,0 N ! o
glt)=£(%) si ‘téA : g(t)—acx danu lc cas comtraire. Montrer que

pour tout entier n

1‘ . _ranHl n+p-1 ‘
Cﬁ ? e s o {?
o sufa'c (8(07(£))+g(0™" (£))+ %(? (t))) » o
pour tout tE€S8S ; en dédairc que lim.im’ ’Eng(t) Z &« pour tout t£S ,
) oo ; ;

et que l'on 2 por suite ‘
(1)  apls) € W, (W) <7, (UE)sat, (Fgy ) .

Soit er:;f‘in A = ﬂ A, llensemble des tﬁ'S ot f(’a)-" + 00 s
Lontre% que 1llon o (pﬁae = by 5 F dmdazre de cette relation et de
(1) gue A egt néﬁln."eJ,ble. |

c) Déanire de b) et de 1'exere.5 que pour toute fonmction fecé’j’.(s,p)
7 :E'(t) tend vers une lipite dans le,complémenjtaix’e d'nn ensenple

négli "*eable {(le ddnontrexr c‘z'abdrd pour toute 'fonction de 1s forne

= l"li'i-\inmn o S——— : .
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f=g..0p ,‘ o g est une fonction bornde de @5:1 , puis pour ﬁoa‘se'fohction‘
de @5%-1;@119 gue TElt)=2(%t) p:i*esque partout ; conclure en ubtilisent
llexerc.5 ¢)j. ' . :

-8) Soient S un espoce compaé’c', £ un hcméomorphisme de 8 sur lui-npéme.
a) Uontrer qu'il existe sur S une mesure positive p telle q’ué w{s)=1
et gui soit invariante par © {(appliguer le th. de‘ Uprkoff-Kaltutani &
1'énsem‘ble des mesures A ? 0 sur 8§ de masse totale égale a1

et

Hsp.vect.t0D. , chap.II,App. ).

b) Soit p une mesure sur S vérifiant les conditions de s) ; montrer
que si on pose, pour toute foneciion fé@é’ﬁ(s,p), Tf=fe8 , la suite

Tn"1f)/n converge en moyenne ("théorbme

des Fonctions T.£ = (£+TE+. . o b
d’\ergcé’zicité en moyenne" ; utiliser ltexerc.5b) et llexerc. du chapd,
§ Y. En dédai::ee que ﬁ.‘nf (t) tend vers uné l:imi‘i:e dang le coﬁplémenm
taire d'un ensemble négligeable (dépendant de £) ("théortme ergodigue
inéividael" 5 Litiliger'l_'e}cefca’?),. lontrer que pour toute fonction

£ %ng p(S,p,) (1<p <+ o0 Tna’:‘ gst convergente en moyenne dlordre p
{nBme nméthode que pour p=1, en utilisan‘[: 1o péflexivité de Lp). En
déduire que gi f € &fp (1€p<+ oo ) la suite des fonctions
{Tmf~r~a.+’fﬁ'"?a? )/(n»m) tend daons @ﬁp vers la m@me limite que 'I.’nf
101*‘sque n-m crott indéfiniment. » |

G) Soient S un espoce compact métrisable, @ un homGomorphisme de 8
_su:e.lu.i«m@me, ,ﬁgj@ llensemble des mesures positives sur 8 , de masse |
totale 1, et invoriantes par 6 (ensemble convexe compact non vide dans
Vf@(.ﬁ) pour 1o topologie vague, en vertu de liexere.B a))a-.On dira
gu'une propridété o lieu presque paritout pour ke si elle a lieu
s &% qulun'ensémble

presgue partout pour chacnne des nmesures de k

4N

g

est g{@—négligeable s'il est p-négligeable pour toute p eka e




L

2 suite des mesures

P

3

@

2} On dit quiun point xz e est guasi-réonlier

Tnigzjmﬁgx+ﬁigx}+o.4¢@ﬁ“1(ex}@fn coumverge vaguement vers use mesure

w_ . llontrer gque le complémentaire de'lfeasemble des points quagi-régu-

liers est Qﬁig -négligeable (utiliser le falt que 25(3} est de type
dénombrable % le th. erbodlque Lﬂd ividuel). Pour tout point guasi-

ity T4 o i i . bd &
régulier X€EB , on 8 @, G{w = w@(:‘«c)
%

b} Définir un %ﬁﬂcamﬂw higme @ du dx qUe . 3% pour leguel 1% y a des

voints gui ne sont vas qua iw¢€ uliers (déflnlr diabord @ dans 1'adnérenc
ée de 12 ”s?if alel définie por ' ‘ |
| xz=(i+f)cos $/0142t), y=(1+t)sin t/(1428), %
de fag&m gue pour une fonechion ﬁam,imue g , 6gale 4 1 dans un voisinsge

agges petit du point i%;ﬁ), & 0 ailleurs, il existe des points x tels

W
o

gue 1o suite {Tng(z}) ne soit pas convergente ; prolonzer ensuite ©

© ey

10) Les a0tations sont cellew'ée 1'exerc.9 . :
2) Pour toute fonction fe %f{m) et toute mesure W € §§ s montrer
qaé lion 2o ‘ :
é;a(;:)fzff(z')amym)wffgz.)dmx(z))gawqu)so -
(Remarquer, d'aprds 1'ezexc;8,"qae pour tout e>0 , i1 existe n, tel que,f
pour n > n, st m > s OO0 23t _ ‘ :
J{(T ~m# F))de < e
en déduire gue da ns les mémes conditions, on a
5 (P £-T CT f)) dx < E
puls faire tendre successavemegﬁ mvers + oo et € vers 0),

En déduire gue l'on o, pour presque tout xeS (pour \ﬁf@ )

(1) jﬁf(z}dw§(z) =jff(z)d@x(z)




—— y«.}/ —

pour un ensenble de points yes dont le complémentalre est
‘ -né glizeable.
b) Soit g une fonction bornde meéarable pou@"toa‘bes les mesures de
fz@; et telle que g0l =g 3 monfrer que, pour les xeS sai:isfaisant
a (1), on a
@ [etra (y)ff(z)dw (2) fﬂz)g(z)dm (=)
(considlrer ff(z)dw (z) ¢omme limite de T 2(7) et utiliser
1tinvarionce de w_)e
" ¢) On dit qu'nne mesure u&k@ est erpodigue s'il n'existe pas
dans S "'en:enble invarisnt par 8 , p»mesafahlé et de mesure distinc*i:e ;
de O et de 1 . lontrer qgue, pcur‘prendre tout x%eS (pour k@ ), 1a
mesure w_ est ergodigué (utiliser 2)). '
11) Les notations sont cellss de 1ltexerc.9 .
a) I».Ion‘crer que, pour presque tout point quasi;régmlier xQS . {pour
% ), % opportient au cupport de w, 3 o€ éernier est alors li'adhé-
fence dons S de 1'Y"orbite” de x , i.e. de l'ensemble des a‘n(x) .
Soit (U ) unc bese de 12 Atopolo'rie de S , et pour tout éoui&le {ps;a)
tel que T C,Uq
égalec & 1 dans U et & O dans S-U‘ » Soit E 1'ensenble des points

B bq

quasi-vépuliers x tels que jgpq(y)dw (y)-—(} ; monbrer gue qu est

invariont por 6 , et que U ma est & -néglizeablie. Consigdrer

, Solt gm une application continue de S dans {O 1}

alors l'lens emblc des point..: quﬁsi-ré uliev's %z nlapportensnt & ancun
des Up ﬂﬁpq ¥,

b) Soit x un point quasi-rdgzulier appartensnt au support de W 3
nontrer que pour tout voisinage V de x , il existe une suite croissante

(nk) dtenticrs telle que nk=2(k) et que .enk(x)ev :




‘é) On éit gu'un point xS est régulier s'il est qaasiérégulier, si
1o mesure w est crgodiqgue et si x appartient au support de w, 3 1len~
senmble R des points réouliers est tel que S-R soit k -négligenble.

lontrezr. que pour tout point s €S et tout voisinage ouver’c U de B dgns

5 ,ona 1in (?U((a.)z‘i. (Gonuiéore.c une suite porticlle (nz,) pour
laguelle on anrait klim T tpﬁ(ﬂ)-t-'y avee y > 0 s et considbrer
. - —» oo
une mesure p. (de kg ) ﬁd,}"éren’se & 1o suite des mesures 'i‘n iea) :
k

cotenir une contradiction en remrquﬂn‘c gue p(’ﬁ}*?)

12) Lns notations sont eelles des exerezces pcmcCﬁonts. :

a) Soit }L 5 }Z@ une mesure ergoaique. Hontrexr qu'il existe dans S
ua ensenble & %el que B-4 est p-nézlipeable ot gquec pour toute fonection
Lcﬂtiaue e 6 5(8) et tout x€h , on ait lim 'l‘ f(x) jf(z)dy(z) ‘
(utlllser le “bh. ergodique moivzduel et remrqu,er gue 1o fonction
olxl= 1in 7T f(.&), définie presque pa rtont, est p-intéerable et inva-'

n->¢e
riante poar 6). En déduire qu'il existe yEE fel aque p=

3’

b) Lig splic%ion bid =—:2«>w , G8finie n'fcsqvo partout pour k s, est
une appl tmn ﬁeswable (poar toute megare B € k@) ¢e i'espﬂce
compact métrisable S dans 1'espace compact métrisable k% s les

classes 4'équivolence de 1o relation G)X = wy dans R sont appeldes les

‘par’ties erpodioues de R . llontrer gque pour toute partie ergoéiqae E et

tout x¢E , lo mesure W, est concentrde dans E ct guc, pour toute
mesure | £ k@ ;oon o
ff(z)dMZ% p(E )f f(Z)dw (z)
2our £ € g(o) et xeL (calculer linm j; z)dp(z))
- 00 n
¢) Déduire de a) et b ) que lcs mesures @, pour xXeER (ou,- ce gui-

revient an m@me, les mesures ergodigues de ka

} oont 'lés points extrél

maux de 1'ensemble convexe ke




13) Les notations sont celles des exercices précéients. On dit

que l'homéomorphisme 6 est unigusment ersedicque si l'ensemble ﬁ%&

est réduit & un point o -

a) Lontrer que pour toute fonction f € “ (8), 1o suite ( x(x)) COn~
verze uniformdment dans E vers jff( )dp (z) (falsonner par l'absurde)
Lilencenble B des points réauliers est alors lc support ae'g,t0 .

b) Un encemble fermé P S invariant par 6 est dit minimal s’ii ne

contient aucun ensemble fermé invariont par © et distinct de F {ou

encore 5'il est 1'adhérence de 1'orbite de chacun de ses points).

Déduirc de a) que si 6 est uniquement ergodique, B est le seul ensem~
ble nminimal dans B (étiliser ltexerc. 11 c)); ' :
¢) Soit F un ensemble mininpsl s nontrer gue si tout poiﬁt de P est
aguasi-répulizr, F est une partice ergodique de R (femarquer gue s8i pour
g7(F); on pose f*(x)n 1im Tnf(x)9 ¥ est constante ou discontinue
en tout point, et utiliser §;Z§2r0.14 de Top.gén.,chap.IX,§5). En
‘déduire que si R est minimal, 0 est uniquement ergodique.
(Pour plus de d8tails sur'leé ensenmbles ergodigues, cf. Oxtoby,

Bull.Amer.M;80c.,-58. (19 53ﬁ p.114 et Proc.Amer.lbth.Soc., 4 (19 )3)
gu2

et e e I e L s

14} Soient E un espace localement compact, Zé une structure uni-

I~

forme sur I pour laguelle il existe un entourage V tel gue V(x) soit
compaet pour tout- x¢E (ef. Mﬁ%o, ch’ap;II, Eééd.,§4,exere.10).
Soit d'avtre part I’ un groupe wriformément éqaiconﬁinu'd'homéomar»'
'phismes de B (pour 1a'stracture uniforme i%' ), tel qu'il existe

2 el pour lequel llensemble des g (a) (g-e]' , "orbite" de a)
scit parbout dense dans E. Liontrer qu'il existe sur E une nesure

jelels ztzve‘ro invarionte par T , et quec cette mesure est unique & un

-

facteur constant prds (utiliser la démonstration du th.1).
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§'?. Mesures dans les espoces honmogdnes.

1. licsures dons tes espaces homogz,ne .

Soient G un groupe localcment compact, 1’ un sous-groupe ferms (done
localenent compact) de @ . Soit H=G/T 1'espnce hopostpe des classes &
,gauche suivant I° s 6t soit ¢ l'applxcatz.on canonique de G sur H , de

sorte que o¢lx)=x7]’ pour xeG on éc“ﬂim aussi tp(z)zx . Tions munirons

H de 1o topolozic quou:.—mt de celle de G p 1z réldtion d'éguivalence

x 'y e T ; cette relotion étant ouverte (Zop.2ér. ,R, §10;n°7) et [P
Stant fermé, H eot séparé et les imnges par (?: des voisinoges d'un voint
XEC forment un systime .Londamentql de voisinegeé‘ de Q{x), ce gui prouve

que H est un esgpace localement compact. Pour tcut SEG et tout xsz"

dens H , nous poserons 6 (Z)=sx D = o(sx) 5 on sait que 1'application
(s,x) — B (x) de Gx e dans H est continme.

Tous dés:.merons par % —?ff(x)dx ; 2 @fg% )d% des mesures de _
Hoar sty sur G et T’ resmectivement, par A (s) et A {o~) les wvaleurs |
pour se€@ -, v“eI‘ des modules de G et T resgee**ivemcnt. Pour toute
anqjhion £ e ZK.(G) et tout €@ , la fonetion % - f(x?) est conti- §
nue dans [' et & support compset (contenu dans 3'13 s 81 B est le
supnort de f) ; posons f'(x).-ff(x )d} . Pour tout geEl, one :
par définition de 1 mesure de Hoar dans T, £t ze)= f(x 0'§ )df £1(x);
£ est’ donc conmstante sur toute classe & zauche mod. [' , et on peut
éerire f= féo ¢ 5 Oft fé est une fonction numériquc définie dens H .
PROPOSITION 1.- a) Pour toute fonetion £ € Jf((}),‘ on o féé K {H) ;
1z relation 22 0 entmine fé' >0 et £ ff est une application
lindaive de K (6) sur JC(H), ‘

RPN




b) Pour é%(&) et s€G , ona (foy, )% fég .
¢) Pour £ K (&) et oceP,on @ (f@3 )% A (G‘)f%’

d) Pour toute fonction £ € J{(G) et toute fonctzon nupéricue g continue

dons H , ona (f. (gmp))‘?- fé.g : ,
lLes propriédtés b),c),d) résultent des caleuls suivents
b) si hﬂ(fays)% , 01 2 _
h(g)(x))z f{fay“)(x g )d%:_[ﬁ(axf)d% = f% (olsz)) = f%(es(c?(x))).
e) 51 hw(fao@a}
nlptx))={(z05 ‘,){Xg)clg ja@mag A <@~)jm§>a§ A, (02 flptx)
d) 81 h=(f.(g :29))7 , on &
m@(x)zmjf(xgmf@(x)m;m gc@cxnjf(x;) ‘e - fo))zt))

est contenu dsns llensem-

s on g

"%

3i 5 est 1le support de £ , le support de !
ble compoet w(S). ‘

Liontrons gue fg” est continue en tout point % = olx) de B .‘Soit VG
un volsinage compact de x , de sorte gue fo(V ) est un voisinage de X .
Pour tout €20 , il existe ug voisinage compact V de e tel que ch:;v
et gue 1o pelation y?"”?e‘;‘v entratne gf(f“) f(V)E e , £ étant uniformé-
nment continue. Conme (yg)(y%} lev powf vyeVz , on g
5 (x %)—L(YE)E £ & pour tout %é]? et tout yeVz . En outre, le
support de % —s £ J§) est contenu dans T' N V'Ja = K , partie
compacte de T? . On a done

[P wEn-omn]= | [emgrew s |con,m
pour tout vye Vz , ce qul dénontre notre =sssertion.

Reste & prouver gue £ —> f% appligue 7{ (G) sur ﬁ(II) Soit
geff H), ct désignons par T son support. Pour tout =ze T sy 11 existe un

volsinage compoct V& d'un point =xex s €% (,’)(Vx) est un voisinage de x ;




comme on peut couvrir T par un nonbre f£fini d'ensembles S"Vx' ) on voit
que ll'ensenble c,ompaé}t S= va | est tel gue ‘ﬂ.‘c. q(S)} Soit nlors £
uné fonetion de 55*[6-), égalz a %rdans S ; pour tout xe€S , on a done
f :E(x‘%)d% 2 0, puisque le support de la -mesure de Hoor dans 7 est T
tout entier. Ceci montre gue 2¥ ont >0dans T , donc cussi dons un
voiéinage,de B é-t: por suite la foﬁction ézale & g/f dens T , 40
fans B-T , est continue ; soit olors h 1a Zonction

x = f(x)g(tp(x))/fé (0(x)) aqui appartient & K (e) 5 11 résulte de d)'_ |
que h%((p(x)) = glpiz)), ee qui achlve la démcnstra’cibn.’

Soit maintepant ¥ une mesure sur H ; aib:es 2 - 9{1’?) est vne |
megure sur G . Il suffit de le nmontrer lorsgue ¥ est une \mesure 'positive;l
mais alors-poui" £ > 0 dons K’ (¢}, on a° f?;}, 0 , done ﬂ(fé); 0,
sutrement &i% £ —> ?{fé) est une foi'éze linbaire positive sur (% {(G),
'd*ozk notre assertion. 0}1 poge ;’é’(f)z a’(fé) $ ltapplication p — 9é

de 1'espace b (H) des mesures sur E dans ll'espace o#-{0)des—mosures

v A (G) des mesures sur € est lindoire ot biuvnivogue,

en raison du fait que £ @fé' appligne X (@) sur & (H).
ThL Gy e%(@) a son sappér*b dans un enserble compact K , If;’ 2 son
sutopo:ef dons 0(K) ; en outre, pour tout TER , le support de
§~3> f(x?) ést coni:enu dans 1'epsemble c'ompact 0= I’n iz s par
sui’ce,_ pour tout =xekXK , gff(xj )dfigﬁf “ .y,ofm) , dlof

”fqﬁéj{fn oo (i) . Ceci prouve que £ —» ‘est continue

lorsguton munit ff {G) (resp. 3{(}0) de la topologie limite induc~
tive des i;bpologiés des espaces de Bansch ,ff((},i’:) (resp. %(H,L),
L nartie conmpacte de H) ; 9—;>9?» est a2lors la tran'sgosée de ltappli-

cation lindaire continue £ —> i’é et est donc vagucment continue.




..??1..

Par sbus de lengage, on e*:pv'ime encore 1a définition de i"? par lao

fornule :
1) 5{3- K)dﬁ(x) -[d9€x)f f(Xf)dE
sour toute fonction f£é K. (G).

Tious alloas déterminer les mesures sur G qui sont de 1o forme iﬁé .

PROPOSITION 2.~ Sgit ¢ une mesure positive sur G . Les propriétés

’éuivantes sont dguivalentes |
o) Il existe une pesure positive y sur H telle que P = 97
b) 51 P ¢ ;@é(}), 1o relation fé? =0 enﬁraﬁné p{£)=0 . .
e)si reR(e) et eeE(e), ona Pl2-(2¥s 9))= P2 700).e) -
d) Pour tout o€ I', 6 (?)“A(ﬁ“)? '
’EQ~ Montrons que a) entraine d) ; on a, pour f’ = 9% - &-g? > o5
te Kle), |
PUEab, )= 7 ((205,.)7) = B (c)9 (2)= A, (5) ﬁ(f)
en vertu de 1a p.mp i e).

2%_ llontrons que @) entrafne c). En effet, Supposons gue 65.,(?): Z&o(ﬁ‘)f}

pour £ c JQ(G) et zeKI(6), on a , en vertu du th. dé¢ Lebesgue-Fubini

P(2. (57 0))= Jﬁfﬂx)df(:ec)f :u?»)dE ff f(?h(}t%)dg(xmg
pnisque la :E‘cmctlon Plx)s {:«:?) es 'umyoru compact dans G <1 .
Ceci s'derit anssi {§ 1,cor.1 de 1a ;m*op 7)

p(e. (57 0)) ~f Wf.a )A ( ¢ dﬁ(x)d%
j& . ag jfm)w x £ hap (x) -

Iiris en raison de 1‘hypotmse sur ¢ , cecl est 622l a
S8, [ eaprzm A (51 ap @
= | glx)ap(x)| 2(x€)a%= Pla-1£70 0)).
fg 3 f glag=¢p P

LQ




Lo e

20 Svouvons meintenant gue ¢) entraine b). Si ¢) est satisfailte et si
%*{) on 2 Cl, (&%a?)) Ala. (fﬂ-, Lp}) 0 quellc gue soit gé%((})

Comme £ —> f’gy— st une onplication de j‘f{@} sur % H), il existe une
fonction gé gﬁ(f}) telle que g? soit ézole & 1 dans l'imoge cononigue

du support de £ (chap. 1I,£,§ 2,lenne 1). On en conclut gue

2.(g%.9)=f , alot  P(2)=0 .

4° Reste & montrer que b) entratne a). Comme la relation £9=0 entrefne
f% pligue Fﬁv(ﬁ-) sue Fom), 11 oxiste une fo:c*meg'

lindoire ¥ et une seule sur K (3) telle aue Y (fé").ﬁ p(£) pour

S
foed

P (2)=0, et que + —=> £

toute fonction f € %(G). In oatlc, comme £ 2> O cntratne fé =z 0,

Y- est une forme lindairec positive, donc une mesure ya&: itive sur H ,
et on 2 Fzﬂ?‘ée
Remorgne.- Les résultats 1a prop.2 subaistent sans modifica-

tion lovsgue H est remplacé par une partie ouverte T de EH et G

4

par ¥ (L), ensemble ouvert saturd dans G .

2. legur :;,, ivenent invarisntes sur um cSpace hopmopone.

Nous dirons gu'une mesure Y sur H est fel%twene nt invariante si
elle est relativement invariante par les transfo roations '6 ok s el

(§1',n°1) ; Llapplication s —> 0 de G dans le groupe % des hono-

morphismes de 2 , muni de 19 tonolof°ia dc 1a conversence compacte, est
Yo o . ; . -3 3 s
continue (Top.gén.R, @19,1@08) s par sui"ﬁe dire que, ¥ est relotivement

wnte siznifie cue esw )z}ﬁ s)y pour tout s€E¢ , X &tant une

2 ) e ‘*’ -
reprégeniation continhe de G dans ¢ Copme le groupc des homdonor-

phismes © (s €G) de H est transitif, la prop.2 du §? nontre gue le

support dlune nmesure relativement inve riante sur H eot I tout entisr.
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THSO0NEIE 1.~ Pour toute mesure relotivement invorionte y sur I , de

nultiplicatenr X }?? est une mesure relativement inve is te (& pouche)

sur G , de multiplieateur % , et la westriction de x_é I’ est 1o

représentation o —> A (0)/ Ale) g8e T dans 'R* . Récip:coquement,

pounr tout prolonsement de cette renrésentotion gul cst une renrd tuthH

- . - #
continue ‘A de G dans @ , et toute mesure rclativement invar 1"“’6@ P

sur &, de mal'{,wllcﬂteur X o il existe unc nesure rclotivencnt inva-

rionte 9 et une senle snr H , ftelie aue ¢ -:5717'*‘? .
Supposons en effet que 0. (»)=%(s)y pour tout s€G . Pour toute

fonction £ € K)(C‘), on a alors , d'apres la prop-1 b) A
27 (zoy)= P(ly,) ) ==><f%?'a 6,) = X (s) 7 (£9)= A (s)>7(2)
ce qui pontre gue 9? est relativemen‘t invariante de multiplicateur X
Bn outre‘, pour ?;y , On o, en vertu de 1lg prop.2 d)
97(205 ) = D (o) »718)
Ilhis dlantre pardt {§ 1,co0r.2 e 1o prop.7), on a, pour tout s€EG
yf’?(faﬁs) =As) X (S)?‘%"(f) , ce qui prouve que, pour ol
on & ﬁg(ﬁ“)%(ﬁ”)=&(c§°)e
Inversement, si cette dernildre relation est vérifide, et si P
st une nmesure relativement invariante spr G , de maltipliedteur X
n a, pour ¢ I°, c‘Sﬁw(‘.?): Xioc) A lo)E= Ag {c)p ; en vertu

de 12 prop.2 d), il existe une mesure ¥ et unc seule sur ET telle

o

que P = 97 outre, pozir te K (G) et 53¢ G ,v on & (prop.1 b))
P(£70 0,)= 7 ((2ey)7 )= ploy,)= X(s) pl2) = X (s) D(2h)
et comme f —> f{7 applique K (@) sur f{'(h), cela prouve que 3

est relotiverment invarisnbte de multiplicateur X .




COROIQL&IP‘ 1o~ Si I‘ est un in_sous—groupe pninodulaire de G , 11 existe

sur H=G/T' unc mesure relatlverz;ent invariante de multiplicatenr
1/ A (s). ’

COROLLAIZE 2.~ Pour gun'il existe une nmesure invoriante sur H:G/I'

il fout et i1 suffit que 1llom ait A ol )= Alo") pour tout oe T°.
COROLLAILE 3.- 8i T° est un sous-proupe distinsué de G , on o
A ()= Alo) pour tout cel .

Cela résulte du cor.2, puisgue 1la mesure. de Haar sur le groupe

auotient H est invariante.
On peut done Serire dans ce cas, pour toute fon¢tion fe 31"((%
2y fG;(x)dz = j:;!f e f f(xg)dg A
en convenant de noter e/p h(x)dx 1'intézrale de 'h par rapport & la
mesure de Hear sur O s image réclproque p’u:' ) —=> ﬁé de lo mesure
de Hoar p comsidérée sur G . ' . '
Hemargnes.~ 1) 8i G es‘c @\un Zroupe non compa,e#;;v‘.dont le pgroupe des
c,ommutateaz-s“est pa ::.tout ”Ol’l»\,, une pesure ‘reléfsivémenﬁ invarianté
3uz- un egpace ’;r‘mogone G/f est néc‘eM -,,ii"e_r:ien’g invarisnte si
elle e 1.;1;@, ce qui inmpligue que T doix étre unimodulaire en
vertn ;"zu COT 2 (§ 1,c0r.2 de 1la prop. 5)> uaz.u i1 peut exister
dans G: des soas-«gréupes fer még qai pe sont pas unimoddi&ires
(cf/ n%3, exenple 1IT) 3 pour un tel sous-groupe ' , il n'y a pas
de mesure relativencnt invariante sur G/I7 .
2) ooit V un voisinage ouvert de e dans ¢ , U=V] 1 saturé
.de V pour lo relotion x"1ye’£’ et W:(p(U):Lp(V) . Solent V, Vs
deux voiﬂim,ces ouverts synétriques de e dans G tels gue Vdc: v

vgc:v s Solt Y une mesure sur V telle que l'on ait




- {::) ot
P (£00.)= X (8) 7 (£) pour seV, et £€F (9(V,)). Te rai-
sonnement du th.] prouve alors que ¥ est une mesare sur U
J é - 2
telle que #7 (fbys)z.%(s) ?%(f) pour séV, et fé(%(’v?);’

o . 4 ; 2 A
por suite (Remarque suivant la prop.5 du 1), 1o restriction

ae 2}% ) V:, coincide avee 1o restriction de lo mesure
fx;ﬁi”ivap, (c chonstanté). En 9&’655@, siocel! N ¥, ,ona

Xl ) A (o)= Zlo(ﬁ?‘). Lo réeiproque est ‘iramédiate (pour
toute mesure ¢ sur U sotisfgisant & l'une des counditions
de 1la prop.2).

~ PROPOSITION 5.~ Soient T’ vn sous-groupe distinmud ferms de G, et u

un sutomorphicme de ¢ %el gue ul(l)=T. 8i on désirne por u 1z

sy

regtriction de u & T'', par @ 1'avtonorphicre de ¢/’ obtenu &

partir de u par passoge zu guotient, on 2 A ()= A(uf) A (1) .

 En effet, a'?p.ms la formale (2), on a ,
{ - . s . [ .
Jetlulx))dx = JGXE,,@: *[I" tlulbon o (£))0E= A{uy)fg/rdxvéf(u(z)%)dg
l'ais on = éﬂf(u(zc}%}ég = f’é? fl,;)(ll(.’é{)))-‘ﬁf% (fi(gj(;:)}) par définition
de & . On peut donc éerire s
f = : : o, 0 e . e o P
jG:c.(u(x))dz = ﬁ}(uf) e/ £ {ulz))dx = A (Ll.f) A (n) fG/P f(x)dx
= A(uf JAE) Jof(x)ax
dtolh 1a proposition. :

COROLLAIDE 1.- Bi &G et AG/I” désicsnent les modulecs des groupes &

et G/1? , on o, pour tout sEC , Ag(s)x&{}/r(q}(s))ﬁ (v.) ; ot

v dégirne l'automorphisme %’ﬁ ] §s“1 de P .

COROLLAIRE 2.- Soif T un sous-zroupe distincud Fermd unimodulaire.

51 G/T est compact, ou identigue & 1'adhérence de son gsroupe des

copmutateurs, G est unimodulaire.




ff t (ecor.? du th.

sage au wuo*laat, on 44d

G/ dans -, quil ne

i
7
g %%‘.

2

1), on pour tout. ?e‘f Por pos-

Al ?)#1

uit done de A une reprégentation continue de

§ gor.l et 2

y

peut donc &tre constante

de 12 prop.5). :
On ﬁotera qu'il peut se faive gue T' et 6/ soient b modu—
aires, nois non € (n%3, exemple I, 2).

2. Zxemples de ecalenls de mesuresvde Hagr.

I. Produits senmi~directs. Soit G un groupe localecment compact, syant

les propriétés suivantes s v

1) i1 existe deux sous-groupes fermés H,K de € tel que H solt distinsud
dons G et due tout ﬁzéCé sléerive dlune seule nmanilre x=yz avec
veH e*cl z &K -

2) sl on

de G dans respeeti

do soit).

(y,2) ~>yz de HxX

vieH [ slel , on o yoglol = y(zy*Z'i)zz’, etveommé‘ﬂféSt distingaé,
zity vag(y*} ”p@artiénf'é Hiet on o, en vertu de 1),,
plyzy'ta! J=ply)plv_(3')) et (jVj’Z’)“”Z’ ; 1a dernibre relation jointe
4 2), montre aghe ¢ est un homomorphisme eu"par_”ﬂiﬂc ne K peut'@%fe
dentifié au zroppe dquotient (top &oéiqae) Qfﬁ et g 2 l’homdﬁarph*@dﬂ
canonigye © de G sur @’h . En outre, péar tout zek ;LVZ es% ua avbonor-
phisme du grouve tbpologique o, Borsq&é éeé‘conéitiéﬁs.SOﬂ* ieﬁplies,
on dit cue G est 1& produi% semi-direct des sous~gro@pés Het K.

venent
imméﬁia% gue cels emﬁr vine que 1's

sur G est un bonéomowphlﬂme.f

i3 saffit dla lllCUTQ @un 1tune d elle

-ation

UI‘ Jéb 9 zek 3




e

Toute fonetion £ définie sur G peut stéerire dtune seule nanitre sous
lo forme x-ﬁ7fﬁ(p(x)gq(x)), ol f1 est définlec sur HxX ; et poﬁr gue
e #(0), 11 fout et 11 suffit que £, €KX (ExEK). Avec cette notation
et 1'identification de K & G/l , la forpule (2) donne

(3) _fG:f(x)":: = fydz f £ vy ly),2)oy
jy;xK Z3 vz)f(yz)dydz 2

'ce gui pewne% de calculer la mesure de Haoar de G connalissant celles de

i

Het X et 1o fonction zﬁ(v-) Er particulier, si H est compact, on 2

ZE(VZ):? (§ 1,cor. de la prop.G), donc la mesurc de Hoar sur G est

obtenue en transporiont sur G la mesure produit des nmesures de Hoar de

0 et K, par l'application (y,z) —> 32 -
Zn outre, si on ddésizne par éﬁﬂ, ZSKI et Zig_ les modules de H,K,G

donne la formule

P

le cor.1 de la prop.>5
13 ' o s il
(4) Agtet) = Ags) Apt) Atwy)
Exenples.~ 1) Le groupe G des déplacements euclidiens est predult semni-
direct du groupe distingud T des trenslstions, isomorphe au groupe
. :
n
i~ a3 T T +
Lo nesure produit des mesures de fHoar sur T et 0n est done une mesure

saditis RP , et du sroupe O des rotations, qui est compact.

: : : 4 - '
de Hoar sur G , et & est unimodulsire. Pour n=2, Dg est isomorphe
au groupe U des nonbres complexes de valeur absolue 1 ; de facon préeise,

tout déplacement peunt sléer lﬁ° d'une seule mapiuve soug la forme

(% ,9)x(e), on t(% y7) est lo tranmslation (x,y) —> (x+§ y+7?)
r(9) 12 rotation -
(x,y) —> (x cos 6-y sin €, % sin 6 + y cos 0)

La mesure produit d§ dQ d8 est donc une mesure de fHoar dans ce cas.
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2) Dans R x'R , concidérons 1o loi de composition

, (z,7) (x!,37) —> (xx! %7 47) ,

On vérifie aisément que c'est une loil de grouvc non commutotif ;
désiggnons‘ par G le groupe localement compact ainsi obtenu 3 on voit
aussit®t gue ce zZroupe est isomorvhe gu zroupe des transformations
linéoires affines z —>xzt+y de R ,' nuni de lo topologie de 1o coﬁver-
pence compscte. In outre, ¢ est produit semi-direct des Sous—~roupes
i z{‘l}x’R {distingué) et X =R*x§~0} , car on peut Scrire d'une seule
manitre [x,v)={1,v)ix,0) 3 et pour *=(x,0), et s=(1.y), on s
?‘t(s}z‘cst“"x(’l;xy), d'of A(Vt) Q"”. taprds (3) l"' mesure de Hasr

sur G est done , .
| f@fff(x,y) -—-z-u;‘id

e‘c le module de G, donné par la formule (4), est

A (kﬂfi /

On de’cefmnerﬂrb de péne 1o mesure de Haar et lc module du groupe

des i;rfmsicrmahons de la forme X o tx+'ur d n,s 'Rn : on trouve

aingi qae.la mesure de Haar est
, 2 = [[20,0000 &7

x - it
et le module A (t,v)= 1/}t}™!

II. Groupe des matrices triansulaires. Ilous conciddrerons sur le

groupe Elultipiica’sif GL,, (R) (resp.’GL (6)) déo matrices inversibles
dlordre n sur R (respe. c ) 1a topoloble mduitn par la topologie de
l’espac:e des metrices d'ordre n sur R (»:cesp_-- C) qul est éom atible
avee la sﬁrﬁcture de sroupe de C—L et en fﬂi‘b:"un croupe localenent
compact (T og.m ., chap.VI, §1,n°6 et chap.VIII, §!§-,n°r.’) Désirnons

par K le sous-groupe de \G‘“n formé des motrices trianoulaires (xij)




. 7o

telles que zijﬂo vour i>J ; nous allons déterminer la mesure de Haar
et le module du groupe K . |

Joit D le soaswgrodpe de K fcxmé des matrices diagonzles, et Z 1le
sous-groupe distingud de K forné des matrices dont 1u diagonale a tous
ses Cléments égaux & 1 3 toute matrice x~(x. ) de K se met dtune seule
maniére sous la forme zy , oth zz(zij)élz et y est 1& patrice diagonale
(11i) formbe des &1énents diagonaux de x 3 X egt donc produit semi-direct
des sousmgrsu@es Z et D . Afin d'oppliguer la mot wode de (1), nous
allons d'obord déterminer la mesure de Hoar sur 2 .

Pour cela, désignons par ZI le ‘sous-—groupe de Z formé des matrices
{zij)d‘;elles aue ziij pour 1£ i—,]s.;k (1%;1{,11»2). On vérifie aisénment
gue 21 est distingud daﬁﬁ Z et Zk+1 distinﬁué dans'Zk pour 1<k<n-2 .
Enlcutre, pour gue deux matrices z,z! de Zkﬂappartiénnent & lo méme classe
mod.Z, ., , 11 fout et il suffit que llon ait 25t 5= §+k+1;j'pour
1£i< n-k-1 ; lé groupe quotient Z’/2b+7 stidentifie done [en tqnt 
gue groupe topoloflque) 2l groupe additif 7§n = {resp. (En“k“7).

Celo étant, nous allons démontrer, par récurrence descendante sur k ,
que 12 mesure de Hoor sur Z est “ : -
(5] ? wfmf(z) “M',’ az, 4 (m=

et gue Z% es% anlmoaulwlre. Lo proposition est évidente pour k=n-2 ,

(n-k )(n»?r-d ))

puisgu'slors Zq__1 est isomorphe & R (resp. C ). Supposons-la démon-

trée pour Z.,1 5 1o formule (2), appliguée & Z, et &, ., , donne
f £(z)dz =f n~k=-1%%y4p 4042, ) 4 4 f f(z§)a
Or, si §= (gij)ezkﬂ s et 81 on pose z§=(xij) , on a
(1€£j€ n-k-1)

ittt 3 7 P, =
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et, pour hyk }if:é .
5 mzl = . o+ g_: : P _,“(’,,, . “§'§
{(6) bkl ] jFh+t 7 ﬁﬁf¥£*z Skad e 2 g el

Utilisons zlors 1lthypothidse de réeurrence pour colculer Itintezrole

5]

j)dj’ Appliquant le théorine de Lebes muewﬁubwnl, cn intégre
%+1
successivenent par rapport aux 3 pour i-j=n-1,0-2,...,k+2, et

on obtient, en tenant conpte que, danu {(6), les § .. shtres qae
gkj+h+1,j sont tels gue zr-j<h+i
| 0
j‘zn o )d§ /f( Z) >T"+1 dzi
d'ott 12 formule (5). Bn outre, si z:?z = yij)g on constate aisdément

- > 28t sonme de et Otz pola e % saire "‘3.,‘
que 3j+h+1yj est somme d a§j+h+?93 iy q un Qoljnc lindailre par

C : i :
rapport aux dEf : tels que r~j<h+l ; en intégrant de 1o méme monidre
t 7 ; :
que ci-dessus dens 7., on voit que Alv_)=1 ; 1'hypothdse de
e . 2 3

récurrence et le cor.l de la prop.3 montrent alors gue 7, est wvnimodulai-
e re.
Tl est mﬂlﬁu@ﬁ“nt f eile de éetermlaef la mesure de Haor et le

module du groupe K . BOIHG&SwﬂOQS pour simplifier ou cas des matrices
Vg : : A : %
réelles. Le groupe D est isomorphe au produit de n groupes R ; dlautre

part, si s=(s.) est une motrice disgonale, szZiji‘ano matrice de 4 ,

o
5
won

i i
S5s = (g

i

ia

(4

dfoli, er vertu de ce guil préedd

Liv)) =581§ﬂ“1 gsﬂgn"E..ags,

c

X

¢5

zgwi’?_
Appliguons alors la formule (3) ; pour une matrice x:(xij) de K ,
é¢erite sous lo forme zs , ot z=(z..)€ 2 et s:(si)'est dons D , on 3

td

-1 -1 : - o :
s =% 7 Zewl s o Xy4%55 Dour i >3 . Integraﬁt dtabord par
23 43 b < 3

(iﬁ}j) et utilisant 1la formnle du changement de

S — T S ————




— J O

variables dons 1l'intégrole de Lebesgue, on obtiecnt finolement pour
nesure de Hzor sur K

%y .o dx ( -1z |-n ,
.f‘“%Q{;%ndA7?"dhnﬂ TQﬁ(n~1)/2£(x))X11§ "llnni , };Fjdkij -

Ln outre, lo forrule (4) donne pour module du groupe K
i -1 n-3 =0
A(x)_.;xHj = = | ,

On traite de mBme le cas du groupe K1 formé des motrices de K dont

le déternminant X14Fop0%,=1 5 11 est produit seni-direct de % et du
Lol :
~rouns 31 des matrices disgonales de déterninant 1 . Ce dernier est iso~-
- # = '

morphe an produit de n-1 groupes: R ; on en dééuit gue lo mesure de

Hoar sur 'K1 est

=2 -
£ —-9()!( (n1)%Epp. X, én(a-_?)/’c‘-’f( )jxgz@ “}Xz’m) n. E; ax; 4

et le modulc est donné par

B =] e |22
51 on transforme K, par la transformation lindaire =z —(x .
K,i devient lc proupe K; des natrices yz(yij) telleg que 'yijzo pour

1>3J s et 1la mesure de Haar sur K{ est done

f (N~ 1)dy - -1 ,n-1 fRn<n“1V2f(::)§}c11§_n’ s
, ...3“1,,__1 yﬂ"1€ ﬂ- dx

IIT. Groupe lindaire spéecinl. Che rchom“ 12 pesure de Hﬁ r dons le

proupe G=3L (12) des notrices dlordre n et de. déterminont 1 . Consi_.

dérons dans G , d'une part le sous-groupe Z des notrices (z..) telles

ii
¥} des matrices y=(yij) telles que Y3470 pour isj , ] i ¥y4=1 -

¢'=
Soit I ltensemble des motrices X“(Xig) de G gui sont de lﬁ forme yz ,

que 2;.=0 pour idJ , z.,=1 (1<ign) ; d'sutre pars 1e sous-groupe

ol yEK{ et Z €7 ‘. L’oau“tion X=y 5z équ_lvnnt a S'Vst(,‘me de n

équ tions




3 = 3 ' £
= Tin = Ty (1€ign)
— ; (1s1<€n~-1)
e n gt Yind f s o
n,n- = Inn®n,n-k
= : By sy

n1,0-k © In-1,n-1%n#n-k In-1,n%n,0-k

(Sn~k) % =3 z +,;o+§w“ z

= n-l+1 sn-k n-k+1 jn=kt+1 “n-lt1 ,n-lc n-k+1 ,n n,n-k

1,0k T Tink T g Vi ,n-k+h®n-k+h,n-k (1< n-k)

8 686 6 6 6¢ 8 &

(0 <k<n-1)

llontrons por récurrence sur k gue les systdumes (8 ),..‘.g(ui,l k’ déser—

minent les yij tels que Jp n-k et les z tels.que dp n-k en fonc-

iJ
T

tions rationnelleg des xi. » définies pou

_ j
certain nombre de polynbmes wh(X) par rapport aux x

les x n'annulant pos un

el
=
(D

ffes, 1o

proposition est évidente pour k=0 ; les k prenilres Squations du systime |

(8, ,.) déterninent les Zs .y 0 fonctions rationnelles des X;, o G6L1-
9 © . 7

Qiade

=l
nies pourvu gue les aundroteurs et dénoplnateurs de ynn’yn'? N3y
3 7 b el ¥ e
yn~k+1,n—k+1 ne soeicent pos nuls ;3 les n-k dernilres Gquotions de (Sn~k)
déterminent alsrs les V4 (1<i<n-k) en fonection rotionnelle des
$ Iy, :

Xij dons les pBnes conditions, ce qui nontre gue la vrdeurrence se

poursuit.
Llenserble des x €6G¢ onnuiont un des Wh étont fermd, son conplémen-

er
toire Il = KiZ est done cuvert dons G et conticnt 1'41dment neutre.

Dtailleurs, pour tout x €Il , 1'6gunation yz=x n'c qgulune solution

<

Foe

]

sont nonctlonq ccatanu 8 de X dans II

= Wh e 3
e K . z{:ez et 1To yij\ es Zij

b el
e
™

§
%
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ltgpplication (y,z)—>yz est donc un homéomorphisme de K;x Z sur II .

Zn outre, !N est rbéunion des classcs & zauche des &léments de K} modulo

_le sous-groupe 2 ;.l'image eanonique LY de\ﬂ dons l'espace homogdne G/%
est donc homéomorphe & K% et est une partie ouverte de Q/Z (Iop.zén.R,
§ 7,0°22). Cela &%ant, le groupe G cst identique & son groupe des com-
mutateurs (4l1s.,...7), done unimodulaire ; et nous avons vu ci-dessus
(II)-éue Z cst aussi unimodulaire ; il existe done sur}@/z une mesure
pmiﬁvariahﬁeA& gauche par G et une seule & un facteur constont prds
(th.1). Oz, si on identifie I' & K) par llapplication canonigue de G
»surv%/z » lo mesure induite par i sur K; est ilnveriante & gauche par K

done e'est une megure de Haosr sur Kq « Lo formule (1) et la propridété

dfunicité locnle de 1o mesure de Hoor (§v1, Remarque suivant le th.1)
nontrent donc que si on identifie U 3 K;;(Z s 1D megurerpro&uit des
mesures de Hasr sur K{ et Z est identique & lo mesure induite sur I par
une resure de Hoor sur G . ‘
On peut er outrc montrer (Livre ?) que £i1 est néglizeable
pouﬁ toute mesure de Haar sur G , dtot 1o formule

cflx)dx = [[I’; . gilyz)dy dz

<

alable pour toute'fonction fe 5@(6).
Tour n=2 . leg dguations (Sj)'donnenf

719 WV%Eap 0 J15= Zyp 9 Top™Rp 0 25%,, /%,
d'od 1o mesure de Haar sur SLz '
dx12 cilxg‘l dxgg

Z55
On notera que le sroupe SLn(TQ) est unimodnloire, mais que

le sous-groupe K} de snn(1z) ne 1llest pés.




M7

.

-

51 on considlre le quotient PS‘E(WK) de SLZI?Q) por son centre
G c;z% , comprencnt 2 Eléments, on voit que ce groupe est uni- |
modulaire. S1 on le congidlre comme 1o groupe des tronsformations
homographigues 2z —» (wz+B)/(yz+5) avee ad-Py = 1, sur la
drolite projective .Pj(?%) - -K%/G est le sous-groupe formé des

~

transformations laissaont invoriant le poing & 1'infini (1,0)

Q = 2
(transformotions 2z —>o”z+3) . On en conclut qu'il n'existe pas

dec nmesure relativemcnt invariﬁnte sur l’esprq e compack P1f§§),
pour le zroupe des iw ﬂS’OﬂP&ﬁlon» homog2aph1queuc

4. Té composition des mesures invorisntes. lesures gquosi-imvarisnies.

Sotent G un ﬂfOUp” localement compact polonais, E un espace localement

-

compact polonzis. ﬁ;ppo¢0nm gue T soit muni du groupe dlopérateurs G
(gigb;chap.l § 7.0%2), et gue 1la loi de copposition exberne (g,x) —> sx
sur B , ayant G comne domnine dtopérateurs, soit une application continue
e R%x,y% 1o reistion d'éguivalence dans E s

"il existe s€C tel'que sx=y" , dont les closses dféﬁﬁivalence sont
donc les closses d’lntf”huitWVltG de G dans E .

Soit alors i une mesure sur £ , relotivemsnt invori ante pﬂr G , de

nultipliceteur X (qul est nécessairenent unc fonrésentﬁttcn contlnue

de G dans (¥ (Top.z6n.R, 15,0 8)). In relation Rgx,yg n'est pas
ndcessoirement mesunrable poﬁr L (choph, §f§,u°5) (cf.-exerc¢1) y elle
1'est toutefois lorsque G est compact, car alors le saturdé de toute partie
compacte K de T pour 12 relotion R est 1ll'image de Ex K par 1llapplication
continue (s,x) —> 8% , donc est compaet 3 on en dcéduit gue lo relation

dulte par R sur K est séparde, 4ol notre ossertion. ITe mBre raison-

ncment s'appligue lorsque (s,x) —>sx  est une application propre .
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=1k

SUppPosons désormais que R s0it p-mesurable. Alows (chap.VI, $ 3,prop.4)
11 existe un espoce loczlenent compact polonais B et une application
t Squivalente &

MM
sz

~nesirable p de B dons B telle que Bg

}. Soit Y nune mesure gquoticnt de i par R , pseudo-1 mhg de u

3
h o
]
e
g

;..:
(

7
£
3
&
X

par p , et soit % ‘“‘;"’)\L_i’ une désintéoration de relative

PROPOSITION 4.~ 8i R est une relstion p=mesurable et J une mesure

quotient de p par R » 21ors, pour presaue %out tEB s 1o mesure ,};t est

relativement invarionte, de multiplicateur XA .

Ln effet, por hypothose, p’our tout s €G et ‘bou.te fonction ?f & E),
on fi‘(d}»)du(x) (s) i’{x)d_q (x), ce qui stderit
{7) i d¥ (1) ;f( ?)a.ﬁ, (x.) =X (s) [dﬁ (t)jrf&}d}& (2z). .
in vertu uu hcﬁoro&e dtunicité de 1a dﬁsmtoﬁration d'une mesu;fe
(c:hap&ﬁff:;% 3,%h2), il existe un ensermbvle J -néglireable I’-IS dans B tel
gue pour tout f:%&l‘?ﬁ s On ait ' .
(3 jf(%x)d)@. {x} = (s)jf(.,{)dﬁ {x
pour toute fonection f e \fC (E}. Soit (s ) une suite partout dense

dons G , et soit II 1l'ensenble ~-nérligeable réunion des I-TS + Pour tout

n
te&ll et tovut entier n on a donec
: f
(9) | fs,2) .,A., (x) = X(s) [ 2(x)a (x)
'Dr,; pour tout ‘é,G- , 11 existe une suite partielle ) qui comrerge

vers s ; lo réupion des uppoﬁ s des *Foncfions x .>»f(sI X) est rels-
Tivement compzcte, et cette suite de fonctions tend aniro:lt:mément vers
X-—>f(sx) ; possant & 1o limite dans (S), 11 vient 1'Sguation (8) pour
tout s€G , tout % %H et toute fonction £ ¢ %(E), d'od 1o proposition.
Chanreant de notation, coﬁsi rons meintenant un sroupe loca alement

compact polonais G et un Sous-groupc fermé T’ de ¢ . Pour 1a loi externe

(‘x,@) — xf s le groupe G est muni dtun groupe dlopérateurs opposds &

r,




7.

e
et 1o relation héa, ¢ "1l exigte §EEI7 tel gue ymx‘§” o pour clagses
d'éguivalence les lﬂ5$eo 8, gauche nod « L dens ¢ . Appliguons ce qul :
nréclbde & la mesure invarionte é droite dplx) zégg{x;g}dx sur le

zroupe & : 12 relation B%m,yﬁ est mesurable pour cette mesure, étant

sépardée, ef Gn peut prendre pour espace B llespace homogsthne Hwa}? :

désignons per ¢ l'application cmnonigue de G sur H . Soient ¥ une
mesure quotient de b par B , et % W”M4%$ une désintégration de p

relative é';} i pwcp 4 Mentfc que pour presgue tout +EH . gﬁ.t

eét une mesure invarisnte per les tronslations & droite de 17 5 Comme
1le e@L concentrée sur h%(ﬁ), gui est une classe & gouche g T!

@
{2€G) (donc un sous-ensemble ferms de G}, 1& mesure induite par QK%.
sur a [ est sussi invariante par les translations & droite de T
, elle est donc ﬁransportéevpar lé franslaticn & gaache Z— ax dlune
mesure invariante & droite sur I? . 0Cela étant, pour toat 8el , on 5
in(“ﬁ) h e 1)dx A S—T)J{ Pl A (x 7)&&
Dés ponv por ;&gt la mesure yg()kt), portée par la classe steH . :
j.ﬁ(w} A (xax = fcw ff(sy)rlA {x) jd@(t)jf(x)d)& o)
linis si on pose Q’“@ (9), et ‘(t}ujL{x)dit ) , on o
{ 1y ( '“-)jx(;e:)aw () = §f‘(st)d5’{’c) fi‘* L}d?»m—)
dloh 1a relation
ffdﬂ &(x &rmjhﬁ(t{jfhﬂéﬁﬁhﬂ
= éﬂ,(g)fgd Yr{%) ff(x)ﬁ}k

R
]
Neana®

o

Comme A}! est concentrée sur @(t}g le théor

i

té-oration dfune mesure (e hup VI, %J;uﬂ 2) prouve gue les mesures ¥

et v! sur H sont équivalentes ; on dit que ¥ es5t une mesure

g

quasi-invarionte sur H , par les opdratesurs de G .3 upne telle mesure

‘ect définic gu'a une équivalence prds, mais pour toutes les mesures




is

quasi-invarisrtes

o

tout opératour de G tran
glirechle.
Bien en cendu, lovﬁqu'il

p2r les opér&teurs de G (n

- 2- Application
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sur H , 12 notion d'ensenble néplis eable est la mBme,

sforme un ensemble néglicesble en ensemble

existe sur # une mesure relaotivenment invarisni¢

simplenent les mesurcs dguivalent

les mesures quasi-~inveriantes sur I sont

5

es & une mesure relstivement invariante.

nesures T ativenant invarisntes.

au caleul de

I. llesure de 1z boule dans

comrme muni du Nwoupe diopérs

B8

bl K . son

(U,x) — U.x
sitivité de
nble réduit au pol
- ?i%fx §n
%/R peut

sur -groupe ¢

w

~
A"

externe est &

es diintran

chusen

homéomorphe

l'espace guotie

n 4, exenple 3

SUTE Sur E%

inv

Lol

g
{3 &

Cone e

et
cette sphér
e 1o 7 T -
de 12 boule [zl <2

térra

localement intép

foo
Do

mesure 7Y por une fonection

5(t) est unc constante

Hn_

que

de

rayvon » est s2lors

-

gu'lelle est de la forme

-(Eog;géns, chap.VI,

Vi gue la mesure de Hoor dx = dx

(pour la. n:
est j S(t)dy
able pour ;? (chap.v,§ 2

qjﬂdﬁtﬂ
(7]

, et par suite

I{-I‘n

-

e

L'espace E =R©Y peut 8tre consicér:
a (R,
ompact de GL (1%) ; 1a loi de compos

0, xR 1

?aﬂ

teurs

groupe orthogonal & n varis-
ition

et les

3oy

vidennent continue dang

g
O dans R? sont les gphtres de centre O
'd’&illeurs gue ’?§£

32,prop.3), et per sulte

K

sur

nt 0) on sait est

8tre identifid & » Cels &étant, unous

1‘..&a Z est invariasnte:

on peut donc 1l!'éerire J[Jk dd(5) ,

?

)
‘A‘"i: une mesure sur RB

ante per On ~» 91 on désis
e )

ue )

(O

sur
f&b
S(t) est done

s

th.1) 3 en multipliant 1la

proportionnelle & 8 , on peut donc supposer
H 4 - La nesure de Lebesgue de 1a boule

; mala on sait (9 1,n%, exemple 3)

dy (%) est proportionnelle




4 1o mesure de Jtieltjes tﬂ“1&% s on achbve de préciser lo consthante
_g,;k

H 4 en prenant ay (%

= re.
B est alors H i t%'at = B . /n . Comme chague sphdze ﬁx% = t peut

n : -1y n-1 - :

. o

8tre 1dentifié & un cspace homosline du groupe compact Gn(§§)9 et que
1'homothdtic = ->tx transforme 311 , en la sphdre fxll= t et
vernpte avee les braonsformotions orthogonales, il résulte de 1llunicite

de 1o mesure invariante sur un espace homoglne e’ du choix des Jkﬁ gue

1

1z nmesure jiﬁ est transportée par x —> tx de la mesure JLﬁ portée por

. On en

> - " 3 & p a —~
1a sphtre vnité <2 4 , pesure gue nous désignerons par Wy 1

HRLGS

%
conclut que lo mesure de Lebespue sur ?%% peut &tre considérde counme

1s mesure produilb @ﬁw?é§ ¥y  ; en d'autres termes, pour toute fonection

(10) _ f %f(x)dx = | % lat j fltz)dw ﬂj(z) .
S

<l

lious ollons a leuler 1o mesure invarionte o . Remorquons pour

n-1:
cela gue Svhj peut &tre considérée comme nunic du groupe 4'opérateurs
O, 4+ les classes d*lpbr wsitivits étent les intersections de Sp“@ et
des hyperplons x = h {(<1<h<1) 3 solf L? cette intersection. Ie

groupe O, , Gtant cous-groupe de 0, ; la nmesure W, 4 egt invariante

fim

. \
par O, et peut par suite d’ecrire,‘; A, d y(h) ot /., est une mesure
2 4 o -

‘e! 3

avariante por O vortée por Lh , et ¥y est une mesure sur llespace

quotient correspondant (qu'on peut identifier & E-€,+1j')¢ En outre,

pour tout h ; ltapplicotion 2 —> he +-ﬁ?«h22 est un homdomorphisme de

4
L

nop Sur Lh 4 permutgble aux opératenrs de On?1 $ on voit donce

conne ci-dessus gu'on peut supposer gue )\h. est transportée de W, 2

(T

LG=

por l'homéomorphisne précédent ; sur le complémentaire dans 51,,“1 de
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liensemble {gn, ”@n} , aul est hombéomorphe aun produit Sn__gx{—?,,-ﬂ), -
1la mesui*e wn-;‘l est donc 1la mesure produit W, 2 3 : 11 reste &
calculer 9 . :
lz partie de la s h e Sn-‘! définic por sin 6<x <1 ,

}Soi"a ‘g n >
et soit ie le Y"secteur" formé des points $2 , avee O0S<t<1 et zéKe -

1o mesure de Lebeszue de I, est 1 =W 1(K ) en vertu de la formule (10).

Dtautre port, I, est réunion de la "calotte! Pe formie des noints de B
*i;e‘ls gue sin 0L x . .g’f ., €1 du "cbnel- QG forné des x=tz , avec
0<t<1 , et z dons 1'intersection de ﬁn‘et de 1'hyperplan x =sin @ .
la pesure de Lf*bewae de Eﬂ’g est donc sonmnme de .éelles de l’a et Q@ 3

en vertu du th. de Lebes“aé»I’ubmi, la meanre de ZE’Q est

n"'? f cos l? do
et celle de Q@ est

;in'“a - 008

nla=1)

IInis en intézrant par portics, on o

n“16 givg g

T
~ n2

of sinzc;: ao

~pos 10 ﬁm 8 + (n-1 f
; T
i 2 .
- ol o sin 0 +(n-1 % 2(? chp-(n-1)f Cosn(p do
: ; &

@M ,
el

Q

Q

e2]

a7

-G

(0]

-G

i

d'ot finalement, pour mesurc de LI

Hﬁ~2 f% n-é .
;"ﬁ"* 9Gi'.is 0 do

et o)n__1(Z{6)=: Hn—?' zcosﬁ'g{p dp . 5i on pose h = gsin © , la mesure de

. = (- i ; :
Stieltjes d» (h) est done cos? 26 a0 v (= %—h <0 g_% } pour nz3.

Par récurrence sur n , on voit finnlement que la mesure dwn 4 sur
3, est

(11) cos™ %9

n-3 |
1cos 92...cos 6 2&91d02...d9 4




o o
ok on o posé
. Xllm Siﬂ- 01
X, = cos G?_sin 92
&5 &6 0 8 8 06 22 @ :
Z g = S J i = 2 "1_
Koo cos 61‘co 92 cos ¢n~2 siy an?
:7 P s e ﬂ % £ 2
X cos 6? cO0S B,..4 COB 0, 5 €0S enm1
ey ; lu"'J-" \ :ié“{‘ 2 o = 2 r)v ; :
avec lies conditions - » < 8,5 pour 1£ign-2 , 6},1__1742‘}7?“ .
o1 on remarque que llon a - i
rT . T T ()

2 cos™o do = =
! { = T {"}f:a,-,ﬂ-@‘

o ‘ gy _ _
(Fonet.vor.»élle, chap.VII, ,fornule (20)), on =kw obtient en porti-
cuolier la formule n

- sar®
(12) n - =i
Vi | Tig
L(%) : . .
pour lo nespre de lo sphire fgn:? , Atodl 12 mesure de 1o boule E%n -
- = = . : . + : o
IT. Tlesure de Hoar du ~roupe des rotations 03(?%)~ Toute nmatrice
i . = :
'une rototion dans R~ peut gléerire dlune scule mani sous 1la
forme
: ' - ' o oy
f eos © cos Y-sin v sin Y cos © -C08 U g ain Y-Sin © cos ¥ cos 6 m%%@wwé
e o : ; : 4 <aig
(1%) | sin ¢ cos Yteos o sin Y cos 6, -sin o gin Ytcos @‘cos Y cos O -0¢ ding)
i\ /
\x sin ¥ sin © cos ¥ sin 6 cos %ﬁ
X :
avec Oi?% <% , 02027 W L 2% ("onsles d'Zulert). On en
dédult gue cette motrice peunt gléerire sussi sous lo forme dlun produit
o5
de deux motrices de Oé (rotation autour d'un exe orthogonal & @3 .
¢t rotation avbtour de Giﬁ )
(1.2 s1n°2sin’0 2 sin® 2 in o cos v sin 0 sgin © cos W -8
5 Vot LY Zyu.,._ﬁ ; 2O 5 5 \P c ; S1 = ¢ \\ ~S1¥ W
{’ﬂhﬁ i 5 11 £ ) 3 % 7
e 1-2 sin Ccos“o sin 0 cos ol si )
%w IR - 51I0 O P sl E S 7 ~S AN COS (’3 Sl W eesS &
h S
E\ -sin 9 sin Q9 sin ¢ cos o cos © 0 . 0
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- +
avec = Y+ , lc second facteur appartenant au sous-groupe O2 .

L'espace homogtne O /bz peut @tﬁe identifié a lo sphlre .S : les

forpules (1) et (11) nonmtrent que lu nesurc de Hasr p sur O3 est donnde

per . o7
}Ff(ﬁ,@,w)dp zdf)sim g dejf Jf (6 w,~o+w)dw
o
‘ ﬁ“
= si j dlpf P(G,tp,u)du

, 0
I11. ilesure invariante por déplﬂCCﬂent dﬁnﬁ 1lensenble des droites de‘ﬁﬁ,

On 2 wu gue le zroupe des déwlﬂcenents cuclidiens D dans R est

nrodult semi-direet du groupe ?ﬁ deg transl ations et du groupe des rota-

tione O {?ﬁ)ﬁ ut déplacement pouvant se metire d'une seule manilre
sous 1la forme % : g)r(gsm,ﬁ}g ol t est la translotion de vecteur
o

» Vs g) et rlu, q,e) 1o rotation dont 12 matrice edt {15) : Goute

fonction f finie sur D peut donc 6tre cous idérde commn fonection des

(éiaprds (II))

e

5 variables ? ’ s ‘g?@,w 8 et la pesure de Haar sar“p es

ot

sin 8 dgdyd§dy dy d9 . Bn outre J est uninodnla 'é.
7 i
Soit T 1icopace des droites de ?% : on pent le canﬂla rer, oigdhri-

quencnt, comme espace homozlne Q/H , o H est le ssaéQgrOa;e Zernd de D

inissant inverisnte une droite, pax exenplc llaoxe ??g il es%t inmédiat
jue H est le groupe produit du groupe des translations t(0,0,g) isopor-
ohe & ® , et &u groupe des rotations »(w,0,0] 1som01'he a ; ce groupef

03

4tont, comme D , wnimodulsire, il exigte donc sur E , muni de la topologief

A

quotient de D psr H , Lnc pmesurc invarizsnte r r D , que nous ailons

Solt 31'19 sous-cspace ouvert de B , formé des droitcs non orthosona-
les a &3 ; unc telle droite peut ttrc déterminde par sa trace sur ls
lan Re, + Ke_, donnée por ses coordonnées | § - 7 j 8t les coordon-

nées (sin o gin ¢, -sin & cos ¢ , cos 0) dtun veetcur directenr - N
¥ s 7 = L 4N B oy -‘; ‘\‘
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Tl est immédiat que le déplacement ¢ %* pt, O)r(tp,-<p,9) tronsforme
1'axe ’Raﬁ en cethe droite, et 0?1 en déduit que, ‘copolcblqucment E? peut
Btre :ldgmlxw al produit de "R -, de T et du complémentaire de g-—}
flahs gio'g ?‘f‘} - In outre, toute transformation de D appsrtenant & 1'image
:fféeip:féqae de 'E1 par l'zpplication canonique, pent se metitre dtune seule
nanitre qouu la forme ‘
(g1, p! O)r(tp,-atp,e)t(() o, §’)r(w 0,0)
Un ¢ lcu_l impédiat nontre ague cette derniére transformation pelz'l: s'écrire
-[;(% s 9 s 3}?*(0 w-0,0) avec :
§ = %'-z- gfsin ¢ sin o

~ $'sin 6 cos v

j' oS

i

L) NS
t

dtol
jf(§ s 2§ 09,¥,8)5in 6 dEdpdSdp ay 40 =
| sinécos@df* dp' do ae .
j/:’:‘{ %'*+§’sin ¢ sin ¢, p'- g*Sin § cos © g’cos 9, cp,w-n;,e)dj tdw
Zr vertu de la formule (1), on voit donc que la nmesure inveriante sur B,

st donnée par

N
i

sin © éeos’&j dg! dyt dode .
- Zxercices.~ 1) Soient ¢ l'application canonique de R sur T= "R/Z 5
v @ étant un nombre irrationnel, on considire T comme nuni du groupe
dlopdroteurs Z de 1o fagon sulvante : pour sou.’i;; 1'1 eZ o 'Gn est llopé-

roteur aui, & tout x €' , £2it correspondre x+o(nd). Le mesure de

mar sur 1! est donc invariante par Z ; nontrer que la relotion
dtégnivolence dens I, dont les classes d'équivalence son"c les

classes d’intransitivité de Z , n'est pas nesurable pour la nesure de

Lebesgue (remarguer gue le saturd de tout cnsemble compoet est partout:
dense).
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2) Soi% G un groupe localement compact, é&{é} ie module spr G 3
montfer gue le noyau de A est le plus grond uaau»wraape distingué
unimodulaire de G - : ’

%) Soient G un groupe localcment compact non discret et ﬁénembr&ble
éilfinfinig I un espoce locolement compact poloncis, muni du groupe

opérateurs G , 1o loi de composition externe (s,z)->8x ©&tant
continue dans GxE . lontrer gu'il existe un sous-groupe distingué
formé H de G el que sx=x pour tout s E€H et tout el , et que
G[H soit un groupe localement compact polonais (considlrer une base

(E ; de 1o topologie de B , fozmée dtensenbles ouverts relotivement
csm@actsb‘et paar'ﬁou% couple (mgn} tel que ﬁ}1C:Uh,’ soit ¥ le
voisin&ga de e dans G formé dew = eC telo que é;Ume:'Uﬁ‘; pracodeﬁ
alors comme dons llexere.2 du Q'?). En dédulire cue 1o prop-4 est
éncore valable sous les hypothdses faoites ci-dessus.

4} Soien@ G un grou?e localenent eompact; Gt G &eav SOUS-ZTOUPEs
formés de G tels que G"C G' 3 soient A, i&" Z&ﬁ les modules de
GQG9,Gﬂa On suppcﬁ& que ‘z$’(s): [5“(3) pour unuc @sbﬁﬂ s 11 existe
per suite sur */Cﬁ une mesure P invariante par G* Pour toute fonc-
tion I € g%éﬁjﬁﬂ} et tout x €G , soit £t (x)=/ ,/@ﬁf(xé)ap ?ﬁ :
on o £ (xx!) r?‘ff) nour tout x*éiG? et on peut done éerire

F = %o v, en dégipnant par © lfayplieatiaﬁzcancnigu@ de € sur ¢/F,

dons G/G! .

ke
(3]

et par f%f une fonction rumérique définie

£
a) Généraliser lo propn.1 & 1lapplication s e

£
(£7)

b) Pour toute mesure Y sur G/G', £f—9 est une mesure sur

Qf@", guton note ;;é 53 est,ane nesure reiobtivenment invariante
sur G/6!, de multipﬂca%eur X f{cs qul oxige X (s!) Alst)= Atls?)
pour tout sl'el!}, T? est une mepure relativenent invariante sur

ﬁjGﬂ, de nméme muliiplicateur.

——— ——
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¢) On suppose G,G!',&' unimodulaires ; solt d'zutre part [ un sous-

sroupe fermé unimodulaire de G tel que G J7 . et supposons que
liecgpace honogbne §KG“ ai% une pmesure totale finlc (pour sa mesure
invoriante par G!') ; montrer que si j& i, ¥ sont des mesures lavo-
riantes dons G/G? ¢/ : E%/G“ on o, pour toute fonection

fec (¢ ), en dbsipnant por © 1'application canonique de G/GM

sur Gj@‘

Qe f/’ ? f(::)ti},(:x:} = ‘fG-/f aply) ,/;/,G” f((p(y:%”d?)‘( é)

ot a egt une constante.

5) Soit & lc groupe unimodulaire SLE(?%), . e sous-groupe discret
de G formé des motrices de déterminant 1, & coefficients entiers.
ﬁcntrer;(par récafrence sur n , gue la mesure invorionte p sur lfespace
homogtne G/’I’ est finie et que, pour toute fonmetion fe K (RY),

on a, en ckhol sant convenﬂblemeat i

- [ 2(x)ax [ (2 f(@.z)aud) .
j’g{“ : G/f ZEL » 270
(Utiliser les résultats de l'exerc.4, en prenont pour G!' le sous-groupe

1

de G laissaent invoriont le vecteur de base @? s Ge sorte que G/G'

3 -

peut Btre identifié & R , et pour G" le sous-proupe G!N I7 . Soit

: - :
dilantre part I le sous-groupe des matrices (1 JW;}&e G! pour les-
8. ¥

e

thoge de récurrence

s

guelles ¥ o ses éiénents enbiers 3 utilisger 1'hyno

m(.

pour montrer que G'/H et H/G" ont une mesure totale fini

+

e

&
déduire de llexerc.4d qu'il en est de néme de GD/&ﬂ . Appliquer alors
e

-
R

Lo i“
(=
H-

texerc, 4¢), en u sant llexerc. 20 b) dl'Ale,., ehop.VI
2 - l e -

vour nmontrer cue lo mesure de G;:Z’ eat finie

rvenplacant £ par 12 fonetion © -—— €%

tendre € vers O et en déduire gue toute partiec conmpacte de G/I?
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5} Solent G un groupe localement compact, 1 et [/ deux sous-groupes
fermés de G . On dit que ! est propre sur G/ si, pour tout

zeG/T’ , llapplicotion

g >gz de I dons G,flv eut propre
(Zop.zén. ,chap.I, 27 é&d., éao

n%9).

o} Jontrer que chacune des conditions sulvantes est ndécessaire et

suffisante pour gue l?f 801t propre sur ijz : 1”

pour toutb SeEC et
toute portic compacte K< 6, T''N (KT s) ect compaet (utiliser
l'exerc.i4 de Top.gén.,chap.III, 32) ; 2? pour tout s€G 1'applica-
tion (o=, ¢!) —=>o-80’ de T'x 71" dons G est ProPre.

b} tontrer gque, pcmr'que 1/ soit propre,sar‘@/'{? s il font oon 87

suffit oue [' =soit propre gur G’fz?i,

1

¢) Soient © un espoce loczlement caww@ata T an groupc localement

- ®

mpact d'homfomorphismes de E , tel aque pour tout el , llapplica-

&
(a)
B

tion &= —» o [x) scit propre, et qu'il existe sur T une nesure p invae-

riante par T’ et pour loguelle T soit de masse totnle finie. llontrer
gue dans ceg conditions Zﬁ est compoet (utiliger zerc.17 du chap.IV,

§.4 pour montrer que toute 501te { oy ) de points de E eut relatlve~
ment conmpacte ;3 appliduer enuuxﬁe‘l?ekerc.2 de ;ogogén,,czap&ll,
2° ., $ 4). ‘ |

d) On suppose que G et T aoient uninoduleires et que G/ T° soit de
mogse totole finie pour lo mesure invoriante por G . qutrér qﬁe,
pour gue E?f soilt propre sﬁr G-/I? {on ce qul revient au méme, pour
que ' soit propre sur G /T/) il fout et il suffit que T’ soit
compact (utiliser e)).

73 Dans }§E , Soit ,ﬁfﬂll'ensemble des cubes fermbs de cbié 1/m,,

ayant pour centre un point dont les coordonnées sont multipies entiers
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a) Pour tout ensemble ouvert relativenent compoes U, soit U la réunim |
des ensenbles de ﬁ{ contenus dons U 3 mon*s,cer que 1.-,(6 ) tend vers

1(T) pou_f toute mesure de m»don L sur xA s lorsque m tend vers + oo .

b) 9oit p la mesure de ILebesszus sur R™ . Pour tout ensemble ouvert
relativement compact U et tout nombre A tel que 0 < A < 1 , montrer
qu'il existe un nombre fini de boules ouvertes BZ:C U (1$1§.§m)
deux & deux sans point commun, et dont lo réunion 2 une mesure
7 AplU) (utiliser a)). Bn déduire que U es% réunion d'une suite de
boules ouvertes deux & deux disjointes et dlun ensemble de mesure nulle.
¢) Soit £ une spplication .con‘oinae de U dang _%n telle qgue A
'ng(% }-«»iﬁ(}/ )23 < &k jg;é«}fﬁ ; montrer gue £(U) est intéprable et
gue lton 2 (£(0)) <€ I’n (G) . (Prouver d'abord guec l'image d'un ensem—
ble néglipeable N par £ est négligeable en recouvrant ¥ par des cnsem—
bles de ,ﬁ{m ; puls utiliser b)).

3} Boit K une paz°%ie compacte de 'F%n 5 ﬁ. un nombre tel .que'
G Ao . | |
a) Pour tout X ERK , soit V% 1'ensemble des points Z € ¥ tels
aue gxmzﬁ d(x ,K), et K x Llensemblc des points X+tAtr X1,
ot | ZE,I{% » Montrer que si ,x) et Y sont deux points guelecongues de
R2 et si ve K, s VE K;;’ , on a (y—x£V~U)% 0, et en déduire
gue 81 Xx'e K}\.}x s NIE KJM)’ s 0n 2 »j\f’ f? };_.xﬁj’% {g },1_ v’ EEQ
_b) Pour tout couple de nombres a,b tels gue b > a 20 , s0it K(a,b)
itensenble des ¥ eRn tels que a Ld{x,K)< b . Déduire de 3)
au'il existe une partie L de K(J\,a,ﬁ_b) et une applicotion continue f
de L sur EK(a,b) telle que l'on 2i%

etx )2ty < A fx-y -

i




ALY :
s i:_)? L

)

n eonclure que 1llon g

pE(Aa }\.b) > A Mu(K(a,p))

{utiliser llexerc. 7 c}).

¢) On appelle aire mBHEGWSﬁlePae de K le nombre

w(E) = lim.sup u(X(0,h))/h . Déduire de b) que, pour tout h >0,
h—>0 ’ - :
on g @(Z(0,h)) <€ .i% w(E{0,n)).

-G) Bolent £ un ensenmble, G un groupe de permutetions de B . On 4if

gue deux partics A,B de T sont G-8guivalcntes s'il existe deuxz parti-

tions (A, },(B,.) de A et B respectivement en un nfme nombre n de
e ories =

-~

partics, et des 6lépents 06, €G (1<k<n)
L

Lo
‘(&
(0]

sls qu cwk{&k}:ﬁk “

2) lontrer que la veletion A et B éon% Gméqaival@nfs” est une
relation'éféquivaleﬁea, et que g1 A et B sont G~Sguivalents, pour
toute partie A! de 4 , il existe uné/partie Bt de B G équivolente & A'f

b) Hentrer que si A est G-dcuivalent 4 une portie de B et

G-Gauivolent & une portie de A , A et B sont GG qgivalenfs
(cf. Eng., ¢hop.III, O 3,exerc.i).

c) On suvpose gue G contichnne denx 4lépents o v ouil engendrent
¥ 3 % 2 H s &)

un sous—g FL pe 1ibre I de G , c'est--dire que tout Slément o de H
peut se mebtre dlune scule moanidre zo 12 forme -

a1 eVicts 272 ”;.@'nJM
ot n est un enticr 2; (dépendant de «) et les u.,v. sont @es entiers
rotionnels tous fO, gauf éventucllencnt iy et V0  désiznc por HO
l'ensenble des S1léments de H pour lesquels u,=0 ou u, >3 . On
suppose en outre qu’il nlexiste aucun &1lément de E invariont par une
- tronsformation de I distincte de 1t'identité. Soit alors F un systime
de représentants des clagses dl'intransitivité de H ; nontrer que les

engembles A=l (F), B=c'H (F), C=g¢*H (F) forment unc partition de E
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en trols ensembles G-Equivolents, tels que & scoit G-équivalent & BUC
(ntiliser b)).

e

10} a) llontrer que, dans le groupe unimodulaire 8L, ?Z)s il ntexiste
sucune relation de 1la forme

(1) 127 G_ua 2 =~ G_un n “2
vérifide par tout couple (g ,% ) d'éléments de ,SL?(?{) (soient

0 1
8tre vérifife par o = tst et T =t Z51” }

b) Déduire de o) que dans chacun des croupes SL (?i) (n>2), 0 ?@)
€ﬂ 3) i1 exi ste des souuw“roapus libres omrcaarés pﬂr e élcmen%s :
([E.wZQUQT que ,O%(?@) est isomorvhe & un sous-groupe de uﬂgfi?)
cf. Als., chop.IX)) -

7
0 1) ‘ 1 2y - .
S = i T = 3 montrer qu auecune relation (1) ne peut
1 / : .

c) llontrer qu'il existe une partition de 1o sphdre 552 formée d'un
ensenble dénombrable N et de trols ensenmbles 4,3, C tels que 4,3,C
soient deuz & deux ngéquivalents et que A soit O ~éq01v”lenﬁ BUC

{("naradoxe de Hosdorff?).

; . i11) a) Soit G le groupe des déplocements euclidiens dans 7%.3
| Soit B uae boule fermée, B' la réunion d'un nombre fini de boules

fermées By (1~¥:,§n) de mtme rayon gue B, deux &4 deux sans point commun.

lontrer que B et B! sont G-&quivalents (en utilisant 1'exerc.9 b), se
ranevner & prouver que B! est G-Squivalent & une portie de B, et utili-

. ger pouwr cels l'lexere, 10 c) et notamaﬂnb le foit que T est dénombrable).

b) Déduire de 2) que si U et U sont deux parties bornées de ‘ﬁ? :
ayent chacune on moins un\innﬁ intéricur, elles sont G~é§ﬁiwalentés
("paradoxe de Benach-Torskil {‘si B est unc boule fermée contenue
dens I, recouvrir I per un nombre fini de boules de mBme rayon que B,

et -utiliser l'exere. Sb).

¢c) Ztendre lec résultet de b) & R™ pour n > 3, en raisonnant per .
réenrrence sur n (noter gu'on peut transformer por rotation un cvlindre
de zénératrices poralllles a €, en un cylindre de séndérotrices perpen-
diculaires & e ) ‘ ' . '

el IR A R U e



