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Commentaires.

h quelqaeu points de détail preu, 1cs Illinois’ ﬂonﬁvé’aecord avee les
.yropositioﬁs du Consrds d*0ctobre relatives aux §§ 2 et 3, et trouvent
excellentt le travail de mise au point du § 3 fait aa Congrés $ ces deux
3§ sont done bimplemunt tirés en 3 exemplaires et seront expédids a

tenps poar le Csngr : de llars. Les Illinois se sont apereuc que la
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el
"situation dunle® du rev@tement universel n'est pas du tout en fait
duzle des applications universelles 3 11 senble gu'il y ait guatre
possitilités (et non 2), deux & deux dunles

1) E>P —>F : (2pplication univezselle)
2) F,—>F —E (revetement unive rgel)

3) F ﬂﬁ-Fo-¢-E' (duel d'app. universelle)
4) E—->PF —> 2, (dual de rev. universel)

Comne exemple "naturel® de 4), on 2 la cl8iure algébrigue, avee
=¢orps, JF=extension alg&brigue 3 on ne conneit pos &99xemple naturel
de 3)  (bien entendu, on peut en fabriguer en prenant des ensembles de
fonctions sur une situation du type 1), mais clest $ird par les cheveux).

a

Cette pénurie d'exemples doit, sen &leuu~1lg inciter & la prudence, et
il_serazt bon pour le monent que ce senrc de bopbination soit laoissé
en exercice.

Lidtude du §1 et de liAppendice a por conire convaincu les Illinoiﬁ
gue ces texies n?étaieﬂt pas encore au point, notarnmcnt en ce gul concerne
les relations transportebles et los ensembles auxiliairesg et ils se
sont aperecu que, ni eux-ménes, ni le Congrés ¢'0ctobre, W'avaient encore
parféi%c nent corpris la qusstion 3&"@0’1015 Ceci ezt perticnli drepent
ﬂét dange lg fagen déginvolte avec lﬂqaﬂlle le Conrrés 2 pratiguement
Tpalancé® les encembles anxilisire €8, ¥y compris les czemples les plus

importants, commc celuni deg variétés'diff. réelleq : i1 faut, avee le

sycstome adopté, que 1= fgtructure de ver. aifferCelle” soit dans un
certain &échelon, et il est impos sible de construirc cet echelon sans
faire intervenir llensemble de base R s lequel n'est pas une lettre,

icorie des ensen les, ne contenant aucune lettre




11 2 done semblé aux Illinois qu'il £2llnit prévoir cetie possibilité
dés'le début, au liecu de "raccrocher" subrepticenmcnt lez ensepbles auxili-
aires par 1z suite, et uniquement & propos des 1uomo%phﬁsmew. Celza n'ap-
porte d'ailleurs pas de changenment sérzeaz, sauf un certain alourdissenment
des‘hotﬂtions.

Cnste pveﬁlerr constatation, jointe & 1L'étude de la‘no%ion de relstion
tranonrtﬂblb, a apené Yeil & proposer compme zZuide une =znalogic, assesg
lointaine dans lc déta il, mais qui paratt fort utile copme prineipe s

les “eﬁﬂemnleo de baogen xj non anxiliasires

(
texte) sont lcs fyari bles 1adépeﬁaante“" 1e

1a7ﬂstrue%are'gén igue“) sont les "v inbles 4

_s “constantes". On s?mpercoi’

r dtéerire sans le evlozz de
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Qﬂﬁﬁﬁblwu est ;a@e pl&s grand que 1fon ﬂ’?Vqlt erz jusgulici, et cela a

convainen les Illlk is gu'il fauﬁ “cvc & lo premidre idde en ee gul

concernc les iz:cthe@ smvalw qa?aﬁe structure doit &tre tahjaars

transportable. _
Le §'§ &ore 618 rodigé avec ces ‘aaz nodifieationg principales.

ok

On 2 par aillegus‘;rofi%é es uuﬁﬂes%ﬂo du Gongrés, notannent en ce gui

concerne la 48F

fote

nition deg &chelons et ¢ “'extcnu ons canoniques, of on

espdre avoir liguiddé définitivencnt toas les canulers : deux schézaa
b n

el

U-S-

stinets peuvent bien entondu &onncr le m@ne Schelon, mais ed n's zucune
mportance, lles seat el étant gue 1’5ch910ﬂ et les extensions canonigues

soicnt taugoafs coast uits suivart le m8me schémz (on devres donner en

exercice le f2i% gue si 2 schdmas 60ﬂﬂ€ﬁb lc péne ée%aleh ils donnent
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aunssi l2 mfne extension canonique, & l'aide du truc Senny 3 nois clest
une curiosité pour llusage qu'on en fait). On o sussi adopté le point de
vue du Congres pour les "déductions de structure?, mais en fait 1'4tat 6

vepment & unc structure ; plutbt que dlentrer dans de longs lsius & ce

En ce gul concerne 1fAppendice, ie'rédacﬁeaz a eu l¥impression gue le
doné:}s en evait marre, et avait regardd g& ak pas de chaorge ! Bprds more
réflexion, il est arrivé & 2 conclusions possibles e

5 oy , . e -
1l n'a pas comprig ce gue le Congxriée avait voulnu dire (les in

de %a Tribu sont ultra-succinectes)

o - : . ;
2” 1'idée du Congrés est déconnante et n'a pas 844 siricusenent examinde.
A 1'appul de cette dernidre opinion, il fait rer “EQLCE ies points suivants

2) I1 paratt extrBmenecnt peu naturel d'admetts 0 que les %Z; et s. danms
12 définition d'une relatiorn transporiable {ou d'une espbee de structure)
puissent &%re des constantes de <§ 3 1'idée intuitive est gue ces
lettres doivent pouvoir 8%re Mgspleialisdesh dans n#im@ér-e guelle %“éerié

plus forte, ce gui nfest pas poss
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rédaction, absolument essenticl). Si done unm des z; est une constonte,
le ¥y; correspontant ne peut 8tre que cette constante, et le fi 1tappli-

& =

cation ident

fete

aue ; mais il ne semble pas (voir b)) que. eette conclusion
soit ce gue désirait le Congres. . ;

b) Le rédactenr présume gque le mobif derridre 1o proposition préeddente
est de faire rentrer la "iransportabilitd relative” dzns 1s f{rans porta—
bilité zbsolue? en "ge plﬁgﬂnt dans ?52: " conme G'&iﬁfba Tribn de fugon

bwlllnee C'est 14 une idée °Cdvl ante & n:em1ere vuc, encore faut-il
qa?elle s0it pratlcableo Le rédaeteuf 1ﬂﬁerpxute et the- 1idée comme signi- .

-

fiant que, par,un 1 roissenent convenable de 1a defi ni’ion de
"transp %ﬁwhleﬁyf'aaa%% nt lc° constantes comme 1ettrcs xl,s ) ceﬁte

définition devrﬂlt omn er mécaalgaemcnt la traaspo¢tah11 té wela+1ve en

'2: -. Le malheuf eﬁt que ce nie st pa@ V?az la di£_
'55 cntre les deux %rnnﬁpo:tabllztég e@t que, dang l’ane,
léé . sont deé?éijéeﬁiﬁﬁs‘(arbi%r?ires) cﬁ dans 1llauire de° isomor Dhle e‘
et 1e'zédaetuuf &é§a;‘e'é_voir'cémaent un sznple chang éﬁén% de‘théorie

' ' es% une bi ijection® ¢n ”f eqt an 1uomerph1swe”
B?aillcurg, éeme en adﬁéttédﬁZQu?dn puisse surn ontev ce s%&cle, le
passage a @2: écmae %Eéorié de base éondairait des diff cultds, pe.&x.

dans le critdre CT7 (de la nouvelle rédaction) ; le eritdre "relatifn

correspondant CL'7 ne demande que 1'Sguivalence dans '@Z des relations
caxr

R et BEY : mais on’ ne pourrait 1'obtenir m40ﬂniqu°“ent, dans 13 démons-—-

{

tré%ioa, il'est sggentiel que les X et S% ne soient pas constontes ¢
on n'aurait. onc qu*ua C”*? affaibli, ol il faudrait 1'équivalence dans
¥ , ce qui pratiguement Stornir toute utilité & la "tronsportebilité

relative® .
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Lz nouvelle ré&daction o done &%é foite coscenticllement suivant le
m&ne plen que lfanc cienne, en incorporant szeulencnt les ensemblés'aaxi~
liaires dds le début, et rejetant tout ce qui concerne la transportabilité
"relative® & la fin. ILe rédactenr s'est cn outre apercn, chemin faisant,
gne certaines des dbnonstrations de 1'6tat 8 étaient ipconplﬁte » notam-
ment en ce guni concerne la quantification. Il fait observer & ce DPropos
QEVil ne conns?t aucun exenple o& R s0it transportable, et (:3 sj)R‘
.non transportable s lec seul qui semble devoir donner guelqguec chose est

celui o R est s.¢8 s D2is il se trouve gue ( 3 s.) (séf'sj) est’

J
transportable, perce gue vraie en ihéoriec des ensentles !! D'un sutre

c0t6, 11 serble douteux gulon puisse dénontrer gue { 4 sj)ﬁ est téujcuxs
transnortable avee B ¢ 1o question est assez curieuse ! I1 est certsin
“qué 12 lceture de ee% Anpeﬁazce (pour ne ricn dire de sa rédaction ! )
est un redoutable pensum ; mais une feis_qn’oh gt'cet engagé & faire un

tel ours, il faut 1le faire & fond ot sons tricher ;3 le rédacteur propose




IVE I
CEAPITRE IV (Etat 9)

STLUCTURES
§ 1. Structures et isomorphismes.

Le but de ce chapitre est de déerire unc fois pour toutes un certain
nombre de constructions formmtives et de démonstrations (cf.chap.I, 1,

n%3 ot §:2', n°2) qui interviennent trés friquenment en mathématique, et

- fournissent un principe de clossification pour les diverses théories
nathématiques usnelles. s

Dans ce guil va suivre, nous utiliserons l= notion d'Yentier?® de 1
neme 'fagon qu'tan chap.I, c?eét—&-dire an sens nétanmathématique de repc‘éres
réngés Gans un certain ordre ; cet emploi n's rien de commun avec la :
théorie mothématigne des cntiers, dGveloppde au chap.III. :

Ztant donnd un entier n , un schéma de consiructions d'dchelons sir

n termes est une suite e1 ,ca,...,e de couplcs d'ent:.ers 20,

i-'=(el1 ,b ), satlsfusant oux conditions suiventes : -
2) 31 air-o, on 2 1$;bi$n -
b) 51 b;=0, ona 1ga, <i-1. P
¢) 81 2,#0 et by 750 'on 8.4 1 <ai§ i-1 et 1D, <i—-1 .
Eta t - donnd s un sczzéma S-(c., yese2Cp ) de con.;t:ueinon d'échelons sur
n termes, et n te:emes 1,,...,E dfune t%éo::‘:.e f p‘.t-us forte que 1la

th-’*oz'ie des ememoles, on eppelle c:an.;tru.t':*!;1 on c“:.'r‘chelona, de schnma S,

sur E, ,...,13‘,2 » une suite A, seeesA de m termes ue“.ﬁ - aéfinis de
proche en proc?*e par les conditions suivantes ¢ '

a) Si c.—(O,’a ) »A; est le terme Eb :
b) Si -°i"(a‘i’0)9 Ay est le terme ?:f(A

By .
e)‘ 51 e; =(a;,b,), avee 2;#0 et b,#0, A, est le terme Aaix Ahi .
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Tous dirons que le dernier ierme Am de 1o construction d'échelons de

schéna S sur E,, "‘"’En est 1'échelon de schéma S gur les ensembies de

base E“...',En s et nous le désignerons, dans les rniuonncmen’cs p’éné-
raux gqui vont suivre, par l= notstion “(B ,...,I: ).

=xemple.~ Dtant donnds deux ensembles E,F, l'ensenble
- %f( %(E)) xfﬁ(}i‘) ‘és‘c un échelon sur E,F , de schéma
{0,1) 5 (0,2) ,-11,0) ., (3 »0) » (2,0) , (4,5)
Clest o2ussi 1'éehelon sur E & de schéms
0,2) ., (0,1) , (1,0)., (2,0), (4,0) , (5,3) .
Plusieurs schémas distineis peuvent done donner le mBme &chelon
sur les mbrnes termes. o

2. Bxtensions canonigques d'applications.

Soit S..-:(a1 $2es 9;em) un schéma de constructions d'échelons sur'n termes

es (termes de ¢ ) et soient

soicnt Eyseee ,E’ﬁ",E; e ,Eé 2n engembl

.fjﬁ'o'ﬁf
de E dans
'»:&-’1 s e 91%_5,1

E‘g g ¢ e SEH

n termes de ﬁ tele que leg rola’sidns‘”ﬁf. est une applies tlon
® goient des théordmes de f pozzr 1€ign . Soit

5
el
{resp. Ai,e.c5ht) la construction c'ieeh—elo’ns" de schéma S sur

“(1‘. Sp- EjseesEl). On définit de proche

procae une suite

de "be‘"m s ”‘I g,.u..»m‘,z telle que &; s0it une ,a‘lz.catwnde A dans é* =

pfw les 'cozmzi: ons suivantes

a) Si

ci:?(o_gbi), de sorie que Al‘-—«b ,‘ A;:Eé . 8; est 1! mapllc‘ation
: : i i z
fb. .
i : _
b) Si ¢;=(a;,0), de sorte que 5= f}f(ﬁa. s A= W{Aé )s g; est

ltextension canomque

i
géa de &, aux en"eﬂblc de parties.
< i

¢) 81 e;=(a, s 9b; ) avee 2;#0 et b, 7-'G de sorie que A=h % A, et

i i
A%zééix A%i » 8§ est liextension canonigue galx bb de gai et gbi
a Aa x&-b-". e

2




e
Tous dirons que le dernier terme Ep de cette suite cet l'extension

-

canonigue, de schéma 5 , des applications 11"“””fn s et nous le dési-

snerons par 12 notation <:f1,...,fn:>s

On vérifie de proche en proche les critdres suivants

an

CEl. Si £. est une anplication de E fdans E@ - fé une sppliestion de

T i
E} dans EY (1<i<n), on 2, pour tout sehéma, d'Schelons § sur n termes
e z
, , o =
<:§%‘7f$$f§ﬂfggassgféﬂfn> wﬁfgﬂt'” U/F?9¢¢59£ﬂ>
CEz. 81 £, est injective (resp. gur; cc%1v¢) pouz s 4

g ... -est7in4éc%ive (zresp. surjective

Ge dernier 931 tere résuife des @:.9“16545 corres

5 prop. 1) et de lvexten

é’ 3
sd‘m
.o
3
m
b

une bijection de ﬁi sur E% s B F.
seeesf > est upe Bijeetion, et

cgue ; sutrement dit, on =

et T

% >

Cela résulte ﬁassitﬁ de CE1 et CE2 .

3. Belastions +ra sp orts hless

Soient € &mé %hecrle'plaﬁ forte que la théoriec des ensembles,

constantes de. %f - Agg.a*ﬁﬁq des termes de fg ol fie figurent sucune des

lettres
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constructions d'échelons sur n+m fermes 3 nous dirons que la relation
%X%goo&gi& fsg gasasgp% =

Wﬁééisi{xq,..s§xn,é§$¢,.§&,) et sgéisg(xﬁg.,;$xﬁgﬁi,Q,.,AE) =t ...

;o; et S €8 {ngocﬁgxnséjs‘”@ )ﬂ



= A

est une typification des lettres 81,:20,8_, dans laguelle la lettre Bj
est typifife de type S5(%y,-+- ;%A ,eee 8 W (ies<py.

Soit R % ZygeeesEyoByyees ,sp g une relﬂ'i,*' on de 4 s contenant certai-

nes des lettres xigsj (et éventuellement d'aatreu lettres).

Dire que R est transporiable (dens Vé ) pour la tvypifiention T s les

xi (1€£ign) ét= nt considérés comme ecnsembles de base principoux et les
Ah ('iéhs{»m) conme ensenbles de bage amiiliairegge*est dire gue la

condition suivante est satisfaite ¢

distinctes entre elles,

deg et

Soient FyseocsTpys f1 sfnpece o f des lettres

distinctes des %, (1€1i<€n), des 8 (1<3 gp); ¢es constan

t

tes
de toutes les letires figurant dans %xﬁ ﬁg..,sx‘g,s se0s g5 gw zns les

4, (IS B n). Soit dlantre part I, ¢ £h<n) lﬁapplleatmﬁ identigue de

8, sur lui-mBme. Alors, la relation

0
el
£
t
9]

(‘gj Z ﬁg?gxg g.ae,ﬁ}iﬂgs? ’e.cgség et €f‘§ e

03 : 2 42 = %
entrafne, dens ¥ , 12 velation
(2) : 4L§X§§sas gxn§szaoaa§spg \:-n’> Ilgy?s,toagynggggza‘e§3:§) é

ﬁh
C’D
fw
&0
(§4]
il
ey
b
st
16
e
D s
ey
X
)
b
'
Jete
bl S
fde
)
fete
e
®
®

(*) Par sbus de larngage, nous derirons souvent 5, au.lieu de
o 2 o -
Sq (zz‘g gu.gxﬂg&g ,}..,gz‘%m)g lorsque cela ne fisquera pas dientralner de

confusions.
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1l'Appendice des critdres permettont de recomnattre aisénment, dan
1les cas usucls, i une relstion est trﬁnsportable-

4. Dspece.: de structures.

Sai’b ﬁ’ une théorie plus forte gue la thé orie ées emenbles. Une espdce

de strac%ure dons G est un texte Z forné des steﬁblages suivants
Un e";r’cq:.n nombre de lettres distinctes Zyseee9X 98, 20+ 58y distinctes

des cons ntes de f s x1 3000 9%, sont appelés les enseables de base

prinel 'aux: de ltespdee de structure Z

2° Un certam nombre de termes A1 ,...,A de € > ans lesgnels ne fign-
ren‘b aaezme des 1e'£:t:ces zl ,sj ; ot qu.i son‘t ﬂpnelés Ies enaembles de base

6r sucun ensemble

auxa.lz_alre (raaw 11 éo:.t tcugewfq y ﬂvoiz' an rsoz.ns un ensemble de base

rineipal).

3° Une tvg:!:?
s, €8 (x,},..
of les 52 (1

n’& ’Ql.,A )

<’§3) seﬁ‘c des schémas de consi;ra.ctwﬁs éi’éc.aelenw sur

e i,...,A ) ot ... et s eS (xi,...gx

n+m termes. O é-i‘t.’ @z.e T§x1 seve s, ’S't sev 98y 2 est 1a eﬂﬂactci isstion

typique de 1*e<‘pece ‘de struciure Z .

4° Une reiation Rix; ene skysBypees s é transportable (dens f ) pour 1a
typzflca mn g2 1es x. &tant ensenbles de base mwmp"m et lcs A

eng etﬁbles de base "su:%:llz.ai”cm (n® 3) On d1+ que R%xi ,-'o.sxn,s?,u.ﬁsp%
es"b 1'axione de ltespdee de structure >

 On @p‘i}elle théoric de 1'es _puee de structure 2 12 thaéorie ¥ s
ayant les mfnes axiomes ét schémas dlaxiones qae f s et en plus l'%xiome
explz.cz.te‘ ny etR" ; les constantes de g‘z sont done leg constantes de

% et les lettres figurant dons T ou dans R . .



-0

Solt mointenant f' une théorie plus forte gue fg s €% soient

p 7
(U1 ,a..,Up) es‘-’c une gtructure dlespdee >. sur lcs ensembles de bage
- principaux 31 "“”En et lcs ensembles de base auxilisires A1,...,A

si ls relzation

EypeeesBy,U,,...,U des termes de ©7. On dit ggé (dans 12 théorie &)

m

ML, T ,Upg et RiE,,... sEp Uy e ,s gm
‘est un fhbordme de L. Lorsqutil en est 2insi, pour tout théorime
BZX? sece T, 585000 ,sp% de 1a théorie gZ s 12 relation
BéE? 52 5B, T, s ,Up % est un théordme de ¥’ (chap.I, 2 2,1n%3).
Dans gZ 5 .(.s1 ,.“,s,p) est appelde la gstructure séndrique dfespdee 2

n’

On di% aussi gue (dans 1z théorie B )} les ensenmbles de base

FioceesE pshysee-sh  sont munis de ls siructure (U 50 ,U ) 5 par

]
o

3'£ms de langage, on dit souvent que 1z structure (Uﬂ“w'{? ) est

définie sur les ensenmbles de base principaux Bﬁ“.},}”ﬁ - I1 est

n
elair que la structure (‘{}’1,.”,3’?) est un S1lénent de 1'ensenble produit

(93

S {E/‘ 9;’°?En9'§"39“°9A,)x cna}(S (E ,eou’;E, R.gsnes.& ) ®
Lfensecoble des Clémeni:s (V.g ,V ,.‘.,Y J Ge ce produit qui vérifient

iz re}.a%mn "%%E1 e n,’g’? ,@..g'i?‘pé est done llensenmble des

structures dlespdee SUr B o .es B A ... .
— rn¥ m

Ixemples.- 1) Prenons pour "éf la théoriec des ensembles et consi-

dérons l'lespiee de gtructure comportant un ensemble de base princi-
pal & , sucun cnsemble de bese auxiliaire, I= ez
5 €i}f (AxA), et llaxiome
-1
SeSC S et SNSs=A

5‘3

ractérisation typigue

A :
(AA dizronale de A XA), gui ezt une relation tranuportmble paur

la typification -S€ JJF (A% A) conme on le vérifie aiséuent.



-7~
I1 est clair gue la théoric de cetite espdee de structure n'est

autre gue la théorie des. ensenbles ordonnés (chap.III,§1,n°3) s

aussl ¢it-on que l'esplce de structure 2insi dé6finie egt 1l'espice
de structure diovdre sur A . Tous avons reneoniré an chap.III

de nowbreux cxenples d'ensembles munis de siructures de cette
espéce.
'2) Prenons pour %’ la théorie des cnsendb

pbee de structure comportant un ensemblc

de définition® .
Des structures de cethe cspdce sont des eas particnliers de ce
&

iz Zonction de

¥

£

@
L
Ll

(v

&5

0

b.t

ppelle les structures slodbrigues, et

est dite ioi de composition
t

: }
interne pariont définie diune tellc structure {Als.,chap.I).

3) ¥ d&ient toujours la théoric des ensenbles, considérons

l1tesplce de structure comportant un cnsemble de base ;fiacip&l i .

aucun ensenble de base ?;Xiliairé9 la coractérisation typigue

se W T (1)), et ayant g@&rgaziéme iz relation transporiable
(Vs1)(s'c 8 = (=%, X)€S) ot AeS

ouvert pour la topologie S (Top. szén., chap.I, é ).
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4) Prenons pour % 1a théorie de 1l'espice de structure de corps, qui
comporte entre autres une constante K conme unigue ensenble de base
(principal). IL'espdce de structurc d'espace vectoriel & zauche sur K
conporte K copme enseuble de base auxilisire et un cnzemble E comme
engemble de base principal, et a pour caractérisation typique la
relation ' -

5, € X ((EXE)xE) et 5,€ J((KE)x E)

*(51 étant le graphe de l'addition dans E et 32 celui de 12 multipli-
cation par un scalaire ; ef. Alg., chap.II) . 5 nous n'énomcerons

pas icl ltexiome de cetbe espdee de siructure [(of. Alg., chap.II).
5) Prenons de nouveau pour & 1s théoric des ensenbles 3 dans cette

théorie, le corps € des nombres complexes est un ternme, qui ne con-

tient sucunc letitre. L'lespdee de siructurs de varidid snalytigue

compiexe de dimension n comporie € comme ensemble de base suxilisire,

t un eusemble de base principal V 3 nous niindiquerons pas ieci 1o

()

¥

~araetéfisatien typigue ni l'axiome de cettec =m esplee de structure.
Totons seuleaent gue ﬁ ést une constante dans 1l théorie correspon-
dante (et "n ?s% un entier® un théordne de cetie tﬁéorie). |
Remorgues.- 1) Lfaxionme 3%21,...,xn,si,...,sp§_d'ane espice de
structure 25 stéérit le plus souvent conme conjonction de plusiecurs
relations téansportables (comme dans l'ezenmple 3) ci-dessus) ; on diﬁ
que eces relatioms sont les axiomes,@gé;ﬁespécé'éf o

2) On donne un non sux espbceé de structures les plus fréquerment
ntilisées en Inthématique, et aux ensembles munis de structures de

ees'esgéees ¢ clest 2insi qufun ensemble ordonnd (chap.III,§‘i) est

un cnsenble muni dtune structure dlordre (exemple 1)) 3 * nous défini-

rons dans la suite de ce Traité, les notions de srou e, de corps,



0

d'espace topolomque, de variété diffdrentiable, ete., qui toutes

désiznent des ensembles munis de certzines structures..,

3) Par abus de langage, dans la théoriec des ensembles € s 12

donnée de n lettres distinctes entre elles” ZygesesX (sans

n
caractérisation typique ni axiome) est encore considérée conme

une espéce de structure Zo s dite es—péce de struetinre d'ensem‘bie

sur les n ensenbles de base principanx X4 ,4'_«_'._::_,;3’ .

« Isoro thismeﬂ et transport de structures.

2N
s

501‘62 une cspbtee de qtructu._e dans une théorie °€, sur n ensenbles

de base principanx X, ,...,x_, et n encenbles de base.

! r _
A{,,.Wém ; solent 5, ,.‘.,S les sehémas de construction d'échelons sur

n+m lettres gqui fisurent dans 1o cﬁrﬂctéwlwc,,t'eﬂ typique de S , et soit

nxiliaires

R 1ltzaxione é_é_ >’ . Dons une théorie %’ plus forte gie B , Soient

(Ug,.ugt}’?} une structure diespace Z sur des ensembles Wj,a-e,En
(comme ensembles de base pr ;3; upuux) et (U;g,..o,ﬁ") une strueture de

, . .
néne ccpece Z sur des ensembles Eg,...gbé . Soit enfin (dens € ) £

seeesI )

(1€i<n) une bijection de E; sur E’ . On d4it% gue (ff",".;‘,fn,zi

est un mem‘r*ﬁh}.ume de~ ensembles 31 ,.“,un,éu..wg’& . (minie de 1=
Ls

structure {iL g.usb }) sur les enseMbles EJ secesBlshyseca i o (munis

de la sﬁracﬁ‘w*@e anuugU%)} 5i, pcmr chacun des schémas . €‘§ ;<p)9

@.«J

on a2 {damﬁ %)

Ss
(4) <7 ,caéyfn,z_ﬁ..,gz D (T,)=U
Par abus de langapge, on omet en genéral de ntionner les ensenbles
n (1Shgm) et on dit

simplement que {f1 ,,..-.gi"p) est un isomorphisae de .331,-.‘,.\4& sur
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Remoargueg.— 1) Par abus de langapge, lorsque fi est une bijection
quelcongue de E; sur E} (1I<i<n), on dit que (i"',j’,...,fn) est un iso-

morphisme de By,ec0,B sur Bj,...,B]

! pour 1'espice de structure

dtensemble (n°4, Remarque 3). :
2) I1 peut se faire que deux espiees de st'r-v'ctu.re Z dans

- deux théories f' ‘Z':” goient telles que les 'Lx:éoﬁ.es fé et 6’

: 1 %
soient Gouiva 1en'i;es, nais gqune la répartition éeﬁ ‘ensenbles de base en

ensenbles pri c1p'=uy et cnvenbles auxilisi ires nc soit pz=s 12 nfne
dens 3, et Z 5 12 notion d4'isomorphisme n'e@‘t alors pes 12 méme
1 - 2

nour Z et Z » en gC néral. Par exer:zplc, .aomz l‘eupsce de struc—

(u)

ture de CO:.""’}S, cor:porﬁan't na seunl ¢ rble de base (pz'mclpnl) K ¢

dons la théorie s (o& € est 1la ‘thaorlc dss enscm’olcs), nous avons

indigqud plz,.u haut (n°%, exemple 4) que l'on aéf;"’mt 1tespiee Z de
structur e d”’esgace vectozzel sur K" qui conmoz‘ K comnme ens e'z sie

de base qz::z:a.‘.!:.ﬂwe, et vn ensemble de ‘base prm 1‘%1 B Gonvldévons

é.'autre_;;par%, dans ¥ , llespdce de stzvc'hare Z (eapece de structure

"dlespoee veetoriel”) qui o pour ensembles de 'basc p"iﬂClpﬁM KetE

gqui n's sucun cnscmble de base a,zzx:.lialz'e, et donﬁt ia earactérlsatmn
typique (resp. llaxiome) est ‘la conjonction des cé::actérisations
typiques {resp. des axiomes) de J, et 2 s 1 eut elair que fZ
et (f Z sont deux théoriecs éqaivalentes s " meis les i omozi-,phis;
nes peur 2 sont les applications lindaires ’cijec’aives, et les
isonorphis mes pour Z lcs applications geni-linéaires bijectives
(ef. Alg., chap.II). '
Suppocons toujours' que, dens €/, (31,.(..,13'1’) goit une structure dtespice

2, sur E, seeesB, s et soit £, unc bijection de E, sur un ensenmble Ef

2

(1€i<n), les ensenbles EJsecs B) nt'étant o p*lori r:.u.m.s dfaucune
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structure dlespice 23 - llontrons qu'il existe sur E},.o-,Eﬁ une structure
d'espéeeﬂéf et une seule telle gue (f1,...,fn) 80l%t un isomorphisme de
E?""’En sur E;,...,Eé « En effet, cette structure ne pent 8tre zutre
gque 1o stractare"'{U;,...,Ué) , O Us est défini par lz relation (4)
pour 1S j<p . Deste & vérifier que lorsque les,Uﬁ sont définis de
cette manidre (U%,..¢,U£) est effcetivenent une structure dfespdce 22
c?'estmizn&ire que la relation EgE; ,e.»,Eﬁ,U{,.'.;,ﬁﬁé est vraie dans §’.
Or, cela rdésulte de ce que Rgx},...,xh,sq,.§@gspé est trensporiable,
car H%E%,e.,,ﬁé,'ﬂ',},..a,U{Déesw‘; Squivalente, dans %/, &

Rgﬁﬁ,..a,Eﬁ,U?,.e,,ﬁg % (n°3), qui est vraie danS'%f{par hypothdse. Ia

structure (U%,...,U’) cst dite obitenue en framsporiant is struciture

{Uig.‘ﬁ,Ué) aux ensenbles E! {s°°-sB] 2u moven des appliestions bijectives

£49000,8 o Il revient done an néoe de dire que deux structures de mBme

7
espice sond isonorphes ou se déduisent l1'une 8¢ ltantre par transport de

striacture.

Il pout se faire gque deux siruchures guelcbnoaes dtespdee E:

soient pdéeessairement isomorphes ; on dit alers que 1l'espiee de

stre et"*e >, est univalente. 11 en est 2insi de la siructure de
groupe ponosdne infini (iscacrphé & Z )s de celle de corps prenmier
de caractéristigue O {izonorvhe 3 <Q ),'dé'la structure de corps
ordonné archinddien et complet (isomozphe & R )s de 12 structure
de corps connexe, loczlepcnt eompaet, comﬂut tif et alsdbriquement
clos (isomorphe & C ); enfin de lsz struciure de corps connexe,
lcealeaent compact et nbn;ccmmuta%if (isomorphe su corps des gques-
ternions K Jex On observera gue ces sitruciures soﬁt eesentiellement
celles qui sont & 12 base de 1a Iathénatique classique. On dit

qutunc espdee de structure est multivalente gi elle n'ect pas
M
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univalente s l'csplee de structure de groupe, llespdee de struc—
ture dfcrnsenble ordonnd, l'cepdee de struchure topolozique, sont
nultivalentes..

5. Déduetion de scructmgs.

e

Soient, dens une mlne théorie € 2 et deux cspbees de structire, .

(
d‘
e}

dont on suppose seulemen ue les ensenbles de base 'gr‘ncigaaz de
sont ceriaoins des cpsenbles de h?::,e p:m nei paux x“”ﬁ,ﬂ, de 2, , per
exemple x, sene sk, {1 ‘<r n) Soient {sj,.u,g_o) _Lﬂ ‘structure géné.ziqae

dlespdee >, , (51”.,,‘% ) 1a atwucturc générique ‘feopwe . - On ap- *

pelle procédé de déduction car nonigue dlupe sirue turc d’e péee Q & partiz

dfune siry emr:"c’iﬁegnéee S un systime de g terames.

"'2,5%2{2 ’ea?xﬁgg‘fsg“gspé geec ?? %X? ’-etﬁxngu,x ,cu\i?sp% %Celsq’ae g.,
o L?,“eg )sai*’s une structure dfespdee @ siz;v_?:’?x.;,n.,x dans

: »
12 théorie T .

=

29 51 £ es‘cﬁ»j}gﬁg bijection de x, sur y, (1€i<n) (Ies lettres y; et
fi étant distinctes de toutes les consitantes de gZ ou de g s €1

distinctes entre elles), et si (sf,..-ss?) est la struciure obtenac en
transportant ,(sg,e,.,s ) par (f?,..e,f ), alors
i ”

{ﬁ'?gfesa?eg"fﬁﬁsgsacegs giweasp zygs°"sy§§?5é gqeogg %}

.e.& 1la strueture obtenue en %rﬁnuyawtant par {f,,0.4,2 ) la
< E 3 5
,g%nge@a?}gf?g?¢sai$g§3§90§c},.}?{§§3f &e%ggagsiseeﬁsgi}g)d
fous verrons dans llAppendice pourquoi coite seconde condition

est toujourg vérifide pour les csplees de struciure uspelles.
o ¥

n ¢




sera une structure dlespice ® sur By ,...,E

A

(?1%E1,«ﬁ.,Eﬂ,Ui,..a,Upé,ooa,i ga,,aoo,ﬁn,n1,...,u 2)

9 dite déduite de

(Ugg,wqu?) par le procddé (?1,..5,Pq). On dit souvent quiune telle

strueture est sous-jacente & la struchture (U ,.;a,u Jo-Bi f1”"’fn)

st
sur

és%

un isomorp hi ne de Ei""’En s muni dlune shructure <J9 dtespiee >,

E§?¢¢Z§E£ (muni dtune structure of” de nenme espdee ), (fz,,,sgfr)

un igomorrhisme de EQ,...,Er.sgr E{,..,yﬁé guand on punit respec-

I3 < - s 3 E T 3 /
nent ces ensenbles d structures dlespbee & ddduites de gf7et gf
3.6 Tﬁ&@édé (?,Z 90309.?@}6

cf. Top.gén., chapazzz,g 1). Chacun des termes S, S, est un

-

1 et
proeédé de déduction canonigue, fournissant regpectivement la

ructure de proupe et la topolozie sous »gﬂceﬁﬁc & la structure de

o

groupe topolozigue (S 82;*

J¢ meme, dtune gtructure dlanncau on d8duit canonigquement une

structure de zroupe abdlien et une sirueture de monoide rultipli-
catif) sous-jacentes. Dlune struciure de voridts diﬁféxe@tlﬂble

orn dé&duvit une tspologie sous-jacente. Efc. .
e v : S
2) Liecspdee de “%ru ture dfespace vectoriel sur C (resp. R )

comporte un ansemble de base principal E , un ensemble de bose



e
(resp. 8,€ ﬁ(('ﬁxl‘})x ) et S,€ W{( R xE)xI))). Tes deuxr termes
S, et S?fﬁ((1i.x E)%x E) constituent un procédé canonique de déduc—
tion d*une utwuctard d'eapace vectoricl sur R & pertir d'une sitruc—
ture d'espace vectoriel sur ("restrietion'éﬁ?% du corps des '

scalaires” ; of. Algz., chap.II).,

3} Supposons_que @& ait n8mes ensemblies de. base (px1ne1pﬂux et
auxiliaires) gue EZ s et méme caractbrisation typique. 21 en ountre
llaxiore de ;Ea impligue (dans % ) celui de - @ , il est clair que
31,..,,39 conutltuent un procédé de déduction ééﬂonioue d'une struc-
ture d?efpgee (3 & pﬂrtlr dlune structure d’eupcce ;E; - On dit
alors que . est moins riche que >, , ou qqg‘iﬁ_;ﬁ‘z ~est plus riche
que C}£i.'Toutelstracture d*espace\éﬁ  dans éﬁé*%hécrie %f{ plus
forte qaé %f' ; 6$% ausci une structure dfe cpeee ID Par exenple,

lfespbee de structure dlensenmble totolenent craoﬁné (obtenu en

prenant com ne ax me la ecngoncilon de liaxione aes stroctures

- d’o%drm et de 1= ze ation S U S AxAa (ef. naé, exenple 1)) e
plas riche que lfespiee de strueture é?crd“e. L?espéce de szitructure
de groupe abélien est plus riche que l'esplee de shructure de groupe.
L’espcee de structure dfespace compack esf’plué riche que l’espécé
de structure topologigue. Ziec. *’

7- Isvdces de structure dguivealentes.

Dans une m@me théorie € , soient 5. et ® deux cspdees de structure
eyant les m@mes ensembles de base principaux Xjseevs%, o Solent 4
(81500 ,sp) o (bygees ,tq) ‘les structures géndrigues d'ecpdoe 5 et

Supposons que les conditions suivanites soient renplics
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1° On 2 un procéds de déduction canonique

¢
131 %3{1 ,oto,xn,S1 ’itiysp % ,o't 91)(122{1 g"i 9Xn75.] sausgsp 5
dtune structure dfespbee 4 partir d'une structure d'espiee Z
2° On 2 un procéddsé de dbduction canonigque
Q?éx? g e gzngt? 5 © ® ytq g, zo ?Q §X4 ze e @ ’,E 2t1 ’“oilc'a 5%

dfune structire dfespdee > & partir d’une stm&c“’sum d'espiee & .

g»@
(RN

30 Leg relations

-.\é\&" A

3

,;%quoig&ﬂySﬁ y&éﬁgs %?toaa qﬁ?geﬁuszngs‘g pﬁsnysz‘gé
s de T pour 1<3ji<yp , et les relations

P, ix x ,8,%=, % ik ng %ot £ =%
ﬂ.lcg T;’vts? z}’} ,32 ?gsﬁgans .ggso. .;,eae’ 330:&53 ﬁg “?5"&9 V%d“ 1{:
sont des théordmes de i’gf pour ‘islf<:‘1 ‘ ; '

On 4it alors gue les esplces de siructure 2. 6% @ sont dguivalentes

par lilinternédisire des procddds de déduction Pg {1<k<qg) et

Qj (1<£j<p). Il est clair alors que, pour tout théax%&e

B%x? TRRT™ 12 g..esspé de 1a théorie fz s 12 relation

he]

‘péx“,. ,xﬁ,Qg,..,,Q g est un thdordme de 1o théorie g {ehap.I,Q 2,

0% : et inversen ant, pour tout théordme C§x§ ;”;ﬁ&;t““w%qg de 1z

théorie f@ 12 re 19.‘&;3‘,0&1 Géxi TERT> ?? ,..,.ga.qgesi; un théorime de

’gg . I1 n'y a done pfos de distinction & faire cnire les deux théories.
Zxemples.~ ‘i) S;oi't Z liesplce de structure topologique (n%,
exemple 3), A l'ensenble de. base et S l= s‘aructzzxc générique de 2 .

Congsidérons la relation ' _

x€h et XA et (V U)((UES ot xeT) => (XNT £ ¢)).
Zlle admet un sraphe PC A % W (4) par rapport au couple (X?X)

A,Sg cet un terme que l'on appelle "llensermble des couples

B
~h

{(x,X) tels que x soit adhérent & X pour 1 topolozie 5% . On

dénontre (ef. Top.zén., chap.I, §1) gue les relations suivantes
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sont des thbordmes de %EZ (€ aésignant la tudoric dec cncerbles) s
2 < gy=
(VT A =>YCPLY> )
(VI) (Yo & = P BEYDD = LTS )
(VINVZ) (Y= A et 2o b)) =>2lYUZ > =P Y‘}u_@<z>)
Considévoqs alors 1'éspéee de structure & , ayant un nenl @naeWble

de base (principal) A , dont la ‘structure géndrigue cemnerte une seule

lettre T , o pour ceractérisation typique T& Jf (4 = ¥ (4)), et pour

. a¥iome
TLPy et (YINTes A =7 2CTS) ot (“’?’Y)(Yw 8= 1LDL TS5
TLY> ) et (VINVEN(YC A& et Zca)= i<3:<,,.f,>»

Tah et (VY z)(xeT = 22 <CaT>).

Liensemble des U € gfﬁﬁ) vérifiant cettle zéla%ion est une partie
Q%ﬁ,2§ de N (4). On démontre alors (loc.eiy.) que les relations
suivantes sont des vthéa:ev‘;}mes de f e !

A€eQ

{?i :’E)fﬁe::@, @ {X%”)l;z X}E, Q}
(VINYT)({Zeq etY%Q);>{KQg>€Q%

: . : , .
Cela prouve gue les termes P%QESZ et Qgﬁgﬁé vériiient lecs condi-

i Z

s s L : e . o e = s

tions 1° et 2Y ci-dessus s on vérifiec aussi gutilc saticsfont & 1= econd
tion 3°. Zes espices de struchure et @ cont done égquivalentes

susei considdre-t-on toute siructure dfespdce @ compe une topologie,

savoir celle gui lui correspond par le procédé de déduciion Qﬁﬁ 2 i

5

lcs ensembles de base auxilisires ﬁ%,&eoﬁﬁﬁ s &e structure
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", € S{ et e ot 3?6 SP n
et dfaxiome R . Solent dfautre part U 1'éehelon qu ..oacsp
Considérons llesplece de structure @ ayant méne ensembles de base
que 2, , fete zyent pour typification "ue U et pour oxiome 1
relation v

i Lygees sXp s P Uy DPSU 0 o s DT S0 %

<

On vérifie aussitbt que Z et sont dguivalentes par liinter-
ééaiairé des proeddds de déduection (s?,...gsp) et pria,...,p:puv.
On,péat done toujours se ramener (& nne équivelcnece prés) & une
espéce dé structure dont la structure géndriguc ne comporte qu'unel
seule-léttre.

8 Identifications.

3:§i¢51, s0it fi unc bijection de E. sur Ei - Considdérons dtautre part

des schémas de consiruction dtéehelons Si,.ee,g sur n lettres, et soient
Gig,e;éﬁq ‘des termes de t tels que les relations ckessz(zg,..,,sn)
{1€£k<q) soient des théordmes de € . Posons Cé =<(f19...,fﬂj>sk(ek)
(1<k<q) 3 les relations cLes, (E%,...,Eé) sont vraies dans G .

Cela étant, 1= plu upert des relations égz?,..g,xﬁ,zjg..a,zqé (x; et =z,

B
ctes cntre elles, distinctes des constentes de T et des

lettres disti

3

lettres fizurant dans les Ll,Ei,“. et G, ) gui Inbterviennent dens la

théorie €'<Hﬂﬁ:telles suc, lorsque é% 1,.3.,En,61,..., % est vraie,

il en est de mfne de A%ﬁ ,...san,c“..esst% (cf. Appendice, n%)
En ralson de ce fait, on noters souvent par le méme synbole abrdviateur

les termes G, et G (et en particulier E; et Ef seront notés par le

z
m@ne symbole) ;3 lorsguion fait cet abus de langssze, on dit gqu'on 2
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identifid les ensenmbles E

1""’Bn aux ensenbles E%,...,Eé au_noyen des

bijections fig...,Ln - Ceci s'appliquers en particulier lorsque ceriains
des C, , par exemple CiseeesC, (1S r<q) seront telzs que (81,...,Cr)
e e

s0it une structure dlune certaine espéee 2, sur Eg,..,?En s (f1"“"fn)

Serz alors. un igomorphisme de Eq,...,Eﬁ nunis de cette gtruecture, sur

sCL) . ‘
1,35, on a défini un cert ain nombre de

'7j'1a théoris des

sailz lons entre

ce fait, on iaeuﬁifieuﬁfes souvent une

Correspondance cntre 4 ¢t B (et en particulicr une application de
A dans B) svec n graphs.
}‘Q: C 2 e 5 r : e : S L P 3
2) Ltcnsenble des entiers naturels N est identifid & une partie

nnéls {ce dernier Stant @8%ini

naturels). Llecasenble Z est igentifid

o o

p' »
6
B
(]
B
H
o
Pt
o]
{7
(10}

1'cnsenble Q? deg nombres tﬁona is (ce dernicr &fbant @éfini comme



~Bien e

- 20 -

cnsenble quotient d'an ensenble de couples (p,q) d'enticrs rationnels,
Ltenserble Q est identifié & une partic dé l'ensemble R des nom~
bres réels (ce dernier 6tant A6fini conme ensemble guotient dtun

ence "blc de filtres sur Q )e Enfin R est identifié & une partie

de 1'ensenble € ges nom’bres conplexes (ce dernier étant défini
comme enscenble de couples (x,y) de nombres réels).,

ntendu, identifier E; & E} aun noyen des bijeetions £; (1<i<n)

ne signifiec pas que 1l'on introduit les relations EizEg_ comme nouveaux

axiomes § dtailleurs E, T’L" est souvent un théordme de €

: 2 pratique seule peut emseigner dsns quellc mesure
l"i‘dentigfi ation de deux ensenbles, munis ou non de structures,'
présente p}.us dlave nta#es que dlinconvénicnis. Il est néecessaire
en tout eas, lorsquion l'applique, q'v'on ne so:.t pas exposé &
écﬂirc des relations non transporitables. L’Aypendz.ce rontrera

°

pourqxvol ce risque: est le plus sowe% mmme ( eom*zc exemple de

~relation non transportable, on verra qus, éaazs 1'identification

.elntz'e N et une pertic de Z , 1a relation y = v (x el ) nlest
pas transportable).s ‘




APPETOTI0R
Critéres de trangporitabilité. -

1. Zermes transporisbles.

Tous nous proposons de donner un certain nombre de criidres simples

-

permettant de wérifier gue, dans une théorie %f plus forte que la théorie

des ensembles, une relation est transporiable ($ 1,n%3).

Les no%atvoaﬂ ¢t les hypothises,dans les n% 1 et 2, scront celles
dn § 1. Eavnpelons senlement gque Ih (11 <m) est l'application identiquéA
de Ah s €t gue 1l'on pose |
5! <£1”"’In’11"“’1 > (sj) (1€5<p)-
Pour abreger, nous dirons gue ls relation
T§x1,a..sxﬁ,si,...,3p % et (£, est une bijection de x, sur
y1) e ... et (£, est unc bijection de x, suz yn)' .

est 1z relotion de tronsport (relative & 12 typification 7).

o
TR

Soi

T

un sckéma de conctruction dVéchelons sur n+n lettres. Nous di-

rons que, dumb'g' s un terme U§x1,.,.$zﬂ,s1,...,gpgééth%raﬁgbortahlé

de type o{yg,.‘.,zﬁgé1,e.. A } pour la tvnlzlcgtzoniéflﬁi,...;x Stant

ensembles de base;nrlaelpaux et Afs...,ﬂﬁ engembles

base guxilisires)
21 les depx eaa& tlsﬂ suivaﬂtes sont reﬁplies :

1° 12 ghlﬁblgm *ﬁédé,a.g,zn,si,..,gspg entratne (dens & ) 1o relation
E%X;g ge e 9Zn,s,§,. '.00 stgé S(K}i gee e QXn,A? gese ?Am) v :

2 EaAfelaticgiée transport {pour la typification - 7). entratne, dans € ,
12 relstion :ﬁ h -
: L : 3

(1) <<:f1,..¢,1ﬁ,2 9'°‘9I ;> %X19°°°sin931:°"9spz )
6§y1,...,vn,s ,...,s 2



~
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On dit souvent gue le premier nmembre de (1) est le transporté du terme

G§z1,,..,xngs1,..-,sp§ er les bijectiong f1’“‘°9fn .
Les définitions précédentes et 1a plupart des eritdres qui vont &tre
dounés s'annliquent sans nodification essentielle au cas of on ne se
donne aucune tvpification 5 1l Zazut naturellemens suppriner alors tout
¢e qul sc ropporte sux lettres . . Hous laissons su lecteur le soin

i
dfexpliciter lcs chongenents & apporter dane ce cas & ehacun des critdres

5
S
0
[t
)
o]
&
b
Jete
o
vl
g
@
(]
Q
hald
§
(o7
]
[
e}
Q
&
{2
0
[
@]
]
£
2
&
Pt
[
(‘D
by

a guestion (dans un rBme
eritdre) de glésiears relatione ou ternes %ran portables, il sera toujours
SO&Fué%%Cﬁah gue ces termes ou relations se rapporitent tous 4 1a béne
typification. .

CT1. 2Pour 1= typification

"5, € S {x?,.,egxn,-a?,“.,a' oot .. et 8,€ 5, (x TETETY: S P )n

ss st un terne transportable de type SJ(X1,...9?ﬂ,ﬁ siee b ) s X; un
terme troncportable de tvpe %f(x ) et A, un térme transportsble de
rpe gffmh) (1€i€n, 1Shgn , 1€3gp). -

ﬂ% &t U, sont des termeg traaspsvt ables de Q@““ type, 1s

n U! J est transnortable.

0
C¥3. 51 U et V sont des termes transnor ables de types S e 93?3),

ia reloation TeV est irans portable.

CT4. 81 U ot V sont des termes transvortables de 47pe KF(8)s la relation

T
CI5. Si U et U' sont des ternes transportables de tyneg 8 et St

zespectivenen » {U,U') 28t un terme fransportable de 4vpe S5 x5, et

& o : / % “Fr e 3 =
bl un terme tronsportable de typs ;ﬁfg)o S5i U gt U' gsont des
i g exuTpiras w
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térmes transportables de iypes ﬁ(a) et 5}3’(0') Ufo egt un terme
tronsportable de type ;}:f (5 x81).

Nous laissons au lecteur les démonstratioﬁs de ces critdres, qui
découlent imméciia’oemen’c des définitions et des propriéiés des bijections
(Y1, eritdre CE2 et chep.II, §3,n°7). On notera qwil résulte de CT5,
appligus de proche en ‘proche, que si U1 ,U?,...,U som deo termes trans-
pértables, tout &chelon sur ces termes ( 1,n%1) est m’z terne tranoportﬂhle
C?. SiR et R? sont des relaotions transportables, i1 on est de mme des

relations "uom RF , "R o RY " , "R et Rt W , ®R --é-“-}"*’{*”' W . WRED R U

Ctasst une econsdéguence i‘médiﬂte des eritéres dun chz:z § 3.

CT7. Si%i R esn une relotion transportable, et _si By’ est une relation

v

éguivalezite L'k (dans @ }s alors RY est tr:msno‘rt'?‘ble.
En effet, comme , e
xl%xz‘ ,-fo §x ,81 ge e sspz <——=> Rt %x1 goee ’xn,s.% "00’8p %
est un théordme de ﬁ s 11 en est de néne de
7 Rzyi 3y2,' s s ,yn,s.} geee ’Sé 2<@ R‘g yi goe c’yn’s%‘,.ci ’35 é
puisque les letires x; et s; sont distinctes des constantes de T
{chep.I, § >, eritdre C3). Le critdre s'en ddduit aussitbi.

¢TH. Soit T une relation transportable pour une tvgii”:.catz.on dans

laguelle la letbre s est typifide de type S ; glors, si U est un terme

transportable de tvpe S , l= relation (Ugs')R est transporisbvle.
Supposons ps,_ exemple que s .soit 1= lettre Sq9 de tyype 51, et soit
1%3{,‘ ,...,xn,.s1 "“’Spi le relation '
aiéx,l geeo ,Xn,ff x1 geee ’xn’si v,o ee ’sp '82, ce e’spz e
Plagons-nous dans la théorie G’ obtenuc en adjoignant anx axiomes de

g la relation de transport. Il faut prouver que.les relations




ooy
R?g 1,...,Xn,s1,...,s iet R %y‘,',...’yu,ﬂ_,’...,s’ g sont équivalentes.

Or, en vertu de (1), le tra mszormc

U %:3 ,...,xn,s?,...,spg de ng“...,xn,s?,...,s Z est égal &
Ugyi,g..,yh,s{,...,ség « Par snite (chap.I, é ),sc réma 86), la relation
R1éy$,...,yn,s{,...,s%§ est Squivalente & R§y1,.w.,yn§U',s§,...,s é
Le eritére résulte alors du eritére Ccz (cuap. ,é E,n 3), puisque 36551
est un théordme de B’ .

CTQ. Soi% 'G’ un terze transportscble pour une typificatiozé T , dans

laguélle 1o lettre s est typifide de type S 5 81 V est un terme transpor-

. table de type S (VES)U est un terme tran ’s“t?:%ble de m2me type gue U .

21 U est de type St, T entratne lu. relation UC“*(XT,..,XH,A?,...',‘ém}; |
comme VES(x, soeesX, A ,..,,Am} est entraine par T , il en est de
nfme de -
& : (Vﬁs)ﬁ’ésf(x“.“,x By oeeesd )
‘come '11 résulte du eritdre C2 (clzapa}:,§ 2’,:103) Tous 1a zissons su lecheur
‘_-13. fin de lo démonstration, qui se failt de .sagcn ‘zsam‘ . fait analogue &
celle de CT8, en renplagant le schéme 85 par le eritdre C44 (chap.I, 36,

a 2)-
CT10. Soit ’{ng sees X 355 000,58, % une redation fclle gue ls relation

<

de transvort en trgine, dans ‘f s 12 :ee_la,‘?;ma

p% = R%y,{ ,.t.i,yﬁ;s{,‘...,sé g.

Soit ©'1In théorie obtenne en adjoignant aux axiomes de € 1la rela-

e

tion de %rgaﬁyort 5 G@bsiznons ceitte dernidre par

of

e ine

%}

e
iy

*3% ‘19”'9:2333"?9"'?Yﬂ9f1""?fn’s‘}’.‘.’s i Danu g/

bijection de ¥y sur Li

e<Cp ;1,11,...,1 > j (sf) (1< 3 <p)-

,etona
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La relation
1%3% peee sy sEgpeee ,xn,ff po o ,fn1 ,s? ge s ,Si) %
est donc un théorime de B/ . Soient uy (1< 1<Zn), v, (1 £n), g;
(1<i<n), tj (1< 5<p) des lettres distinctes entre elles et distinctes
des constantes de %f et des lettres figurant dans L. Id relation
E’éuﬁ L PELEERY T PR “gn’t’l gess ,“cp %

par hypothése, dans %f 2

egntraine -
"'3%» % &« e & s s = P% Y o & © ‘t a"ﬂ '-bﬁ é
=it ﬁln&s‘a ‘9%3% =’ LiV. 57 jasnty p
=% "z“?. = £ & & & e 2 4
avec Z i — Eq 2 $&,, 911 9 ’IE> J (GE
i le cholix deg lettres

z"?“ 9'?5_90-: stg b

tu du exritére C3) gue la relation

distinche des constantes de & et des lettres
ifi&atio& .rf.-!g T,aotgxqgsag goa*g,gog s Gl‘g

ug315¢05§ ﬁgiagfcmgﬁé)ﬁg. flors, si une relstion 2 esi transporicble
1

sz

vour 12 tvoificotion T

1t0% de la méthode de la constante auxiliaire
(chap.I, §3, n°5 et §f.§~, n%).

Ie critdre précddent s'appliquera en particulier lorzque liéckelon

u(zgs.aegzn,ﬁggne.gﬁﬂ} sera de la forme gf(X)nga lorequtil sers




ped

LI\

s

identique & un des Schelons Sj(x1,...,xn,A1,..s,Aq) intervenant dans

CP12. Boit ngi”“"u’s1""’sp% un terme tel gue 12 relation

T%21,..a,xn,s1,.,.gspé entrotne la reletion
gi e :
U§X1’”’°’Xn”s1’°°°”sxigé S(X1""’Kn’a1”°°’Am)
(S &tant un schéns de construchion d'échelons sur n+n lettres).

Pour gue U goit un terme tronsporiable de type S pour ls typifien ion -

)
“

t
il faut et il suffit que la relation z=U soit tronsnortable pour 12 typi-

S rres b S - i : :
fication ”.L%X? geec gy 98y peee ,sp% et ze¢ S(x1 geoe ’Xn’ﬁ’i yo s ’Am)"
(z étant une lettre distincte des constontes de € ot des lettres figu~
4
-rant dans T ou dans U).

Soit T' 1= %ypi ication "T et z¢8" ; il est e¢lair que la relation

de transpori pour la typification Tf entratne 1o relation
(2 = T) =p (250008, ,000,I DP(T) =

On conelut sussitbt de 13 gue si U est ir

03
0

) Fcrﬁébie (de type S) pour
1z typification T , 2=U est transportable pour iéyﬁypifica%ion T,
Inver » Mﬁa%g si z=U est trensporitable pou T§§'zé regletion de transport
pour T?' eniratne lo relation |

antre yaﬁtﬁAla relation T zntraine UES , done S%f ;3 1z méthode de -

& e 3 3 oon f\
la consiante auxiliaire €ehap~is g Is0 9 et

trangportable pour T .

CT13. Soit R une relation transnoriable pour 1o fypification T .

Chaeune des relations




o
(3 sj)(sjesj(§£1 ’¢009Xn7é1’..09[§m) e‘t R)
| (‘V’sj‘)((sje Sy(Eyseeesmphyyeee,h ) = R)
est zlors tronsportable pour T (1<j<p). '

Démontrons par exemple le critdre pour j=1,. II résulte du critdre.
3G (chapol,§ 4,n%) que 1z relotion de transport ‘pour T entroine la o
relation ' -

(33 )(ﬂagﬁd (Xq 5°"9XW5A1 5"‘5A ) et 3221 9“‘91{”951 5-“‘381«3} =

- .g.,;/ ( S }{5,; 63 {xig"'b&.&}‘l?é%”o‘ A } e’t J-L%y?goeu?ym,s,gyactsgﬁé)

3.3‘ théorie %”

Autrement dit, 1@ fel‘vtlcn précédente est vraig ¢

‘obtenue en 2djoisa t aux axiomes de g la re}ﬂ"él 19"'E;:ca- port. -

ma‘;rc part, di‘};ﬁw ’g , 12 rclqmon s?é 3 (x seeesZ oA ,“.'.,2A ) entraine'
8§ €8, (7, ,an‘gyn,% ,.-,ylfz n)e Enfin, la rela‘«;iam .
- C‘%és"(yi ""3yn’é1”"’A ) et ngi ,.ugyn,
entratne - .

(d )+

(t étant une A‘:i;:ée disti_nc"ae de ‘sou‘bes eel‘ies u'i;ill-;._ f"{_is_ antérieuvement).

- Or, cette c%ezm_c‘,re z'e—lation zie contient plus Sy Sa. on - dész.{;ne par
R gxi,.uszn,sg,.n,s 21& relatio n.' .
( 4 8y )@ s (xi,j..»g:{ngﬂ%1 sees A ) et .n,gx, ,}..-,xﬂ;:?x1 ,sg,...,sp§ )
on voit (en zppliguant de nouveau (53)) guc, dans £/ s 12 rclc:blon
"”% ?,,.qﬁxﬁ?sgs..e?spg entratne la relotion

i . 0°3~3T é‘ﬂ'“‘?“§% et (3 34)(3 €S (siﬁ"‘gyﬂ‘ﬁAi’"'!A )

39?
a

T

Limd e / a
Laig dans B/, (7 s_i)lqiéog (xj....‘x eBjseesqh)) est un théordme done
;Fi'gz,i ;g-eeﬁz.;n;szgu«»;s??i :%E'%ygé..»gyn?sé,..._sséé,- est aussi un théoremev

Compte-tenn de Ci10, la preoidre partie du eritdre esi é‘czblle. La

geconde rdsulte de 1= pz'eaiém et de CT5.
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C214. PSoient Z upe relation transportable ¢t X un terme transportable

de type ;pf(sj) pour la typification T . Chacune deg relations
: (3 sj)(sjé}{ et R)
(Y 54)((s5€X)=> R)

est transporisble pour T .

: . . ) =i e : '
supposons  j=t 5 soilt € la théoric obitenue en adjoisznont aux sxionmes

de ?: la relation de transport, et soit t urne letire ne figurant pas dans
-4 e T T g ?i T = 'I & N Wi e
- ni dans les axionmes de © . Par hypothdse, dans B’ , t€X entratne

zg,.qs,xn,é?,“..gﬁﬁ) 3 par conséquent,
> 3 . 3 / <
t€X et RgxgEQO.angt,sg,s..gsp%) est Sguivalente {éans_%? ) &

s-conme £t ntest pas une

£))
?:/s c

(6€8, et ($€X et Rgxi,eugxn,t?sgg--egs?

constante de %f/ s on en conclut que, dans
(3 t)(%gzi et 3521,»aagxngtssg,ﬁ..,spé) est Squivalente &
( 4 t) (€8, et Bixi9"°’Xn’%952’°’°9sp%)’ of B est 12 relation

%6X et R%Xs§0be’xn§‘§;253’05;3—5-p§ ®

A ﬁ:: £ e 8 8 -
Posons Et=<(f,...,2 e, 9§m:> i<:X;>; comne, dl'aprds €T3, 1a
relation X € ﬂ(Sﬂ est transportable pour T , l= relation t€ X' entratne,

s 5 : ; '
dans g s Lo relation ¢ é‘&‘i (y?i ,,.,gy?ﬁé? seeesh_) 3 on en conclut comme
‘ .
dans G , 1a relation

2
{E %}(t EXY et Eéy?y..f§yn9tgsés¢eeys§§!) ‘

est Squivalenie &

(3‘?2:3(*;%5% {y@s”&@'?’nyﬁia'”sﬁm} et B%yg ﬁ-'”g?fns'ﬁssgs“"sség)

P
ble pour T ;5 lc eritbre CT13 prouve slors que, dans g” s 1es relations

Or il résulte de CT3 et CT6 que B%xgg.e.szﬁgs?,;.sgs g est transporta-

(3 t)(t€s;{X?’“W’X‘ﬁsﬁi"”’&m) et Bg’z?,...g;siélé-_i:,sggu.,sp} et
.'ﬁ 2 =
(3 8)(t€ ngff’g s“"%ffmsglg 9‘“"?&@) et 3%3‘«; 9°°°?§7§9t9°§§§”‘35’§%)

sont Sguivalentes. Il 2n est done de nfme de




duit,

z
&

¢

Len

du eritdére. Lo seconde sfen d

ie

Xnglt@Sr)gi e O wspg)

e part

-
-1%}{1 ” e. @ ”

13

J{teX et

4e
L

{3 't)(‘tézﬁ e‘t R%y,l z.a-agyngtssgz?,ﬁggsé%)

(3

&

table pour la typificatio

i

L ranspox

U est

on Z

et
Slati

e

3
m
inete des coustanies
Ia »

33

@

(3

mgéﬁgioﬂg-é

lrds

(X'§9""2’X

s |
o

e D

d

e

6Bypeee

<
7
8

12 omn

IREE.
e

35

s

LEE

ns

27
24

gt s

(4
&

(2

Paety ey vt

3

wpepe

55

L
£
&

=

=

téres
w
o)

s

des eri

sephn

Al G & g
(IR I ) Y
o o £
& £ 4 . m
ey ki) [} {
e ed 6
R« S () .
& e
a o W
e W@ e
3 i e o
s e
bz i
e o
& o oy
sl &3 @
O3] o
REB w5
@ &)oLy
e | Lez] &4
# (48]
s [0 wv
= 7y 4N £3
M g0
e D el i
w3 W 3%} £
bepl W .,W.au ) 1
W R e e

il D)

s &
il R Ry
@ Wt o

[T ¢

s I ax £0

i ) i :

: w5 RN R G

o in
i} TS il
o 1
apd ) R T <

Q873 &y
wk AT o
Gog L@ B
wpd mf«..,m
B el
BB e e E
$O T (3] -

&

e

8
d

2]

2=

portable.

St

e

1e contensn

£

i

-

£
L

*g iz relation de trans-

o~
R

snors
terne

rtabl
ze de 11481

3

t que llinpe

&=

transpo

it

&=
nrai

3

=2

1z pour tyy

Y

N0

gxem

o e
el

ment, on en conc

ons p
Al4

Pren
ion
dtun



- 50 -

dc E par toute bijection £ de T sur un cnsemble F serz2it un
€lément de F indépendant de £ , alors qufil existe des bijec-
;ions de ® sur F trensformant un Alf@nent donné de E en un -
3145ment arbitrzire de P . -

CT15. Soit R une rclotion transportable pour la typification T .

omanmemer

Te terme "ltensermble des sje Sj(z‘l ,...,xn,é1 ""”Am) tels gue B" es

alors un terme transportable de type ,‘,ﬁ’(sj)‘

En effet, soit X une'le'i:ti'e distincte des eaﬁsﬁan‘bes de “Tg et des
lettres figaﬁan‘& dans R ou dans T ¢ le terme considéré est ’E’K(E')‘ ol
Rt est 1la relation '

(Va;)lls; e X)e> (s, € 54(x, i ohigie b ) ot 33
{chap.II, $1,n°%4). I1 résulte atal bord de CT3, CI6 et CT14 gue RY est
transporiteble pour la typificaiion pour 1s typifica’i;ion " et X € yﬁ(sj ) L
typifica‘bioaqne nous ddsignerons par Tt. Dlantre ‘B 74, dans ?{f E* est
fonctionnelle en X (chap-II,§ 1,0%6), et en‘bmiﬂe Xe Qba(s } :dans %?
R! est done dguivalente & "R! et Xé',}scs M, ek Tx(B%)e }f{s:) est
un théorime ae ‘f . I1 résulte a2lors de G715 gne le tecrnm E‘X(R?) est
trassp ortable pour la-t},r ification T' 3 dfantre part, T entratne la ‘
"-*ela*t:t.on zX(m)e;}:ﬁ(s ), et X(B*) ne contient 25 X >; Vee terme est
done un ternme ‘z::a::sport ble de type ,'TY“’(S ) pom la typification T E
er vertun de CTM1 &% GTI2. '

- CP17. Soient U un terme ’cramportable de type S ", et X un terme trans-

portoble de type W (5,) pour 1o tvp ification T . Alors le terme

Tltensemble des objets ée la forme U pour s;€X" (chap.II »$1, n%)

est un tefme-traasportable de type '}:J?(S).;
En eifet, soi‘a 2z une lettre distinete des constani:es de ‘g et des
| lettres :Ei'tz:ea ant dans T,V ou X . Le terme considdré est llensenble V des

Zéw(X?,a-a?I{ A?’nne é ) telu que




51 -
(4 sj)(sjEX et z=:T)

(chap"ﬁl‘,% 1,0°6). Zn vertu de CI2, CT14 et CT156, V est un terme trans-
portable pour la typification "T et z€ 5" ; mais dans % , T entraine
Ue 8 par hypothise (et par suite entraine Sﬁé), donc T entraline Véé},ﬁf(u)ﬁ
omme le terme ¥V ne contisnt pas =z , il est transporiable pour la typi-

fieation T en werin de CT11 et CT12.
G

1718, Soit T pn terume traonsportable de tvpe }"7( ﬁ(u}) termes
i

£ } = ;/ \% & z - e AV P
z~“”‘§« T et veT Y a=ont des %ermes transporiables de %ype ,,;{f{s)«.
{ & & A : = :

de tyoe J¥(8), il en est de mime

i mmae
GT13 et CT16

erons, pour la copmod ’é des énoneés,

les Iﬁ' avec son zraphe (partie

ermes transporiables de "Wgﬁg ~(8) e
: 1s 1e ttre s cgb typifide de

Ayt : e -
3{8 x8%). Alors les relations

Iy
102
ol
o,
s
H
[0}
Em‘

n
vertu de CT4 et C75. Lo seconde est 1la conjonetion de la premicCre et des

(4]
el
ikw»;
o
=]
™

deux rels



Ls

(V) (V) (V7' )((2€X et yeY et yle T of (x,7)e s et (x,y1)Es) => (y=y!)
(Vz)((xeX) = (J y)lyeY et (z,7)es))

En vertu des critdres préeédents (et notamment de CT14), ces relations

sont trénsportables pour la typification "T et xe€S et y€ 8 et yle St v 3

copne elies ne contiennent ni x , ni y, ni y*, et que T entraine

# ¢, elles sont aussi trensporis Lle pouxr lg typification T ,

(ep
[ed]

p s
dleprés CT11. Vérification snolozue pour 1ce antres zelatvons.

Soicnt X, Y7,G des termes transpor ﬁaLLes de types %f(S),, %K(S') et
%j{eéﬁs*) respectivenent. Si la relatlon "¢ est une correspondance entre
X et Y9 est vraie dans ?f s on dit que & est ane,ggg;gggggg neﬁmtranua

portshble. On définit de méme les notions dfgpplieation fransporiable,

de suricetion, injection ou bijection $ransy

ortable. Tous laissons au
lecteur le goin de vérifier les eritdres suivents g

Ci21. S1 une relation transporiable =2dret on graphe par rannort 4 deux

lettres 'sjgsk » Ce pgraphe est une correronaanee transportable entre
8: et Sk .

-
GT22. Lo composée de deux correspondances transporftables et la réciprogue

‘une correspondance transporiadble sont des cefresnanéances transportablis.

- Dolent X et Y des termes transporiables de ivpes ;f( ) et Qﬁﬁa*}s

3
et G une correspondance transporiable entre X”gi YT . 8i U est un terme

nsportable de fype %f(s), typification
A , glors G U> est un terme transporitable de type gjﬁsv);

CT24. Soient X et Y des termes transportables, £

portable de X dans Y ; si U est un terme transportsble tel gue ls

T enbtraine Ue€X , £(U) est un terms ftransporisble.



33 -

CT25. Lo resirietion d'unc application transporiable & un terme trans-

portable est une appliecation transportable.

CT26. 8i X est un terme transportable, R une relotion d¥éguivalence

tronsporiable dang X , slors 1l'ensenmble quotient Zyluest un terme trﬂnsu.

portable, et lﬁamplLeatzon cznonigue de X sur X/E est une

_ampllcatlon
transpor a%lag

Tﬁ7 ﬁfgng nsion mQOﬁlO&C dlune corresnonaanee t”anﬂpowtablc aux ensem-

bleu de wO”ﬁlcw egt une ﬁp 1i'@%i0ﬂ trensporiable 5 Tfedi ion cﬁnonlque
de deux appl aﬁiors tran artable 'ﬁux easgmclec D? éuiﬁﬂ eﬂt une

aiplicaslcn tsﬂﬁuaow%able«

G Ezemﬁies Qe %el ati ens e% @fmcc %ra ortables.

'7?},Beﬁaﬁns ﬁ?abez des exemples de relations et tc ¢s transporizbles

sans_typifi isation (n%1). La relation Wyﬁ et aq saﬁt 6@31w0uentsﬁ est

'%réﬁsnar%abiaki(iawwcue z, et xg sont ensembles de hgsﬁ 1i&cipaux)Aecmme
03 le volt 61reeze§cnb ou par applieaﬁionrde GTEQ;ethT??. Les relations
ix est un easﬁ ﬁle infini® "meN ot x es% un eas?r sle a n elumeats“
sont trﬂﬁsnox%abZeb, % &tant le seul cnsemble de base pziaci§al. Par
contre, dans les nBme ﬁiéondi%iéns, on ne peut dire que Card(xz) soit un
terne transporiable, car il fandrais pOgr cela comﬂaiﬁre un échelon S{x)
tel que lg rels ation Card(x) € S{z) soit vraic dans 1o thdoric. des ensemn—
bles, et llon nlen eanﬁqit pau qetso;lemenﬁ Pour lo rfoe raison, on
ignore si les te:mem tels gue ? 2 SN transportables pour une’typifica—

tion queicongue @ mois le terne g est transportable pour toute typifiecs-

prde

tione.

Les termes ﬁl’eﬁsesble'des suites infinies d'61l8ments de x" s

* Rltensemble des fonctions nurrigques définics dans x" « Sont transpor-

ables lorsque x est pris comme cnsemble de base principal, les termes
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jvi’%et ‘R% conme ensenbles de base auxilizires ; cels résulfce entre
autres de €220, CT156 et CT11. '

Le lecteur sfassurers sans peine que chacune des spplications dites
‘"canoniques” définies an chap.IT est transportable pour des ensembles de
base et une typification convenables dans chague ‘.ca5. =

2) Im définition d'une espdee de structure > (§ 1) nécessite dans
chague cas la vérification que l'axiome de > vest_ une re_lation trans—
portable pour 1a eame’cérisation typiqz;e de Z ;-pdur toutes les
espces de structure usuelies, cette vérifieation découle triviale-
ment des critlres donnés ei-dessus, et est le plus souvent omise.
Indiq;mns par exemple comment elle se fait pour lf~espéée de structure
de groupe (f‘sl@.,chap.:,§6) s cette es spdee de structure comporte um

'.sea? enser mble de bage G , 1a earac%éﬁlwa ion typique

£ ‘Q’ f(G%C’);& G), et 1l%axiome R
p o5t une application de & X& dans G

et {?x}{@‘y}{‘?’z}((xeﬁr et ye & et z€8)

B

= (plplx,7),2)=p(x,ply,z))

et (Fu)ue® et {“4;;){ (xe &) => (plu,x)=x et plz,u)=x))
st z“i’ =){{x€6)= (J y)(ye et plz,y)=u ot ply,x)=u))).

v & S § - - he o do 5 onis < Rea g 3

33 5 ~ &= ~ s < %) ~ 7% &S o o= G am S - -
qufeile est transportable pour la caractérisation typique, on montre
It atans e a% trangnartahlisoc manre To dwrnd £2 oabinn
GLTELLre guYeile 3T TX EELES & Crcanle PYULS 4o SYRLILCRaTIEn
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b
2

la relation REG,pZ est fausse, et s'il existe unc bijection
de G sur G', on 2 G'z¢ done la relation E%G',p'é est fauvsse,
et par suite Squivalente & E%G,p% :

ﬁ, Re tlons et ternes relatlvencnt trﬂnopovtables-'

it ZL pne esptee de structure dans une théoric Ef s ayant pour

ensenbles de base principanx Xggeee X,y DOUT ensenbles de base auxiligires

Byse-esh  , pour structure ?énérique (81;..9,sn) 3 soit

“521 g eee ,Xngs? ¢ B i g.u % »..Oﬂ LXlOQQ L 7

7S?€ S? (X;j,tuagxnsﬁqgcs* A ) et .." et S €8 (Xg’naq

&ﬂ§&1 9"‘§A )”

enrae+érlsatlon aniqua, qae ‘aous dé°1~nerons par Tgx _t;,x ,81,...582%
‘Soient yi,-g~§yﬂ,t?,,..gﬁ n+p Tettves distincies de Xi’sg et des
' eonszanteg de E?zz s et 1ﬂt1nctec entre ellea. uox%ﬁ ?? ) théorie

vob+enac en ﬂnglbn nt aux agloges de € 1iaxione "”gxi,?..,zn,s?ga,.sspg
et “%KT”"’ ,si,..-gspg et %yt""”yn’ti""’tpé et
n%y1,...,yn,t1,..f,tp%; . éoxeat 31,...,5 des ﬁerﬂes de %5 ne conte-~
nant aucune des lettres x.,ylgs gﬁ , soient u1,-.o,ug des lettres
distinctes entre elles et 4 utlncﬁcs ée tcaﬁes ics praeédeaﬁeu, et scit

ngxgsﬁ.agx sazﬁ..sgu % une typification

; ui%5S§+?(x1,..«;xn,ég,...,é i (300 5B.) et one ot

et R € S p+q{x?,...sxﬂ,ﬁ?,..- i m?57 %= sB, if.

Soit PZX1’°“’£ ,si,a,-,sp,aq,;.ega 2 une velation de. & contenant

certaines des lettres x. Jgak et Gventuellement d'autres lebbres

‘(Azais aucune des letires yl,t .) - Bipe q&e P est frassvoris 'ble (éqm g )

Z » pour 1a typification T, (les

0
M
=t
:I

=

*:
ensembles de base m”ineipam:, les é’h et Bg (1€ , ‘i% £ :5,'- r) ensem-"
bles de base auxiliaires), ctest dire que Ia condition s

0
5
i
(9
=
b
®
@

(o]
et

gatisfaite ¢
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W

[

sSoient L4 ...,f des lettres distinctes de toutes les préecéddentes et
digtinctes entre elles 3 soit I’h (1€$h<n) l'application identique de
A, sur 1u1-—1@me, Im»wf {1 €fs§ r) l'application identigue de Bp sur
ni-méme. Appelons relation de transpori (pcur¢2:, et T1) lz2 relation
suivante s

”Tigzj,.,y,zngu1,.y.,uq'%et (£4,-+,8,) est un isomorphisme de

Zyoessqg%,, ounis de (s?,ua,s ), sur Tysecs¥, » muanis de {t“.;;,t Je.

Rlers, dans 55(’;,2 » 12 relation de %ransport entrsfne la relztion
(3} Z’gl"’:‘gﬂ”l‘*ﬁzﬂgggs"“esvsaf9*“';U- %
<= %7’7:*“‘*}7&29?5“‘*9%9 &gg?"“f«&ég
o0& on 2 posd . ‘
{4} ﬂf; 2<ﬁf§w°”&f§s&;s“*s r’_‘;'f’“?’> p%“{b«-a,) :_T' (1€ugq).
De méme, dire agulu ]

n terme 'E}’gz,i seve X, 55, 50 .s gs_p,ag peeeplly gﬁe conte-
5

ransportable de Lvne

§
3
B

s 4 = & B e : ¢ 4
(%, 50007, shypeecs b 3By 5000 ,B ) relobivenent 2 > 5 pour l1a typifica-
] - i s

jQ £ 2 3 2 o ¢ ; 3 Ll ; S ey ey en >
1~ Ie relation &Eéz’s seeesE gty pene @a{g 2’ entraine, dansg ‘ @f s 12
7 ot
st s 5 Te = 2= ~ 2z
&8&3?.&&3 EgX@quwgz&E;S%gcengg‘g@guéﬁo& gagggS{Eigmcs?ﬁ, ,éz’ooigb }
29 1. relation de transport (pour 2 et ‘E‘ ) emfaﬁﬁc, Gans i’%

5} <.§..§ s,sneg.g,ﬁ?.Lg g.aezﬁz +T> {E;X‘sgﬁtsgxﬁ§sgQgewgsﬁ:@,&??.‘s?&q

LGV
S

3}’2 so’tﬁe}nﬂt? gaoogﬁpggﬁg go o8 s,xl{z %

MNM

On vérifie aisdment que ces nouvelles noiions psuvent se ramener aux

notions de transportabilité (absolue) définics anibricnrenme ent, de fagon

il suffit que la relotion R=> P
t

ypifieation "T et T,f 1,




oo

De néme, on 2 le critére de transportabilité suivant ¢

CT112., Soit UZXT""9Xn’s1""’sp’uf""“ﬁgg un terpe tel gue lo

relation 7T et'T1 et E" entraine la relation

,

U§x1,...,Xn,w1,...,sp,u1,...,m § S(X1,-00,X A?’-.',B }

Pour gue le terme U so0i% transportable de type & , relqtlvenent & 4§§a,.

izlaﬁlon z=U soit

T? s 1l-faut et il suffit qae?

¢ relativement & g; , pour l= typifi

transporiabi

. et sest

a )
(2 &tant une 1e%tref_¥s% ncte de toutes les lettres ﬂﬁéfieures)-
Lo aémonstza%ionﬁsé'falﬁ exactenent comne pour "i%ére c212.
Un terme U"1 ...gxn,31,...,s % gqui ne ecnﬁlent'ﬁacone lettre autre
gue 1es'cons %es de %ZZ et qui est trans poftuble relwﬁivement A

est euncore dit-e neazqgemenﬁ asescié & la strne*are géaérzqac (sj,..egsp}

ou 1azw1nségae pﬁur (51,..agsn) . Il est imnddiat qge 12 relation

”(fjs,.egiﬁ) est un autamcrphiéme de Xy 4000,%, (2mnis ée~(é§,.s‘,sp))ﬂ

a
entrafne que le transformé de U par £,,...,8, est el 2T 3 on dit
encore que U est ipvarisnt par tous les sutonmorphicmes de ZygeecoX,
rpnis de {sgge-.§s§), ‘
ﬁe% e coadéﬁwcn nécessaire pour que U soit eaaaniqueﬁent asacelé &

e

{sé,.g.gs§, ntest pas suffisante en Oeﬁéwal il”pea% se faire par
excnmple gue tsut sutoporphisme de xa,s,¢,x »sé'rédaise & lt=appli-
cation identigue sur chacun des s o “’eut 1c eas s pour llesptee ds
strueture de corps preamier, ou pour celle de csvps ordonné, archi-
médien et complet ; or, si par exemple 25 eu— 1'espece de corps
premier & deux &léments, ayanit pour ensemble de base X , le terme
'tz(z €K) n'est pas transportable relativenment é.l‘espéee de structure

21 (et on ne dispose d'aucun tnéoréae permettﬂnt de dire si ce

terme est 623l & Oou & 1).,
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Lorsqu'un terme cononiquement =ssocidé U & (31,...,39) est tel en outre
que la relation "U est ume correzpondance entre X et YV (resp. "U est une
application de X dans ¥") s0it un théordme ae“ﬁé:‘(x et Y étant deux
termes canoniguement a2ssocids 3 (51,0..,sp)), on dit cue U est une

correspondance cznonigue (resp. application eanonigue) pour ;3 . On

anre l'occagion, dans lo sulte de ce Traité, de définir de trdés nombreuse

applications canonigues.

le transport2bilité relative.

& ckacun des critdres de transportabilitéd donnds an nt2 correspond un

s

eritére de transportabilité relative & une espdee de shiruciure Ggue nous

P

désiznerons par la potation CT! suivie du mBoe numéro. Nouns en laisserons
la démonstration au lecteur, e} nous nous contenterons d'expliciter ceux
dont 1l'8noneé #sie se déduit pas de celuni du eritdre de transportabilité

' zemplagantvﬂ%xansgor able? psr "irsnsporiable

0

(&)

3

3

D
,

s

2
£y

4 3
3
o
W

{0

on ]
a0«
e

@

8T'1. ZReletiverent & 5, et pour 1o ivpification T,, U, g8t un terme

transporisbie de tvpe §

pte o S5 Lo terme transportable de type Sj s
x, un serme transporiable de type %f(zj) Ah'{résy; 3@ )} un terme
transportable de type @f(gh} (resp. . _ﬁ(gg 3.

CT*7. ZIeletivement

e

>

3. » 81 P g5t une velation tronsportable, et si

by

P! est une velsotion Squiveldnte & P (dans ¥ _ ), alors P! est trans~

>

CT'13. 2Soi% P une relation trensportsble relstivement & > ', pour 1=
typification T, . Chacune des relations
B
(4 wdlu €8, et ?)
(Y w)lUwee s, )=>P)
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est transportable relativement & 5 (1<kgq).

»

CT*14. Lelativement & 5 , soient P unc wolaotion trans: portable et X bn

CJ-
W
H
=
o
{_L.
]
&8
“3
!!‘“«

sortable de type 9’:;" (s p+le) Pour la typificetion ?, . Chocune

des relations

(3 w ), €X et P)
(V ), €X) =>P)

° - =
e relativement & L o

W
[ #5]
i
(S
i
09
o)
o]
-
[w]
s
o
]
EJ ]
]

it P une relotion %ran }}e able reluuve

on T, . S1'{ ?ﬁf ), la_relation "n, €
fonctionnelle en by, s 46 ‘i;_u:fme ’Z:’m (uk&, Sp-{»}g @
relativen & >
On énonce de m@me CT'16 et CT'17 en renpla agent Thren ’po.a“i;able“ par
"tzzanspw%able;. relativement & 5 = par u, et 8 5 ‘;par wz;—%: . On dit
que G est une corre oﬁdmce tra nopartable enare X e‘c ¥ '-relativemeat a

Z s S1 ,Iz’{?f?fu _sont des ternes tran nsportebles (z=elwzv‘c%m: a > )
de tvypes ?ﬁ{:’%),’ gfﬁf), i}ﬁ( ;éaf) re”pec‘%;.,_vemeﬂ‘z‘;g et si la relation

"G est une correspondance entre X et Y" est vreie dons ‘ém - On définit

de mBne les amlicdtions, surjections, injections et bBijcctions trans-

portables ralwtwe ment & Z - Loyennant quoi, nous pouvons nous dispen~

ser dlexplic 5»;, r les eritdres CT'21 & CT127.
Exenple.~ Pronons pour S’ 11anos de stvyetive fe o= (n®3),
=Xehple.~ Irenons pour 2, l'espdce de structure de groupe (n
evec un seul cnsemble de base G eb la structnre générique p . Proti.

A = a =1 'g,
groupes sont transportables relativement & S50 . vontrons~le sur

ail lieun ge Tiransport able reletivenent & licaplee de sirnciure
de groupej}. ILn prenisr lieu, p est une 2}*3}11&2&0& transportable
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de GXG sur G (donc une application ecanonigue™ de Gy G dans G).

o

Lo relotion "H est un sous-groupe de G" cst transportable pour lag

cypiflcatlon He %f(&) 5 en effet, clle est Gquivalente &
CG et (VY =)(V v)( VZ)((xe'fI et yeH et z€G et
p(z,y)=x) = ze@)

et on utilise entre sutres CT'14 et C2914. Lo relation "x est un

commubatenr dans G" est iransporiable pour 1la typifie ionx G

car elle est Squivalente &

(d ) 3 t)(seCet t€C ot x el et p(é}(t',s),x)zp(s ST ).

Hi

‘Le terme "l'ensenble des conmutakenurs de (7 est donec t2923port ble

en raison de CT!16%. Znfin le terme "le groupe des commutateurs

Y

de G¥ eqt transportable (et done canoniquement associé 2 G), car
11 s'éerit Tl'intersecetion des sous-groupes de & qui conticnnent

L'ensenble des commutateurs de G0 ct on eonclnt notanment en .

untilisant CT*18.

i
5. Applications : ddduchions de siructures ok identifications.

g condition introduite sur les ternmes 219"’9Pq dans la définition
des procédds de déduction de siructures (§ 1 nQ5’; les notations sors

celles de ec ﬁs) stexpriment encore, avee la ternir nologie introduite

ci-dessus, en disant que Pi*""fq sont des termes canoniguement

¢

associés & 13 structure géndrique (sQ,..-gs ) dtespdee > 3 oun voit

done pourguoi cette coaaltzon est toujours vérifide pour les structures

usueclles.

Lo notion de relation ou terme transportable relativement 2 une

espeee de structure 22 est auscl celle qui justifie 1a plupzrt des

”iéen%ificaticns“ (§ 1,n 8)° Supposons en effet que les termes
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g
C,,}K s e X 5 oo v oS .<'!,. pe a3 o
o R IE R 2L PR pé 1S£k<q) soient de type Sf@‘*‘k (1<kgq) et
S

(
canoniquement associds & lo structis i >
. . truecture générigue (31,,..,3 ) dtespece 2,
1lors, pour toute relation AZ x '
G rela X AL é
. 449 5 9*n231$"°9spyu?9ﬁ*0,aq g trans-
portable relativement & > v
z 21a 1] our la typificati P i
s P ypification L {avee les notatlgna

du n%), la relatio

=

(RN

é‘ € o e s e‘ V: é
X'.ﬁ 5 % s &6 555 {I X ® e s S5




