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g;i. Relntions dfordre. Insenbles ordonnde.
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On dit que R est une relation dlordre vor rapport aux letires % et ¥

(cu gntre x et y) E2 si les welations

— Y

b I
(B%Xsyg et Eéjﬁ;,z%) = R $x,2%
Z ¢ % ¢
(Ez;\:,vffy et ngg,:;:g) = (z=y)
] Y3 3 ¢
}n

Exemples.- 1) DLa reletion G'6nplité ==y est une relstion dlordre,

2) Le reletion d'inclusion X< Y est uhe relation dlordre (chapsl“z-

s

é} 1,prc>p.1 et 2 et axiome A1), gqui est la source de z:ouweu:»' et impor-
tants exemples de rela‘sians a’*‘erdre.
3) Soit R% 3r§ une relation d’or&?e par rapport éz‘x et 'y . Ig relstion
R é y,x% est une reia."cioa dtordre & por rapport & x et ¥ s appelée relo-
é =

tion d'ordre opposde & R %}:sy§

On anvelle rels tion d'ordre dans un ensemble E une relation dlordre

b

2 ,y% or ropport & deux lettres distinctes x,y , telle que le rels—
tion R % :,x?soit Souivolente & x€E (cutrement dit, telle gue
R g x,y¢ soit ybilexive dens E (chap.II, $6, n%1)). ilors 1= relation

b g
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ZeX ne sont pas collectivisantesz (chan.IT §3,:107},

2) Soient R%z,yg une reletion dfordre et E un ensenble tel que

x€E entraine R g:r,f< lon notewra ane 1lensenhie vide gotisfolt &
b ¢

cette condition). La relation “R%.».,,y% et xeE ot v 2L e¢st 2lors une

relation dtordre dons E , cormne on le vérifie oussitht : on dit gque

abus de langagse, on dirs souvent "la relation Séx,y: est une relastion
2 'S

o)
Y
3
®3
{Y
-t
Q
ol
n
e
#m
o
s}
(’)
d
'":i
b
Joie
o
{\..l
[8)
5
of
W
0
[ond
[}
e
of
[£p
3
O
‘w’
]
i
b
}—h
o
o]
4]
o
o
ks
®
o
!
fnde
<
‘,-Jl
o
>
el
-

ai, quel ocue soit Yew'. il exisfse Xew
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84,n"3). Pour toute portition W &€ T , soit @ 1e grophe de

valence définie per @ dans E (chop.II,$ 6,11_02) s 12 relation
3 ~J

: = s :
"W est moins fine que @'Y est Squivalente J W o w' 3 ciest done

une relasion dlordre dans liensemble F° .
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On appelle ordre sur un ensemble E une correspondance T’ = (G,EE)
ayant E comme ensemble de départ et ensemble d'arrivée et telle gue lz
relation (x,y)€ G so0it une relation d'ordre dans E s Par abus de
langage, on dira porfois que le graphe G de T est un ordre sur E . Si
R gz,y§ est une relation d'ordre dans £ , elle admet un graphe, gqui est

)

un ordre sur E .

J
b=
w
Q
et
S
o
]

[ et S )

PROPOSITION 1.~ Pour gu'lune correspondance ' entre Z e

ordére sur £ , il faut et il suffit gue son orapvhe G satisfasse aux

conditions suivantes ¢

2) Ong GoG =€ .

.4 .
b Liensemble G/ G gt 1o dissonsle A de ExE .

Zn effet, la relatién ((x,y) €@ et (y,z}eC) = ({z,2)EG) atéerit
aussi GG <G 4, et la relation ({zx,y)€G ot I(y.z)ed) <> (x=y et
zeE et yeE) stécrit Gf‘aﬂé— =A .D &N ‘f’é— = A , on déduit alors

LAce;aor 6= Bog oot , ce qui,compte ten: de GG G ,
entratne Gl - & .

2. Relrtions de prdordre.

Solt Eé ,y% une relation, x et y étant des lettres distinetes.
Si B est transitive et si la reélation R y§ % gxg et
RZy,y%} est vrale, R nt est pas nécessairement une relstion dtordre,
car la relation (R% ,y% et R%y,xg) n'entraine pas nécessairement
x-y . ,
Pa,z? exenple, soit 52 l'ensemble des parties de ﬁ {E) qui sont
des recouvrements d'un enserble T (ebop.II, §4,n°3). Ia relation
n K est noins fin que }f’ " entre Sléments de A (chap.II,
§4,n°3) est transitive et réflexive, ’mais deux recouvrements

distincts ~euvent 8tre tels gue chacun soit moins fin gue 1l'autre.
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Il en est a

d'une par contenue dans

T
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tenant pas a

et g s . - s g . &
l'mis en tout eazs relation (Réx,y

LS
R

d'égnivalence

Six,yé (par rapport & x
t6t. Soient z',y! des lettres dis cte

isti
R
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; alers Rix,y {per r
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g est compatible

~

tions d'équivslence
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n-3) 1la rvelation
omme il résulte de

On appelle relstion de pre

o 4 )
lorsone 9 et (dang
orsaie esrt idsns

Uun

dans un ensenble

"y
o en

n*appar-—

de et

ensen

et
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et y), comme on le vérifie muss
de x,y et ne fizurant pas dans

rapport & x e% y) avec les rela-—

<

préordre R éX,y% telle

la relation R%x,y

gue

implique alors
-4

Si R§ yg est une relstion de prdordre dans un ensenble

est une fclub

€ ::/s

dédulite de R par

i

valence dans -

(d =)(3

X 2%

Dasss

$ s

noterons RUIX,Y 3 elle es%

)

XEEfS et LE/S et (V x)(Vy)({z€X et y¢

(chap.II, § 6,0n°3).
é1léments de
équivalente & X €Z/S et Ye FS
(VI Vy)(Ve)((x€X et ye ¥

g 4,critdres C40 et C41),

{chap.I, -

relation Rix,x{ soit équivalente
4

Tx €8

vi{xeX et ye
ze au guotient (pasr rappor:

dgunivalente &

e

ki

et yeEn .

gidé

Con

=

1= relation

1) = Rg’ X%:&?g)

liontrons que BﬁéX,Yg est une zelotion dfordre entre
Efs . Zn effet, la relation (RﬁgX,Yg et R*'4Y,2¢ ) est
et Z€ESs

et

et z€2) => (ngxsyg et R gyzzg)

conme ng,yg est transitive, on en

dédult aussitht que R*%X,Y% est transitive. En second lieu
(R'ZX,Y% et R*iY;X{_) est dquivalenie &
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XeE/S et Ye B/8 et (V) (Y y)((x€X et ye¥) = (Rizyfet Riyxf)
clest-i-dire &
XeL/S et TE€E/S et (Vx)(Vy)((2€X et yeY) = S{x,v§)
donc elle entrafne
XEESS et YeE/S et X=Y .

- g ( -
Par ailleurs, Rgx,yfg entraine Rgi:»:,*_‘gi et ngsy;? , Aot résulte

et {ew/’h et (VY y)liyeY) = R“’gy@y%}

“ < " w«p el . s “ Y
clest-g-dire RUI,X} et Eﬁgfsf% . Enfin, comme z¢E entratne
P%: X%, X€IBfS entratne R@X,X% s €€ qgul achdve de démonitrer uncire

‘assertion. On dit gue R"%X?Y% est la relation dfordre dans EjS

assecide & R éxgy%
Cn appelle préordre sur un cnsenble E wne correspondance
i = {G,E,E) ayant E comme ensenble de départ ot ensemble dlarri-
vée, et telle que (z,y)€CG soit une relation de préordre dans B 3

Par abus de langasge, on dit pasrfols gue le grepre G de. T est
un préordre sur I . Pour gu'il en soit sinsi, il

faut et il suffit
que lion ait A C; G et G283 <G (ce gqui en tratne GeoG=G).
Ia relation d'équivalence S correspondang & la relation de pré-
~ordre (x,7)€G = alors pour graphe ey s 1a v elaticn
d'ordre associde & (z,y) €@ a pour graphe la partie G! de

(E/S) p {E;'S) gul correspond (chap.II, s 9 J6,n%8) & 1'image de G par
l’ayplication cenonique de ExE sur (ExI)/(Sx8).

zxempleg.- 1} Soit A& un anneau ayent un 21%unent unité. Lo rela—
tion (Jz){zeld et y=zx) entre deux S1léments x et y de & est uvne

relation de préordre dans & ; elle se 1lit "x est diviseur & droite
' de ¥ @




o "y est multiple & gouche de %" (ef.Alz., chap. Vi,g‘i). "

p s :
2) Soient T mn ensemble, (& une partie de 35 L) telle gue
1z réunicn de devx parties de E apportensnt & (B soit encore un
614rent de (& . Dons l'ensenble R“© des applicotions de E dans
R , 1o relation "il cxiste A€ (& tel que, pour tout ze€I-A ,

f(x)<z{x)" est une relotion de préordre entre £ et g - Lo rels-

sz
3. Znsenbles ordonnés
Une relation dlordre R§K§;§ se note souvent x(d)y , o (g§) repré-
sente un signe ou groupe de signes, caraeté:is%iqge de ls relation
envis agée 3 par abus de langoge, on parlers scuvent de "la relation
{6}" an lieu de ®ia relation =x{o)y® . Dons 8e nombreux cas, oz emplois
les siznes £ et > * {par analogic aves 12 notation de ls relistion

Ky

le signe < pourra nBme 8%re utilisé pour noter plusicurs relations
‘ordre distinetes dans une néme démonsiration, s%il n'en résulte pas

de confusion. Une

i
[

lation dtordre Rgx,yg stéerira alors x < ¥

%

I
to

ou ¥y 2 X ; ces relations se lisent "x est infdricur & y¥ , ou x est.

odus vetit que y¥ 4 ou "y est gupbricur & x" , on "y est vlus zrand
gue x" . Avec cette notation, les conditions pour gue X £y soit ane

relation diordre dans un ensenble E gstdcrivent @




“ 4o on o Ao S s Bor o o \ - w403 oo ey om B 2 oo o A%
(RO..) w2z relotion "<y et y< z¥ entraine WLy LY .
R Al A L S M 3 L )

T/ — : E-

(30;,) Ie xelation "xgy et y < x" entrafne x=y .

e

(I-?.()ITT) Lo relation =z <y gontralne "™z<x et y<y" -
(lf;urv) Lo relation =<2 egst Souivolente & %z €EF .

m

Lorsgu'lune relation d'ordre ect notde x < i nous derirons e o
3 Y - JT

¢

(o y >x) 1la relation "z <y et 2#y" ; ces relations se lisent

"z est gtrictenent infirieur 4 y" ou Wx est strictement plus petit

que ¥F¥ ou "y est girictement supdrisur & x" on Ty cst strictement

plus grand que x7 .

C58. Soient <« wune relation gfordre, x et y deux lettres distinches.

st Sguivelente & "z <y ou ==y" . Chacune des
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<z¥ gnbtraine x<{g .

La prenibre assertion résulte du critdre WA => ({4 et {nen B)}
ou 3n {ei-zap.,Iég;' Sseritere C24). Pour démontrer la seconde, on remargue
d*abord gue chacune des hynothises enirofne x £% , d'aprdés 1z tran-
X

<y et y<z)

sitivité ;5 dlautre part 1o relstion (=2 et <

entrainerait x=y=z , ce qul est contraire & 1thypothdse .
Afin de rendre l'exposé plus commode, ot de remplacer par des
théoriues mathdmatiques les critires métamathdénatiques, nous allons

le plus souvent nous placer dens une théorie g s comprenant les
axionecs et schémas dlexionmes de la théorie des ensenbles, et en outre
deux constantes E et ' satisfaisant & ltaxione s

" T est un ordre sur 1l'ensemble En (n®1) .




.
lous noterons =z €Yy 1la relation ye T'< z>, et nous dirons que E
est un ensemble ordonné par l'ordre T" (ou par 1z relation d'ordre
Yye I'<x>) (cf. chap. IV).

Dans ‘certains cas !par exemple dans la définition qui sui

Nt

o

t)
la, théorie dans laguelle nous nous placerons sers un peu plus
Compliguée. ous lzisserons au lecteur le soin dlexpliciter les

constantes et les axiomes de cette théorie.
Soient E,E' deux ecnsenbles ordonnds par les ordres TP et T . On

appelle isomorphisme de T sur E' (pour les ordres )7 e% T4) une

gpplication biunivogue £ de E sur E! %elle que les relations z gy
et Z2(x)<f{y) soient Sguivalentes (cf. chap.IV).

4. Sous-ensembles ordonnds. Produit dlensembles ordonnds.

S0it £ un enserble ordonné par un ordre f’ , de grorhe G . Pour
toute pertie A de E , on vérifie aussitBt que G M) {4 * 1) est un
ordre sur & ; la relation d'ordre correspondante Gguivaut & 'x v et
xeh et yeh* ; nous 1z noterons encore 2 €y {(par abus de langage).
Lfordre et 1s relotion d'ordre ainsi 4éfinic sur A gont dite induits
par l'ordre et la relation dlordre dounés sur E 3 on dit aussi gue
l'ordre et la velation dtordre sur E sont aes prolonsenents ée liordre
et l1la relation dﬁoz«ére qutils induisent sur & . Quand on considgdre A
compme ensenble crdonné, ctest de llordre induit sur A& par celui de E
qufil stagit, sauf mention expresse du contraire. }
Oxempleg.- Les relations induites par la relation dlinclusion
sur divers eﬂsémblesde perties ont une inportance cansidérahie.
Zu voici des exenples : A
1) Soient E.F deux ensenbles, @(E,F) lleacernble des applﬁ.-Q

cations de parties de F dans ¥ ; pour toute fonetion £e $(E,F),




w g

Boit Gf le pgraphe de £ , qui est une partie de ExP . Si on munit
C@ (E,F) de 1la relation d'ordre "g est un proleongerment de £0

entre £ et g (n°1,exenple 91, 2 ->G, est un isomorphisme de
ltenserble ordonné cf(E,F) sur un sous-ensenble de l}g’(E *F),
ordonné par la relstion d"inelasion.

2) Pour toute partition @ d'un cnsemble B » SOit
L'éguivalence définie par @ dans E . Lizpplication @ — % est

ur isomorphisme de l'ensemble 9° des partitions de E , ordonné

i
par la relation "% est plus fine gue o! (rn®1,

[§]

xemnple 4) sur

un sous-ensenble de JJ (E E), ordonnd par da relation

G
3) Soient E un ensenble, £ < {Lf(zx E) l'ensenble des graphes

-

des prdordres sur E {n®2) {oun, par abus de langsge, liensemble

=2
M
0
o
Fy
o
O
é{
@
)
)
¥
(&S]

Senae!

La relation dlordre & — % » induite sux

Qm.l
)
o
k-J-
[w}
]
eied

§2 par 1z re dfinclusion dans gf (B xE), stexprime en
'éisaﬂt gue %le préordre s est plus fin que}tﬂ ou gue ﬁt est
noing 1 que s% . Hotons =x(s)y et z(t)y respectivenent les
reletions de prdordre (x,y)eg s et (x,y)et dans E ; dire gue
t est moins fin que s revient & dire que le relation x(s)y

egntrafne =x{t)y.

Soit (E,), ¢y une famille d'ensembles, et pour chague € I :

soit 1'; tn ordre sur B, , 6, < E x B, d&iant le graphe de PL :

notons x, 7 ls relation dlordre (xﬁ,y_&)ﬁ G sur £Z . Dans

'ensenble produit F = | iIE“" s 12 relation (V. J{(z € I) =
1€ . :

(x{f < yt)) est une relation d'ordre entre x=(x ) et y=(y ), cpmme

o

-

on le vfrifie aisément. L'ordre et lo relation Glordre oinsi définie
1

sur F sont z2ppclés 1'ordre produit des ordres I; » 2t le produit des
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des relations d'ordre X, < y, 3 on Gerit cette relaztion =z <y per

abus de notation, et on dit gue liensenble P, ordonné par le procduit des

ordres T , est le produit des ensembles ordonnds E% .

& ltenserble produit Zz; Lr par l'application canonique de
T (= %X E ) sur PxF (chap.II, §5, n®5).

1€l

7
Un exenple important de produit d'ensembles ordonnds e liensenble P~

6]
o

o A

des graphes des applications d'un ensenmble E dans un o senvle ordonnsd

“ﬂ:i
e

(

on sait qu'il existe une application canonique de I gur li'eusenble
&= (E,F) des ovplications de E dans F ; cette opplication est un iso-—

7 FE,E

norphisme de l'ensenble ordonnd F) muni de ltordre

défini par la relation "quel gue soit xel s T2} 2{x)" entre deux

On notera guc, dons llensenble ordonnd & {(E,F), la relztion
f< g siznifie Wguel gque soit = €E f(z)<al{x) et il existe
g’ ye& tel gue I{y)<ealy)? , et non "guel que soit =&E ,

flx)< a{x)?. Pour ne pas risguer cetie confusion, on Sviters

3. Fonetions ronoiones.

DE?BFI‘I*IZIGLE 1.- Soient £ et P deg ensenbles GI’."&GBX’}.@& s on 4it qu.fu.ne

application £ de ¥ dans F est croissante si Ia relation x <V entroine

f{x)<ily) 3 on dit gue £ est déerocissante si 1o relastion =z <y entrzsine
f(x) » £{y). Une opvlication de E dons F est dite pouchone si elle est

croissante ou si elle est déeroissante.
Une application croissanite de E dans F devient décroissanie (et vice—

versa) guond on reoplace 1l'un des ordres de £ on de F par l'crdre opposé.-




SIS T P
Toute fonction constante est & 1a foigs croissante et déeroissante ; la

- réeliprogue n'est p2s vraie en général.

y

Par exemple, si un ensemble E est ordonnd par l2 relation d'épgalité,

et décroissante, meis non constante si E n'est pas réduit & un
nent  (ef. ¢ 6,prop.4).

ient b et F denx ensembles ordonnds § on dit ontune

e
dans F est stricterent croissante si la relstion

x Ly gntrafne #{x)<Cfly) ; on dit que f est strictercnt décroissente

si la relation x <y entratne £(z) > £(y). Une conlication de E dansa

F est dite strictensnt nonotone si elle est strichenmcnt croissante ou sSi

sxemples.- 1) L'injection dtune partie & dtun ensenble ordonnd

o
serbles oxdonnds sur 1ltun des facteurs est crcissante, meis non

gtrictermcnt croissante lorsque le produit 2 plus dtun facteur non

2) Soit E un ensenble ltepplication X->E-X de ?:f{i’}
(o:eéonné par inclusion)} sur 1zii-a€=ae-est strictenent décroissan‘te;
3) Soit E un ensemble ordonné. Pour tout x &F s soit Sz ll'en-
senble des y€E tels gque y> = (section de E en x). Ltappii-

pation X ----}Sx est une application strichement déeroissante de

k=l

dans ﬁ(iﬂ) {ordenns par'inclusicn). On peut nBre remarquer
que lo relation x g y est'éqnivalen‘ce a S, = Sy .
Une application nmonotone et bivnivoque de E dans P est strictenent
'ménotone ; 12 r»éciprogue n'est pas vraic en zénéral, puisque lton peut

avoir f(x)=fly) lorsgu'sucune des relations xg ¥y, = Z ¥ nlest vraie.
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= LT
alenment ordonnbe, il faut et il f£it que ces élémentis
soient conparables
3} . L'ensenble R des nonbres réels est totolement ordonné .,
Un ensemble totalement ordonnd est aussi totalement ordonné pour

1tordre opposé.

35 nt I on ensemble totalement ordonné, o et b deux élérents de E
tels gue a b . On appelie intervalle ferné dlorizine a et dlextrBmit
¢ .Y . . 7 P i
b , et on note 1 2,b! , la partie de E formde des ¢lépents x tels gue
% P
a&£x<b ; on appelle intervalle seui-ouvert & droite (resp. & gauche)
5y . e > g b £ g .. B { L) T "5 % %'i T
g origine a et dlextrénitéd b , et on note ‘2,b] (resp. | 2a,bl) llensem-
2 g k&__ g % £ p 19 a}}
ble des X€E tels que agx<b (resp- 2<zgb) ; on appelle
3 4
intervalle ouvert dlorimine & et dlextrfimiid b s &1 on note ia,bi,
Lt'ensemble des € E  4els gue a<zLh .
On netera gutun intervalle fermd nlegt jameis vide si E est non
- .
vide § llintervalle {a.a& est l'ensenble »éduit & 1'6ldment g .
S & E” N -
Par contre, les intervalles wag ja,az et Easa sont vides

un 1n’scrvqlle ouvert }a,bg peut &tre vide nfne si 2z <b .

Soit a un éldment de E . Ltensenble des x €E  +tels qgue = <o

X < a) s'appelle ll'intervalle fermd

et _8lextrlnité a , et se note

llensenble des x€E tels que

valle fernms

(resp. ouvert) ill

{resp.

EQ—» 3 a} {resp.
xz>a

{respa ouvert) illimité & droite et dloricine a et seé

X >2) s'appelle ltinter-

note )a, >L {resp. }ug —9[) Infin B lui-n8ne est appeld l'inter—

valle ouvert illimité dans les deux sens, et noté .]-e—« s —=> E

PROPOSITION 2.~

Dans un ensez:’ole totalemeat ordonns, ltintersection

de deux intervelles est vide ou est un intervelle.
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Coneidérons par emmple Llintersection de deux intervalles fermés
Ea,b} et [c d] s b<Le , cette intersection est vide, puisqu’on ne
peut avoir a lg foi z<b etx po . Si‘non, désignons par o 1'6lément

a 8i ¢ g a‘, 1'élénent ¢ si a<e , par B 1'61lénent b 2i b £4 , 1'élénment

=
0
}h
=)
o'
e
b
=t

on o & la fols a <x<b et esx<d , on en ddduit
e <P 5, et réeiproguenent ;3 l'intersection de fw,o:g et de {:c dj
est done ltintervalle fermé Eos,{*} Hlous laissons au lecteur le soin
de faire ls démonstration dans les sutres cas.

On notera qu'en géndral 1z réunion de deux intervalles ntest

p8s up intervalle.

PROPOSITION 3.- Toute zpplication sirictement monoione £ dlun ensemble

totalement ordeund E dans un ensenble ordonnd F est injcetive, et es%t

= T

un_isomorphisme de E gur 2(E).

Zn effet, x?’y entratne x <y on Zuy, done £{(x)<i(y) ou
f{x)>£{y), et pexr suite f(x);éf(y} en tous cas. Il reste & monirer gue

£(z) < 2{y) ea*wir&e

&
A\
G
[0
[AN]
i3
o
ey
(&
Sy
A
9]
(o]
=
r:f'
3.\3
HA
w
w
]
A
??
&
;,.:
c*i"
M
&

puisqgue E E est uo*i:ﬂlﬁmen'? ordonnsé, d”oﬁa 2{x) > £{y).

7. Elémenis mirrmm{ et Cléments nmoximsux.

ki

DERTHITION 4.~ u{)leﬁ‘ﬁ & un meer‘h}e ordonnd, X une partie de £ . W

=8

Slément x€ L est oppeld Elément minimal (resp. pexipsi) de £ si

ey

1z relstion 9z€X gt x <a" (resp. PxeX et x >am) ez*ztrafﬁe = .
Tout élément minim=l de X est un Sldment maxinmal pour llordre opposé,
et vice-versa. Liensenble des élénents poavimoux de I pent &fre vide,
ou contenir plusieurs éléments.
Exenples.- 1) Dans 1a partic de l'ensemble ?39(4‘&) {ordonné par
inclusion} formée des parties non vides de A 5 163 S1énments

~n

minimaux sont les partlcs réduites & un élément.
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U

2) Dons Llensenble @(E,F) des applications de norties de B
dans P ,.ordonnd par la relastion "v est un prolongenent de u?

entre u et v , les Gldnments rmoximauy sont les applications de E

S6it X une partie d'un ensemble ordonnd E. S'il existe un élénent
2 €X tel que a K£x pour tout x&X , clest le seul 61dpment de ¥ ayant

bsx pour tout x€X , on en

DETTITITION 5.- Soient £ un enserble ordormns, X nne partic de E . On dit

gufun Sldment 2 de X est le plus petit {resp. le plus grand) é1ldment
de £ si, pour tout x€X , one a gz (resp. z >al.

proguenent, lorsque X e¢st une periie toinlenment ordonnée de £ , un 616~

nent ninimsl o de

b
D
]
L0
&
t
{03
Prh
H
]
k.’I
)
g
€
i)
[
o
!u!a
m“o
[
(&
B
4
s
c—z\n
i
43]

X : zn effet,
pour tout xZ€X , 1= relation =z <8 est fausse, donec 1= relation

xpa est vrale.

-
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P e s
dxzenpleg.~ 1) Soit (& une partie
des ]’)mf{"r:‘ o "'ble 5 ., Si

bR ens

plus grand) &lément &

(resp. lo rdunion) des ensenmbles
par hypothtse, et I¢ A par 4éF

e s m n ¢ — S -
grand é1lément de gﬁf{u}n Dans 1
de T e Herddes As B Acme W@ -
CLONS g Dorilies de & dang b s 0T

¢1ldment de liensenble des graphes
ordres) sur E ,

non vide do 1'ensenble

A+

Tiz)

W, )
(& adnet un plus petit (resp.

n'est autre gue l'intersection I

de (& : en eifet, on =
inition de 1'in
sp. la réunion) des ens

= g 3 ” ey ga LoD
netit &lément et E 1le
2
3 2 T3 /T Ty 2
‘ensemble @ [2,F) des
R e YIEY 7 -——\»qr\"{p, ParTond
conn ar Prolouniensnit
g = - L33 2 2 B
le plus peiit 41d8ment

Tout Ofaqi

Tice-verss.

anpartenant & X .

A I

plus
applica-
(n®%1,

s 2% 11

de EXE cst le plus petit
des éguivelences {ou des pré-
et X une portie de B .
{ tout G16pment x£€E fel gue,
X 2¥) s on dif slors gue x
pour l'ordre opposé, et
£ % ninorve aounssi X . Un pinorant

de X . Pour gue X cdrette un plus

pinorant de X



AL

L2

r4

=

17 -
p:

dipne

o
bt

i Y‘]. t

-~

-

L7IOX

U | =y 4
~ -] rl < @ Bl 0
Q @ T Q O WP ord -
e R ) )W o v TR S B i B U} 3
g 0o # PER o £ s @ iy e {d
AL @© ) =y 193} 0 8%} o bl ] 42
& N Q [t @ I\ ) LS I €5 0 G b4 w IR )
O g 4 el gD = 9 i =t i @
o o 0 D = B om0 » em &2 N e
g » & [ [l (ORI « I I = R L
&3 © o~ [N ) g0 Lo i () W
(] @ £y | o L) & et & i T 4> &
Qoo YW o el @ < o] w - o
* Qe < ©wm @ 4 g @ el e T R © & e
S i S I 5 B £ e 9 G5 e &y 4 DR e &)
t & e o) I I - O " T & | % SR B ¢ @ Wl e St
o R = = 1O B AU o R G s B add epd Ca Tl
B o & o < Ll oo e ped D ud et B £
W)@ O » 0N = SR> B = T/ 3w e & sOF W e
ot L @ & O Qe £ o < £ ¢ fand . k)
W OH 9 w0 [ Y » o o 4O 2 128 I | R X {3
= i W W ) o sy et wged ¢J : £ s (U]
+2 g ©O £ N oA [ B = D Q) ) M e
@ se el (-0 NI ot e IR N ] 4 s Ll £l
S 4 A ) g 0wy [ S o oW el
o 8 -~ o B o~ g g “ €y ) [ T | = moord © s
&g o ® S B B e f el 4 (DR 1) RN )
& ,Ow > ) 42 ) ) =l (@] £y i 3 fiuy -
L6} e N 0 2 o V1N o B = T« T | W AT o P ] i
S g of 4 @ oy oo TR 1 B oo Q) 2 o
e = B B o O Q ., £ &y &1 OF o] s e W 0
& B gl o 8 & 8 m o @ o o a o ol k-
&4 b (T S < B S v R | £ @ W o QF Df oo S O
@ 0w R o)) & Bl ot o &1 oo i (O} B &) bl g
=T D A T T o S i B o B > S ') el T ] wlf o
YO~ e o o - D O fMf (. & o e
53 3] &4 o) el TG O e e ) Wi oo o3 o b
o @ @ O e e © &l e} 0N e e o B | B | B @
S &M < g & 42 o W@ e IR e | I 1 I 4
Ko Qo I :L" 1 ) [ ap=] O 0 St 4 Y0 ¥ o o=l X i} m
g ®© i O el I Gl o ol g o) o e
- @ L8 a “t 4] LN w BN WJ [ o @ W el 53] B
S @ O PO M oA 0 @ o & 0 0 st 8 o] il o
OO T B noon O g v o« L) o Tl o 4 0 £
= > S O () £ g £y & & «f et i) W & SR B 1]
- ol o & O 6 o 5 @ =1 B @
~ Sl P~ oy £y O s §eg 8 L4 LOTRI
ot Mmoo 4 & £ ©. g o o = oo & g el e
St =5 B = S ) [N« S O wi om0 2 e O 1 L
P o ) 0] o " * g e 3 el g
e e N O O R = <)) 2 on3 5 ee 421 ol Cof e
TR W 0n N T o e Y[Ry s 4 0 i e £y
R R N SR © BT S o S O B R v S g o of & o £ 2
=5 o g & owof0oE O 0 @m o= Bofg W M By o3
© e @ CICIE < B B o) S oWl [ W) 1@
QN0 e . R @ mw [ el ol o ] i
T @ & i S £ L L (SR T T B O W 4] £ Lot
o ) a RS A ] R3] [T o B B &4 ] = w W (s8]
QN S~ ooy oW @ e T I o] 1 el XD
™ n ¢+ SO il LEAT i 0 W [ I ﬁ LI - T = S A5y
SO0 o € 0 DO« S ) B o (<SR 6 S S | A R o R 7«%
S s . IS O ¢ o ] S| & ) iy & ) o =
I s S T~ ~ o WOOE W M Q0 vl e iy BOEp el qe ...m .
Q H B 0 Q [T S R o e SR i R oL B o TRV ) 0
™ @ ) o=d B ot S WE TR B LY B (T S
(oS N B «f a o ) I = B ') B /¥ b e
0 Q o O o @ W D o] I 53 R ] R u
A o o ¢ e o] = o &3 FAAT B Sl - g4l o2 1)
& o u P LI o LN/ BN - s a ] i 80 B0 v, B
DR 0 Y (AT ~ B ~ G o e ! )
® B g ~ o O e @ O ) 51 el m 4
=1 @ g Q & 13} i ol wmf L, B - e

sque

loxr

2

GE

S

oy

re) de X dan

cure {resp. inférien

s

ke

T

&

3
",

ne sup

%

¥

dre, 1=z bo

crein
cette borne exisie.




Si X adwmet une borne inférieure a dans T » 2 es8t borne supbricure de X
pour l'oxdre opposé sur E ; ceci nous perue ttra, dans ce qui suit, de

2 conocidbrer le plus souvent que les propriétés des Dornes supéricures.
Zzenples.~ 1) L'ensemble des mojorants (resp. minorants) de 1
~:} partic vide ,(5 d¢e E est Svidermment E lui-nBne ; pour gue @ adnette
M.& dens E une borne supdrieure (resp o inférieurc), il faut et il
sufflt done que E adnette un plus petit (resp. pluz grand) glénent,
et cet Climent est clors la borne supdricure (resp. inféricure)

B n'est un mejorant de X |, clest-i~dire q ue b est un 418nment

minimal de liensenble I des mojorants de © 3 0 ceci revient &

t
dire que b est le plus petit S1dément de s puisgqgue K est totale~

Un cnsenble najoré n'a pas ndcessoirencnt ds borne supéricure 3
un exemple est fourni dans liensemble & des nombres rationnels

e e : a ; 'y B
par 1z paritie X fornde des nombres rationnels L V2 . . 51 une

partie X d'un ensenble ordonnd E admet une borne uup ¢rieure dans E ,

cette bLorne ﬁ”appﬁ"tient pas nécesssirenent & E comm ile pontre

L'exenple d'un intervelle ouvert dams @ . -
3} Dans 1l'encenble 23’(33‘) des porties dfun ensenble £ , ordonnd
par inclusion, un nsjorant ¢'une partie & d= %}’{E) est une

partic B de E %elle que X¢c-B pour tout X €& . Done toute




Lo

LN & =

7

partie Qg de %f!E) admnet dans %f Z) une bowne supéricure, gui

est 1lintersection des parties B de E qui conticnnent toutes les

-
’

parties appertenant & (& . De neéne, (& =2dret dans If(E) nne

borne inféricure, qui est la réunion des parties A de E qui sont

contenues danc toutes les partics X € (5 .

7,

deux ensenbles, e

S

4) Soient E et
@5(3,@) des applications de parties de

1 . 0 P : , b i
longenent {(nv1,exenple 3). Pour tout ue @%(L@F}, soit D(u)

ﬁ-
5 ©
&5
=
@
e
0
e
...E..
tte
o
£
o)
f.,.f
[
oo
n
o
3
o
=
o

dans F , ovdonné per pro—

ltensenmble de définition de v . Lo condition G'existence diun pro-

longenent conmun pour une Lq'7116 dlanplications =2

:\ ,':—‘ :{‘ 3 5 '} & T q
Y (E,F) (chap.II, ¢4,prop.5) montre que, pour e & admette une
borne supdricure dans q? E,P), i1 Ffoui et il suffit gus. wou
i supéricure dans J(EyF), il faut et il suffit qus, pour

DBAODN mT — ‘ 3 & = Pa— - -
PROPOSITION 4.- Pour gu'une partic non vide X dlun cngenble ordonnsd E

adnette un plus grend 41ément, il Ffant ct il suffit gue X adrette pne

e %e-:ﬂ. - = o 2 - Z2Y . : . - %
borne supdricure o gans £ et que a €X 2 gst alors le plus srand

15 8313.'%7 ﬁ(ﬁ H£ @

: el e e g o i G A
L8 propositicon est évidente & pariir des d8finitionse.
B 5 o

-, - 47

tant donnde une application £ d'un ensemble A dans un ensenble ord

33 Y 2 o orya B z
£(A) admet une borne supbricure dans E 3 cette borne cct olors appelée
Tz T ot Bl o 5 T ol

borne supSricsure de f et se note sup £(x). Définition et notation analox

gues pour l= borpne inférizure.

dans E , cette borne est lz borne supdric

el

dans E , et peut done s'derire sup x .

¢
f
D
<R
o
ft
fote
.”-5
('D
('D
*-a
)
&
b
M
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PLOP08ITION 5.- Soient © un ensermble ordonné, et A une partie de E

adnettant &4 1n foic une borne inféricure et une horne supéricure dans E

on a inf A <sup A 81 A n'est pos vide si faz,(ff, sup A est le plus
petit et inf & le plus grond S1ément de E .

Cela rdsulite ousritBt des définitions.

PLOPOSITION 6.~ ZSoient I un enserble ordonnd. A et B des porties de E

i ]

admettent toutes deux une borne supdricure (resp. inféricure) dans E 3

cn 2 sup A <sup B (resp. inf 4 >

Z inf B) .

une fomille 8'¢léments d'un ensentle ordonné

E , zémettont une borne supcricure dans E 3 gi J est une portie de I

telle gue 1o fermilie {X@) s = 7 28uvette une borne sundricure dens B

2
gh 2 sup x < sup X, .
’Léej € ,&61 (24 '
. o Soient (x ) - Geux fomilies d'4ldments & fin
PROPOSIT IG u(}l‘ﬁ {X@ }'if‘éz o €yg)a”€i [ amnils SEBsIRsial: 5§
ensenble ordonnd E , ayant n8me ensemble dtindices I. gt telles ane
=7, +€1 ; si elles admettent foutes deux une borne
&
supdricure dens E , on o supx_ < sup y, .
el z€l &
En effet, a=sup ¥, est nn nejorant de llensenble des ¥, , donc
z, < yiga pour tout % , ce gui entrafne s«z%} Z, % 2 -
T e L
PROPOSIZION 3.~ Soient ix@} 1e T 4Be fanille d'61épents dlun ensemble
ordonné I , (Jﬁ )} . 1 bn recouvrenment de .L*e serble d'indices T 3 on
B =, B 2F e
uppose gue chocune des sous-Familles {:%}f e 1, 20nette une borne
Seein
Sbpericure dsns & . Pour gue la fapille =) 1€ T adnettc une borne
» = X - o] 4 = 2 515 5 -
Supcricure dans § , il faut et suffit gue la famille {??p Xi}jgé 1,
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~ 21 -
Pog 3 s ’ . PUDDOS o3 b 2 s hte 1 s
osons b.)L sup iz, PUPPOSONs que (‘Q)ﬂél adnette une borne supd-
rieure a ; alors = by pour tout Ae T (cor. de la prop.7)
§ o “ 3 Lo B o (=] 4 b 7 f ] p i 1 ("‘ﬂ(““ -
dlautre part, sl ¢ » b);, pour tout A € T s O 2 aussi e 3, X pour
4- 4- - = L ¥ e X o] P - 0 3 - T .
bout ze€ I , puisque (J.z’z,, )Jwé 1 est un recouvrenment de I 3 on 2 done
c j';;, 8 , ce gui prouve gue &= sup bi « Supposons réciproquement que

J%LFT
€ 2 e 3 7 & ~ 53 4 1= 1 s g - ®
lg famille (bﬁ;)*_&éz ednette une borne supéricure a' 3 alors ot p Xa

pour tout 2z&€ I ; dtauntre part, si ! P xz, pour tout © €I ,
on a en particuylier c¢' 2 sup x, = by pour tout A E L , done ¢ gt
‘ 1QJ_A (=2 P =
ce gul prouve que a'=sup x, .
I &

Tdouble® d1é]lérents

o nd
;22 fomill

4

de & . JPour gue .
. 7 <

daas llencenble ordomnd produit E =

nd
4“‘. 5
£ 2 2 o : ‘éé E
adm i‘bm une borne supéricure, il faut et il suffit gue, pour tout ze I

2
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on o alors sup A=(sup 4 }zeI'
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Lo premitre zesertion résulte de ce que l'ensenble Il des mejorants

de A dans F est contenu dans l'ensemble M des nojoronts de A doans E ed

Q
U

1z »rop.6. D'outre part, i

=1

le plus petit élépment de U est dans F

-

3

1ade

ot

anpartient & II , et clest évidemment le plugs petit ¢liément de LI g

cela démontre 1o seconde a2ssertion.

L .-
¢ 2. Ensenbles bien ordonmnés.
2 - . . . %2 - i
1. Segments d¥un ensenble bien ordornné.
I ™ Y. [ A s T e e I ttres distinctes w %
Soit R }x,y¢ une reletion entre deux lettres distinctes x,y . On
T 2
A L4

it gue H est unc relotion de bon ordre enfre x

tion dlordre entre 2 et y, et 81, pour tout ensenble non vide E sur

> L P O . - G S - ' Ao A% e e s G 5
éi%ﬁgg@ induit wune relation &'ordre (cfesi~li~dire tel gue z£€ E
4

On di% gu'un ensemble E ordomnd par un ordre [° et bien ordomnd,
. - . Ti ' e 0 . e
sl la relation y &€ 1 < x> est une relation de bon ordre enire x et ¥y
on 41t slors que [° est un bon ordre sur B . Il rovient au nfnme de

Un ensenble

par%ie.§xgv§ de T possdde un plus petit élément. Toute QS"Tlc A de E

nanjorée dans E , admet une borne supdricure dans E .

L,

Exemples.- 1) Soit E=30,% un ensemble dont les &léments .p

“

sont distinects. On vér

ifie aussitbt gque 12 partie

%(a,m}é(a,@)ﬁfggﬁ)g de ExE est le craphe d'un bon ordre sur E

M@
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Jésipgnons por G, le praphe de llordre donné sur X, . Si @ est le graphe

d'un ordre induisant sur chacun des Xﬁ 1tordre de praophe G, ,

sairenent G ¢~ G pour tout + , done G contient la rdunion Q} Gz .
(74 - a A

_ - te L

Jtantre part, pour tout couple (x,y) d'Cléments de B , il existe deux

oen a néeces-—-

«

indices <« 4 2 tels gue zé.X@’ . yeX&_ 5 conme l'un des ensenmbles

X Zﬁz est contenu dans l'azutre, supposons per exenple que X, ¢~ X s

alors gi (x,y)€ G , on .o nécessairenent (x,y)€ G_ par hypothdse, d'ol

z
g £
G () ¢ on = donc nbecessoirenent G = (J G Tnvercement. com
S -y \-'-& g . Ui Ne Sac. Ll CElb T = »..‘__/I pi ¢« LAaversenent s comme
e T el *~
N L s XON=02 racpe X o X n 8 auscai YOYT w5 Yaufl
G 3 {‘E {‘1"“,?/ s “““,E’ }w\‘,é’ lG*S{LU-\/ Aﬁ, S j-éc 9 cn a aussi Gf‘ 4 {iﬂ, x -!./Z’ /-C/é,

pour tout <€ I ; conme trois éléments x,y,2 auclcongue

w
je X
()
iy
)
o
;
{

otal sur E (que nous nocterons X £¥), induisant sur chagque X, lg rels-
[24

mais pour tout x €

T N ey L e . § et L e e A >3 7 -
Xx, est par hypothese &gal au sepment dfextrénitd x dans iﬁyg pulsgnton
- ol - B SR T - - s -:w' o
a X, < X ou X X@ on en coneclut que le segnment diextrémitéd =
Ll A &
5 4 i = P ¥ e 3 £ ot £ = <7 g S -
dans B est &gl au segment dlextrénitid x dans 4. Irouvons ensuite gue

T . i S % A e v P 2D g oo
& est bien ordonné : en effet, si & est

2 e o~ B - o 5 P £ T - 2 g 4 s
8L Xe=s , 0n 2 Xgi  pour un indice = , et ANEZ n'étant pas vide,
2 &
ST ~ i o e o 2 = B B g o £ N} PO IR Lo <7
a un plus petit &lénment o 3 le segment dlextedritd o dans E éitant sussi
= =
PRy M ] ey e = S i v 1 ey e = . =% = = oo
le segment dlextrdnité g dans X, ne rencontre pas & , ce qui prouve
: = - :

% 3 Sy (SN e KoL DN i (L =N < 4 D T v Ferua bl od 2 x o 3 =7
que @ esgst le plus petit Elément de A dans E . Enfin, tout ensemble X

est un segnent dans E ., car ou bien X, =F oii Bien B-X ntest pos
ST E ] :

vide et 2dmet un plus petit &1dment 3 X contient alors le segment
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2. Le principe de réeurrence trancfinie.

v

s

A lo notion d'ensenble bien ordonné est 1ié le critdre Buivant, dit

brincipe de récurrence transfini ie (ou primcipe d'induction transfinie) =

X C20) " i il P F e ™ ey b ™ T A - = .
C59. Dans une théorie » Solent Rix$ vne reiotion, E et T'deux ternes.
) oy o™ e ey SRL 7l e 2y e 7 ~ s y A= W eyl P T o (T o S e o
On suppose que gons la théorie “ s 1S relotions suivontes soient vroics

Ltusage du principe de récurrvence 4ransfinie

ernet entre autres e
@émontrer itexistence diapplications vérifisnt certoines conditions, ou,

comme on 4it, de définir une an plication par réeunrrence troensfinie.

Pour pius de .conmodité, nous nous placerons dans une théorie %i o est

kel

un ensenble bien ordonndé (par une relation notde 2L yi- On g alors le

C50. Soit ”?ag bn terme de 1s théorie € . Il exisic un cnsenble T
cotion I de E sur U telle ac, pour tout xe€E 1 relstion

2 o

et une ﬁnﬁli

e £ 2u sesment S 5 Alextréni té

d
x dans E) soit vraie dans & . En outre, llensemble T et l'opplicotion P

sont déterminds de facon unigue par cetie condition.




- 20 -
Solt 1.1’.5!% 1a relation suivante : "z £F et 11 existe un semble et un
seul U_ et une opplication et une seule £, de 1l'intervalle
Lo o
M} .? a4 < - } e e o ¥ ~ v < - £ £ (y)
& ,zc/L~ 5 5 U §% §sur Ux telle guc, pour tout y<=x , l’x(y)z'l‘g.i:x g ”
(s . . \ -
(ot f:‘,{"” désirne la restriction de f u segnent S_). Ilous allons

ti
rmontrer que lo relation xeE em:.mine I‘%zé . Appliguons par cela le
principe CVinduction transfinic, en prouvant que si §_ ¢ est vraie pour
tout y<x , alors Réf% est vraie. Rermarquons tout dfabord que si
v<{2<LxX , 1la restriction de f & l'intervalle jﬁ(—w $ y} eat nécessgi-—
rement identigue & £ 5 en effet pour t<Ly , ona = {‘a):’i‘gf;t)g 5

&
et il n'y a par hypothise qu'une seule fonction Z

I\

v
ces conditions. Te méme

Lo ] - . . .
F AR ) = }%—é £ fiS_uiyj} = 2 U _ . In outre, on doit avoir

z 0z TE€ Oy y ¥ yees, ¥
:X‘(z) = S_‘{ji‘; ”é; , ce gui montre que U_ et f}, sont déterminés de fagon
£ & X *
uz*mae stils existent. Mais, en vertu de ce gui préetde, on peut définir
. ' : \ i : -
une application g de SX sur V = J;S Ey par leo condition gque s2 res-—
= ) =
$riction & tout intervalle E e sgr i {y « =) soit identique & £
_ - s
' § N Q 3 - & 4
Echdgaiiggé-,prsp.fi) ; on prend ensuilte Vﬁxzvyi’f%g% ﬁ»g et on définit
. dans U_por lc ccnditiom gue la restriction de £_ & V soit g , et qgue
=258 = P P
:;_\e,(&)::i’zgg {chap.II, 5}4 nrop.7 ). Akors, pour tout y<Lx , la restriction
Xy %
ge I Je— .7} ] fy . ¢e gul prouve que Rgzg est vraie pour
5 s &~ ;

Cels &%tant, pour tout couple dtéléments X,y de E tels gue y< x ,
f. est 1o restriction de fx a }4——— ,y}; on d&finit donc une applica-

on T de L oaury U = x{?{{i B‘X par 1o condition gue s2 restmetlon &




%0

tout intervalle E<-- ,:/::Jsoit identique & £ (6hap.I1I, $4,prop.6). I1 est
clair que f et U rédpondent & 1z question et sont uniguepent déterninds.

Y

» ~ . - - o - - 4
Le plus souvent, on appliqueras la régle pricddente aon cns oh Téin

{

est un terme tel gue le théortme suivant soit vrai dens T Dovr toute

application h d'upn sepment de E dans un ensemkle P, on_a T:jbg ET .
Alors llensenble U obteru par spplication de CH0 egt bne pgrtie de F

by T S i e incow iy el g2 . WY - SO IR | - % 4. fo - = % 7 o~ "
de 1o démonstration proccaente ), pour tout y<x ,ona U_€F |, on =
- i* f A L4 - b t bl o
augsi une zpplication de o, dans B,
-3
< ¢
Mo ¢
A
%. Le

Ca 3 - ’ spdead I o ods; ° p 5 g w 7 +AT e~ N
existe aiors une partie Mde B , gf un bon ordre 7 _suv U tels gue
S AEE - - - T - T g 3 - e =] i
(en désipnant par x £ ¥ la relation ye& "« x> dans i)
&

Hontrons que si G,G! sont deux &léments de W, et U=pr,G ,
Ugfi}f,(}g . 'mn des deuz cnsembles U,UY est contenn dans E?é&tre; et gue
T exenple UCU", on g G:GB{“; {UxU) (en d'autres termes, 12 rels-—
tior dlordrz sur U est induite par 1= relation d'ordre sur Ut) et U est

an segment de Ut.
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on aurait M1=Sb pour bell , dvon M1 € @: contrai
On 2z done bien U

=l et I; =1,

On notera que si & :¢ s L'ensenble I dont 1! existence est affirmde
par la prop.4 est llensenble vide.

renent o l'hypozhese.

/ ; . )
TI:EOPJ}:ME 1 (%Zermelo).- Sur tout ensemble E 11 existe un bon ordre.

Seit (& = :}j”(E)—iE} l'ensemble des parties de E dist

tinctes de E "

et
i comme lo relation X € &
entratne : J x)(x eB-X), elle entratne zussi p(X)eE-X ,

pour tout I1€GE s posons p(X)= 'C‘X(x E€L-X)

done p(X}gé X.
On peut slors appliquer 1a prop.4d, et il existe donc un bon ordre sur
une par';i'e. Il de B telle que X % & i maig la seule partie de E nlappar—
te.zankt pas & & est E s Atk le théordpe.

55‘ Ensembles inductifs 3 le théordme de Zorn.

A,;I’TI”TOII 3.~ 0n @it gutun ens enble ordonnd E es+t inductif si toute

Dartie totalement ordonnde de E possdde une borne supdricure da ans E .

Lxenples.- 1) Seit 3? un ensenmble de portics dlun ensenble A

ordonné par inclusion et tel que,

2

pour sou_t Sous-ensenble totzlement

ordonné @ de :% » la réunion (resyp. 1’Ln‘seﬁseetion) des ensembles
e .

de @'z/appartienne & %/ (il en es

(ox o

ainsi par exenple si
F = @p {(4)). alors F est inductif pour 1s relation — (resp. =)
‘buisque lz réunion {resp. ll'intersection) des ense mbles de @’:’
ntest autre que 1a borne supériecure {resp. inférieure) de @ dang
¥ ). _
2) Un exenple ipportant dlenserble gde perties induetif pour 1s
relation < est l'ensenbie T des zraphes d'applieations de

\parties d'un ensemble A dans un ensemble B : ¢cn effe‘i; ? est une

partie de %’f{A xB) et gire qu'une partie @’ de ? est ’co zle—

ment ordonnée pour 1la relation . °1"!’llfle que les élénents de @’

-




\ h..\

- S

sont des graphes d'applications telles que, de deux quelconques
de ces zpplications, 1l'une prolonge ltautre. Il s'ensuit sussitBt
que lo réunion des ensembles de @g? est un ¢lément de SF’(chap.III,
§ 4,n%%,prop.5). On peut done dire encore gue l'ensenble é@(A,B)
des applications de parties de A dans B est inducti?f pour la rela-
tion d'ordre {entre u et v) v prolonge u”m .

3) *Lfensemblé des entiers noturels n'est pas induetif?  (pour

/ A - - o - 4 . P ~
THIOREIE 2 {(Turotowski-Zorn).- Tout enscemble ordonnd inchetif posstde

un él%ment moximel.

Ce théorlme serz conséguence du résulitat plus précis suivant ¢

PLEOPOSITICN 5.- S0it E un ensemble ordonnd dont toute partie bien ordonndée

soit majorée ; alors E admet un Sdldnent maxipsl.

Disons qulun S1idment veE est un msjorant strict dfuns partie X de E
8i v est vn najoront de X et si *vgli . Soit ég l'ensenble des parties
de E adnettant des majorants stricts, et, ﬁcar tout S & Gé s posons
p(8)= T _ (v est un mejorant strict de S) : alors p(S) est un majorant
strict de S . Appliguant & é%; et p 12 prop.4, on voit qutil eiiste une
partie Il de © e% un bon ordre I' sur M satisfaisant sux conditions de

lténonecé de l= prop.4 3 en particulier, II n'admet pas de majorant stric:

En outre,'l'OTdre 1? est identidue & l'ordre induit sur I par celui
de E . En effet, dans N , 1a relation "ve I £z et x}éy“ éguivant
éL 3ceSy_, et comne p(Sy):y est un majorant de Sy {pour 1l'ordre de E)
elle entrofne x <y dens E . Iais cela siznifie que ltinjection de M
dans £ est une annlication strictement croissanﬁe'(lsrsque I est mani

de T’ ), et comme I est totalement ordonné, on en conclut gque dans II ,




a /,
- %% -
les relations ye T« x/&et x£y sont éguivalentes (§1,prop.3). Cela
€tant, il existe par hypothlse un nzjorant m de 1 dans E 3 nzis comme U

COOLLAIZEZ 1.- Soient © un ensemble ordonnd inductif, et 8 un Sldment

de £ ; il existe un Eldément moximal m de E fel gue mn %8 .

in effet, il vésulte de 12 A6f.3 gue llenserble P des 4élérents X >z a
7 - 7

est incuetif, et un &lénment nmoxinel de F est avssi S1lément nexime

COZOLLAILE 2.- Soit & un cnsemble de pertics dtum ensenbé E fel gue,

. : S B ; - -
pour tout sous—ensemble @ de & totalement ordonndé psr inclusion
Prtinaty b 2 S

ntersection) des ensemblecs de (&5 appartienne &

St

e

1z réunion (resp. 11

; alers & opossdde un &18ment meximsl (resp. ninimal).

5. Isomorphismes dlensembles bien ordonnds.

-

P deux encenbles bien ordonmds 3 il existe un

o
-

1

£ %
TEEQEELE 3.~ Selent E

g
s

g

o 2

haadd

ke

somorphisme de 1'un d'eux sur un segment de 1l'autre. En outre, si per

exenmple il existe un isomorphisme de F sur un gezneunt de F , cet isomor—

phigme est unicue.

Considérons liensemble (& des pariies de ExF dont chacune ést le

graphe G dtun icomorvhisme £ d'un sezment de £ de 12 Forme S sur un ses—

nent de F de la forne Sy - 51 on pose alors p(G)=(xz,y}, on a évidenment

p(C—)%G - Appliquoms & (& et & p 1= prop.4, et soicnt Met [0 1a partie
de ExF et le bon ozdre sur I c~insi obfenus- Par définition, pour tout
El4ment (x,y)ell , S(x ) {(pour 1tordre 1') est lekgraphe d'un isomor-

phisme du sezmeni SX de E sur le sezment S_ de F ; il en résulte (chap.IT,

§4,prop.6) que I est le ~raphe d'une application biunivogue £ de la




J S/
34,
réunion Et' des Sy gur la r&éunion F' desg Sy {x parcourant pr,,M et y
parcourant pr,ll . En outre, si (x,y},(x',y') sont deux 6léments dis-
tinets de II , on 2 par exenmple (x',y! )CS J7)? dfol résulte aussitdt

que :{"<:: et y'< <y , ce gqui prouve que f est un isomerphisne de B?
sur F'. Or, E' est un segnent de E et F' un sezrent de F ;. s5i on avait
& la fois E'#E et F’;éF , on aurait E‘:Sa et F’:Sb avec ag¢E , be F
{(prop.1) 3 neis alors on aurait per définition [ € (& , contrasirement
a la prop.4 .

Si per exenple il exi.sté un isomorphisme £ de E sur un segment de F,
ltunieité de £ résulte de ce gque, pour tout x€E , lz restriction
de £ & SX est un isomorphisme de Sx sur Sf(x} 5 désipnant per I le

graphe de £ et par T’ ltordre induit sur II par llordre produit sur

<

o

[

ExF , on voit que II remplit les conditions de 1la prop.4, done est

«:é-

unigue en vertu de cette proposition.

COLOLIAIZE.~ Le seul icomorphisme dfun ensenble bien ordonné E sur un

segnent de E est l'application identigue de E sur lui-nBme.

PLOPOSITION 5.~ Soient E un ensgenble bicn ordennéd, £ une anplication

strictement eroissante de T dans lui-pre ; pour tout x=eE , on s

£

B

P X
‘Raiconnons pax 1'absurde, et supposons gue 1l'ensenmble H des x €E

tels que £(x)<x ne soit pas vide ; il aurait =lors un plus petit

& émént' 4 . Par définition de g , pour tout x<a ,ona f(x)»x s

et comme £ est strictemsnt croissante, on g aussi f(a) fl{zx) =x 3
meis co.rme por définitionon a f{(a)< a , on surait, en remplagant x

par £(a), £(z) > £(a), ce qui est absurde. '

COROLLAILE.~ Tout sous~ensemble 4 d'un ensenble bien ordonné E est

isonorphe & un sespment de E .
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Zn vertu du th.3, il suffit de prouver qu'il n'existe pas d'isomor-
phisme 7 de E sur un segrent de A de la forne Sa 3y neis £ serait une
application strictemcnt croissante de E dans E , telle que f(a)e Sa "

antrement dit f(a)<a , ce qui contredirait la prop.6.

6. Produits lexicographigues.

Soit (E, )‘(.CI une famille dtencsenbles ordonnés, dont llensemble dfin-
dices I soit bien ordonné. Considérons l'ensenble produit F = !;;r E,_ ,
zteZ *
et 1z relation

-

Ny eE et yeE et ({z=y) ou (pour le plus petit indice 2&€I tel
-£ ".’l -
Que pr, x 7 pr, ¥y , on a phfvz{préy)“
Gue nous noterons ‘-g ,Jz I1 est innddiat que Rgzgxé est Gguivalente
2 x€E , que Rgzzgyg inplique (R%d,, éet Rﬁngé) et que
(Eéx,yg et B%yﬁ:?) implique =x=y . En outre, supposouns que R%x,y% et

&

y,zi‘ soient vraies ; il est inmédiat que si x=y ou si y=z

[0

-]

2

soit A (resp. p) le plus petit

pz), et soit ¥

£ = pr_Z  pour

%,2¢ est vrale ; dans le eas contrgir
indice dans I 4el que pr, % #

le plus petit des indices A ,p 5 si 9

pr, ¥ (resp. pr,Y F PT

A on 2

o]
\

tout =z < Y , et pr; X L Pr, ¥ £ IT z , done pr, X < Pr, Z ;

b4

v
gl au contralre Y = B 5, 0ona yr@ = pr, z pour tout <y et
pr; X g p:z'y, v <L r,; s dans tous les cas, ¥ est le plus petis
indice tel gque pr x # T, 2 et.ona PP, X PrHE ce gui montre
- ¥ 7 / ? : ¥ : Y 5 2
2
relation dtordre sur llensemble produit E 3 on dit que cette relation,

gue R%x,zi est vraie. lous venons donc de vérifier que .’léz,yg est une

et 1l'ordre gutelle définit sur E , sont la relatior d'ordre lexicosraphi-

gue et l'ordre lexicographigue sur E {déduits des ordres donnds sur I

et sur les E»u) s llensémble E ordonné_ par cette relation, est appelée

-le produit lexix m'mphquue des ensenbles ordonnés E@ . Lorsque les




0 =

W

—

les ensembles E@ sont totolement ordonnés, il résulte aussitBt de 1la d8fLi-

nition de l'ordre lexicographique que le produit lexicographique des E6'
est totalercnt ordonné.

$ 3. Ensembles 6quipotents. Cardinaux.

Le czrdinsl d'un ensemble.

DEPITTIRION 1.~ On dit gu'tun ensemble X est éauipotent & un ensemble Y

slil existe une bijection de X sur ¥ . On note Eq(X,Y) la relation

"X est Sgunipotent & YY" .

I1 est clair que les reletions "Bq(X,Y)" et "Eq(Y¥,X)" sont équivalentes,

antrenment dit, la relation Eq(X,Y) est symétricue ; lorsqulelle est vraie,

on dit aussl gue X et Y sont dauipotents. Diautre part, Eq(X,X) est vraie.

infin, la relation Eq{X,Y) est transitive, la composée de deux bijections

&tont une bijeetion (chap=IIg§-3,thcf) ¢ ctest done une relstion didgui-—
valence, réflexive dans tout cnsemble.

De ce qui précdde résulte que si X et Y sont Squipotents, ls relation
(¥ 2)(Bq(Z,2)<=> Eq(Y,%)) est vraie. Or, le schéma ST (chap.I,§ 5,n°%1)
fournit l'axiome suivant |

((V2)(EalX,2) &=> Eq(Y,2)) => (¥ ;(Bq(X,2))=1,(8q(T,2)) -
Doenc, si X et Y sont Squipotents, on = 2?Z(Eg(X,Z)}=‘?E(EQ(Y,Z))‘

Posons la définition suivante s

NEFTITOI0N 2.  IVensepble ¥, (Eq(X,%)) est appels le cardinsl de X

(ou le puissance de X) et se note Card(X).

Comme Eq{X,X) est vraie, Card(X) est égaigotent a4 X (chap.1,g4,
schéma 85). Tous avons done démontré le résuliat suivant

PTOPOSIRION .- Pour gues deux ensembles X,Y soient éguipotents, il faud

et il svffit gue leurs cardinsux soient ézaux.
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Ixemples.~ 1) Le seul ensemble équipotent & ¢ est ¢ (chep.II,
et 4). On o done Card(¢)=¢ ; Cerd(f) se note sussi O.

2) Tous les encembles & un ¢lépent sont égquipotents, car %(a,b )}est
le sraphe d'une bijection de iaj sur {b} ; en particulier, ils sont

-

Eguipotents 4
Card({@}ﬁ=
%) On note 2 1

A

p . On note 1 levr cardinal 3 clest donc llensemble
Eq

g} 20

cergingl Cﬂfd({g {Q}j ) 3 cfest le cardinal de tout

®

-

ensenble de deux S16ments dont les 4lénents sont diffdrents.

4) Un espoce hilbertien de type dénombrable est Sguipotent &

l'ensenble des nonobres réels. .

fno
m
t...l
£a

hhtion diordre satre cardinaus.

Lz reletion "X est &guipotent & une portie de Y gignifie "il existe

éguipotent & une portie de Card(I)F

£ A
mTrtamTI T

TUI0IEIE 1.~ Le relation Ré ¥ ?% :
n i et 4 sont des cardinoux et x est Souipotent & une partie de aw

est vne relstion de bon ordre (§ 2,0%1).

(*) Bien enitendu (et malgrd la confusion créée par des notations
ideﬁclques) il nt'y o rien de conmun entre le terme nathémetigue ﬁé81§né
par le symbole njn_ et le pot Tun " du langage ordinaire. Le terme

désizné par ®iW est sussi d8sizné, en vertn de la définition donnde
ci- desQus, por le synmbole

T3 ade = P} x2 et (V)Ux ¢ {¥]) = (I 9 ((x,5) en))

et ( V) Yy ¥y)(l{z,y)€u e% ‘(x,y')Eu) => (3=y'))
et (Vy)llyez)=> (3 x)Uz,y)en))))

Une estimetion orossidre montre gue le. terpne ainsi désigné est un assem—
blage de 100. 000 sirnes environ (chacun de ces sirsnes étant 1'un des
simmes O 5 [ 5 Ve .= B, 3 s
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Cemne Hé ¥ X ¢ est vraie, tout revient & voir que la reletion
. sl 4
. orm 7 4 »
"MW EE et MELE et R 427{ ’ }9'5 " est une relcstion de bon ordre

-o

dans un ensemble E de cardipousx. dongidlérons ltensenble A= }é“-/, L& 5
tout cardinal ?{ € I est donc une pertie de A . Il existe sur A une
relation de bon ordre (§ 2,th.1) gue nous noterons =x <Yy , et toute pertie

de A est Gquipotente & un segnent de A (7 2scor. de lz prop.6). Pour tout

cardinal ¥ €E , conciddrons ltensenble des segments de 4 éguipotents

._)

& ¥ , qui n'est pas Vvide, &% adrmet donc un plus petit 6ldnent ol 7 )
&2

X
est équipotent & une partic de @ ?2,)§ on ne peut avoir (¥
et o(w@ ;é w(é‘é’? )s car alors ib existerasit un segoent de {4 ) Squipo~
H » contredisant 1z définition de p{ 3¢ ) ; conme llensemble
des segmente de A est totzlenent ordonné par inclusion {é 2,prop.2),
on a ﬁécessal'*c'ﬂen‘t (¥ ) — 9{73} }o Ceci prouve tout diabord gue
- i ¢ ' . -
nH = E et ?«61{* et R ¢ o, ;g;,; T est une relstion dlordre s comne
g ]
en outre toute partis non vide de llensenble des o ¥ ) {pour M e E)
2 un plus petit &1l4rent {’33 2,pr0p.2), le théordtms ect Gérontrs.
Hous noterons W < % la relation R % ", %% .
"~ I1 est elair gue l'ona 0K $ ¥ pour tout cardin=i ie
et 1< ¥ pour tout cardinal W #0 .

COLOLLAILE 1.~ Pour gue X soit Eguipotent & une portie ge ¥ s 11 fout et

il suffit gue Cerd(X) < Card(Y).

GO?.OLLAIP.E 2.~ Etant donné deux ensenbles, 1'un est Souipotent & une

partic de l'sutre.
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COLOLLAILD %.~ Deux ensenbles tels que chacun soit éaquipotent & une partie

de l'zuntre sont éouipotents.

Remoroue.— rour tout ensenble A , il cxiste un cnsenble dont les éléments
sont les cordinaux Card(X) pour toutes les parties X de A : en effet,
clest ltencenble des objets de 1z forme Card(X) pour Z & pO(A) (chap.IT,
Pour tout cardinsl 00 , la relation ® W est un cardinal et
4 5; oL " est Conc collectivisante en 7{ s, puigqgutelle est éguivalente
& la relzation " ¥ est de la forne Card(X) pour X < 0L ¥ 3 llensemble

des W saticfaisant & cette relation est appelé llensepble des cardinsux

PROT OMEZ’IO“ 2.~ Soit £ une opplication d'un ensemble X gsur un ensemble Y 3

on a alors Cerd{¥} < Card(X).

Zn effet, il existe une section s associbe & £ (chop.1l, §3,prop.8) .

%. OnfSrations sur les cardinoux.

amille de cerdinsux. Le cordinsl de

=ty

l'ensembls produit {resp. somme) des cnsembles ;’),:;; slanpelle le procuilt

cardinal {resp. lo sonme cardinole) des Jt, et se note P o

e g S ? -
(resp . o )
- G . ¢ :
Lorggutlavenne confucion n'est o craindre, on 4it gimplepent "prodult®

et "gsonme® ay lieu de "produit eardinal® et fsomme carcinolet, et on -

rira ,E a‘fé an lieu de P % -
1€7 o ted ‘
PROPOSITION 3.- Soient (2, )1;6 T lane fanille d'engembles, P son produit,

S sa sonne, f/Z lz cardinal de E@ s le cardinal de P {resp. 8) est le

nroduit cardinnl (resp. somme cardinale) des oL




= A0 -
Il existe en cffet une bijection de P (resp. 8) sur llengenble produit
des ensenbles (Jt@ (resp. sur 1l'ensenble sonne des Oi’t )(c’ﬁ.ap.II,;&,
prop.9 et éa 5,p20p.10).

COROLLAIIE.~ Pour toute farmille (E )761 dtencenbles ¢ cardinal de la

1 e > &
. I . N <1 :
réunion ew) E est zu plus éral a la somme 2, Card(E ) .
ter * 1eX ke
s 11 exziste une 2pnlicstion de 1a sopme & des ?z anr lenr

In effet
(

réuninon

chap.I, §4,n°8) : le corollaire résulte done des prop.2 et 3.
4 S

7
une fonmille de cardincuz, et soit f

une bijection dtun ensenble ¥ sux

1
,Z;; L . == '*1 te et aD e,

I P o
et fle) T TF ¢ =  ezyx < flx) T,zg %
- L3 = md ~ A aviAd e < T H
b) Seit (X)) 1 1 ue fanille de cordinoux, et (J3 }_)g e T, Zne
nartition de I ;5 on g ("associ~tivitd de 1a sonre et éu produit®)
] <
= L, ve, )
6L A€l zeg;, *
= ok = P i . s
— {j‘%/ ‘ET (, T ("?1:..‘ ) :
L 1€l €L zely L _
e¢) Seit {{ ¢, Joer, )y .1 Udne fanmillie (odoetient L comne ensem—
S .?_" ‘t"“""ﬁx’ J‘Lé—
S

oit I = 3% Jd; - On a
Ael, 4

: - < ¢t
‘L . - r - 4 = <«
AEL &e\g'ﬁﬁwg, )Y fel "Ler ,As,if-f%)} : =
e & ornules ans es pour la réunion et le produit dlenser-

bles (le fait gue £ est une bijeetion inpligus gue si {X,; 3 c el &st
une farmille dlensenbless nutnellerent disjoints, il 2n o8t de opfne de 1s

famille (Xﬂ%} }3&61{} (ef.chap.II, g 4,pro

ko
&
oD
o)
ot
WAL
Ui
k. ]
K
o
ke
»
P
-
@

b) est une consdguence inmddiste des formules ('zssociativitd de 1o
- = 2 - - s —— S : 3 - ;:c =
réunion et du produit {chap.II, §4,'o330p,2 e §5-,;’0p°6) et ce 12 éistri-

butivité de l'intersection par rapport & le réunion (Chap.II,céS,prop‘7) =

gui prouve gue si (Xt)tﬁl Vest une fanill

(0]
s

fensenbies mutuellenent

—~

<]
cisjoints, il en est de nfme de 12 fami}_le e X'z,))\, 6L
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anin, ¢) est une conségucnce de la distributivité du produit par
ropport & la réunion et &4 1'intersection (chap.ITI, § 5, prop.d et cor.1
de 12 prop.d).
Soient Vb et & deux cerdinsux. Si I est un ensenble & deux éléments
distincts (par exemple le cardinzl 2), il existe une application f de I

sur

e~Ars

0%'%42 , ce gqui définit une fanille de cardinaux ; l2 somme et le

produit de celle-ci ne dépendent que de ¢4 et {& (en wveriu de la prope-
4 a)) ; on appelle ces cardinaux la sonpme et le produit de ¢ e% %? 5

sl

et on les note @L+-@v et (ke . On d6finit et note de mBne lo sonme

corollaire suivant :
COLOLLAINE.~ Soient I, & » des cardinaux 3 on a
(1) a+b = b+ o, ud= Lo
(2) g b+e)=ta+Fye , wtde=tab)e
(3) 0?(5‘4-!5)“ brwr .
4. Propridtds des cordinaux O et 1.
PROPOSIZICN 5.- Soient (¢4,), . ume fonille de cavdinsux, et J
(resp. K) unc vertie de I telle gue 1ion ait ¢f, =0 pour tout z,ﬁ?J
(resp. ¢, =1 pour iout @?K) : on g 2lors '
2@ éfé;b: % (Jéb
(resp. ?*?}n.» -“? ii .
cel 1 €K

Clest immédiat pour ls somme, car 1'onkepale sonme SI de lo fomille

dlensenbles (<%%) ést Squipotent & lao-réunion de l'ensenble sonme

Lt el

o0

SJ de la fanille
Pour le produls, celo résulte de ce gue la. projection PTy de llensenble
produit El vz gur le produit particl I! 44 est une bijection

1e1 * ‘ 1eK ¢
{chap. II,.-) n S,urnazcue 1).

(&, )ﬁej-et de l'ensemble vide donc ¢équipotent & Sy -



-
@)

o)
\

Y

COROLDAIIZ 1.- Pour tout cordinal &, ona 40 = 4.1 =

COLOLLAILE 2.~ Soient (¥, @ des cardinaux, ct soit I un ensenble

Sguipotent 4 & s..pour tout 4 €I , soit d.l/& = (L, ﬂz =1 5 on &
/ﬂ
at=2, o et =2 £ -
tel * tet
cn

Lz seconde formule résulte de ce qutun senble est rdunion de l'cnsemn—

PROPOSITIOCH 5.~ Soit ( ¢¢ ) el unefamille de cordinauxr ; pour gue

l'on ait Em ve, # 0, il fout et il suffit gue lion ai% v #0 pour
tel *

tout 2671 .

Cela ne fait gue traduire la condition pour autun cngenble produit soit
s 7

non vide (chap.II, §5,cor.2 de la prop.5).
4
£
FROPOSITION 7.~ 81 ¢z et % sont des eardinoux tels aue
!’1
'az;-;-i:*g’-ﬂ,ona &K=t .

A,B de X , de cardinaux (L et -@ » et telles que les compldrentoires
Z-A et Z-B soient chacun réduits & un seul Slinent s soient u et v
ces ¢lépents. Llinterseetion C=A N3 & pour conpldnentaire dans X l'en-
senble %agv} -« 51 u=v , ona A=B=C , dtot a = & . Sinon

4=C {vj , B=C U gu} s et Ul = ¥ = 14C0aza(C) .

{]

On ee garders de ecroire que ©U + 42 = 45" + %4t entratne X = g’

e, .

e pour tout cardinel #4¢ (¢£.n°5) ; "nous verrons cependant qu'il
£ :

S e

en est bien zizmE sinsi lorsgue e est fini (;?4., cor.4 de 1s

prop.6j, -




-

deg cardinaux.

o~

5. Zzponentistion

S — o ' 1
DoPINI?ION /.~ Soient A4 et {z deg cardinauz ; le cardinal de l'enser—

ble des opplications de £ dans ¢ g£e_note 4gél » par zbus de notztion.

Al i B

Ltobus provient de ce que cette notaotion désirne déja ll'ensenble

Q

¢es grophec fonctionnels d'applications de & dons ¢t (chep.IX,

(:. Y ! In it o aerinl N ¥ e ol o] A ey i - 9
¢ 2/, €T que ce dernier ensenble n'est pas nbcessairement un
-
caxiinal (exerc.11). Le contexte indiguera tonjours clairement
£
’E -~ ] L = =} . '5’)
2¢ scéng qu'il faut donner 4 ¢ .
PRO203ITIOT Ge- Soient X et Y deux casenbles, ¢ et él leurs
X R

cordinsux 3 l'lensenble X 2 pour cardinsl oL -

En effet, il existe une bisjection de X sur liencenmble deg anplics—
9 o £
tions de ¢ dans ¢4 (chop.II, §5§ﬂ 2,prop-2).

L B &cl‘

AN
]
H
e‘&g{(
[
s
‘ [
i
L.
[{@]
=
o
gé.
13
L1
(]
s
fa

que eard{l)=
2

H
oo

el
COZOLLAINE 1.- Scient ¢¢ un cordinal e (‘@;} . - une fanille de
rARES:

=

cordinsux. On s

’sfé;A ‘52

1&eT 4 ; L%
i b : - o
o —

1€ 71

j :
Vi >
5 €5 - Les deux menbres de 1'472litd & dénonirer sont alors égaux &

201t S lfensermble sonme des et posons (% _= ¢JL pour tout

J'G
b

£
‘E? UL _ , en vertu de 1n rop.Y et de 1o formule d'associativité du

- produit {prop.4 b)).
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COROLLAIRD 2.~ Solent (d% ), o une fonille de cardinoux, et
un cordinel 3 on a ?
e G o — o’
(P o)y = P uv.
1ter * 1el t
Soit ¥ un cnsenble tel que card(X)= -+ , et posons d% , = 6@;
pour tout (71 ,%2) € IxX . On g alors, en vertu de l'azssociativitd
du produit
) -g, T3 /‘:) . ») e B o
{@%) :ffﬁ-,%_,i=3”(i‘:j%w)=}‘m¢g‘
1€l Xe K 1€l t# 1€l ek * 1€l 4 2
COXZOLLATIZ 3.- Soient ut, %; , £ des cardinoux 3 on a ot =( ¢xt yﬁ
A . 4 A T v - # " ,
Soit I un ensenble tel que card(I)=fy 3 posons & = pour
o
tout ¢€1I . On 2o
<3
8« éli%% gy & &
ot = g tEL = L *=(a")=
’ ter
en vertu du cor.1 .
e o e e . 0 1 . g
PROPOSITION 10.~ Soit ¢4 un cardinsl. Cn g gl =t . o =08 4 1 =1
. gL
si n,fo ,ona 0 =0,

En effet, il existe une application et une seule de ? dans un ensem—

ble gL 1l nqae (Lizapplicetion vide) ;3 liensenble des applications dfun
ensenble & un seul S1l4ment dans un cnsenble queléongue X est Squi %ﬁn%

& X '(chaaullgégﬁ,mOB} 3y 11 existe une application et une seule diun

-

ensenble gucleconque dans un censenble & un é1ldment 3 enfin, 1l ntexiste

gucune application dtun ensenble non vide dans g

O ::: - 03 > & &
Cn notera que l'on g O =1 ; 1L'Mindétermination® généralermcnt

attochSe & ce symbole ne se présente gue lorsgu'ton cherche &
étendre l'exponentieclle ab i des valeurs non entidres.des

ares

unents. g

PL.OPOSITION 11.- Soient X un ensemble et ¢ son cardinal ;3 le cardinal

de l'ens enble ﬁ (X} des porties de X est adz .
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Soit I 1'ensemble {0,1} 3 on a card(I)=2 . A toute portie ¥ de X 3
faisons corresponire sz fonction caractéristione Py s clegst-i~dire

l'application de X dans I définie par Oylx)=1 pour x€Y ey LpY(x) =0

pour xeg X-Y ; soit u l'application Y ,'>(19V de .;f'(,»{) dans A .
Inversenent, & toute application & de X dons I , faicone corre cespondre l1a
partie “é(?) de X ; soif v l'applieation g sty “3(1) ge 14 dans f[f{}{).,
I1 est clair que les anplications uov et vou sont les applications
identigues de .'[:/L et de ’%}@(X)e Done v et v sont des bijections

- - . VY oy A
(chap.II, é;?cor. de lo prop.8), ee gui nontre gue CGfd(;Ff(X;)::Z? .

5. Relations dfordre et ocpérations entre cardinonx.

PROPOSIZIOY 12.~ Soient I et j@» des cardinoux 3 pour que lion =it
5 PO . . g P . - .

Ob 7z ¥ » id faut et i1 su’fit gu'il existc un cordinal £ Lel gue

13 fs ¢ ‘,

U= v +L .

n etffet, la relation (X > %’» signifie gutil existe une partie B
de (g c¢quipotents & ('ﬁoz), cfest~i~dire que ¢& est cguipotent a

l7ensenble gomne de 5, et dtun enserble € .

““-} 81 X p ¥ , il existe en géndral plusilcurs cardinaux £  tels
'/{ ,{) : Pt -
i aue ¢ = T + £ 3 on ne peut done en géndral définir de
rAife ércﬂce”‘ Jf - @ de det}x tels cardincux (voir 3 4,&05}-
o~ i & = Big -nu i
COROLLAIZE 1.~ Soient ‘Lﬁ )z,eai-‘: e | af }zé'*’ den anjz,‘;es de
cardinsux syent le mfBre ensenble dlindices I s €t telles gue pour tout
3B
2 €1 ;5 on g alors a7y
-
L x> o PasPy
{€1 7]
Posons f/'?fi -:-‘{% 4L « O 3 2 k& = Z. “féi; + Z ‘é’;& dtaprds
' & tel - teL ey '

8]

l'associabivitd ds 1a somme (prop. 4tj). Dlautre part
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P(JJ = I" ('@ + £ )={ ? .’2 )+?ﬂ‘ ep vertn de la fornule de distri-
1€ 1er ? *

butivité (prop.4 e¢)), d'ou la uccondc agsertion.

C‘x

Lo peconde fornule résulte zussi des relations d'inclusion entre
produits d'ensembtles (chap.II, §5,cor.3 de la prop.5).

COROLLAIZE 2.- §

Q
t»l
o
o~
&
St

7 ¢ 1 ne fonille de cardinaux. Pour toute

oy oo o2 5 . ot } < Qs - e, . 3
portie J de I , ona 5 % & 2, o, - Bi en outre on z 0@%0 pour

4 ¥ =
tout  1€I-d ,onz Py s o
| tery * 7 o1e7 . :
Posons U, = U, pour z€J et ¥ =0 (resp.1) pour <€ I-J ;

= Lo 6 s ~ I - b.. o /
1l suffit dfoppliquer e cor.l, en remarqguani que lz relation (¢f £0

COIOLLAITE 3.~ 8i e , 2/, £ , 47 , sé.gt des cardinoux tels gue
sn'ss G<cg! ,ons z:f@;:; w® .
)
Cn 2 en effet &?éﬁg &*2:’{% dfaprds le cor.i et 1z prop.9, et
@‘,-’g@; %/gl dtaprds le cor.2 et 1o prop.0 .
;;:;iﬁaaue - Seit (e, 3@;5 1 bne famille de cardinaux, et ¢ leur
sonoe. L'ensenble F des cordinsux << Ot &tant bien ordonnd ek contenant

tous les U% {cn vertu du cor.2 de la prop.12), la fanille {&’zﬁ 3

admet une borne supirieure ¥ dans cet enscmble. En outre, tout
. 5 - &
cardinal £ tel que £ > ¢, 9pour tout € I est tel que Z > & 3

e
A’{@%%,aoneg i,

%
alors la définition de 1o borne

et 1'inézalité A < U contredirait
sup8ricure de la Ffarmille { «fs: dans llensenble ovdonnd F . Par sbus

de lanmazse, on dit que é est la\lbio:m'e sunéricure de la Ffamille

{ &*L ) e 1 8¢ cardinaux.

i LZZZ."’ 2 iC Ltof)o; Pour tout eri al oL sona 2 s
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Soit E un ensenble tel que Card(E)= % 3 on 2 Card( W(E)):Q%
(prop.11). L'application x —» {x} (x€E) est une injection de E
dans fﬁ’(E) ; dlod UZ.::-ZQ’)L » Il suffit de nmontrer que UZ%ZUZ 3

c'est-i~dire gue, pour toute application f de E dans %O?(E), 1'ipage

. \ < 2 y o i 7 -
E{E) est distincte de ,;,J?(E). Or, soit X l'enscenble des 2z &L tels gue

xgg‘;f(x) s 81 xeX , on a f(*:)?’X , car x¢f(:-) s 81 z€L-X |, on =

f(x)¥X , cor on o =z E&f(x). Ceci dérontre que X{éf{““),_ diot le thiéorime.
H

COTOLLAITE.- Il n'lexiste pos d'ensenble dont tout cardinal soit 4lément.

famille d'ensentles (“)Xﬁt . €t tout cardinnal serait égripotent & une
<
partie de S . En particulier, soit 5 =Cazrd(S) ; comme 2~ est un
<
ardinal, on auralt 27 £ § , ee gui est absurds.

1. Définition des entiers.

DEFINITION 4.- On dit gutun ca:dlﬁal ¢, est fini si B # UL +1 ; un

cardinal fini s'spvelle susci wn entier noturel (ou sirplenent un entier

o e *\ - -
si aucune confusion n'est & cralizdre( /). On dit gutun ensenble E est

on cardinel find ; on dit alors gue Card(Z) est le nombre ¢f3lirents de B.

On dit gu'une fanille {chap.Il, §3,no-4} est finie si son eusenble

d'indices est fini. On appelle suite finie (resp. suite finie d!'éiéments

de E) une fanille (vesp. une fapille a'élimenss de E) dont l'ensenble

d'indices est un ensenble fini I d'enticrs ; le nombre d'414rents-de I

‘appelle zlors encore 1z lonsueur de 1o suite finie.

(*) In notion d'Tentier™ sera pilus %zrd zéndralisde on Alodbre, of 1'on
d6finira les eatiers rationnels et les entiers 21-0briques por rapport &

g4 annesd.
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Quand nous dirons que lc nombre des objets d'un certain type est
un entier n , nous entendrons que ces objets cont les Slénents dfun

cngenile £ini B dont le nonbre d'élénents est n . Un ecnsenble dont
lc nombre Ad'él4ments est m est encore appelé ensenble & m él%nents.

PIOP03IZTI0N 1.~ Pour gu'un cardinal o soit fini, il faut et il suffit

On s2it en effet gue les relations ¢f = 4 et of +1 :“@-H sont

égnivalentes (S 3,prop-T) 3 les relations AF L +1 et UL +1E(00+1)+1

I1 est clair gue O%? ; done O est un entier. On en dédunit gue
es entiers. Les cardinaux 2+1 et (2+1)+1 sont des
gue l'on note 3 et 4 .

CL’ - . -
PROPOSITION 2.~ Solent I un enscoble, < (Z) llensenble des parties

de T . Llensecble % (T) est lo plus petite des porties @' ie %:f(@}

s2tisfaisant fux conditions suivantes s | 5 2% 1es relations

&
™
Q)

- % i 4 Xy
Xe@ et €3 entratnent X U Sxle @ .
< L >
Soit LB ltensenble des parties @\T de JJ{Z) satisfoisant & la condi-
& H

1
1'énoneéd. Il résulie de 1la prop.i gue l'on a 5’3{1‘5‘}6 (ED s Gar

gﬁ est fini et si X cot une partie finie de & et x¢€E , ou bien
x

=y

X ﬁjﬁé ree::é}z Z , ou bien Card(X u?’z' j):ﬁard{zjvé-'ia liontrons inversement
(B (&  pour toute pariie @?’g %Z; - Jans le ecas contraire,
in entier @ et une partie X de E ‘te}.le gue Carri(X}:;zz 5

as & @? - Les caréinauz <o forment un ensenble

soit n le plus vetit enti <o pour lequel il

existe une partie B de I telle gque Bé @‘} et Cord{B)=n . Par géfini-
tion de (g) s On = B;ép’ ; soit beB et Bi= ‘)—{b} si n'=Card(B!),

on 2 n=p'+] ; n' cst entier (prop-1), done ;én'-H et par suite n'<n .




B0 &
Por définition de n , on 2 donc B! € @ s nois alors B=B'() .ib}.e (é’
par définition, ce qui est contradictoire.

2. _Inépalités entre enticrs

PROPOSITION 3.~ 801t n un entier. Tout cordinal o tel que ¢ <n est
bn entier. Si ni":O, il existe un entier n et un senl tel gue n=w+i1, et

uivalente & 2 <o .

=
[$]
'..l
[}
H
v}
3
o
=
&
A
ja
[¢Y)
2
ck
(&
&Q

Si UZé n , il existe un cordinal “5— tel gque n=d +-@ (§3,pr0p.’i 2}

{*3 * < ' 'f\ - 4
alors (0L +1)+H =(gr+ )+ = n-+1 (5 3;cor. de 1o prop.4) et comme
n+ifn , on 2 (d&”‘*‘)’?ﬁvf(ﬁ‘“ﬁz s par cuite oL +1 £ 1 ce i signid
7 .f, « O 2 1 "f'/’r e T {3 s BpAax Sui [ Va * , Ce quil s1gne-
fie que ¢ est un entier. 81 nf0, onec nz 1 (§3,2%2), done il

cxiste un cardinal m tel gue n=m+t gg 3,prop.12}) 3 conne ngn o,

n est un enticr en vertu de ce gui prdéedde. ZInfin, si un entier g est
tel que a2 <un , onn & n=a+b , avec “bf’O {S 3,pr0p-12) 5 comme b est
ntier, on 2 b=ec+i et un=m+i=(8+c)+1. On en conclut cue rm=atc

n
g 3,prop.7), d'ot a<n (& 3,prop.12). Inversenent, si a <n ,

r\g
Jeefe

on & gussi a £ mHi=n et si oz gvait sg=p=o+!1 , on curcit a >n ,

£

COROLLATRE 1.~ Toute partie dlun ensenble fini es

t
OZOLLAIRE 2.~ Si X est une portie d'un ensemble fini E , distincte

c
de £ , on 2 Card{X) < Card(E).
tn effet, X est contenune dans lc complérentaire X' d'une partie de

réduite & un seul 6l°ment ; on a Card(X) < Card(X?)

Qtr.l

ard(E;=Card(X?)+1 , donc (prop.3) Card{X')<  Card(E) et a Ffortiori

Card{Z) < Gafé (E}.

COZOLLATLZ 3.- Si f est une anplication d'un cnsemble fipni E dans nn
gucepble B FIE) est une partie finie do B .

T cffet, Card(s (*)) Cerd(E) { 3 3,prop.2 ).
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COIOLLATIZE /.- Soient B et F deux ensenbles finic oyant le mBre nombre

? t on de B

dtélérents t

Pt

8, une opplica

dans

©
4

sont Sounivolentes

F

[=
)

Le

propriétés duivantes

a) £ est une ;OjC(B'OH :

b) £ est ume suricction ;

¢) £ est vne bijection.

11 suifit de prouve ) et b) sont Squivalentes. Si f est injective,
on a Card(f(E))=Cord(E)=Card(F), dtoh £(E)=F (cor.2}). Si £ n'est pas
injeetive, soient x,x' deux Slénents de E tels que ﬁ?z' et f£(x)=Ff(x") 1
alorg, en posant EV~“—é{ , on a f(E’}:f(E}, dfol Card{f(Z)) <
Card(z') < Cazd(E) en vertu du cor.2 ; mois comme Card(F)=Card(E), on =
‘nécessairenent “(E}ﬁ@ .

2, Le principe de rScurrence.

Tout ensenble dfentiers, étant un ensenble de cordinaux, est bien
ordonné (% S,8he1). Ce f2it est & la base du critbre suivent 4dit
principe de rdcurrence s
C5t. Soient Egné une relation dons une théorie € . On suppose que
dens ¢ , lo relotion suivante soit vraie

ﬁRéO% et ({n est un entier et R%ﬁ%)‘ﬁ>’%%z+?§}?
Alors 1o relation "(n est un entier) = Rén% T est un théordme de %f .

Raisonnons par l'sbsurde et saapocoﬂs gue la relation #il eﬁiste.un
entier n tel gue {non R%ni}“ 0it vraie aans‘ Ef « D0it g un entier
tel gque fnon qu,g" (cfochapsigé 3,0 3 et § 4,n%1). TLes entiers n

tels gue n<L g et "non R%né-” forment un ensemble non vide bien ordonnd

(§ 3,0°2 Ben argue}, qui avrait
aurait "non néOg " , ce qui est

contraire & l'hypothlse. Si

s‘>~0 :

onc un plus petit ¢lément s . Si s=0, on



- 5]
g=8'+1, ok &' est un entier tel que g'< s (prop.3). Par définition
de 8 , on zurait donec Rgs'g » D2is alore 1l'hypothise entratne que
Tésg est vraie, ce qui contredit lo définition de & .

rsquton veut utiliser le principe de réeurrence, on doit done

démontrer 1o relation "(n est un cntier et E?n%)-m@ R§n+1§" 2
e ¢ ’ Z r A @
lorsqu'on fait cette ddmonstratiown, on dit couvent que la relation

~

Tn est un cn

[®)

I

. o o s -—)‘ . = FR N .
ier et Lgng" est 1'hypothlse de rdcurrence, et
cu

[©]
02
-
N
=t
D
e
i
’.Ju
(®]
-
=
o

¢
guton proctde Ypar rdcurrenc

ey,
[
i3
0]
=
<
(¢
¢

{
(-
]
o
ol
=
fod
jt
N
4]
w
&
]
(O]
=
[ ¢
W
[#]
(@]
S
G
o=t
D
]
e
o
(]

=
=3
=
s
Q
=
le]
i
(‘L‘

le récurrence,

*riteres gul se décduisent cisdmeunt de €51, et dont nons allons

R ER - o g 4 P 1 E - >
n effet, la relation SgOg est vraie, et par hypothdse Sép% entratne
7

(n est vn enticr 2 k e% ﬁ%ng) ==> Rin+1§" solient vraies. Alors la

‘] Hin nc ¥i i : 3 . >
relation "(n est un entier 3 k) >»R§ﬁ% " est vraie ("rdcurrence &

partir Ge k"). En effet, soit Sin? 1a relation in >1) :§>R§ng n .
2 £

-'n

slors  S30% ot wraic .
glors g ; est vralce, et la relation "(n est un entier et S%ﬂg);;>bgzr%1§
est vraie. On conclut de C51 gue "(n est un cniier) == Sén% m est vrais,

et par suwite gue "{n cst un entier >>b)=ﬂ>.“§n§.“ est vraie.




3) Soient a,b deux entiers
tion telle gue 1'on ait ﬂ¢ a} et

- < "
"(n est un entier et agn <ot €£b et R<n§) =2 Rin+
Llors la relation "(n est un entier tel que a2 < n b
est vraie. On proctde comne dans le cas précédent en prenant pour Sgn_g

! 4 % i -
a relation "(ag gnLntl £b) => Ring " ("zécurrence lipitée & un

X = ' . ) - s = ns. € -
4) Soient =2,b deux entiers tels gue 2 <b et soit ﬁéﬁg une relation

tlors 12 relztion ©(n est un cat tel que agghﬁgb}szi B%n@ T est
; ¢

("récurrence descendantem).

4. Opérations sur les entiers &t les ensenmbles finis. -

PROPOSITICT 4.~ Soit (2. ). une famille finie dlentiers. Les cardinoux
it i‘i el

B

iel 1 = 1€l

sont alors des entiers.

-

llontrons dlabord que, si a et b sont des entiers, a+4b est un entier.

&

o

Proctdons par réeurrence sur b . Lo proposition est vraie pour b=0, car
a+0=a . Si a+b est entier, il en est de mfnpe de {a+b)+1 (prop.1) 3
pois  {a+b)+i=a+{b+1) (§ 3scor. de la prop.4), done so+{b+1) est entier,
et par suite at+b est un entier pour tout entier b .

iontrons mainﬁeﬁant,'par récurrence sur n=Card{I), que ?Z: 5

i
.vv"‘
-est un entier. Ctest évident si n=0, c=r alors Izﬁ et ;if S C.




\,'3

\:\

Si Card(I)=n+1 , ona I=J %kf » avee card(d)=n et k%J s alors

<
é’.’.:.c cinad B - -

- of % ? ct-¥r =) TEIE N b ol L " ~ 9
eI 21t ieg B4 (§ Jyprop.d). Ihypothese de réeurrence est que
H/E’J‘ g st un entier 3 il st d ad 8 d gt . o itanrees
ieg @i es n entier ; 1l en est donec de nEme de Wfk ied ai dfapres

ce qui vient d'®tre démontré. Cela prouve que S 81 est entier
nour tout a .
Comme le produit ab de deux entiers a et b est la somne dfune famille

o 2 > = % 1.2 A Q-
finie dientiers égaux & g (g Z,cor.2 de la DrOpe. 5

llontrons, par réecurrence sur n=Card(I), que %éfi a4 est un entier.
ey - I ” ¢ é . ¢ xR i E
Ulegst vral pour n=0, car slors ;1 2i=t. Dlautre part, si

-b«c S

Card(I)=a+l, on & (avec les mbres notations gue ci-degsus)

iZGT a3=a, . i%i?ai (é 3.prop.4)}. donc lthypothdse de rbeurrence
R ot 5 238
T . . - ’ Tl . .
entrafne gue ,-fé**-,- 21 est un entier. Par suite s %*:E 2i est un entier

diensermhles

COROLLAIRE 1.- La réunion E d'une famille finie (X, .
=

Jade

finis est un ensenble fini.

EZn effet, llensemble somme S de 1a famille (Xi) est fini. Comme il
axiste une applicetion de S sur E (chap.I1I, §:4,n°8),. l'ensenble E est
tel gue Cara(ﬁ; Card(S) {é 3sprop.2), done E est fini (prop.3).

COROLLAIRE 2.~ Le_produit dfune famille fipic dfensembleg f finis est

un ensenble fini.

COROLLAIZE 3.- 81 2 et b sont des entiers, ab est_un envier. Liensem-

bie des applications dfun ensemble fini dons wn ensenble fini est fini.

In effet, ab est le produit dfune fanille finie dlentiers dzgoux 2 g
L - =
COROLLAIRE 4.- L'ensenble des parties dlun enﬂemble £fini E est fini.

- : Card{E) ;¢ - 5
En effet, son eardinal est 27 rd (E) (¢ 3, prop.i1).
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PLOPOSIRION O.- 81 2 et b sont des entiers tels gque a < b, llintervalle

(a,b} est un ensemble fini dont le nonbre d'éléments est  (b-a)+1 .

Zn vertu de 1o prop.7, on peut se linmiter aun cos o 2=0. Démontrons
la proposition par récurrence sur b . La p:c'opom.tlon est ¢évidente pour
b=0. D'autre part, la relation 0K xLb4+1 Squivant & "0 x<<b+1 ou
x=b+1" et la relation Oz <b+1 Sguivaut & 0<£Lx<b (prop-3) ; autrement
dit, 1'intervalle {o b+1] est réunion de {o b} et de §b+1Y, et ces deux
ensembles ne se rencontrent pas ;3 en vertu de 1! yoo**hr se de réeurrence,
le nopbre d'élénents de EO,bH} est Szl & (b+1)+1, ce gui Stablit

la prooposition.

PEOPOSITICH G.- 2our tout ensenble fini E , toislencnt ordonmnd, ayant

Iéments {(n » 1), il cxiste un isomorphisnc et un seul de T sur

i

Tout revient L prouver l'existence de 1*isonor§h§_sm en guestion cex

-“

son unicité résulterz alors de ce gue le seud antomorphisme dlun ensenble

bien ordonndé est l'avtomorphisme identique (§ 2, cor. du th.3). Prouvons

C’

d*sbord, par réecurrence sur n z i,

2

ue E posséde un plus grand élénment.

L= pronosition est évidente si n=1. Supposons gue = 2it n+il Sléments, et

l)

soit 2 un 3ldnpent de I E?:Eu%a§ est un enserble totmlement ordonnd
eyant n S1%ments, donc admet un plus zrend &ldnent b , ea vertu de 1t'hypo-
thése de récurrence. Comme E est totalenmcnt ordonné, ona a< boua>b ;
dans le prenmier cas, b est le plus grand S1ldnent de E , et dans le second
cas, a2 est lc plus srand 81d8ment de § . Cela étant, prouvons par récur—

o

rence sur n gutil existe un isonorphisne d E sur {1 ,n} « Zn effet, 1=

M

proposition est évidente pour n=1 ; supposons gque E ait n+l &lérents :
soit b le plus zrand élé.ment de £ , et soit 31 #E~§b} ; coome E1 an

éldnents, il existe un isombrphi sne f de E sur 1'intervalle [1 ,n} b
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en posant.. f(x)=f1(x) dons B, et £(b)=n+1, il est cloir qu'on définit
un 1uom0rph1 me £ de E sur l'intervalle {1,n+1]
Soit (ti)iéal une suite finie de lonsueur n , fornde d'élénments
d'un ensenvle T . En vertu de 1la prop.Y, il existe un isomorphisme f et

un seul de lilintervelle f? n} sur l'ensenble o'enslers I . Pour tcut

1 { 3 on 4 q Tryy € kebne term la sui b
ke; 1 T ilt que cf(k) est le k-Cpe terrme de 1a suite, tf(1)
(resp. cﬂ(n) s'oppelle le prenier (resp. dernier) terme de la suite.

Soit P%lé une relation telle gue les i pour lesguels on a P§i§

14

forment un cnsenmble fini I d'entiers 3 une suite finie (4. ) i eq Se note
alors souvent (%. )P§ 5 - ar exemnple, lorsque I= a,b} ,» 0n enploie
. ¢ ,

souvent la notation (%, " - Jans "les nfnes conditions ¥

souvent lo notation (°1)a§:1§13 Dans ‘les nfnes conditions, pour

désizner, por exemple, le produit d’unepfa:ille diensenbles €X.) ieT °
% - & -

on utilige les notations wgfgii et 3 % 4; 3 notations anslogues pour
= : Lz

lz réunion, l'intersection, le produit cerdinzsl, la somme cardinale,

51)*,etc.

22

*les lois de conposition en Algébre (Alg., chap.I
Tne suite finie (%, ) i*<b gtéerit souvent oussi sous une
fﬁrﬁe telle QLQS (taeta'ﬁ'l‘. =°.° e ?%h)s Ou (‘ta’s .. $‘kb~1 gtb)g Ou

'(ﬁasﬁa+1,=-ogtb_i,tb), etec. Lorsgu'on epploie de telles nota—

t

Tede

ons, il est sous-entendu qu'on n'exclut nullerent le cas ot

o)

n aurait b=a (et ok par suite les 6ldnpents T 4 OU t,_q D€
seraient pos définis).

7. Divigion euclidienne.

POPOSITI G 10.- Soient 2 et b des entiers tels gue b 20 3 11 exisie

-

iers 4 et r fels gue a=bgir ct r<L b ; les enticrs g et r sont

o
cf
[—'« 3

deg e

déterminds de facon upigue par ces conditions.
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Les conditions imposdes sont égunivale

Tout revient done 4 trouver g tel gue

g doit Btre le pluc petit entier tel que

mf£0, et on peut donc Serire

< a <L blgH).

Lss

notations étant cel

me=q+1

N\

N

ntes o

bg£a<b{q+1) et r=a-bg

boLa<b(g+1) 5 zutrenent dit,

aLolg+l), ce gui nontre aque

Pour rpontrer leur exis

gue 2< bp , ne

A
L

e

G ces e

petit de antiexr

r(’}

avee g<n (prop.3) j il en

les de 1o prop.10, on dit gue =

'b

divigible par b ,

b2

. 81 r=0, opn dit cuec est

ou cue b est

)
[
of

qus

Les relations sont dau

,a?fh:€a§fa){%/%}

ks

de b , c+d et c-

o4d
e =

g
4
Les entiers

wde

ori e

nultiples de 2 sont dits

8.
—

Tumération.

PROPOSITION 11.~ Soit b un entier > 1.
(9 2,n%
dlintervalles tous identigues & £63b~13

)

L, le_produit lexicozraphigue

.’02-‘(1”0,1‘1 ,o-e'?r

i e;Ek , Soit fk(r)z

dtéerire

;fb ou 2

ivalentes (si

b >0).

a

gl ¢ et 4 sont des muliiples
neltiples de b , llon 2

-

pairs, les autres inmpsirs.

Pour tout cntier k& >0 soit

<k-1

) de 1o fonille (d 5
7 . = { h)asﬂ\
- Zour tout :
-4 ]

rhbk"h‘ ; L'application £,

k

~

5 2 =4 2 7 rd
est un isomorphisme de l'ensemble ordonné E, sur 1'intervslle Lp,b

=

e
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Tous démontrerons 1a proposition par réeurrcnce sur & 5 elle découle

aussitbt des définitions pour k:1. Dlautre part, pour tout
r:(go,...,ry 1,1b)€*%mm, posons vlr)=( Tosees gy ?)éiJ ; L'application

Q(r),rk) est un isonorphisne de Ek+1 sur le produit lexicogra-
phigue de B, et de J:[b,bn?w » conme il résulte des définitions. On
peut Serire 7 1epq (T)=0. £y @(1))+r 3 montrons gue la relation re r?
entratne £, ( r) < £, ., f'}» En effet, on a =lors, ou bien
plr) L 9lr?), ou bien plr)=o(rt) et r,<rl . Dans le premier cas,
LihypothEse de rdeurrence enirofne cue Zplolr))<e, (plr1)), done

{prop.3) fk(@(rf}) Zzzk(@(r))+4 s par =suite

Lb-1 . Si av contraire

|--A

ff’3‘293»f (o(r))+o>2 £ (p(z)), puisque
) <rf , on a £rpq (T)=0e fP{mif’l)krl<Zn (?{r?)}+
- Dfautre part, lthypothise d récurrence montre gue

—pK+H

-1, diok fy+1( ) £ ‘-t} +b-1 -1. On en counelut gque

Lyuq ©St un isonorphisme de El,__,1 sur une partie de ltintervalle

& i b & -

iogb“ﬁqw?j 3 ools comne cet invervalle e% E?+? ont le mBne nombre 4'81&-
1= .

tients b“+? {vrop.3), fH_1 est une bijection {cor.4 de 1o props3),

ce qui achive 1o déronstration.

= =

wenerquons naintenant gue pouxr tout entier o s 008 aLhb” s il

s')

uffit de raoisonner par réeurrence sur g 5 la preposition étant évidente
pour g=0, et i*hypothéée <;ba eatrafnant a+ig b“k(b b2=pBH1 »
{prop.3 et cor.2 de 1la PZ0Ps5 ) I1 existe done un plus petit entier k
Atel‘qae a,<;hk ,'et 1a 330p.11 prouve alors gufil existe une suite
finie et une seule (vc,...grk 1) telle que 0<<3:=h b-1 pour O<§h\§“ 1

et o= éﬁ rhb““h“1 3 en outre, on 3 nécesssirencnt » :»0 sans quoi

£-1
on déduirait de la prop.11 gue a<’o"‘°1. On di% que Z rhbk‘h_"1
' A=0

est le développemen't de _base b du nombre entier g .




-G

we PO e
Lorsque l'entier b est assez petit pour que cela soit praticable, on
représente chague entier £ b par un symbole distinctif eppelé chiffre,

les chififres représentant O et 1 6tant en géndrzl O et 1. Scit 2 un
-4
. <* k~h-1 . .
entier, et L, =»,b son développenent de base b 3 si l'entier I

=0
fiourant dans ce développenent est assez petit pour que ce s=oit prati-—-

cable, on convient d'agsocier 4 l'entier 2 la succession de symboles
obtenue en Serivant de rszuche 4 droite Ty : &
chague entier r, par le chiffre gui le reprdsc

‘Jn
&)
@
S
b
W
—

2
(4]
<
=
O
Q
st
(@]
)
l—l
=
n
r-‘

obtenu est appelé le symbole nundrigue sssocid & 2 . OUn renplace a2lors

on symbole numérique dans les termes ou relations off

0

souvent ¢ par

1 finure.

i..ll

Par exemple, si C,D,E,F sont des chiffres, les synboles nusxfW1*
gues CD, CDE, CDZF sont respectivenent associds & Cb+Dd

2’m'ﬁ -'.'?)‘1'1.
Co™+Db+E , Ch +Db+EDb+F .

ssocid 3

{9

Il résulte de la prop.11 que le symbole nupdrigue

nt &

M

% ; . i . g
un enticr 2 est unique, et que s8i 2o <L b, il conti
chiffres asu plus.

8 3
On noters que le symbole nunérigue ossocid & lientier b

est fornd du chiffre 1 suivi de k chiffres Q.

Le systdme de représentation des entiers par des symboles mamériques
stappelle le gystéme de nundration de base b .Dans 1la pratique du Czleunl

w2
(€2}
&)

9]
Nt

nundriguc, on utilise les vsténe uivants @ le systime de base 2

ou systime dyadigue, of les chiffres sont 0 et 1, coployé dans les

nachines & caleuler podernes 3 b) 1e systépe décimal, dans leguel les

chiffres sont 0,1,2,3,435 = 4+ ,6 = 541, T=5+1, 8=T+, 9=8+1, et ot b

sy

gst llentier O+1 dont le symbole nunérigue est donc 10 dans ce

syétéme, et gui s'appelle dix). Ce dernier systdne est traditionnellement




iy s
utilisé dams le Caleul nundrique, et clest celui dont nous nous servirons

lorsque nous zurons & Gerire un enties ¢ explicité dans la suite de cet

jot)

ouvrage (ce qui sers aszesz rare, d'silleurs).
Tous renvoyoas & la partie de ce Traité consacrbe =u. Calcul numérique
pour ltexposé des nbéthodes qui pernmettent dlobienir les symboles numbri-

gues associdés & la somme, la différence ou le produit de deux entiers

donnés par leurs symboles nunm

v
e

Dans toutes les parties des mathénstig

-
o
D
)]
o
2
&
i
ot
£

tb{j
0
0
o
s
<
S
[

U

le Calcul nundrique, la prop.11 seras surtout utile lorsqutelie

gera appliguée 2 un entier b prepier ..

ner les cardinaux de certains encerbles finis,
t

les cardinsux

a2 : 0 - - - & 3 = - H s -
¥ et ¢ dcbrs cardinauw, £ upe surjection de & spr F teile gue, pour
. <1
Lout yePF , llensemble f{y) ait le mfne oo “ﬁlﬁﬁl £ 3 on a alors
gL = {g;: -
-~
kn effet, la fanille (£ (y))_ _ . est une partition de T s dont

Nt

DEFITITION 3. - Soit n un entier 5 o0 note n! (qui se 1it "Ffactorielle n®

. P'(i+?}@
On & Ol=t (§3,prop.10) &t 1i=t .
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PROPOSITION 13.~ Soient m et n des entiers tels gne ng n . Alors

KR RATIEN iy

wf/’nwﬂ) est le nonbre deg applications injectives d'un cnsemble A

& m ¢lZments dans un cnsenble B & n &léments.

Procddons par rdéecurrence sur le nombre ngn C'Eléments de A .

La proposition est évidente pour m=0. Supposons gue mHiLn , et =oit
e £

ensenble & n+1 Sldnents, A' une pertie de A ayant o 61ldments, et

de 4 et A' respceiivement dans B . et soit g Llapplication ‘£ 49 At
2
qui & toute fonction f£e P , fait correspondre sa reotricition & AY .

Pour tout f£'e PY, un Sldment £ de w(f*) est déterminsd de fa eon unique
ective, on dolit avoir

2.

£{a)€B-£'(A"). I1 en résulte que w(£') 2 rlne nombre d'41ldments n-n

i
- nl n 2 a ade - Clo Cre
{n-m} = . Slérments. en vertu de 1l'hypothise de rérourrence,
fp—mil  {penet )
=%l {lefdf o
et cslia demonire la propscliicn.

COL0ITLAILE.~ Le nombre des perrutations dtun ensemble fini 4 n éléments

PROPOSITION 14.- Seoient A un ensenble & pn 318mentc. et p un entier

e . e o » ” 2 ﬁ.
‘Le nombre des porties 4 p ¢1ld8ments de A ggfp ————Fem o

z E 3z d. 2 e el -~y e du oy el =2
{EP et 81 £ et f' apparticnnent toutes deux &

A
il ~ o D - O ]

9{X), on a f'sgef , of g est une pernmutation de ¥ , et réciproquenent:
en outre, si g ef 2! sont deux pernutations de X , lo zelstion

la prep.2) .

(e}
0
Tty
(i

o
o
b
)
1S5
o
b4
[}
d
it
(O]

03
il

2
{2
i
Xy)

o
&
s |
4

b ]

Lan

v
L]
£
=
)
(o]

7
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On voit done gue ©(X) est un ensenmble & pl &1énents (cor. 4@

Conme F a n!/(n-p)! éliments (prop.13), il résultec du principe des
: n ! -
bergzers que * g e 41d4ments.
[’ 2 q pﬁ(n_‘p)‘g L
Le nopbre des parties & p &l4ments d'un ensenble & n Sléments (si
SR = 2 124 B :
p£n) se note (p) et nelle (pour des railcons qui apparsftront en
Alg., chep.I,¢ 5) le coefficient binomial dfindices n et p . De la
; i
: - 7 nel - . n n
relation = i résulte angsithi e lion o )= >
SA {p) W’{w )i = Y (= COT gue L n e {p} {n_“?)
Cecl résulte aus du fait que, si B est un ensenble & n é1éments,
X—>D0.% est une bijection de llensenble des v

pertices & p ¢léments

de & cur l'ensenble des parties & n-p éldnenis.

On pose 'E%):G pour tout couple dlent

;
Ry
®
3
i
i )
o]
th

o
<5
[
[
W
@

o
IS
[

(]
Q
i
<€'o

\

g
ntion, le nombre des parties & p é1l8pents dtun

&

ensenble & n S1dnents est { ) pour tout sntier p

;\rt(:
5 le n0ﬁbfa a, {resp. bn) des couples
(resp. 1€1<ign) est

a,_ en remargbant gue 1

est 1la rdunion de l'encsenble des

et de i'ensenble des couples (i,i)

ofi 1gixn ; d'ok a*m@

ﬁ : {f.q ( 41
COROLLAILE 2.~ Pour tout entier n>0 ,opa > i=-28HJ,
S

qbe " Ixi<ci<n,

J
(psvr un entier
e g d'auﬁre part,

. est une pertition de A 5 le cor.2? résulte. donc du cor.t
i 1 g.‘;a gﬁ

e




a

3

tounte
tent crcis—

nr
2 be

e

3

2
&
Q)
N
o
ol
Wl
&
o
Q
S
B
o
KE)
2|

)

L

)Js PO

~
T

N

]

9
<1
&

5se
n

s

0
io

T

donnés (p

des ap

g

ien O

-

nombre
existe une applics

Le
ont b

o
2]
‘
S
=
HE

i

e NTE .
F

s

—
£
P

n &1

fal

Isx:

1

= U
sments

- Soient Z et F de

regpectivernent p

COROLLAIRE 3.

o

N
L —

W

il
o1

ent

P

T ? 5@“'

.
¥

Z0POSITIO

T

ouxr toutb

Fame

Ly gas

b B .
j T

=

+)
o]

e

ersd
em

i ..“i

03]

Lot

nre

-

.Puy
e now

2

E

XN

{resn
&

3

it

b 1

1t

oen

cation X—
514

231

par.

p<o -

rop.15

pour

B

Fi

éléncnts de B

2

“
&

r 12

t
<

1
¥l

i

L
L i T

*
&
f
i

i

£

3
)

b

2 p
o
-

-

yrine gqu

i

s
o alte

14

rOD.

o

l'ensenble degs pa
Tz

,P§

¥

1

!

anse

aeux

£

=
3“

(x,

») de A en

L




=G5

PROPOSITION 17.- Soient E un ensemble fini & n 41léments, et (p. )1<i <n
L "t |

une snite finic dlentiers telle gue Z. Ps=n . Alors le nombre des

RN
)

t=
(:’:i)’iﬂé‘ <y 38 L par ces ensembles mutuellemcnt disjolnts tels gne

-

Card(Xi):pi pour 1<ich ,est el & n)/ ﬁT ps b
2 tL=1 ,
Solent G L'ensemble des pernutations de E P l'ensenble des recou-

gsatisfaisant aux conditions de 1'4noncéd. Conne
nt de P . Pour

n
we ot anpartient encor .
1< ig<h appartient encore &4 P

désignons-1a par ©(£). Pour tout &l iligign de P , cherchons le

C - Pour gu'il en soit ainsi,
il faut et il suffit que, pour tout indice i, 1a restriction de £ & ﬁi
sur X, ; donc l'enserble des pernutations F

= n
ments. Le nombre des applications u de E dang io.}ﬁz telles gque
< =1 = 1
= ufxi=n lresp, ,f:i—; u(x)=n pour h»0) est (© 2y (resp. (T ) ).
< 2 = P . h-

Zenarguons d'abord gue lo seconde ssseriion est Gguivalente & 1o
4

prenidre. En effet, soit L' une partie & h-1 S1léments de B ; il est
elair gue si v est une application de E dans {O‘,ﬂ} telle que 2 ~ulx)=n,

= = N XéE
Sa restriction u! & E' ect telle qus S uf(z)gn , et en outre, si
ﬁa}}: E-E', on & ula)=n- g*«% n!{x) ; réciproquenent, toute application
L 1

~,
u'.de I' dens 10,n| satisfaisant 3 ;if?«g u'{z)<n définit une appli-
e P e
e 5, 5
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e Mor guons que la relation "il existe un ensenble infini" entratne que
1z relation "z est un entier® est collegtivisante § ear si ¢ est un
1, et n vn entier guelcongue, on ne peut avoir & L n

{Q 4,prop.3) 5 on a done m<<_f£ pour tout entier s C€ qul prouve qgue

@
N
i
oy

3,0°2) est 1l'ens

‘——.-J
D
e
fer
D
R
o
s}
el
£
[
e
e}
o
=)
‘\.h
Q
=
2]
N
hd
A Y
TRy
[

sernble des entiers E est un ensenmble infini, car pour tout entier n ,
o : 4 3 £ + G
1'intervalle | O,n [ ezt une partie & n+l Sléments de T (¢ 4 ,prop-8),
L 4 ) I
done Carﬁ53}33n+1;yﬁ s mais dire gue Cazﬂiﬁ}f4 pour tout entier n

Leg redarques gul précédent prouvent alors le théordme suivant

o

%
THZEOTEIE 1.~ Lo relation "=z est un entier® est collectivisanie.

fent

Tous dbsisnerons par A/ l'ensenble des entiers (dit aussi "ensemble

des enticrs naturels®™ lorsguton vent &vite

i
)]
4
f"‘)
[}
(6]
£
3
i"'h
b
0N
s
[w]
=
L]

S
@

DEFINITIOY 2.~ On oppelle suite (resp. suite d'Sldéments d'un enserble E)

‘upe fapille (resp. upne famille d'Sléments de E) dont lfensemble dtindices

K 3 1o suite est dite infinie si son ensenble

Si a%mg est une relation telle que 1l'ensenble des n tels que Ping
42 e

soit une partic I de N  , une suite (Xﬂ}nigT se note souvent

(x 3} fng 3 OB dit gue x_ est le terme d'indice n de 1la suvite. Une suite
n Pzﬁi = n

dont lfensenmble d'indices est l'ensenble des entiers > k se note

. ou (Xni o » Ou Dtme (x ) lorsque k=0 ou k=1 .




= Bn
Dans les mbnes coq&Ltlcnuﬂ pour désipsner, par exenple, lewproﬁait de 13
saluc d'ensenbleg (X ) v+ » On utilise les nobtation E X et
nnel 5 n

s
T - i
on,

't Zpn s notations analogues pour la rdunion, 1l'intersecti ~la somme

}wo

s lois de conposition

e
2
@

6

cardinale et le procuit ecardinal, sinsi que L

Youte sous-famille dlune suite est une suite, an'on d4it extraite

n} ¥n
On appelle gpite pultivle une famille dont l'ensenble d'indices est
bne partie dlun produit AP (on dit encore "suite p-uple®, Ygnpite

double® pour p=2, "suite itriple" pour p=3, etc.)

2. Définition d'applications par rdeurrence.

Un cas particulier importaant dfapplication de ce critdre cst le

a _deux termeg. 11 existe un enserbie ¥V =% gne appli-

t
V tel gue 1l'on ais £(0)j=a , et, pour tout entier

nyi , ffﬁ?=T§“(ﬁ;?}§ - Zo outre, ltencepble V et ilfapplication £ sont

w\
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On voit, par application de €63 qu'il existe une application de A

.41

-dans E et une seule, notée n —>f>, telle que =c et I =fof® . On dit

gue 2 est 1a n-dne itérée de l'application £ .

%3) Plus généralement, soit G un graphe (cha
(%),
9

senble é{;r?G}}-(@wTG;b Le critdre €53 montre gu'il existe une 2ppli-
hotic n o
& ) 27 %/ 4
cotionY n-> G de A dans un ensemble de graphes, telle gue = A
B4 n n
et G = Gel 5 on dit gque G est le p-Gme itéré du graphe G .

4% 31 on prend pour T%aé le terme- ?ﬁs{a et pour a un ensemble B,
- - 3 » . - k¢
on voit de mEme qu'il existe une spplication, notée n —> %EL{E)
v - e - ang© o Anp=, ng
de ¥ dans un ensemble V , telle que JI (E)=E , LT (E)= L£(T),

Remarque.~ Soient E un ensenble, ‘A une partie de E , g une appli-

sinon, so0it p le plus grand entier tel que f{iﬁgpg} c A on >
&
alors Z{p+i)=g{p)€ 4 , et glglp)) est un terme dont on ne pe
plus rien dire. Aussi considlre-t-o0n danc ce cas gue f est définie
¢ 3
seulement dans 1'intervalle éQgp+€£ ("récurrence 1limitde™).

% 3
e Ta bR i e . z - - o 3, v 25 s
TEoOREITR 2.~ Popr tout cardinsl infini &L on 2 g =0 -

é"é‘) Ce terre nfest auntre gue le terme éc‘:fa_’“!’lé
£ -1 5 < :
é’:’»ﬁ“i?}“@?@z?:’)ég et Ay i ) -
(%) Ce terme est ls %terme sassi ééglgmé pox rfy({gky}g pr,8)-
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Ces lemmes Gtant 6tablis, soit E un cnsemble tel que Card(E)= <k .
Soit D une partie de E dquipotente & N (lempe 1) 3 il existe une appli-
cation bijective ¥,  de D sur DxD (lenme 2). Soit i 1'ensenmble des
couples (X,¥), oh X est une partie de E contenant D , et ¥ une appli-

-

cation bijective de X u’r XA X prolonseant 11; ° Ordonncns 1’ensemblé (114
par lo relation "ACC X' et ¥' est un prolonzement de ¥ " entre (X,V)
(X7,9') ; on wéfifie aussitbt.que WL est un ensemble inductif

(cf. § 2,n%, exenple 3). Il existe donc dens U0 un 616ment moximel
(Fs£) en vertu du th. de Zorn (§ 2,1;@2% Hontrons gue Card(F)= ¥ ,
ce gui démontrera le théoréme. Dans le ecas contraire, conne 'gézﬂardéﬁ)
est el que H7= # et est infini, on a £< 2@ < 38 P

‘(é B, ccm? de 1z prop.i2), done 2“@ £ et 3’@ £ . De lthypothése
4. < v 5 il résulte que Card( (E~-F) >*§_ s coxr dansg 1@ cas. contraire,

# =+ , et on a supposé ‘fg<0-fd(E) i1

3]

on aursit Card(B) £
xiste done une partie Y < E-F é@&i;ﬁo%eﬂte aF pQSGﬂS =Ry ,

et mamz’cns qrtid e:cis‘"’se- une bijécticn g de Z sur Zx % qui .prolonge_f -
' On 2 en effet ZxZ=(FuF) g(F 2Y) QinF}'ufY %xY) ; comne T et Y sont
éampo’se 1ts, on & | Card(F xY)=Card(Y xF)=Card (¥ x ¥)= ,&22 = £ , dlof

- Czrd((FxY)u(YxF)u{YxY}} =356 =4 ; i1 y a done une applieation

bijective f? de ¥ sur (TxP)u(F x}*i{) U(YxY) ; 1'anplication g de Z

[ o

dans Z égale & £ dans F e3 é-zi dans ¥ est alors une bijection qui
prolonge £ , ce gui est contrasire & la définition de £ .
COROLIAIRE 1.-_Si ¢r est un cardinal infini, ona o= pour tout

entier n 21 -

Clest évident par récurrence sur n .
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COZOLLAIDE 2.- Le procuit d'une famille finie (ur )iﬁ-I de cardinaux

i
non nuls, dont le plus prand est un cgrdinol infini ¢t , est égal & ¢ -

Soit ¥ ce produit, et soit n le nonbre d'élépments de I 5 on a

10 7 ey 22 - 3 - b;
U< =0t {§ 3,cor.1 de 1z prop.12) ; dlantre part, comme Ul. 2 1

fede

)

pour tout i , on 2 & 7 ¢ (ibid.).
¢

COTOLLATITZ 3.~ Coient

de cardinaux < ¢z dont l'ensemble d'indices I git un esrdinal <o -
oy
On 2 2dors 2 o < ¢ ; enoutre, si ¢ =t pour un indice
TEL. .-
¢ 2 poins, Qi =0 .
./, tel o 0 ! 9 o

Soit U 1z cardinol de I ;onaalors Z, 0 S a¢ <UL =0t

- . zer *
{¢ 3,c0r.1 de la prop.i2), et 2 v,z k., pour tout el .

- el

COROLLAIRE 4.- 8i 0t et ¥ sont deux cordinaux non nuls dont 1'un est

—i B a3 T i SR = s 2 2
DETIITITION %.- On dit qu'un ensemble est dénombrable s5'il est douinotent
& yne partie de llensemble # des entiers.

PiQPOSITION 1.~ Toute nartiec dlun cnsepble dénonbrable est dénombrable.

Le produit d'une Fapilie finie dlensenbles dénonbrables est dénombrable.

On 2 4¢3 v {lemme 1) gue pour tout cardinsl infini ¢z , on a
Coard{ ¥ )< = . On en déduit les conséquences suivanies :

PROPOSITION 2.- Tout cnsenble infini dénombrable E sst Sguipotent éjfa




< Card (A ) par définition, et comme E est

PiOPOSITION 3.~ Tout ensemble infini E admet une portition .13._ )

te 1
fornmée d’ensam?sles infinis dénonbrables X’& » Xlensemble d*incilces I

PROPOSITION 4.~ Soit £ une application d'un ensen ble infipni E sur un

i
ngenble infini F i le our 1 ; ' i
ensemble infipni ¥ , telle que, pour tout yeF , £(y) soit dénombrable.
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n y
sur X ;5 “onec le cardinal “% est 2 i H bl
T : 1 cb.fain-.[. fﬁe ¥, est au plus égal & celui de l'ensembie
des anplications de Lf’"izi ns £ , ctest-a-dire & G@xdiiﬁ}:ﬁardﬂﬁ’i
: 7
{\ZQZ'G? 5& t}’uzyo DG’ € C g s 2 e H{’f Y - /
1) n ard{ J'(EB) )= ﬁz{» Card( p) € Cord(E)Card(H )=
=Card(E}. Disui: Shahr ; { =3 . : : . . s
(E). Dlautre pari, comme x — 4 x: est une applic-tion injective de
oa?
E dens FH (E), on a Card(E) < Card( {(E)}).
GD .OLLATEE.~ L'ensenble § des suites finices d'él sments 4'un engenble

T o : & s T

tn effet, 8 est l= rdunion des EJ‘-', ot I parcourt llensenble gz?(jg’)
d -‘3:"’"3 e E;’_ = = = £ I

es partles finies de # . Or, pour T N et Ir;%@, E™ est équipotent
a k , et 7 (/) est dénonbrable en vertu de 1s prop.-%. On a don

Card(E)L 'ard{S):éG” rd(E) CGIQ(ﬁf}*Cﬂfd(E)
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engenble o lo puisssnce du conting siil.

D

'UEEIIYTIOU 4o On it gu'un ¢

D
@
o

éguipotent & l'ensenble des parties de M-

Un ensemble gqui 2 lo puissance du continu nlest pos dinombrable.
(-2 th.2).
Le pom de Ppuissance du continwp? provient de ce que l'ensenmble
des nombres réels est Squipotent & 4”?(;&)

£

L'hypothige du continu est llassertion que tout enserble non dénom-

brable contient une partie syant la puissance dn continug L'hypo-
thése du continu g2énéralisée est llassertion que pour tout cardinsl
infini ¢ , tout cardinal >k est » 2 On ne sait »as
dénmontrer ces assertions.

Soit I un ensenble infini déuombrable, f une bijection de A sur I .

ﬂ~¢§xf{3} est dite obtenue en rangzeant dans un ceritain ordre la famills
(Eg5afg;g . bes suites correspondant 2insi & deux biljections distinctes
de ' sur I pe diffdrent que par l'ordre des termes (n®1). On d&finit de
méme une suite finie ayant pour cnsenble dlindices iigﬁE {on géﬂmuig}

¢ 6. IZnsembles finis et relations dfordre.
-

a

. Suiteas stationnaires.

o' ensemble E
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est stationnaire s'i1 existe un enticr m tel gue zﬁzxm pour tout
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PLOPOSITION 1.~ Soit E un ensenble ordonné. Les propositions suivantes

)

o) Toute partie non vide de E 3 un éldment meximal.

'v

b) Toute suite croissasnte (% ) d4'6léments de E est stationnaire.

llontrons d'abord gue 2) entratne b) ; en effet, soit X 1’zsnsenblz des
} A

¢léments de la suite (x_), et so0ii x_ un 6lément maximal de X ; ponr
fa ji5 S
npm , on 8 par nypothése =z _2x, , d'olt x =x_par définition de x_ -«

4 tan ii 1& % E
calﬁwo"uumcﬁtﬁ supposons gu'il existe une partie non vide & de E n'ayant

pas a?éléfémﬁ maxinal ; pour tout X €A , soit TX liensenble des y€ A
tels gue ¥ »x . Par hypothdse, TX%§ pour tout x €A, donc il existe
une application £ de A dans & felle gue x) »>x  pouxr tout ‘z€£ﬁ
{ckgpsiiy§»5}§fepa ) 5 81 a€h , et s5i la suite (x ), 4 st définie
ga? currence psr les conditioms x =g , X ,,=flx ), il est imégdiaﬁ

te
COLOLLAILE .~ Pour gu'un ensermble totalement ordonné B soit bien ordonné,

11 fout et i1 snffit aue %onte suite ddsroissante d'dldments dz B soit

-

n effet, dire gue E est bien ordonné revient & dire gue toute partie

ZIn raison de la prop.l, tout revient & mentrer gulun znssmbls ordonné

k)

-

Tini ¥ admet nn ¢liment moximal. Ralsonnons par récurrence sar le-
nombre d'Eldments n de E , 12 proposition étant évidente pour n=1. Soit

a€&f , et posons @3am§a§=; comme F g n-1 &1ldments, il admet par ypothise




1 de

©

LD,

Ulwlns
e

€

nent

2
4
&

1<
C B

a est &

]

a>»b

tronts.

i~

”

le ordonné

17

; gn'on ense

)

I3

.i
X

d

o

norée )

T3

RS O AT SR TR

Q

e

(1]

v est notée zl{pg-ly an 1

ntre x et

- L

Y

o

1

)

wlm
2

4

s
n

ot
<

e
-

ne considdre

de

u

)

-
o3

trants

4

es Til

n

tou

gue

4

LOYI

Pl
LA

=

te o

it non vide et

ensenb

¥i

1z jorde.

341
O i

l

)

5

et

i

soit

Pou

e
E

1210]

T
=
=3
G.e

£33
> 4

03T

e

{

e

o]
b
A}

i

¢ toute portie

n au

0, o

i
o

gl pour n=

ce

en

re

%

154

5o
=T

I

7

Caale

<4
Ciest

ontrons p

i1

Y

i

es, et

<

o RS AT
VOIXrixi

-les

iy
B

cﬁz

Y




-

L
un majo-

(J
te

{

A

v

s

5
c

.'f

ns

Y

o]

o
b

j3le;

que gun'’

i

et

mpl

%

-

~
o

ne

.‘e

réeur

v

{

o

=1
P
e

e
wog

2.
(¥

rd

&1
t)

4

L

&
€S~

3]
J e

s

5
AR RSN

fek ]

2 e

L

Z

™

n
@

ble

DL

VstaTohe

ens

1IN
T

1

k¥

3

o 3 ¥
vy -

ds
4

T3
i
o

>
¥

Gl
L]

o
0}
o)
e
2
g
o
ol
)
3
ol
o
2

5

i

Pl

?

2N

T

]

®L} ordonné
n'est pas en

B

9—&

tensenbles ordo

1

P
5
:

o

=

n gque I’ et

e S2
2y

Aty
o

[t _Sopsts ey

con

L

Iz
Lol

PS

pas ndee

i

out produif

u

4

e

gue

i
ne

n'est

nitio

iets

0

~
£

1trent

T
L

110

m

)

i

¢ g

N
ot

020k

P

te est constante.

oib
31
(5]
[¢65]
opd

o~
{

déero

&%

€

e
o4

Qrssant

‘l’i

¢




de

ant

e

up majo

Z

A ey
L

Gléme

»

y deux

oo
e

~p

t

oLen

v

he}

ety

Pt
SHE T

n

£

(ou que

iculd

o’
|15

hgel

-
est

»ﬁ“
el

wvrvn A I
Fivies

A0

€ 0

e
Nserdl

e
Z

i

o

it

e

|

24

@

el

'ne supé

8o

2rie

borne

ine

L

4
=

né, ou un

Qo0

-

{

TTOII

he

¢

o

N
(]
1)
k¥ 4
Gy
@

¢

g

st de méme

en

o3

1=

=

TOPOS

ol 1a p

a

§
7

]

)
&

sur

nee

(resp. de deux

, ordonné par

cas 1

un

A Ty
A1t

COROLL

A
48]

P

el

o
G

(]

ti

T

(resp. vne pa

=

ol

2o
1

&

£y

3

ne

e

ENCOo

esp. pged)

T

ue le ppem |

a
1

e

fx

-

tant an

&

i n!t

¥
i

€ net n, es

el

ent

i




80

2) Lienserble des sous-groupes dlun groupe G, ordonné par inclusion,
4 s ..- (.
est réticulé (Alg., chap I,95).
3) Liensenble des topologies sur un ens cnalc A ordonnsé par la
g

L2 R L

V4l
RS v “ . oz /
n5 o et b , est

est moins fine gque ©' 7 entre

ol x et y sont des éldments dtun ensemble réticuld T s on note sup{x,y)

de E ; on note de mlme sup(x,y,z) et inflz,y,z) la borne supéricure et
1z borne inférieure dtune pariie %zﬁygz§~def3 5 ete. ILiorsque E est
& e

totalement ordonnéd. on dorit anasi HMaxlw v. 2} et dinly w. ) an lien
de sunlx.v.z) et inflxz.v.z) (1'élénent Hax(xz.7.7) est dans ce cag le
plus grand élément de lo partie %zgygzé}c '

Tout produit dlensembles réticnlds est réticuléd,. rconme i1 résulte de
12 condition dfexistence d'une horne snpdriecure dana nn produit dilensem—
bles ordomnés (3§ 1,prop.9).

% >

rd

tions na nérigues définies

4

“one
dans un intervalle I de R est rdticuld yoar 12 relation dtordre

Rl £ : - = % - = “ ;
t<g [ ?gnoég, pour laquelle il est isomorphe an produit ?%z

et & gauche nlest pas nécessairvenent rdticnlsd . nar exemple. il
en est ainsi de llensemble des applications x= —»plx) de R
5 lui-n®me, ok p est un volyndme de TR [T . cet ensemble

<
¢tant ordonné par le relation pg g (§1.n%).,
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