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Commentaires.

Conformément aux décisions de Juin 1953, sculs les §§ 2 et 3 ont 6té
tirés ; le § 1 et l'Appendice circulent en 3 exenplaires.

Le rédacteur o suivi les déecisions de la Tribu n%31, sauf sur les
points sulvants

On a sunprimé, non seulement les petites lettres gresses, mofs aussi
les autres ; il ne senble pas que cela crée des inconvénients sérieux.
On a conservé les extensions canoniques (covariéntes) d'spplications

o

quelcongues 3 ¢d peut 8tre utile (voir g 3, n°2, o% on se sexrt de CEZ}.

Contrairement & Lo Tribu, on = conservé ls distinction enire "earsctlrisse

tion typigque® et Yaxionme® dlune espbee de structure, vorce qus clest
A ; 9 k

ainsi gu'on procide dans 12 pratigus. DLe rédacteur nls pas copmpris pour

gquelle raison bizarre la Watructure dlensenble” devsalt &%re repoussée

au 9 2, off elle n'as &videmment que faire, 6% il o lzissé les choses en

de :é&iger guelgue chose de sensé et de non vaseax‘sur les "identifica-
tions en cercle® et seceplers toute rédaciion gue le prachaiﬁ Congrd
voudra bien faire sur ce sujet (palpitent ! e

Au § 1y on & 6% amené & wmodifier 1égzdrement la notion de iransport de
structure lorsqu'il y 3 des énsémbles“aaxiliaires, pour tenir compie de
la nratigue (ex.:vari§téé différentisbles féelles)f Cela entraine une

généralisation, dans 1'Avpendice, de 1la notion de releotion ou terme

frein

gsation zaeil

N

transportable : d'zilleurs, il semble que catte péndrsl

néeessaire & dlautres égards, par exemple pour pouvoir dire gque E

(ensemble des suites infinies @'éléments de E) est trensporiable.




hu § 2, on & anbliors les critdres de trensitivits, conformSment & la
suzgestion de I Tribu (pour les encenbles quotients). Aprds Stnde de la
auestion, au lien de bloguer en un seul plusieurs critdres sur les ranports
entre structure induite et struecture produit, on les a au contraire
dédoublés (en CZ10 et CZ11), ce qui correspond & la nature de la question
(ef. les démonstrations). On stest apercu gue CE12 (encien 0311)4éta1t
fepx (le "il fout? est incorrect, conﬁraireménﬁ 4 ce que tout le monde
penserait : les "strnctures? gzénérales vous réservént‘de ces surpriseg fl).

An § 3,7 0n o suivi de trdés priés la rédsetion Sammel. Lfexemple des
rev8tenenis universels, proposé dzuns la rddaction préecédente, est visi-
blement déconnant : on ntapplique paS'an egspace dans son revétenenst
universel ! { Ie préeédent rédacteur &%ait sons doute wn peu fatigud
ee jour-ld et sz fldche poiniai% dans l2 pauvaise direction I TLe rédsc-—
teur s'estime incompbient pour rédizer les varidisds d'Albansse, et
demande uné rédaction & Samuel. OCOn aﬁﬁiré lﬁattention sur l*ezerc.é-
gui, stil n‘est'pas déconnant, donne un procddé géndral de formation de
sommes Girectes®™ et structures finsles 3 psut-84re pourrait-on le
nettre dans le texte 27 _ | ,

Dens i’Apéendice; on s'est apergu qu'il fzlleit "relativiser® 1z
notion de terme 6& rélation transportablé q@éﬂd il y =2 une structure
Tie groupe des commutoteurs® n'ést pas un terne transporiable 2u sens

absolu 1| .
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CHAPITRZ IV

§ 2. Liorphisnes et structures dérivées.

1. Horphismes d'une esptce de structure.

Pour sipmplifier, nous supposerons, dans ce paragraphe et dans le
sulvant, que les ptructures dont il est guestion sont définies sur bn

Beul ensenble ; le lecteur étendrs sans peine leg définitions et
résnltats z2n cas géndral.

Pour la plupart des espdces de structure nevelles Z s On introduit
une nouvelie notion celle de mrghisme de 1l'esptee de structure Z .
ou Z 7morg’ﬁiSme; Supposons Z définie sur une lettre x , e% soit y
une letire distincte ciejs:cons%antes de la théorie ‘EZ y on forme alors
‘un terme "&% ,yg ds lla théorie ’fz E de fagon gue les conditions sui-
vantes soient remplies " A ,
‘(Z’:‘OI} %I%x,yg e F (z,y) (ensemble des appliea’cioné: de zrd‘ﬂnq 7).

:IOH) :3;3_; Z,B% ,EM sont trois ensenbles munis de s’s?mtmes dtespéce 2 »

alors les rela‘hmns ?e 3:4;?*‘ It et ge I:i HL Eﬂg entz‘wineﬂt
gafémgﬁ Eﬂé . - '

{ﬂOIII) Etant aennﬁs deux ensembles E,I¢ mais de structures d*esnece Z

pour gu'lune bijection f de E sur E' soit gn isomor rphisme, i1 fout et

ST

il suffit gue I'on ait fezﬁigff,Esg st f'€ ME B (£1 a6signant

fo |

1'appliestion réc*rynooue de ).

 Hous exprimerons encore l= relstion fem{ ,yi en dissnt que £ est
an Z --merghzsme de x dans ¥y 3 si E et E' sont denx ensenbles munis de
's‘crt_c‘aares. d'espece Z , le terme L’I%E ,E*g est appelé l’ensemhle des

2, -morphismes de E dans E! .
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Zxeoples.~ 1) Prenons pour J, 1'espboe de struocture d'ordre. Si
8,8 sont des structures d'ordre sur les ensembles A,A' respective~
ment, l'ensemble des Z ~norphismes est par définition l'ensemble ded
epolications £ de A dans A' tels que la relation (2,7)€ S entratne
£(z),2{y))€ 8. Avec les notetions d6u chap.III, ¢ 1, cela signifie
encore que x gy entraftne f£(x)< f(y), clest-i-dire que £ est
croissonte ; la vérification des condi tions (MOTI) et (mOHI) est
33.07"5 imnédiate.

2) Prenons pour Z une espéee de struciuzre algébrique d4finie por
une loi de compoe‘*tmn :Lntefae partout dé;lnle« Soient F,F' les
gravhes de deux telles lois sur les ensenbles A,A' resnectivement.

- Un 2: -morphisme de A dans A' est par ééfini"cian urie application o
telle gue la welation [(x,y)€F entratne (ufx 2{y) )€ F1, clest-a~
dire telle que 1ton ait £t {ulx) ,a(y)}ﬁa(f{x,y}} s ces applications
. son% encore gappeldes » reprégentstions ou hon pomoryhisnes ge A dang AT

(ef. Alg.,chap.I). La vérification des eoaaltlons {x 'I} et (Zi{}..II)
est . ipmédiate. ‘

3) P*'enonq pour Z 1tespdee de . s’amcmz*e tcpolomque { Ten ti
exe'zple 3). Soient §,8' deux tepo}.c“’ies sur A48 respechivenents

Par 8éfinition, un Z ~morpvhisne de & cans &' est une ﬁpplieatz.czz 7
felle gue la ?elatlon X'€ St gntratne u{}D}é S 3 autrement dit,
l'l!ik,”e réeiprogue par u de tout eunsemble oxzvez-i { pour C“) doit 8tre
un ensenble ouvert {pour S). On dit encoxrse que ces nnpllcatzons s o

les = applicetions continnes de 4 dans A' {pour les topolozies S et S *),

elles wérifient (10 I) et (i 1717 {cf. Tog.gén.,chag.I §4)
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Repargug.- Pour une espdce de structore domnée S5° , 11 peut y
avoir plusicurs termes Mgz,y; aud satisfont zux conditions
(I‘EOI),(I&OII) et (ILIOIII). Por exzenmple, pour l'esplee de structure

topologique, on éit {zvec les notations de l'exenmple précédent )
antone z2ypplicntion uw de A dans A' es% ouverte si la relation X€ S

entrafne u(X)e 3¢ (e,'ﬂtrement dit, si 1lt'imdze per u de tout ensem—
ble ouvert est un ensenble ouvert). On constate aisément que les
applications ouvertes sz tzsfon‘c anssi aux conditions (1;.03:1) et
(EZOTII) pour llesplee 2: ; en ou’cre, on peut g_on’cz'e:c gu'une =zppli-
cation centznue niest pas n’xeessawemcn** ouver"é;e, et gutune -oppli-
cation ouver e st pas Hecessai..ef’ent con’kln,ze. Lg g cnnee dt*une

peee ae si:fuc‘cu.re n’lmplz.qac donc mas une aotwn de morphz.;z:e

bien détewmnée‘ Ise choix de 1z aéfinition dtun Z ~mnorphisms
(lorsgulon introduit one telle nehoa) est dicté por son utilitd
dans lss zppliesti ons aux aﬂécr:cs ot 1:1‘1:@?‘?3.@21% 1'@5};@0@ de

structure Z .

La condition {Ij ITI) et 12 carsctérisati n des blgeetmns {cz_up II,

Q 3,cor. du th.1) cat'ﬂaﬁnent le eri tére suivant :

CE5. Boient E,E' deux eﬁsembles minis c’:zaeun dtune strvcture dlespdee 5.

Soit f un > -morphisme de E dens E!, gz un >° -morrhisnoe de Ef dons E .
Si

gof est 1'avplication identigue de E sur lui-nBiee, gt fog 1'sppli-~

cation identique de E' sur lui-mBme, f est un isomorvhisme de E sur BV,

2t g est 1'isomorvhisme vdeiprogue.

On noters qu'une bijection de E sur B! peut &tre un 2, -morphisne
sans gue son avplieatien réczpmque soit un >, -morphisne.

. Pa?* exenzale, une apphcamon ’slgcctlve dtun espace ’sopolm:.que A
dans un espsce topeloc’lqae A' peut 8&ire eontz_tmc sans qae sen

apph.eatz.oﬂ réeiprogue le soit (Tog.gén., ehc.p.I 94) o %
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Dans tout ce qu:. sult, nous consid®rerons une espdee de structure Z
pour laguelle nous supposerons déflnle une notion de Z‘ -norphisme.
Lorsgn'une csptes de struetvre 2, est définic sur plusienrs ensem—
bles de base ZygeresX, , Un Z ~norphisme est un systéne de n |
anplications (f1 ""’fn) vérifiant des conditions analogues &
(LEOI), L:O»I) et (l’OHI) 3 lorsque certsins des zl sont considérés
comme ensembles guxilisires (§ 7,1’109),_ on convient d'ordinasire gue

leg fl correspondants sont tous l'applicstion identigue.

2. Structures plus ou nmoins fines.

Soicut E un ensenble, ejf et ‘f; deux structures dtespliee Z sur E .
On dit gue 1= siructuze e)g est plus fine gue Qg {ou gue ﬁg est moins
fine gue ,j; ) =i l'epplication identique de § , muni de S ssurE,

nuni de g‘g. , est un 3 -morphisme.

De cethe définition et Ze la condition {E.-ZGII) il résuliec que si B!
st un énsemble muni é*wae structure ef' dlespéce Z » €% 81 £ est un
p3 -%zsr hisme de E , muni de f , dans Et, puni de o/, slers £ est
auesi ua ) -norphisme de T , mnifde ; , dens B, muni de J 7.

De mime, si g est un 3, ~morphisme de E', moni de oFf, dans B , muni
de Qf‘; s 2 est aussi un 2 ~morphisme de E', munt de £’ s dens B,
nuni de Q,?g ' A
En termes plus imagés, plus une structure (dtespdee 3, ) sur E
est fine, plug il y a de S, -morphismes de E dans les ensembles
munis de stroctures d'espdee Z » ¢t moins il y a de 3 -mor-

phisnes de tels ensembles dans E .
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La relation ¥ 03 est noins f£ine que dg " est une relation d'ordre

entre ,f et "5 dons l'encenble des structnres d'esptee Z‘ sur B 3
elle est en effet wéflexive dvaprds (?K)HI), transitive dlapris (“"OII),

et 81 wune struzc’cu:fe dtesplee Z est & la fols plus fine et moins fine
qu'une autre, elle lui est identigue en vertu de (IO TT I) et de la défini-—

tion d'un isonorphisme (§ 1,n o). On dit que deux structures d'esptee Z :
sur E sont comgarab-les sl l'une est plus fine gue llauire s on dit qu'une
sfructure est strictement plus fine (z-éép. strictement moins fine) gutune
antre si elle est vlus fme {resp. pmoins fine) guec cette dernilre et
en est distincte. T | |
Zxemples.~ 1) Pour gu'lune structure diordre de gré@he 8 sur un
ensemble 4 soit plus Ffine qu"inie éfr‘ucture dtordre de graphe S', i1
faut et 11 suffit que S < S'. Zuirenent éit, deux &ldments =x,y
de & , comparsbles pour.5 , foivent 2tre coﬁpérables pour S' s on1
retrouve la défimition domnde au chap.IIT, §?,n 4,exemple 3 .
2) Gonszdérazzs deux structures a.:.r*c.amques 8 de métae ﬁsnﬂae 2
Sur un ensezmble & , T et FY &tant ,les *'raphes de deu: nplz.c z’:ians
de Ax A dans A. D'apreés la déflnitlon des Z -marph:.sz&rﬂs dans ee cas
{n®1, exemple 2}, dire gue F es% nltzs J.lﬂe aue Pt signifie que
FCPt. Ibic comnme F et F* sont des ~raphes fonc uiannels ayent tsas
'de.uz le mBme ememble de. dé.n.m.i:ion AxA ; on o nécessairement
F=F!. &utrement dit, deux struvctures camgaraoles d’esp&ee Z
sont néeessa,.z‘emnt mentigues. |
3) Soient 8,5' deux topolozgies sur un ensemhle- & - I)ire gue S es3t
plus fine que S?! gignifie iei, en vertu de la définition des morphismes
{n%1 ;exenple 3) que St S 3 en a'autres terme tou e pe.rtie de &

gui est un ensemble ouvert pour S’ est aussi un ensecmble ouvert pour S
- - !

H
i
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(ou, de fagon plus imegée, plus une topologic est fine, plus il ¥y
a d'ensenbles ouverts).
Lemarg 6.~ Uous venons de voir un exenmple (exemple 2) of deux
structures comparables de mBme espice S sont néecessairement
identigues. On rencontre de nombreux exemples de telles structures 3
*s’cz-u.dtu:ces algtbriques dont les lois de 'eomposition sont partont
définies, struectures dlordre total, topologies dlespace conpact,
topolozics dfespace de Fréehet, topologies définies par une valer_u:
absolue {on une valustion) sur un corps, etCex ‘

Pour une telle espiee de structure Z {suppesée transporitable
ce qul est le czs des exemples précédents), un 5 —morphisme £
de E dans E' qui est une application bljsetive est un isomorphismes.
car en tmasportant par £ le strncture S de E , on obtient une
strveture &’espece 22 plus fine gque la struciure <§pide Er, daae
gui 1lui est ndécesssirenment identigue. '

Plus pa:eticuliéremeat, il peut arriver gutune es*aéce de structure
Z soit telle gque deux siruciures ﬁ'espnee Z sur 1le mBme enseim-

ble, se dédazsent mcessawement ltune de 1l'2 u.t:e‘e par-transgort'

de sitrueture : il .en est ginsi de la struc‘tme de corps premiesr,
"oa, de celle ¢ 'espace vectgz;iel de dimension finie sur un eerps
donné (considéré comme ensemble auxiliaire), ou de celle de
zroupe ﬁenegéne. *® ' ‘

Le cas eitréﬁe se présente lérS’f;ae deux étrué-i;urés espéee Z E
sur des ensembles E et B! qaeleoﬁques, se dé&uzsent nécessalrement
1'une ge l’au.tre par transpo.r.t de structure. On dit alors gue
1'esddee de structure S, est univalente. *I1 en est ainsi de 1=
strocture de groupe nonogdne infini lzsome'r-phe Z ), de celle de

= : > i = -
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de corps premier de carsctéristique O (izomorphe & @), de la

structure de corps ordonnd, archimbdicn et complet (iszomorphe & R},
de la structure de corps connexe, localement compact et non

conmutafif (isomorphe an corps des guaternions K )+ On obser—
vera que ces structures sont essenticllemént celles gui sont & 12
bese de la Mathdémetigue classigue.

3. Btrvetures initinles.

Considérons une cspéce de structure 2. s et une faulllc (A zéiI
d'ensembles, dont chacun est pwni d'anevstrac ure QJQ dlespdee 3% .
Soit d'autre part E un ensemble, et pour tout ¢ € I, soit £, uvne
application de E dans A@ « On dit qu*uae ss ructure QP a*efrmce,éz sur

E est structare initisle pour 1o fonille @,'Ci ,f‘f;}‘__,.é:€j si elle

nosstde la propridité suivante s
. o < ™ .4 < ¢ 9 s =2
(I} Quels que soient ltensemble Et, 1a structure gf? d'esplece 2,
sur B! et l'application g de Bt dgns E , 1= relatien
"g est un ;z: ~mnrphlsme de Et dans E #
est égulvalease iz relatlon
"auel que soit €I , licvg ot 2, -morphisme de B! dans A% .
Comme nous le verrons ci-dessous, il ﬁfe i te pas nifcessairement de -

strueture initisle pour une famille donnde (A, + &, ,£, ). lizis on &

v

le ceritére suivant

CE6. §'il existe, sur E , une structure initisle vour ls famille

= - : ; P
(a_, Jg ,ﬁ;}‘féTqvelle»est unigue, et elie es% 13 moipns fine des siruc—

i@res a'espece 22 sur

estun 3 - O"Eﬁ sme-.

#n effet, soit g; une struocture initisle sur E , €% gﬁg'unevstructure
? =

E pour lesguellss che scune des applications £

d'espdce 5 sur E , pour laguelle chacune des £, est un F -morphisme.
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il .
Désipnont por e 1'application identique de E , muni de f , sur E , muni
de .): , on pent encore dire que ftoe est un Z -morphisne pour tout
2€1 3 la condition (I¥) montre que e est un Z ~morphisne, ce qui
sisnifie (n®2) que of est plus fine que ef; . Dlautre part, en eppli-
guent (IIT) zu cas ot g est l'application identique de B {(muni de gt )
sur lui-m@ne, on voit {(en vertu de (:IOIII)) que chacune des £, est un
2 ~-morphisne de B dans b, , ce qui prouve 1e‘critc"3re.

On 2 le critdre de tronsitiviié sulvent s

CET. Soit (&), lne famille dtensermbles, ef pour tout €I goit &£

une struciture d'espdee 2. sur A . Soit (JJL JAeq boe pariition de :
et soit (B, )}béL une fanille d'ensembles ayant T comme ensezble

dtindices. Znfin, pour tout .AEL gt fout <c€Jy , soit -3

une spplication de B, dans A  , g pour bouy A€L , soif by
une spplication dfun cnserble F dans By j; pour A€EL et z€73;

on pose £, =g, ,°h, - On _suppose gus, pour toui _;\,g L, il existe
une structure imitisle J;: sur By , pour 1= fzmille

(4, £, g),), - I Dons ces conditions,

‘sont &guivalenies :
a) il existe une structure initisle . sur E popz lo fomille

{a& :J: rf)zeI ¥

b) il existe une structure lnitz.ale f" sur E poux la famille

_(B}'Q -fk’hA)AEL : :
En outre, ces propositions entrafnent gue T F.

Pror _suivantes

in effet, soit F un ensemble muni d'une strocture f 2 u’espnce o .
et soit u une applit;atmn de F dans E . Reu.arqueﬁs ‘que par définition,
la relstion "h ,eu estun 5 -morphisme de F dans B iy " est équivalente'
. : = — \ =
é. 1= relgt_iaa guel que seit 1€ J:A ’.g,lto%\.w 14."’ u est un
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> ~morphisne de P dans A, 7. Ie relation "quel gue soit A€ , hy ou
est un Z,' ~norphisnc de T dans B)L " est done éguivzlente & la relation
guel que soit 2€ I , fta u est an Z,-—morphisme de F dans A, " .

Or, di’re gue F! est structure initiale, pour (BjL’ A’, h)\.))LeI:
signifie que le premitre de ces relztions est Squivalente & "u est un
> -morphisne de F dans E mund de F/n 5 et dire que of est structure
initizle pour (Aﬁ, Lﬁ ,ft )-ze I gignifiec gue la seconde est équivalente
a fuest un Z ~-norphlene de F dans E mpni de P U d'oz&‘le eritére,

compte tenu de lz propriétd dtunieitd de 1 struneture initiale.
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est siruciturs in_.tlale sur E° po;r' la far:zil?e (4 , Qi P ol?)ﬁé;- .

I r:‘sulbe en e.c.«.,e‘{: de (f.iGII) et (I IIZ) que, ponr teni engsemble F rzméi
d'une structure F atespiee Z . €t pour soute application u de F
“dans E', les relations " est an Z -»mmphisé@ de F dans B' " et
"You est un 3, ~morphisne de P dans E © sont éewv alentes.

4. Exemnles de structures initisles : i more réci 13..{3"1313 *’"13.!16 stsvetwe,

structnre ia;i‘uite, structure produit, borne supéricure dtune Zomille

de Qtru{ tures.

I : logge réeiprogue d*une structure. Lorsque i est un ensemble & un .

-ensemble 2 on scal é1lépment, la stzuctme initiale pou:f le senl tr':.p}.e‘t
(é, #’ +F) est ﬂnpelée {1emqu*elle existe) ipape z‘éelpﬁocua par ¥
8e 1a s 'br 'i: nees o .
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*Une topologie admet toujours une imape réeiproque par une appli-
cation guelcongue £ j mois il n'en est pas ainci pour une
trueture dtordre ou une structure alsdbri igque .,

IT : Btructure induite. Soient 4 un ensemble muni d'une structure oF

d'espdce 2, , B une partie de A , i 1'injection cenonique de B dans & .

-

On appelle gtructure induite par if sur B 1'ipmage réciproque (si elle

existe) de la structure éf pax liinjection i .
Une struetore dlordre induit une struciure de méne espéce sur
toute poriie de l'ensenble ot elle est dédfinic s 1l n'en est
. pas de pBnre d'une structure dlensernble ordonnd Ffiltrent.
*Une topologie définit une topologie sur toute pertie de llensem—

ble of elle est définie 3 il n'en est pas de mlrme dtune topologie

<T,3
o=

d®espace conpact. Sur une partie gue lbancue B d'un ensenmbl

a2

0]

e

muni dlune structure algdbrique, cette sirncture nlinduit

o
i)

en ~'3532? une structure de mlme espdee 3 lorsque 1a structure
dcnﬁée gur A comporte des lois de camycsi%ioa‘?artgat définies,
1l est nécessaire gue B soit stable pour chaeune de ces lﬁis;
nais cette condition n'est pas suffisante.,

"Ze critdre général CET7 donne pour les structures induites le erittre

de tronsitiviid o

CEG. Soient B une martic de A , © une pertie de B 3 si une structure F

RS - i s f s A=
sur A induit sur B une strmeture F set sl i gk zocuit sur C ppe strueture

& 7 = & 3 i :
I, alors ¥" est ls structure induite sur G par F .
£

I

=t

Lo

: Stract re produit. Soit (A j une famille d'ensenmbles et sur

)

hagus ensenble ﬁ¢ s SOi% Qg une structure dtespice ;g } so0it
g = F?s A llensewmble nroduii de la Famille {4,

1exr * : :
soit pr la projection de E sur Aﬁ . On 2ppelie structare produit

bl
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des structures j: la structure initiale (si elle existe) pour la
famille (A,, cf » IT )161 -
Une famille de structures d'ordre admet toujours une structure

prodult, mais non une famille de structures dlordre total.
*Une fermille de structures de g:_c*ouépe adret toujours une structux
produit, mais non une famille de structures Ge corps. Une familla
de topologies admet toujours une structui'e produit, mais non
une fz21ille de topologzies d'espace' localenent coupact.

- Le critére CZ7 donne pour les structures produits le critire

d'associstivits .

CES. Seit (A )zéI upe fgmille dlensembles, et nour chague z€1I, soz_t

f une struchure dfespdee trawspor'cable 2. sur A, . Soij (".)L).A. €L

une partition 6e I . Si, sur chague pv oam_'l: pariiel Ii‘L = 11 & i

ij est _la strueture produit de 1a famlle (;f }—aé ‘T.A. s 85 83, sur

le produit E -)jé T * R

( f_ﬁ- )AgL s 2lors (en identifiant E 2u produit ” A ) Jf est la

strac’ca:eﬂoau*‘ de is fanille

structure produit de la famille (JO )'r.eI .

Ene autre application de CE7 donne le eritdre suivent, relatif aux
structures inénites par une siructure proéuit . ,
CE10. Soit (Ai}'l.el une fa.m.ille d'ensembles, ¢t pour chague €I ,
8oit Jf une strueture dfeépéce Z sSur A . Zour ehaguev . LE€I, soit

B, une pertie de B, . *u}g:gose que chague .f’ induise une siructure
M

f’ sur B, s et gue sur le produit E = 1.,e'I A, il existe une structure
-Mm

,j” produit des f Dans ces conditions, les propositions suiventes
sont Souivalentes - '

a) sur l'enserble B -.E C E , il existe une siructure f’ -
~ induite par ¥
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b) sur l'ensemble B , il existe une structure f/ produit des

structures ,f;’

~ y
En outre, ces propositions entratnent que ¢ = JS7 .

En effet, soient jt 1'injection de B, dans Ab, i 1l'injection de B
dans E , pt 12 projection de E sur A ’ pt'
ona poi=jop! pour tout z€ I . Daprés CI7, S est 12
49 e.'f sD, © i) T
et f / est la structure initisle correspondent & la fanille '

(A@, ef 9 j e pt )z;‘&I « D'ot le critére.

la projection de B sur B/z. $
structure initiale correspondant & 1la famille (4
Les notions dtimmge réciprogue et de struciture produit sont zussi

lides par le critére suivant :

CZ11. Soit (Az)iil une famille d'ensembles, et pour chegue <26 I ,

2 ' p-3 3
soit ,f):' une struetu:;'e d'espéce Z suz A‘& s £ f@ une gpplication

d'un ensenble E dans A,& « On suppose qu'il existe sur llensenmble produit

i = 2631 &, Lne structure produit 0& des ,)i - Alors, pour gu'il

exisgte ume structure initiasle pour lg famille ~(A1, gf - ft )zéI ’

il favt et il suffit qutil existe une gtructure imese réeiprogue de Jp

par l'application = —»f(x)=(f {x)) de E dans 4 .

Comme £, = pr o £ , ce oritire est un cas particulier de CE7.

On a mfzfm le eritere suivant s

C212. Soient (A )161 . (B )teI delm familles d'ensembles ayant méme
ensemble dfindices. Pour tout ¢€ I s S0i% .f ‘une structu:ce dlespice
S suz A, f’ une structure d'espiee 3 g B - Soit f (resp. F’

= an - ¢ ; &
1z structure produit des D’: (resp. D’; } sur A= tzeir At (resp.

Be; t'ez‘ B )» Bupposée exister. Enfim, pour tout ¢€ I , goit Z

une application de A dans B - 30@ que 1'spplication £=(f ) . ;
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soit un Z ~morphisme de A dans B , il suffit guc, pour tout ze& I ,
ft golt un Z“ -morphigme de A , dans B, .

En effet, soit D, (resp. qt) la projection de A sur A, (resp. de B
sur Bﬁ) s ona g o f:fio B, - Conme ff_ et P, sont des Z -norphismes

(crittre CES), il en est de méme de £, o p, G'aprds (10,.), done £ es%
un S -morphisme en vertu de laz condition (IIN).

on énoncée

a.

Ponr 1z plupart des structures usuelles, la con
dans CE12 est non seulement sufflisante, mais aussi nééesszire pour
gue £ soit wvn Z ~-norphisme (cf. no-’i, Remargue 2'}_’.'

IV s Borne sapéfleu_ce d'une fanmille de siructures. Soit (Jz )ﬁ eT

unne famille de stractaﬂes de mBme espiee Z sur un mme ensemble
& 3 désignons par A, 1'ensemble & puni de la struciure :.): s %

p2r e liapplication identigue de A dans A, . S'il existe une strne-

%
ture initisle pour 1z famille (Az* Q,i : & )-aé T » 11 vésultersz

de CE6 que ,f est lg moins fine de toutes les struciures d'espece

auntrenent

wh

=

.. . & )
Z gui sert plus fines que chacune des siructures f

-

dit, f est 1& borne supéricure de llensemble des Jz dans

1’enqemble e"uozme des sirucitures cz’espece Z sur 4 . Hais il
‘:peut se faire que cet ensemble admette une borne supdricure sans
gue cette borne sapwleare soit shruct snare inii:mlc nouxr 1z famille
&3 £ s e ) {exere.B) . :

bt T T"'
Rems vgae.w- Soit B l'ensemble produit A= =ce1d » A 1= dizgonaie
de ce produit {c:eap.II § 5,11- ), et b 1'applieation canonique
de A sur A s bixz) ésant 1'418nent (z )4 e tel gque x1 =x pour
tout z_e I . Supposons qu'il existe sur B la structure produit F7

 des J: s et gue l'espéce 2 soit transportable. Comne h est
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in jcctive, le eritére CZ11 montre que pour gu'il existe une
4 o
ructure inltiale J pour laz fanille (Au Jf . et) LET ?
11l favt et il suffit qu'il eziste sur A une stracture ,f"’
5 o ; 24 4 %
induite par J ,» €t que 39 est alors tronsportée de S par h

5. Structures finoales.

® ~ -1 ) -
Considérons une esplee de structure 5. , et une famille (At ) LE T

d'engembles, dont chacun est muni d'une struvcture Jf diesptce Z .

.

Soit d'antre part E un ensemble, et, pour chague &1 ,» S0it g, une
epplication de A@ dans E . On d4it gu'une struciure fw d'espéce Z

a

sur E est structure finale pour la famille (A@, gﬁ ,g1 } ze1 Sielle

possdtde lg propridtd suivsnte
o 5 2~ $ $ Ko - f’ - ) 3
(FI) Quels gue soient llensenble E s 12 structure . d'espéce Z
sur EY, et l'application f 8e E doans E', la welstion
£ est un Z -morphisne de E dang E? o

est Sguivalente & la relotion fguel que soit <€ I, £eg, est on

Z ~morphisme de A{‘ dans Et. I1 n'exi iste pas néce S"‘ll"e"‘"(:ﬁ't de structure

) 3 mais on & le eritdre

CE15. 8i1 existe sur E une structure finale pour lo famille

(Az’ Qf . ga) 1e1 » £lle est unicue, et elle est 1o p}_ué fine des

structures dlespdce J, sur E pour lesguelles chacune des applications

gé est un Z ~morphisme.

Zn effet, soit an une structure fimsle sur I s €% F Lll’ié structure
d’espéce Z sur E , pour laguelle chacune des &, soit an Z ~-morphisme.
Désigznant par e l'spplieation identigue de E s Huni de fw_ s SO B
mani de F » on peut encore dire que e'ogt est un 2 ~-morphisne pour
tout +€1 ; la condition (FI) montre que e est un S5 -morphisme,




ce qui signifie (no2) gue f est moins fine que ,)fb o Dtaptre part,

en appliquant (FI) 2u cas ob £ est l'application identicgue de E (puni

=

de JZa ) sur lui-nBme, on volt (en vertu de (I.‘IOTII)) que chacune des g,
est un Z -morphicme de A dans E , ce qui prouve le critére.
On 2 le critlre de transitivité svivent

CZ14. So

e
o

(4, )LCI une fomille dl'ensembles, et _pour tout z€I , gsoit

JZ une structure dlespece g, sur A, . Soit (J, ).A,ei} upne partition

de I , et soit (B_,\_ )./\.él) une fomille d'ensenbles ayont L comme ensemble
d'indices. ZEnfin, pour tout AEL et tout <z € JJ\ s 50i% gz..fi. une
aoplication de A dans B, et pour tout A €L, goit h une

application de Bﬁ. dans un enscemble E ;5 pour ALe D et <€ %ﬁ, s Ol pose

= hj. & gzjL . On suvppose que, pour tout Ael , il cxziste une struc-—

£ine ‘ o famille oy . Ta :
ture finsle sopr Ej&, . pour 1z famille (A@, v, ’g*z.,zi )zé I, Dang ces
conditions, les propositions su ntes sont douivalentes ¢

a2} il existe une structure fin éf sur E pour 1o fanille
b)Y il existe une siruciure finsle ;jo sir £ pour lIa farille
Lf

B o 3

( E Jg@’ﬂﬁ&)g}kﬁx
& g ¢

Zn outre, ceg vropositions entratnent gue éf = -

o | = . - - . . - “.L":J"! = = '

Zn effet, solt F un ensenble muni d'une structure J  d'espéece 2, ,

et soit u une application de E dans F . Par définition, la relstion

== £ = 3 > b | =
"ueh, est un 2 -norphisme de Bgt dens F " est équivalente & l2 relation
&
"guel que soit € ) » ueh ,A = uef est un J, -norphisme de &
dans F " . Ia relation "guel gue soi AETD = uah;& _est un ;:s: -ncrphisme
- -

de B}R dous F " est done équivalente & la relstion Tgusl que soit z € I

wef est un J, -morphisme de A, dans P " . Or, dire que F’ est
. |

%

-

. / = :
straucture finale poux (BA 5 Ji . hJ\ )_};_ €T siznifie gue 1o prenidre

=




—
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de ces relations est Squivalente & "u est un Z -morphisme de E
(rmuni de f’) dens P " 3 et dire oue f est structure f£inale pour
. f P )zEI signifie que la seconde est Squivalente & "u est un
Z, -morphricme de E (muni de Do) dans F " . Dlok le eritire, compte
tenu de la propzidtd dlunicité de la siructure Ffinole.

Soit 9 une application biunivoque de E sur un ensemble E! 3y si Z:
est unc espiee de structure transportable, et stil existe une structure
finele fw sur E pour la fanmille (4 Q)f z ) L eT ,Vla structure
JOQQ sur &', transynortde de Qgﬁ par v , est structure finale sur E' pour
la famille (4, Qf,apagmj 1e1 - 11 résulte en effet de (10r7) et (MOryy)
gue, pour tout ensemble F nmuni dtune struocture f dtespéce Z s %

pour toute apulication u de B! dans F s les relations "u est un

Z—moz'pm e de EY dans P U g% aep est un Z'-s;ﬂgz’phisrye de E dans P #
sont dgunivalentes.
5. Ezemples de structures finsles : imase Givecte d'une structure,

&

strucsture guoiient, borne inféricure Gtune fanille de struchures.

-

-

T : Inepe dizecte dtune structure. Torsque I cgt un ensemble & un seul

élément, la structure finsle pour le seunl iriplet (4, Qf,f) est appelde

|
)

(lorsgu'elle existe) immrse direcie par £ de 1a siructure F .

IT + Sirue %:mc guotient. Soient & un ensemble muni dtune structure 57

d?espice Z » R une relation giéguivalence dans A , et soit ¢ 1'appli-
cation canonigue de 4 sur llensenmble quotient 'E:Afﬁ (chep.II, ¢ G,no )

On a;ﬁpelle structure guoticnt de &p par le rels 'L'J.on R 1timoge directe

{si elle existe) de 12 struecture Q" per l’a;ap}_chatlon Q0 .




)

un général, une structure d'ordre on une structure 2lgtbrigue
ntadmettent pas de structure guotient pour une relation d'équi-
valenee quelconque. Par conire une topologie admet toujours une
structure guotient pour une relation d¥égunivalence arbitraire,
mais il n'en est pfas de mne dlune structure d'espace topolo—
zigue séparé.,

Soient £ une application de & Bgor un ensenmble B , R 1z »elation
dféquivalence f{x)«f(y), ¢ l'application canonigue de A sur A/.n. s
' posons Zf=gow , of g est une blject:.on de A/a sur B . L'espcce de
structure Za étant supposde t.eensportp ole, pour q“’ll existe une
structure gquotient ,J ! de Jo par R , il favt ek il suffit qu'il exisite
une imoge directe F¥ ge pj& par £ ,et FYest aloré’t‘mnsportée de F?
- Soient é,‘ﬁ&eaz cm’et\hiﬂs nunis respectivement de s"'ﬂuc'ﬁmes Cf Z‘f’
67esg}ece 2. s et soit £ oun Z —morphisne de A dans B . Soient B 1a
' relatl_on dtéguivalence i(x)-f(y), © 41'ap_'p}.matxon>e;,.non:.gae de A sur
AjR s €% 1 l’,z.n*fectlon de I(A) dens B . Supposons gque ,ff adnette une
structure qaotlent ,j’ par B , et que ’f" induise une strueture f /

sor f(!x) Aleowre, d“ns iz décompocluiorz eaaon;oue fzz.egoip de f s 12

blgecmon g de &,/3 sur (é), assee:.é af , est zn Z ~norphisne
(mais non néeessairensnt un Nomcrnhlsme), 1o?=sqn‘ozz munit Afﬁ de .5:
et £(4) de ,)i’ . Zn effet, icg est un 2. -r:o:f'nniume de A/R dens B ,
~ par définition de 1o structure quotient, et g un 2, -ﬁﬁrpbleme de A/B.
dans £(4) par définition de lz structure induite. :

CE15. Soient 4,8 deux ensemhles munis de structi.g_e_g_ .f 5 :f’ £ dlesp éée

Z‘ s+ B une relation é’écdivalehce déﬁs A , S pne ralaﬁon’ d'éguivaleziée

8ans B . On suppose gu'il exisite une structure guotient L de ¥
(-3

par B, et une structure guotient :f” de ff’ ar 5 . Alors, gi ? est




e
(T

e AR =

ua J° -porphisme de A dans B , compatible avec les relations R et S

s

et z l'application obtenue par posssze aux guotients, z est un

Z -morphisne de A/B dans B/‘S .

in effet, si © est l'application canonigue de A sur A/PL ,» ¥ ltapplica-
tion canoniqgue de B sur B/S y OB 8 Zow = Yef § comme Y et £ sont des
Zm'ﬂox-phxs nes, il en est de méme de yoz en vertu de (LLOII) 3 mais alors,
geyp &tant un 3, -morphisce, il en est de mBpe de g par définition de 1la
structure quotient.

Le eritdre de transitivité CE14 donne en particulier le critdre suivant

CE16. Soient A un ensemble muni d'une struciure Cf dtespeee ftranspor—

3able 5 , B ume relation d'$guivelence dans & , delle gu'il existe sur
_B;-:A/R une structure guotient ’ de P per T . Soit S ume relabion

dt&guivalence dans & , entrainée par B , et soit S/R 2s relstion

8'¢guivalence dans B ,.guotient de S par R {cbap.II,%G,ne }. Pour

gu'il existe sur B/!(D/.u.) une structure guotisnt S7Yde ¥/ par S/R ,

il fout of 31 suffit gu'il existe sur A/S nns siructure cuoticnt

% fﬂ' ~ "« Y e =) ° . OG o 2 E - -
de Q)z pgz_ 8 , et l'application canonigue de A/S (muni de &£ )
sur (&/R)/(S/R) (muni de %) est un iscmorphiﬂmen

T

En effet, soit ltapplication cancnique de A sur A/5=3B ks celle ée
3 g s

-3 sur B (S/.u.) Zn vertu de CEi14, dire gue f‘*" est structure qactznmt
de f’ par Q/’M éguivaupt & dire que f&” est struecture finale pour 1z
tmplet {&, ff ,'QI{;LP); Le critére résulte alors de ce gque lz relation

ylop(x))=t{ply)) est équivalente 3 5 .
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T o & § o T ;f 1 9 o o o B
sgemargnes.—~ 1) Colent 4 un ensemble puni d'une structoure dlesples
Z, 5 B vne relation d'éguivalence dans A telle gutil existe sur
. » , ) « .
ﬁ:A/'?. une strvcture quotient «f’ de S par R . Boient ¢ p llzpplies-

canonigue de A sur E 5 en général, il n'existe pos de Bection s
assoclde & o {c:_?f.as.:p._t”[,g 5,0 ) qui soit un 2;“ ~norphisne de E
dans A . Supposons gu'une telle section 8 existe, el en outre qutil

- . E) b !f - <} . i he < &

existe une structure JQ induite par JO sur s() ; zlors, en
désignant por i l'injection de g(E) dans & , et en

l'application biunivogue f est un is omorphisoe de B sur s{E). En

effet, f est un Z -norphisme par définition de is | structure induite

mo 7 -morzhisme de s{E) sur T en raison de (10

(¢}
ot
(i2e
I
y..b
8]
fte
m
A
ot
| w9

TI} 5
conme gef eat lfappl:wilon identigus de E et foz 1l'epplication

identigue de S{E}__, lz ¢ Gnclu,,loa résulte dan eritére CE5.
2) Soit 2. unme espice de structure telle que pour deux ensembles
ures f . e;f d'espéee 3, , il existe une
strueture produit ¥ ge F et 7 . Pour teoutss les espdces
de stz;ucmre 2 usuelles gui remplissent 12 conditio on préecédente,
1timage divecte de S 7 par l= projection pr, {(resp. pr,) existe et

-

est égale & F (resp. $/) ; meis on peut donner des ex emples of
cette condition nfest pas vérifide {exerc.4). Zn ouatre, pour lesg
structures saelles i1 existe DEB +el gue 1z scetion X-=>(x,b)

associde & pr, soit un Z -morphisme de &4 dens AXB (muni de F7)

5 L, < \ . :
et gue JF’ induise une structure d*esptee 3° sur le sous-ecnserble

A X %b} « Ii2is on peut donner des cxemples od il n'lexiste sucune
sect‘z on ag,._ociée it ﬂpplic_ation pry et qui soit un Z -norphisme

de A dans Ax3B (exere.S};
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IIT : Borné inférisure d'une famille de structures.

Soit (:Ji ), 1 bne famille de structures de mfme espdoe 2, sur un
meme cnsemble A 3 soit A, l'ensenble A puni de la structure ,_f y €%

o, l'application identique de A& dens A . §'il existe une structure

finale 8 pour la famille (a,, ‘f e, )tEI » 11 résulte de CE13 que

ba est la borne inféricure de l'ensenmble des ef dans ltensenble

ordonné des structures dtecpice 2. sur A . Fis il peunt se faire gue

cet ensenble admette une borne inféricure sans aue cette borne infé—

2
et quat:ce sisnes

rieure soit structure finale pour Is femille (4 , & ,e ),e1 (ex-3).
Exzercices.- 1) On considdre n lotires z,‘ pe s s,
Pt , P, X . X . On attrivae & chacune des lettres x, 4le poids O,
aux sigaes%'?‘et'% le poids 1 , oux siznes )(+ et ¥ 1le poigs 2.
On définit en outre pour chocun des gisnes pz-écéden%s -sa variznce,
qui est un des deux éldments 0,1 de g s de sorte que iefr lettres

+ s |
‘X; et les signes P 4 X aient pour vari ce 0 et les signes
‘P‘ . )(” la veriance 1 . Ie variance dtun assenvlzge des signes -
précédents est alors 1= somnme des variances deg signes gui y fisurent
(sonmme p*xae dans F’3 ). On @it gqu'un %el agsemblage A est un Schelon
sisné s'il satisfait oux conditions suivantes- : 19 ctest .un assemblage
équilibvrd (ehap..I,Appendicé ,n%3) 3 2° g1 2 nlest pa& une lettre,
=31 co_ménce per un des siz-"vnes P+ P }( ou )( » % 1e ou les
: assem’fala-?es antéeddents & ces sirnes ﬂon’c des échelons siznés '
3° si en outre 4 commence par un signe )( s les deux assemblages
an‘béeédents doivent avoir la variance 0, et si A ccmmence par X

 les é.eu.. assemblazes ﬂntécédents doivent avoir ls varisnce 1. Un éche-

lon sig;né est dit covariang si sa vwlﬂ'&ce est O, contravariant 51 sa

va_ 1amce est 1 .
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Si, dans un échelon sizné A, on remplace lee siznes P et P per
e -
P, 1les signes X et X par X , on obtient vn échelon sur
XyseeesX, (§ 1,ezercice). Toute réaolisation de cet échelon est dite
réalisation de 1'6chelon signé & et se note A(E;,...,E ) .
Soient E1 ,...,EH,E; go s ,Er'1 2n ensentles, i’i une zypplicetion de Ei

dans Z_J.'L {(1<£i€n). llontrer gu'd chague 4chelon signé S sur

XiseeesE, 4 ON peut associer une anplication %f1 "“’ffg ayant les
nropriétés suivantes s A
1% 51 S est coveriant (resp. contravariant) % 1’”"fn§’ est une

application de S(E,...,E,) dans S(E],...,B}) (vesp. de
S(E1,...,B)) dens S(E[,.-.,B)). e

2% 51 S5 est nde lettre 21 , éf“...,fnés est :Ei"; .

3% 51§ est P"”T (resp. P*’T), si g%f?"“*fn%i est une
»apnlz.camon de F dans Bt 2f7 ,...gfn} | és’c 1lextension de g aux
emet}bles de p@:etw es (resp. 1ltextension reclp”oque c'ie £ 80Z ensem—
bles de parties). . | |
_-40 Si 5 est X%'TU ou .}i’”ﬁ " ’si {ff,...,fn}? est une spplice—
tion £ de T dams P! et éf“...,f a§ e ‘aaplieatibn n de -G dans G?,
{f1 "‘"’fn} est l‘exi:ertsmn g;;h 3 appllx,a’a:.on de F:-(G den
Frx g .

L*a“plmatlon {f yersy n} est appelde lfextews? on caﬁoni ue

signée de fj,... ,f eorre.;aonaant & 1'8chelon si'fni S . Lorsque
- dans S ne figurent que les lettres et les siznes P* ot X
1l'extension canonigue sz.e'née est eg le & l‘axtcaqmn eanomque
£z, ,...,flf |
= lontrer que si fi est une applz.cation de B, “aens E{ » £1 une

‘application de Ei dans Eg_ (1< i<n), on a, pouz un échelon sisné S
. covarisnt
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. S S S

if,’bf,l’o-o’.f;lafn} z{f{,o.-,fa} o{f,',ono’fn}
et, pour un &chelon sipné contravariant S

{f Of1,...’ Of} {f1’-oo,f} {f,],.oo’f}

En déduire que si f est une bijection de Ei sur Ei et f{ 1z bijec—-
39 2 & . PERY:
tion réeiproque, {f1 yene ’fn} est une bijection et {f; S ,Lr'l}
la bijection réciproque, et montrer que si T egt 1'échelon (non signé)
correspondant & 1'6chelon siznd S if,‘ gr i g } est égale a
<f1 goeegof °7‘L ou <f1,...,f'> suivant que S est covariant ou
contravariant. _

2) Soient Zyseee X, des lettres, I, ,...,Tp des échelons signés
sur ces lettres (exerc.1). Soit Z une espéce de siructure dont la=
caractérisation typiqae est

s, € p? ET} (x1 A ,xn)) et ... et spé wmp(x,‘ e n ,xn),).

liontrer gu'on peut définir une notion de Z ~-norphisme de 1z
facon suivante : &tant donnds n ensembles Eggeee £, munis d'une
strueture (_S,i,...~ ,Sp) d'espéee. Z s 0 ensenbles E%,...,E;l runis
dtune structure (S;,..-,Si)) dtespdce 2, -et une application £, de
E; dans E! ~~(1<i<n), on dit gque (f?,...,.f ) est un 5 -morphisme
si 1es appllcatmns 3‘_’ vérifient les comluons suivantes :

19 81 ‘I‘j est un 6c£elon covariant ;

r3
T :
: d o
, (B itad <>y
2° si -Tj est un L,Cﬁelﬂﬁ contravamant _
{31 . 3‘ <3' >CEy -
L;entrer gque les conditions (i II) et (0 III) sont remplies
et qu-'en choisissant convenablenment les variances, on peut retrouver

de cette manidre 1s définition des.'Z -morphisnes pour les structures
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d'ordre, les structures topologiques et les structures algtbrigues. ,

- . wil - ) X 5
“n outre, si QL est une esptce de structure gous-jancente & 2,

~ < , / :
(§ 1,n°g), tout Z, -morphisme est zussi un 23 ~morphisne.
3) Soit > 1'espbee de structure définie par trois letires
A,8,H, la caractérisztion typique
se ¥ :;51; ot H e JF (4
se W (IW4a)) et me )
et un axiome ; "HES e “5‘5" ot Y%og est l‘aALome de 1'espdce

-

de structure topolozigue (b 1 04 Ixermple 3). liontrer que g;‘ est

e
)

re

(.'J

ns

p..

ortable. B81i A,A' sont deux ensenmbles munis respectivenent de

3 ’- e T ¢ 3 - ‘:’1’ - :q—' -
structures (S,H),(S?,Hv) dtespiee on ¢éfinit les >, ~morphis--
b g b4 4 < { ,, =t

mes £ de & dans A' comme étant les applications continues de A
ians &! (pour les topdlcgies 5,581 telles que f£(H)c H'. lontrer

que ces 2, -norvhisnes peuvent se 86finir psr ?c procédé de

| et

~

ltexere.2 . Donner un exemple dtune f2 miTle (ng } de structures

™M

dlespdee sur un ensemble & telle gutil existe une borne supédrieur

3 3

amille de structuores, meis gu'elle ne soit pes stiructure

s sz} \ S e
amille (A, & ,e ), o A, désiznc liensemble A

A
=y

de cette

fa

bl

initisle pour la I
poni de 1s étfuetufe W, et e, 1tapplication identigue de 4
dans A@ {conpsiddrer un espcee bopo?eﬂzqae A aanﬁ lecguel un ensemble
fermé, ayant un intér ‘leur non vide et digt net de son intériecur est
intersection dtune famille d'ensembles ouverits). 4

Soit @ ]!espéce de stéucture ayant nfme carasctérisation typigue
gue Z , mais avec l'axiome MA-HES et R%YS% t, ILes -norphisme
étant définis de 1o minme fagcn“que les §§<—morphismes, dorner un
exemple d'une fa-mille ( Jf’ } de structures diesptee (& sur un
ensemble & , telle qu'il existe une borne inféricure de cette »

famzlle de structores, mais que cette borne infériecure ne soii pas
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structure finele pour la famille (A, dﬁ?, e, ).

*4) On considdre une espice de structure ;a définie de 1la fagon
sulvante ¢ elle comporte deux ensenbles de base A,B, B étant un ensem-
ble auxiliaire ;3 A est muni d'une topologie separée sous-jacente a AEf
(et arbitraire). La donnbe de ZE comporte en outre une application ¢
dtune partie de B dans 4 , avec .llexiome suivant : B = K e% p est
définie dons un intervalle de la forme (O,aj » avec 2 >0 , et est
continue et injective. Un,QZ ;mnrphisme dtun ensemble A dans nn ensem—
ble A' est une application cantinueAf de 4 dans A' telle que @' soit
un prolongement de Zeg (ot &tant lfmpnlicétion gui d4éfinit 1a
structure de A'). lLontrer gue ces ;§: -morphlstes pcuvent se définir
per le procddé de 1llexerc.2, et qu'il existe une struciure produit
sur le produit de deux ensembles A?,Ag munis de sitructures d'lespice
22 . lais donner un exemple od l'image directe par la premidre
brojéction pry de la strgctufe procduit sur A?gcég.ﬂ’est pas la

&

structure uonnée sur A&, (prendre pour é? un egpace homéomorphe
a2 RY) . |

~5) Soit Zg une esptee de structure eompgrtaat un engewble de
base A& , une structure fHopolozigue sous-jacente sur A et eux éléments

2,b de & ovee l'eylome additionnel qu . On définit un ;Ej ~morphisme
de A dans A? eomme une application continue £ de A dans A' ielle que
£{a)=a! et £(b)=b? . lontrer gue pour deux ensermtles A,B munis de
structures d'esplee S, , il existe unme sﬁrac%azepzadait sur AXB
et que 1’1muge directe por pry (resp. Pr, b est.la structure de A

(resp. B), mais donner un exemple oa il n'existe pess de section

associ6e & pr, et qui soit un 3 ~morphisme de 4 dans 4 ¥B ‘i
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§3- Applications universelles.

1. Znsembles et applications universels‘.

Soient Z et @. deux especes de s‘cruc’r.a:ce (que nous' supposons
toujours, pour simplifier, définies chacune sur un seul ensenble )
pour abrdger, nous dirons "Z ensemble? (regp. " @ wenﬁemble") an
licu 4t Mensenble muni dlune’ “rruc‘cv.ce d'ef'm,ce Q 1 (?‘(’c,p. @ ).
Yous supposerons gue pour 1’espe3-ce ' ® , On ait déflni une notion de
—morphisme (5 2,n°1). En o&%fe, considérons la thdorie €' =
comme éxiémes tous ‘cfeu_x' de ?’0 et. tous céux de ?,: s Z étant

A ‘ 2@« &
définie sur %z, et @ sury , (x et vy disti nc‘Les) nous SLppOSEfOﬂ.S
gulon = aéfini un terme ;ﬁéz,yé de 1a théorie ‘g” » Ge fagon que :
19 12 relation H%x,y%@ % (z,y) soit ua théordme de %' ; 2° &i on
exprime la welation (?é'ﬁgz,y% en disent gue © est un (2 @ )-moz-

phisme de x dans y , 12 condition suivente soit vérif é 2

(BI1) S8i v est nn ( - j-morvhisme diun §° -enserble E dans un

-gncsemble F , et _si £ est un (& -porphisne de F dans un

-ensemble Ft, glors fo0 estun (5, }-porphisne de E dans F!.

Cela nosé, gsoit E un _Z --Cﬁwe"lble- On dit qu'un @& -ensemble E*o

e

et un - A5 .)-—mor shisnme de E dans F_ sont universels pour E si
90 s LOiVerecss P

19 conaltmn sniva nt-e est remplie ¢

-(AU} Pour tout { Z' 5 )-morphisme v de E dans un -egusemble F ,

il existe un @ *leovnhismé £ de P, dons F %el gue E=fop, -

On dit encore dans ce cas gue 1le "ouple (Fn,apo) est ._o}.utlon du

nr*o’"lnnc d'emliemtlcms universelles pour E ,(relata.ve ent & la donﬁee

gde > » des  .® -morphismes et des (3 , @ )-morphismes).
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Soient (F @O) et (-1,,1) deux solutions du probldéme d'appliczstions
universelles pour E . La condition (AU) nmontre qu'il existe alors un
& _norvhisme fo de FO dans F1 et un (B —morphisne 11 de F1 dans Fo
tele que o=f @ et ¢,=f,o9; « Il en résulte que la restriction de
£of, & 91(3) et 1z restriction de £.0F, a QO(E) sont les applica—
tions identiques de ces deux ensenmbles. ious dirons gue (FO,QO) est
une solution gtricte du provliéme diapplications universelles pour E si
clle satisfait & (AU) et & 12 condition

{AU') ZPour tout (@ -cnsemble F , deux () -norphismes de ¥

)
dens F gul coineident dans @O(E) sont &zaux.
Si (Fo,@e} et (Fi’?i) sont des solutions s%ii ctes du probléme

dlapplications universelles pour B , le rais

ntre gue les D -morvhismes £ of

identigues de ’E‘,‘ et F, esy i
fo est vh igomorvhicsme de FO sur F? et f? Ltisomorphisne réciprogue.

On exprime encore ce =ésultat en disant gutune solubtion stricte dn

vniverselles pour E est nnicne & un isomor rphisns

On noters en outre gus, lorsque (FG,@@} est une soluiion stricte du

probléme dl'applicastions universelles pour E , pour toul

(3, » ©@)-morphisme ¢ de E dans un @ -casemble F , il existe un

& -morghisme £ gt un seul 4 e F, dans F Lbl que v = fop, .
2+ Existence d'applications pniverselles.

&

Un nrobléme d'apvlications universelles n'a pes néeessairenent de
solution (exerc.i). Tous zllons ponirer toutefois gue des conditions
assez Irégnepment vrdalisébes dans les diverses théorics mathématigues

bsuelles entrafnent 1l'existence dtune solniion giricte.




.
Considérons les conditions suivantes s

(CUI) Sur tout produit d'une fomille de @ —engenbles, 11 existe une

structure produit d'esptee @ ( g,n 4).

(CUIT) Soit (Fz )161 upe famille de (@ -encenbles, et pour tout

¢l , soit ¢ un. (>, , & )-ciorghisme-;, 8e E dans FL . Alors l'2ppli-

cation (LP1 )151 de E dans ieIi 1*‘1’ (muni de 1o structure produit)
= 14

est un (5 , @ )-porphisme.

Pour énoncer ls troisitme condition, nous dirons pour abréger qutune

pa.tle ¢ dlun @& -easeﬂble F est (& -fermde si la Gt”uctw re de F

ivxém.t une structure dlespice @ sur € ($2 noc’..)
CUrry) Soi {E, ) e1 bne fanille de perties @-.fcrm,e avun
~ensemb1§. F , et pour chague ¢€I , goiy 'fﬁ sn @ -norphisme

o

de Fi dons un @ -enseuble F' 3 alors llenserble des yeF tels gue

tous les _f;(y)‘ Soicnt desux est & -fermd. a e
Re'ma‘rq:mns-rque si on appligue en par'kleu.;.ie.h (CUHI) aux 1ﬂ3ectlon

des F ﬁans F s-0n en déduit que toute interseciion &e purtles

&) -feruSes de ¥ est encore —fﬂrmée. Etant &ormée" bne pertie

quelccnque G de- F s 11 existe donc une plus Eeti‘ae paritie @~fermée

‘de F contena nt &, savoir l'mtersectlcn de la fanmille des parties

@ —-fermses centemnt G s mus dirons pouf anz'é'"e'f' qu.e eette interseet:.on

est la @ -fex t:eture de ¢ dans P {on est @-—emggqg«ée_ _par G-) .

La dernidre conditi on ‘est alors : 2 a
(GUIV) Soit e nne pgrtle dtun @ -ensemule F 3 il existe un cardinsl

e(G) ne dép’*n& ant gue du carc.inal de G‘et m;orant 1e éardinal de 1z .

@-—iermetuze de @ dens F .

Dans 12 plupazt»des cas usuels, on pourra prendre ¢(G)=2
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Supposons d'abord gque les conditions (CUI),(CUII),(CUIII), soient

remplies. Alors, s'il existe une solut‘on (Fo,q)o) duz provleéme dtappli-

cationg universelles pour E , il existe aussi une sclution stricte.
En effet, il résulte de (CUiII) que devLx @ -morphisnes de F, dans un
(® -ensemkle I , qui coincident dans q’O(E), coincident aussi dans 1z
& —fermeture F(’) de q)o(E); par suite, '(Fc'),v.po) est une solution stricte
du probléme dtapplications universelles pour E .

liontrons en second lieu que si en outre lo condition (CUIV) est rem—
plie et si 1’65@6}09 de gtructure est z*:mspoftf»ble, alors il existe
un ensewble et une application universels pour E . En effet, s0it U un
ensemble dont le cardinal est c¢{E) 3 tout cnsenmble de cardipsl c(.u)
‘est done Sguipotent & une partie de T . Considérons 12 famille (")&)36&
de tous: lss Z O)«-iao_r*}alsr:cs de E dans dés parties de U nmunies de
structures dlespce (on notera gue si 1'échelon T(x) est tel que
toute structure d'espéce-. sur xz soit élément de T(x)}, l'ensenmble des
structures dlesplee sur les parties de U est une partie de T{T)
comme il résulte de CEZ sppliqud & 17 injection canonigue d'une partie

de U dans U). D5 signong par Fm le &) -—ensenble -gui-est l'ensenble

dlarrivée de ¢, 5 soit F_ le ) —ensewble produit des' F, (qui existe

{_'}

dtapres {CU;)), et soit 0,=(p. ), qui est un (J , @ )-morphisme en
vertu de {G‘EN}, liontrons que {FO,%) est solution dn problime dlappii-
cations universelles pour E . En effet, Gtont donnd un (S , @)-norphism

v de E dans un -ensemble F , on peut supposer gue F est la

_fe,:fmetmf‘e de v{Z), en vertu de (GUIII)- et de la définition d'une
structure induite (3 2,n%). Conmme Card{p(Z)) < Card(E) < c¢(E), il

egiste, en verin de {GLW) une partie ¥t e T sguipotente & P




e I’."j'-
solt g une vijection de F sur P!
d'esptee (B de F , il existe un
trancportée) soit Sgal & Fp et que goy = 9@ . Alors

“we

tel que F' (puni de

w——
[¥8

est un CD-morphlﬂﬂe de F dans F tel que o = fa?g y
12 dénmonstration.

3. txenples d'zoplications universelles.

3 - e - - . -
"De nombreux problémecs dlapnlicztions universelles

dans des théories pmethémetiques trts diverses 3 rnous al

les plus importants, aui seront pour la plupart shordd:
dans lz cours de ce Praitd :

I. Structures alstbrigues libres. TPrenons pour 22 cAVes

structure d'ensemble (3 1,0% Renargue 3), pour @ we

Wmm

structure 2lzbbrigque (définie par une ou plusiears 1ol

ef. Alg.,chap.I) 3 vn (5 , Gﬁ}«m@rphisme sera une ap; L

gueslcongne d'un ensemble dans un G?-*ensembleg et un

ce (& envisasde. T

sera une représentation pour lle

spde
de structure alzglbrique usuelles vérifient (CU..-) et

A
ception de ltespdee de strueture de corps, elles vérif

et'{CUﬁI) est ici une consdguence itrivisle de {CEI).

sl on transporte par

9

g la structure
cette structure
. -

T =g z;prﬁ

e gui achtve

Le @& -—encenble universel ¥ F, et liapplication unive 7selle 9.
-correspondant & un ensenble {(guelcongue) E sont Htels e zdnéral gue $q

soit injective, de sorte gu'on peut icdentifier E & g (

)
)

toute applicction de E dans un & —ens

(S

ensendre Fo

=

ge donce d'une seule menidre en une représentation ée F

On dit que Fo est le @& -ensenble libre ensendrd per |

gnfon perlers sn Algdbre de‘ggnoide libre (Alz., chep

de yroune libre {Alg., chap.I, §‘ O yexerc.18), de mocy 3

s = ]
) % gue .

-mble F se prolon--

3 T
ans F e

Libre




~
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(Alz., chap.II et VII), d'zlsébre libre (Alg. ychap.IIT) ;3 dans chacun

de ces cag, on définira Fo et P Sans utiliser le procédé générsl déerit
o

au n"2 .

II. Anneaux et corps de fraetions. Lz donnde dlune strueture dl'espdce Z

Sur un ensemble A conporte une structure d'snneau commutatif sur A s 2yant
un ¢lément unitd, et dtune partie multiplicativement stable S de 4 ;
une structure dlespdce & est une structure d'espdce Z ok on gjoute

l'axiome que les 41léments de S sont invarsibles. TUn (=, @)-porphisme

de & dans A4' est nne reprdsentation {pour la strpeture d'aznnean) gui
applique S dans l'ensemble correspondant §f 4 définition analogue pour
les ~morphismes. Iei 1z condision {C.UI} n'est pas vérifide, mais on
peut ecependant démontrer l'e:éi_stence diune solution stricte pour le DT C—
bléme dlapplications universelles. Lis cas le plus important est celui

o8 on suppose q‘ue S est le complémentaire de O Gans & :. une structure

dtespiee est alors une structure dlannesn dtintSorité, unz structure
p : s

dtespdce (&) est une siructure de corps conmutatif ; le (& -ensemble

vaiversel 2ssocié 4 un snnean diintderité A est alors appels le corps
deg froctions de A {Alz. ,chap.}:,g G, prop.4 ; voir 2° Fartie, chapitre
sur les gpdcislisations et valuations}.

III. Produit tensoriel de deux modules, es*ﬁjl’espéce de s-trtic‘aure

de A-module unitsire, 5, 1llespdee de structure de A-module gnitaire

somme directe de deux sous-modules ; & est un annesu commutotif ayant

pn &lément vnité, considéré comme erz{sémhle auiiliaii‘e ; un S, -ensemble
E est identifié au produit des deuz sous-modules H,8 intervenant dans
‘88 structure. Un A@ -morphisme est une applieation lindaire ;

-un { Z s & )-morvhisme de M xJ dans F est une application bilinésire -
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la condition (BI) est 6videmment vérifide, ainsi que les conditions
(CUI), (GUII),(CUIII) et (CUIV) (avee ¢(G)=Card(G)Card(A) si A ou G

est infini, Card( M) dans 1c cas contraire). ULe A-module universel P,
ﬂez-resz)ondan’c av module M xIT est appelé le produit tensoriel de M

par W et noté M@W ; et llapplicetion universelle L (gui est bili-
néaire) notée (x,y) ~>xz@y (cf.Alg., chap.III,§1).

IV. Extension de 1'annesu dlopératenrs d'un module. ~Soient &4 un annean

conmutatif ayant un Eldément unité, B un sous-annean de A contensnt

1'61ément unité de A . Ll'azpdce est l'espéce de siructure de

t-podule unitaire, liespbee > celle de structure é".e‘ " Bepodule unitmire
(4 et B &tant considérés conmme ensembles auxiliaire 3) s les .@»mrnhisﬁé
sont les aepplications A~ llﬁCE}.}.ICS, les {Z » & )-—morph?sacs, les
applicati ons B——lméawes. Le A-modnle upiversel F eofrespomam au

w

B-module E est zlors appeld le module abtenn par exien 3 ,5‘3 & & de

ltgnnean ci*oz}éra,eufv B de E , et noté E{A‘ (Mg.,}chap.III, ‘\32).'

V. Cemp}.é%mn dtun ccr} ce uniforne. :2 est 1*espbee ue S‘cfuc“wre

pniforme, @) ecelle de stroeture d’-espace uniforme sdvard et comp.:_et

les {Z & J-porphisnes {resp. les & ~merphi’smes) sont les appli- .

cations uniformfment continues dtun 5 -ensemble dans un (& -ensenble

(resp. d'un’ (& -enseuble dans un & -ensemble). TLes parties'
~-fermées Gtun espace anifamzé» eoz:zpié'{: sont iei les pa?i:ie-s fermbes
@éur'l_a topologie de lfes-gaee_, et 1§s cén&itioz@s (G‘Uz-) "(CU]::) et (CUIII)
sont vérifides trivisnlement 3 on voit aisSoent gue (Ct:’mv) est vérifide
};en prenant c(G)-_Z‘éuaEMG} . L*espace uniforme séparé et conmnplet F

ntest autre (& nne icono‘f'phie prds) que le eomglété de l'espsee uniforme

séparé assacié & E (Zop.géu., chep.Il, §§ 1 et 3).
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VI. Strveture uniforme universelle. S, est l'espdce de topologie

d'espace complétenent répulier, @ 1'espdce de ptructure unis Forme
?

séparée ; les (23 s @ )-morphigmes sont les epplications continnes

(d'un espace complitenent répulier dang un espace uniforme séparé), les

Q@-—mornhismes les applications wniforndnent continues (d'un espace

(\

uniforme séporé dans un espace uniforme b Les conditions (CUI),

l""
O

es. On peut prendre

(68

(CUTI)’ (CUTIT) et {CUIV} sont trivislement vérif
pour Fo ltespace E muni de la structure uniforme 1la plus fine conmpatible
avec sa topolorie dite structure,unifcorme wpniverselle (Top.zén.

20B-861. ,

chap.IK,é?, exerc.5), 90 tant llapplication identigue.
fic

b

N
ViII. Conpsecti ction de Stones-leeh. jﬁf est encore llegpéce de

topolozie d'espace conmpldtement régulier, & l'esptee de iopologie

d'espace compact, les (2, , & )-norphismes et les & ~morphisnes

3 ~fernde

étant les applications continues eerreggandan%es. Les parties
sont encorg iei les perties Ffermées au sens *OﬁOlO”lva, et la vérifi-

ation de (CUI), {Cﬁii), (CT IT) et (CE;V} se failt comme dans llexen-
ple V . On peut preandre pour F le Yecompaetifid de S%cﬂewgechﬁ‘de E ,
obtenu en complétant E pour lo siruciture uniforme 1o noins fine 3

&
- e ~
uniforménent eanblnubs les p?lLG“+*Qﬂ continues de E dans O,ij

(Zop.gén., chap.IX, Q 1,exere.T), ©. &tant 1'injection 4 E dens F s
s r 51 d

VIII. Croupes topolozigues libres. 2: est l'esplee de topologie

dlesnace complatement #8zulier, @ 11 esptee de strcctu"e de groupe

L

topolorigue sfpard ; les (3 , @ J-morphismes sont les apﬁlieations
continues (d'un espace compldtement rézulicr dans un groupe topolozigue

sépard), les (¥ -morphismes sont leg »e >orésentations cantinues

P

(dtun groupe topolozique séparé dans un g*oupc topologique séparé).
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Les conditions (3lI), (GUI),(CUII),(CUIII) sont trivisclement vérifides 3
la @& -fermeture d'un ensemble est le sous-groupe qu'il engendre, et

var sulte (CUpy,) est vérifié avee c¢(G)=sup(Card(G), Card(N)). ILe
groupe topolozigue Fo solution du probldme d'épplications universelles

ainsi obtenne egt annelé le eroupe topolo,—"f.ique libre ensendéré par

1'espace E ; on peut montrec que 9, est un hombororphispme de E csur le

| sous-espace Py (E) de F o ). Au lieu de prendre pour @ ltespéee de

structure de groupe topolorfique séparé, on pourrsit sussi prendre des .

espéces de stru.ctures telles que celles de f’"‘bupe abélien topolo'*i'cue
séparé, de groups compact, dianneau topologigue sépa:fé d'espace vectorlel

topologique séparé (sur un cofpe topolozigue cons:.déré copne ensem‘nle

auxiliaire), ete. | Mk

- IX. ClBturve alvébrlgge d'un corps. Z - est 1’espéc§":'dé structure de

corps eommuta-tlf, l'espace de structure de coz-ps eommtutzf alezd—

brlguement cles les {Z @) -morphismes sont Ies 7=ep'ésew‘l:a*!:s.cms
{(d'un corps commzztatif dans un eorps commtatiz lpc,'ﬁrmucmcﬁt clos)
Iei 1a 60!1(111?"0& (LUT) n'es+ pas vérifide 3 le prooléne d'apnlicatlons

univargelles awm: toujours une solu**mn {1a cmture al%nr:.cue de E},

mais pas en ﬂénéral de golution stfle_ta -4 houtefols Ia clb‘bure alucbriqu_e
.F est unique- & un isomorphisme p*és (Alﬁ.,e_iap.v §4), mais le

:.®-mornh3 sme :E de F, dans F tel gque g=f P nlest plus unique (pour un
p donné).,

(*) Cf. P. SANUEL, Bull.Amer. Hath. Soe. t.IIV (1948}, p.591-598.
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4. Les problémes d'immersion.

Supposons que l'esplee de structure 2. 8oit sous-jgcente &4 llespece

de structure (2 1,0°5) (en pzrticulier, 2. peut ttre une espdce

de structure moins riche que @ (§ 1,2&06)). Supposons en outre gue

tout ~morphisme d'un & -ensenmble P dans un ~-eusemvle P s0it
zussi un 3 -morphisme lorsque P et P! sont munis des structures
sous-jacentes d'espéce Z, « I1 est clzir alors que si llom définit

un (2] )-morphisme dlun S, -ensemble E dons un & —ensemble F
comme un Z -norphisne {lorsgue F es% muni de la strocture soas-jaéénte

dtespdee S, ), 1z condition {Bl) est satisfaite.

Cela étant, nous diroms gue l'on peut plonger un Z -ensenble B

dens un_ & -gnsemble F s'il existe une injection j de T dans F telle
gue : 1° 1z structure sous-jacentes d*asg‘eeé 2, sur ¥ induit une
structure dlespiee Z sur j{E) ; 2° lorggue F{E) est nmuni de cette
structure induite, j est un isomorphisme de E sur J(E).

Supposons qu'il existe un & —ensemble Fst une ‘applicaticn‘j_
satisfaisant anx conditions précédentes (suquel cas on dit que (F,j)

est une solution au probldme d'immersi

on pour E). Supposons en oubre
gue le zroblénme d'applications universelles pour E sdmette une solution
stricte (P ,9,) 5 comme j est, par définition, wn (5 , ®) ~rmorphisme,

,»40rph3.sme de F dons P .

on peut erire j=fop ok £ est un @
On en coﬁelizt aussitot que‘ ?p st une m;ectz.on ok qus la restrlctlon
de f & ¢, (E) est une bijection sur j(E). Supposant 2, transportable,
on peut transporter par ¢, la structure (d'espiece S, ) de E sur ‘
o(E)’, ef lorsgue %(E) est muni de ceite structure Oo s 12 restric_-'-'
tion de ¥ & cp_o(E) est un isomor.phime.'sur ). Sz en outre la struc-—

ture d'espdee Z de Fg'indui»t str ‘%(E) 1z structure cf s on voit que

P




A
Y

4 bk

(F’?o) est aussi une solution dun probléme d'immersion. Lorsgu'il en est
ainsi, il arrivers souvent en outre, lorsque f appligue Fo sur F que

la structure d'espiee @ de F soit 1l'imaze directe per £ de la structurs
d'esptee (&) de F, .

Ixemples.- *Les étracturés alzGbriques libres citées dans l'exemple T
du n°3 donnent toutes fes solutions au probléme dtimmersion, ek

ces solutions sont unigues si on impose & j{E) 1a condition d‘engexﬁ~
drer F . Dans ltexenple I%, ?, est un icomorphisme de A sur @O(A)
lorsque B8 ecst formé d'éléments révaliers; meis hon dans le cas
gégéral. L’axemple v donne une solutlon aun nmouleme d’lﬁ”&fSlOﬁ

«-‘

lorsogue E i est un espace pnif orne “ébaré Les caemnles VI, vit et
VIII donnent toajouys des scluntions sn pronleme a*mmmgrszon, comne

on l'a ééjé signalé .

Exercices.~ 1) On prend pour 2, l'espéce de st?qcﬁare topologigque,
peur & 1’&&@ ées espdeces de structure définies dons les exerc. 4

et 5du §2, les (5., s Stant 1 ép@liea’sibns conti-

nues. llontrer que le pﬁehlaﬁe dtapplicstions aﬁivexselles ntz pos

en ﬁéﬁéf@l de oola**oa.

B

@

2) Soit @ une espdee & stract&ze comportant un ensemble de

an!

-

ce de structure 2. comporiant deux

t‘\

(D"

[t
e

base A . On dé5in

4]
(B
UJ

R

ensembles de base E et I per la donnde ¢ 1° d’uﬁe:?ar%ition

@

bt

(&§}¢63:de Z ayant pour Pnﬂewale d'indices ; 2° sur chague A
e ==

=3

71
- dlune structure Qé?'d' soéce ® . Un (25 = ll);zmxpﬁiéme ¢ de B

dans A est défini par 1a.ecndition que s2 restriction @i'é chague

A4

(ot I est considéré comme ensemble auxiligire), est appelie llespdce.

& _norphisme de k, dens A . Llespdee de structure 37
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de justaposition de familles de structures d'espdee ® .

lontrer que £'il1 existe une solution stricte (Fo,tpo) au probléme

d'applications universelles pour E , la gtrucihure d'espiee & sur

Pe

n 3 ] / T H I” u &
ho est structwo Tinale pour lL iz ille (A c»:)f, ?'a)z,é T
étant la restriction de Pq a A/.b - En outre, soit F un ensenble,

¢t pour chague ¢€ I , soit fb une application de fg& dans F .
S'1l existe sur F une structure finsle dtespdce @ pour la famille

(A¢’ gf; ’fz)’ on peut éerire £, -—-fatpt s o £ st un & ~morphisme

de E’Q dans F , et la structure de F est 1'imare dirvects de 1la

structure de FO par £ .
Applicaticns sux cas suivante
10 est une espdee de structure algebrigue telle que monoide,

groupe, module, algd cbre, ete. Ie -cnmﬂble F existe alors et

est appelsd nraau.:tt llbre des & da% 'fe en;g des groupes, somme

~

ai recte des A aers le cas des xﬁ@uluu, caapese direet des A&

dans le cas des. algebres..
2° @ est 1l'espiee de strueture de groupe topologique, ou

dfespaece vectoriel topologique E‘Q eiiﬁ.st‘e dans ces deux cas, et

est appels somme dircete topoleozidue da "‘3_3 le gas des espaces

veetoriels topolorzigues localensns convexes.




