REDACTION N° 186

COTE NBR 089

TITRE ALGEBRE
REEDITION DU CHAPITRE II1I
OBSERVATIONS CHEVALLEY

ASSOCIATION DES COLLABORATEURS DE NICOLAS BOURBAKI

NOMBRE DE PAGES NUMERISEES 19

NOMBRE DE FEUILLES PRISES EN COMPTE 19

CONSULTABLE ULTERIEUREMENT



ALGZBRE
Ré6dition du Chap.IIT

OBSERVATIONS CHEVALLTY

TRATISFIRT DYAITZAU D& BASE.

S0it h un horomorphisne d'un annezu 4 dans un anneau B . L'honomor-—
phisme h définit sur B des structures de A-module gauche et droite Bg
et By , au noyen des lois de conposition externes (a,b) —> hl(z)b et
(b,2) —=>%bh(a) (2el , beB). Les nultiplications & gauche (resp.:

& droite) dans B sont des endomorphismes de la structure de nodule de
By (resp.: Bg) .

Soit paintenant Il un A-npodule gauche ; on peut former le prodult
tensoriel Bd@ﬁ s, qui est un groupe 2dd4itif. S5i beB , soit be la
nultiplication & ganche par b dans B § puisque L‘b est un endomorphisme
de Bd , on peut lul associer un endomorphisme du groupe additif B(1 &I
soit Lt , tel que Li(b'®x) = bb'®@x si b,b'e3B , %zell . Si b,b?
sont des &ldnenmts de B , il est clair que ILf ., = Li+Ll, , If, =L T?,.

Les opérations I% définissent donc sur BGQZ& une structure de nodule

& gauche sur B . Hous dirous que ce podule se déduit de II par transfexrt a

B de l'snnesu de base. Frocééén’c de nanidre snalogue, on d&finit zussi

12 notion de transfert de ltanneau de base poar les nedules & droite-

Hous noterons LZB le pedule gui se déduit dtun module I par transfert

3 B de 1l'anuean de base (b Stant supposé fixé une fois pour toutes).
Désignant par 1 1'¢ldépent unité de B , m ->1®n est une représen-

tation du groupe a2dditif de II dans celui de MB s nous appellerons cette

é,zaplication l'soplication canonigue, et nous la désignerons par L .

On a, pour 2€A , X(am) = hi(a) X(n). L'ensenble X (II) est un cnsen—

ble de géndrateurs de la structure de nmodule de e .




-
Le nodule 118 peut Btre caractérisé par lo propriété d'universalité

suivante : soit W un B-riodule gauche, et solt £ une zpplication de Il

dens I qui est une représeptation du groupe =2dditif de Il et qui est

telle que f£(an) = h(a)f(n) (aeh , m€ll). I1 y a zlors une application

linéaire bien déterminée £ de I dans U telle que £ = £1oX . In

effet, considérons 1l'application g : (b,n) — bf(n) de Bg*U dans U 3
on 2 g{bhl(a),n) = g(b,an), d'ou' il résulte que g donne lieu & une
représentation £' du groupe additif Bd®H dans le groupe 2dditif IT
telle que f£'{(b®@n) = bf(n). Il résulte tout de suite de cette formule
gue £t est en fait une application linéaire de e dens T , ce qui

6érnontre notre osserition. Ltunicité de £1 est &vidente.

Si U est un podule libre svec une base (x ). LIB est libre avec

iel *
iz vase { X {z.)), ¢f ° 91 I est sonme (resp.: somme directe) des

B

rodules Hi’ i€l , If’ est sonme (resp.: somne directe) des modules engen—

drés par les KX (E.Ii) {lesquels ne sont pes nécessairement isomorphes
anx -Zi? , sauf si la somme est directe). |

Soit L une applicetion lindsire de II dens un nodule II' ; soient X
et )(." les applications cznonigues de ILI' dans LIB,‘ E'B « Il existe
alors une applieai:ioﬁ_ Lt lincsire de I‘KB dans i’IfB et'ime seule telle gue
 %teL = L'e X . En effet, XIOi_x =44§ est une appl_iea%i_an additive de
i asns 1B telle que £(an) = h(a)f(m) ei ach , mell , et il suffit
dlappliguer le résultat indigué plus haut. Tous désignersns It par LBV

‘et nous 1'appellerons 1'ap§liea~tign associée & L . Si L, est une appli-

cation lindaire de II' dans un troisidme nodule, (L,OL)B = L?OI.B .81 %

est "sur®, il en est de méme de : 3 51 I est univalente, il n'en est

pas nécessairerent de rfre de .
Soient M un module & gauche sur A , I un module & droite sur A et B

une forme bilindaire sur IIxX¥ . Soient XH et ng les applicaticns




A

canonigues de II,II dans MB,NB Il existe alors une forpe bilindaire

ﬁB et une seule sur MB;( §o telle que ﬁB(XH(n),XN(n)) = h(X(n,n))
(mell , nell). Ltunicité est &vidente. Pour &tablir l'existence, dési-
gnons, si nell , par fn 1l forpe lindaire m —> B(n,n) sur II . Considé-
B o B 3 fi est donc une forme

, et on g fﬁ(xm(m)) = (A (n,n)), car h est l'zppli-

rant A comne A-nodule & gauche, on a A
linéaire sur 12
cation canonique de A dans B . Considérons nointenant 1'anplication v :
n ——>f§ de T dans le dusl de I . Zlle est évidennment additive. ‘

5i a€h , ona £o (A,lm) = n(Blm,na)) = b(X(m,n)a) =22 (K y(m))nla) 3
conne *}im(ﬂ) engendre ° s i1 en »ésulte gue go(na') = v(nja(a) 3

v donne donc lieu & une application lindaire ot ‘de HB dans le dusl de

II” telle que 9'oX =9 . Onpose f (n',n') =< n', p'(n')> pour
- B —«—'3 e Y B - - = 2 =
T e IIT , nte ;33 3 1l est clair que B~ posstde les propriétés requises.

Tous dirons que B° est la forme qui se déduit de p par transfers
dtanneau de base. |

Sugp_asons désorrais les snneaux A

et B gopnutetifs. Si M est une
algé’bre sur A , on peut définir sur HB vne siructure dlalgébre sur B

telle que l'zpplication canonique }(_ soit nultiplicastive, et ceci
dtune seule manidre. IL'unicité est Svidente. Pour &tablir ltexistence,

soit LX ltopérateur de npultiplicastion & gauche dans I par un 8lément

xell , 1}?; est alors un endoporphisme de - HB . Considérant l'anneaun

s
z

- . . B
des endonorphisnes de I-IB comme une algdbre & zauche sur 4 , x —> T’x

est une applicsiion additive de U dans cet annean L(ETB). Si a€d ,

on = Lic()(’. (y)) = X ({ax)y) =}: (alxy)) = n(2) Y(xy) = h(a)Lﬁ( xX(y))-
Conme X {II) engendre It ; On 2 L:aa;x
x -'—7"1;?2 ‘une application linéaire x! —-—>fo§ de Z‘iB dans L(Lls) .

= h(a)L’i s, @t on peut associer &




=
On définit donc une loi de conposition dans 13 par x'y! = L;:, (y*),
et ona X(x) X(y) = )(,(xy)- Comne X (I1) engendre 2B , l'associa-
tivité de la multiplication dans U entratne 1'associotivité de 1z mual—
tiplication dans IlB . Le podule TJB y uni de la rultiplicztion que

nous venons d'y définir, s'oppelle l'algdbre déduite de II par transfe £

de l'annesn de bese.

51 r est une représentation de II dans une sutre algdbre II' sur A ,

B B B

>~ est une représentation de II° dans It Soit maintenant P une alstbre

gsur B , et soit £ une représentation de l'anneau sous-jacent de II dans

@]

elui de ¥ 5 supposons gue llon 2it f£{an) = a(a);.(r:) si aed , mell .

On déduit alors de £ une application lindaire £' de u® dens P . Cette
application est une représentation. On a3 en effet
X (x) Y y)) = £ ( Klizy)) = £lzy) = £(x)i(y) = £1( X (x))-
.f-’(%(y)) si z,y sont dans I , et notre assertion résulte de ce gque
X {11) engendre w® .

]

Si T est 1'slsbbre tensorielle d'un module M gur A , T° glidentifie

2 1'sl73dhre tensorielle de ?.IB . 50it en eifet 7Y cette dernidre.

On peut punir et T ge structures de nmodules sur A en posant

2.x' = hia)x? , .m.t! = h(a)t! si me€h , XTEU° , t1€ T ; soient

4 ces structures. Done T! est unre 21lsdbre sur A s &% HAB en

A
est un sous-module. Lt'spplication )C de 1I dans HVB est lindaire >
&

elle se prolonge dené en une représentation £ de T dens T . 51 a€d ,
A
t€? , on ::(a‘h) = g.f{t) = h{a)2{t) ; £ donne donec lieu & une

représentation It de ’i‘B gdans T! ; si ‘x'ﬁ} est l'appiication canonigue

de T dams T° y op 2 £1! /C $)) = (). P aillem'-*, ltapplication

Hv}{]

identigue i de I dons T d8finit une application lindaire iB de HB
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dans T° telle que 17(X(m)) =;(T(m) (n€ll), et 1i° se prolonge en

mB

une reprégentation g de T' dens T . 51 nell s ON &

E1(Eg(n)) = 2n) = X(n) et gl X(m)) = B (1)) = Xylm), aton
(gaf*)(}tm(m)) = %T(m). Or, il est clair que )LT(H) engendre 8 3
gof! est donc l'application identique. De rfire, f'(g()é(n))) =
= f'()CT(m)) = X(n) , et flog est l'application identigue ; £1' est
done un isomorphiste de TB sur T', ee qui démontre notre assertion.

B

De mBne, si E gst 1'alrdbre extéricure sur I, E® stidentifie &

1'alrtbre extéricure sur e . Le raisonnenent est analozue, tensnt

compte du fait 'qu.e toute application lindaire c_?.'un rnodule dans une
alstbre gui appligue les &léments du rodule sur des élépents dg carrsd
nul se prolenge en une représentstion de 1'algtbre extérieure du module. |
Soient II un nodv.ie & gauche, ¥ un podule & droite sur A et B8 une
forme bilinérire sur Mx¥ . Soient T(I) sT(IT) les 2lgdbres tenso-
rielles de IN, E(II),E(¥) leurs algdbres extéricures, ﬁ ;g%g et ﬁE
les extensions canoniques de § & T(II) xT(W) et E(I) xE(T). TLes
extensions eanoniques de ﬁE a T(E’B)x‘l‘{HB), E_(MB)xE(Z'-TB) sont
alors (ST)B § (§3E)B . Solent en effet ZyseeesX, des Sléments de II ,
A PREERT A des éléments de U 33!_ Llinage de 'xi dans 18 et y{
1t'image de ¥; dans w . On a
fﬁT)B(xmne{xg,y{&--®y,§1) = h(ﬁgtx1®--®i§sy1 ®--@y,)) =

, oo BiBlx,y;)) = TR, BB(xg,op)
et de nfrne -
(69°(z Aee Azp3y Ave Ayy) = dot (Pixg,ry))

ce qui aérontre nos assertions.
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ALGEBRES ZIZPZRITULES.

S0it A un annezu comrutatif.

Antidérivationsd rsouche et & droite.

Solt E wmne alstbre graduée & gauche sur A y €t s0it J son involution

rincipale. On appelle gntidérivation & rauche (resp.: & droite) de E
p R e o —.

une application linézire 4 de la structure de rodule de T dans elle-rnBme
telle que 1l'on ait dlzy) = d(x)y + J(x)dly) (resp.: dizy) = d(x)d(y) +
%d(y)) quels que soient % et y dens E . Une antidérivation & gauche
(resp.: & droite) applique 1 sur O et est uaiguenent déterninée guand on
connalt son effet sur les élérents dtun systéne de générateurs. Son
carré est une dérivation. Si d est une antidérivation (& gawvche ou &
droite) et si o€l , il en est de reme de liaoplication de : x —d{ax).
On @éfinit exactenent de 1z rfne manidre les notions d'antidérivation &

gauche et & droite pour une 2lgdbre & droite.

Lenne 1.- Soient I up module & gaunche sur A s T s0n alsbbre tensorielle

et i une epplication iindaire ds I dons T . Ii exisie olors une dérive-—

tion D , une dntidérivation & gauche Dé et une antidérivetion & droite
Dy gui prolonsent 1 ; ces opérations sont uniguerent déterminées. Si 1
agpplioue If dans I'espsce T+ ges g18ments homogdnes de dezré h+! de T

(o h est un entier), E,Bé et D} sont hoposdnes de dezré b .

Soit 2 un éldment de A . Posons, si m est un entier >0 et si
Xyseee,X, sont dans I , |
Lt (x % ) = Zm 2ty @...0x
m v ceXp) = 2, e -
ot x. =x si k;éi s X = L{x). L'applieation L! est p-lindeire ;
il y 2 done une applica‘bion_linéaire I’m de TS gaps T telle que

}Sm(x?@.u@xm)siié(x,‘,..e,xm). 5i m,m sont >0, et si %,t' sont
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des éléments déconposables de s2 respectivencnt, on 2

Lm+n(t® t') = Lm(’c)Qt‘ + athLn(t'). {1 existe une application lindaire
L de T dens lui-rne gui prolonge toutes les I’m (n >0) et gui appligue
1 sur O . Il est clair, par lindarité, que l'on g L(t@t') = L(t)®t' +
+ a2t ®L(tt) si teT® , %™ .o0n 2 I,=1 . Si a=1, T est une déri-
vation 5 81 a = -1, L est une antidérivation & gauche et t > -L(J(t))

est uner antidérivetion & droite. L'unicité des opdrations D,Dé et Dt

a
est évidente. ©Si 1 appligue II dans !l‘h+1 s 11 est elair gque, pour tout m ,
oih

= ﬁ o rd o % o
I’m applique T~ dans T s, e qul dénontre la dernidre zssertion.

Lepme 2. Solent I un module & gauncke sur A , E gon 2lsdbre extéricure,

o llespece des é1¢éments homosbnes de desré h de E . 851 h est impair,

.
s ’ % s _ . « -+ - = '
toute spplication lindaire 1 de ! dans EZ 1 se prolonge, d'une manidre

et _d'une seule, en une entidérivation & zauche 4 {(resp.: & droite dd}

= 21 S fa ) F 2
de & ; ﬁ{? et ﬁd sont homogcnes de degré h . 81 h=-1, d qa =

Congiddérons dfabord le cas of I est un module libre, et soit alors T

=4 .

0q ro

ltalzdbre tensorielle de L . Soit I 1'idéal engendré dans T par les

x ®x ,x €ll, d'ok E=1/T ;

in

oit p l'application canonigue de T sur
I . Puisque II est libre, il y a2 une applicsiion 1inéai:fe 1t de I dans
Th'H telle que polt =1 ; cette application se prolonge eix des anti-
dérivations & gauche et & droite Dg-. et Dd de T . 51 x€lf , on 2
Dg{xﬁz} =1 {z)®x - x@1'(x) , Dd.(x@z:} = -1'{x)®x + x®Lt(x). Or,
h+1 étant pasir, jp(lf(x)) est dans le centre de E s 4708

p(Dg(x®z}) = p(Dy(x®x)) =0 , ou Dg(x®z)é1 » Dylx®x)el.
Puisque Dg et Dd sont des antidérivations & gmuche et & droite, elles
appliquent I dens lul-r8rme et définissent par passage sux quotients des

antidérivations & zauche et & droite 4 & et d, de E . On sait que Dg et




w D e
et Dd gont horopgtnes de dezrd h ;3 il en est done de rfre de dg et dd.
Pagsons naintensnt au eaos zénéral. On peut représenter Il conme 1l'image

d'un module libre P per une applicotion lindaire £ de P dzns I .

Soit EZ(P) 1ltalzdbre extéricure de P 3 L'applicetion £ se prolonge en
une représentotion T de E(P) sur E . Pulsgue P est libre, il y a une
application linbaire 1Y de P dans l'espace Ehﬂ(f) des élénents

honogtnes de degré h+l de IE(P) telle que fol! = 1 . Lispplication
1! se prolonge en des antidérivations & sauche et & droite 4! et dé
de E(P), hoposdnes de desré h . Soit R 1le noyau de 1'applic§tion liné-
aire £ de P sur II . Le noyau de T est donc 1'id&al IR engendré par R |
dans E(P). D'application o = ?i'adg! de E(P) dans E posside la
propriété que @lulv) = o(u)AF(v) + ?(J(a))ﬁgo(v) (2, v€E(P)) 5 elle

B

est de plus lindsire, et applique R sur {O} s puisgue, si uwé?P ,

Fe g u)) =F(1(n)) = Lew)). Ona F(I(u)) = J(Flu)) (J ddsisne

aussi blen 1'involution principale de E(P) que cell.é de Ej. Il résul+te

it

ce 1'identlté éerite ci-dessus que, si u est %el gue ?Eu} = plu) =

et v€E(P), dn a aussi FluAv) = (u/\v) =0, et de ‘pfre pour vl\u .
On conclut de 12 et de 1o Llingarité de v, T que. t? appliaue IE suxe

{og . 11 ¥ & donc une applieation dg de E dans lai-mﬁm telle gue

d 0% = v, e‘b an reconnait tout de svzte gue c’& est mne qn‘sldérivatimz
é, 'rauche hopogtne de degré h , qui prsleme 1. h*a}_aplic ion

' —-:>-dg{5{x}} esﬁ une antidérivation & droite, Pcmeﬁ,ene de degré n ,

uli prolenge 1 . Liexzistence de d_ et 4, est done dénontrde ; leur
iy d

2 sont des dérivations <

unicité est évidente. Les opdrations d2 , d
gi h=-1, elles sont honogénes de ées'ré -2 et angllgu&m: par suite II
sur §O} s ce gui montre qu'elles sont nulles.

Remorgue. Dens le cas off h = -1 , le seul qui importe pour la suite,

le détour par le cas du module libre n'est pas néeegsaire.

.




Les produits intérieurs.

Solent II un nodule & pouche sur A , U un nodule & droite et B une
fornme bilinfaire sur I[IxI . Soient Z(I) et E(IN) les alrtbres extérieu—
res de [Tet Il . 8i =xe€ll , y—=1.B(x,y) est une application lindzire
de I dans l'espece des 61lérents honozines de degré 0 de E(IT). Cette
application se prolonge en une antidérivetion & droite i(x) de E(I),
honmogine de degré -1, et on a 12 (x)=0 . Tous munirons l'asnnean
L(E(YW)) des endonorphisnes du nodule E(I) d'une structure d'2lgdbre

& pouche en posant (au)ly) = ulyz) pour 2€A , une L(E(m)) ,

yeE(Il). Liepplication z —> i(x) de M dans L(E(T)) est alors
nanifestenent lindaire. Puisque iz(z)::O, cette application se pro- |
longe en unc représentation de ZE(H) dans L(E(W)) ; nous désignerons
- encore par i(x) cetie représentation, et nous posercns
xJdy=i(x).y {xeEB() , yéL”(Ef } s

x-ly stappelle ls¢ produit intéricur paouche de x et vy -

Si yel , lLtapplication lindaire =x —>B{(x,y).1 de II dans E(II)

se prolonge en une zntidérivetion & gauche if(y) de E{Il), homogine

de degré -1. On 5 i*z(y) = 0 . Hous considdrerons l'annecau des |
endonmorphisres de E(H) comme une algeébre a droite sur “A : Llappli-

cation linéasire y —sit(y) de T dans cette algtbre se prolonge alors

en une zntireprésentation de E(U) dans L(E{1)), que nous désignerons
encore par y —2> if{y). Hous poserons |
Ll y=1ly)lx {xe€E(ll), yeE(T)) ;

x Ly s'appelle le produit intéricur droit de < et ¥ -

Les propridtés suivantes sont &videntes =

1. gi xeR(ll), i(x) est un endonorphisne du podule E(H) ;

v

si x,x? éE{iﬁl},; i{xix?) = i{x)+i(x"), et, gi ae€d , ilax).y ={i{x).y)a3
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8i yeZ(U), 1'(y) est unbndonmorphisne du podule E(I) 5 si y,y'e E(W),

1t (y+y') = L0 (y)+i?(y'), gt, BL a€h , i'(yz).x = a(i'(y).x) ;
2. gi x€Ill , i(x) est une ontidérivation & droite de E(U) ; s8i

yell , i'ly) est une antidérivation & pouche de E(II)

o ettt i At A i e i

3. g8i x€Il ,yell ,xJdy=1.B(zx,y), xLy=3B(z,y).-1

4. gi x cst hopostne de desré p dans E(H) et y honosdne de degré g
dans E(W), x4y est hopondne de desrd q-p et z Ly est
horogéne de desré p-q

5. 8i =xZ,x'€B(l) , y,y*€Z(ll), on 2

(xAx')dy =xJd(z*dy) 3 zL(yAY') =(z Ly) Ly* -
Seient maintencont P un rodule & gaunche sur 4 , @ un nodule & droite
sur & , £ une application linfaire de P dams I , g une application

Q linéeire de ¥ dans @ . Lo formule C(u,v) = B(£(u),zg(v))

définit une forre bilindaire C sur PxXQ , et C définit des

L% produits intéricurs entre &ldénents de E(Z) et E(Q)- Tous

N désiznerons encore par £ et g les représentations de E(P)

dans E(I) et de E(Q) dans E(T) qui prolongent les applica~
tions lindaires données £ de P dans U et g de Q dens ¥ .
Tous allons établir les formles _

gludv) =2{u) Jglb) 3 2luLv)=2(w)lalv) .

~ (ueE(?) , veE(Q)) -

Pour dérontrer lo premidre formule, considérons d'abord le e=s ok

.u€P . Soient v et @' les applications goi(u) et i{f({u))o g de
E{Q) dans E(T). Si veQ s on a o(v)=z(1.C{u,v)) = 1.C{u,v} =

= 1.B(£{u),g{v)) = o' (v) ;5 ¢ et p! ont donc mfne restriction & Q .
Désignons par J les invo'lutflons principalés des diverses alzébres

éonsidérées. On 2, pour v,v'! dans E(M) ,
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PIVAVT) = o(v)A I(g(v')) + glv) Nolv?)
PHVAYY) = ot (v) AT(glvt) + g(v)A ot (v1)

conre 11 résulte de ce que 4i(u), 1(£(u)) sont des entidérivations &
droite et de ce que egldv)) = Jlzlv)) pour tout V€ Z(I). Les applica-
tions © et V' sont lindsires ¢t appliquent 1 sur 0 . T1 résulte des
formnules Serites plus hout ct de la linéerité de P s B! gque l'ensemble

des v tels gue p(v) = 9'(v) est une sous-alzebre de E(Q) ; cette sous—
algtbre, contenant 1 et Q , est identigue & E(Q), ce gui dbrontre 1=
prenitre formulc dons le cas o pe?P . S0it nmaintenent 1(P) liensenmble
des ueZ(P) tels que geilu) = i{f(u))og . I1 est clair gue w,i (P)

ezt un sous-zroupe du groupe additif de Z2(P). BSoient u et gut des

éléments de Z1(P) 5 on &, pour veZ(Q), glleAut) dv) = g(ud(urg v)) ==
= fu)dglut Jv) = 2(u) J (£(ur) J g(v)) = (E(a)AZ(ur)) | glv) =
Fludat)dzlv), dtor njut €E, (P). Si aehd , on 2, pour VéE(Q),
(a,1) dv=va, dton glla.1)d v) = glv)a = £la.1) ] glv), et a.1 €k, (2

]

On 2 done E,(P) = E(P), et 1= prenmidre fornule est dérontrée. Ts
seconde se ddmontre dlune ranidre analogue.
Soient maintensnt p un entier >0, Xg 90 ..,xi, des €léments de I
Yyee-es¥, des Clépents de ¥ . Posons X = x, A ‘..A% + T =yA ... AyP
Hous nous proposons de caleculer X 1Y et X LY , gui sont honogzénes
de ée-gré 0 .
1. Considérons d'abord le cas of l'on s B(xl,y ) = Sgs L1 =1, 3= 1),
Puisque i(:X?,) est une antidérivation dro:r{:e gui annale Fyoseeody_ ‘l s
on a ilx).(y, h.. . Aylr) =FyAeee Ay,_4 - ZPuisque
IZ) = i(xg)o0..0 oz.(x ) it en cfinie qie X 1Y =1 . De nBre, on o
1’(3’7,) (=, A... [\x ) = X},ﬂf\us/\x et, puisque 1Y) = i'(yp)a see
..oi'(y,‘), XLY . :




ol (x1,...,xp) (y1,...,yp) sont des beses de ces nodules. Posons
bij = B(Xi’yj)' Introduisons un nodule libre Q possédent une base
(VT""’VO) de p 6linents et définissons une forme bilindsire C sur
IxQ par G{xﬁ,vﬁ) = Bi*' Soit £ l'applicetion linédsire de U dans @Q
B définie par les forpules F(v. v. b s on g
M BN PEz Lo Ty = 2y by
$ ' % - a8 y 3 “ >
N E G{zi=f{yj)} = bij = 5{z7,yj)9 dfolt C(z,f(y)) = B(x,y)
“ , 5 - i
e i 3 - 3 ” " T 2z .
N : quels que solent €I , yell . Hous désignons encore par f
v ;
Q 1z représentation de E(IT) dans E(Q) qui prolonge ll'appli-
' cation lindeire £ . Si D = det (bss) , 7 = vf‘g«cef§vs .
ona 2(¥Y)=Vb. Ona £(XZIT =17 s X1 =X Vs ,
XdV=1,TL7=1. Poisgue X 1Y et X AY sont horozdnes de
degré 0 ,ona T 1Y =1.p % X LY =5b1 .

A

A2

2+ Coneidérons naintenant le cas ok I et ¥ sont des rodules libres et

2- Passons maintensnt 2u cas général. Introduisons des rodules libres

(X,; ’...’X'

II' & gauche et HY & droite, agvec des bases )

(y%,...yyé} de p éléncnts. Soient f e%
de ' dans Il et de T gopne T définies par f(z;}zzi

) et

g les zpplications lindsires

glyy) =y

j =
e fermule OC(x!',y') = B(f{x!) »E(y%)) définit une forne bilindeire O
sur 1I*x Wt . Pogsons b, . = B{zi,y4}9 et désignons par b le déterninmnt
ia 2 metric { Snt KE - -2 - ’;f = § A "E- o
de 1z e Trice \b’ij}b =0it X' = ;;Abob Akp s Y =2 J./gl fyses A}p 5
utilisant les m@mes notations que. nlua hant, om & f(X")=X , £{Yt)=Y ,
RE I YV SN, LYo ny Caten EIT =15, 2L 7%

On o done é%ahli 1= propriété suivante

uaSq& X’;""?Xp

de T

s On 2

gont des &ldrents de U et y1,..e,y§ des ¢lénents
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(xy f oo Axy) J gy Aee Ayy)

x1/\.../\:ch) L (y., A-”/\}'p) = det (B(Xi’yj))1 é 1, <p -

i

1. det (Blzy,¥5))y< 4,520

501t paintenant A = (ai .) une matrice carrée quelconque d'ordre p &

1d
"o s ] .\—:-tF
coefficients dans A . Posons xJ = éj ,Zga%y » Glok x) Aooe I\xi) =

x, A ..ol\:cp . Soit B la matrice (B(xi,yj)) la natrice
est alors 'bL‘_.B s €t on 3
(xf A - Az )-J (g heveAyy) = 1.aet ®A o det 3, avon

(det L){det B) = {det "i}{de“&; B) « Oz, per un choir convensble des
nodules LI et de la ferme B 2% de X, 9..ez'zpsy,;,u-§yp s, 61 peut
faire en sorte gue B soit la matrice urité ; on obticnt 2insi une
dérmopnstration de la fornule det )Gé_ = det & .

~ Bevenant 2u cas général, désignons, pour =x€&€E(I) , ye B(N), par
Te B (:g;}r) 12 cormposante ﬁome'fene de degré C de x 3y B: est done
une forme bilinéaire sur E({II)xE(IT), qui coincide monifestement avee
Besur Mx¥ . Il résulte deﬂ fornules &tablies plus haut gue, si
x,v sont décomposables, la conposente honmogdne de degrd 0 de x ¥

"o ; 5 . . . .. o T e
est B {z,y)-1 ; 11 en est donc azinsi par lindaorité guels gue soient

b4

X ety . Iz forpe 3 stappelle llexiension canonigue de B aux algcbres
extéricures. Si x,x' sont dans E(H) et y,y?! dans E{T), on a
=
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lodules ayvant des bases finies.

S0it.IT un module & pgouche sur A qui possdde une base Finle
(x1,...,x ) 3 soient II' le dual de I , et (x1,..-,xp) 12 bzse duale

de II" . Ia forme bilinéaire (x,x*) -—5><x,x*> sur Ik définit

des produites intéricurs entre 61lépents de E(lI) et de E(H*) et une

forme bilindéaire sur I(I) xE(H*) 3 ces produite intérizurs et cette

forpe bilinéaire sont dits canoniques. Pour toute partie

B =§_i1,...,i } de {1,...,p}, avec i1<¢oo<im , posons

%(H) = /\/\x , % (E) = x ..‘/\x . Soieunt e e% e* les 61léments

z(H),x (;I) .celz‘tlcs au ces of H --{1,..3,13} Op & i(x, Yex. = 5 3

K

c..r

il en résulte tout de suite que %(E)d x (H) =1 , z(r}..jl. (H') = 0
n é

=i H contient u Ef. Hotznt

PJ

1érent qui n'intervient pss dan

s}

'?‘ ‘r - C - Z o ?,-4‘ -1 * )
{z,x ) =><{x,x > 1z forme bilindaire c= sor ZE{I)xE{(1), on

13

oni

e

qu

{

{]

voit gue <L x(EH) ,x*(}if)> est 1 si H'=H, O si H! # H . I1 en résulte
gue, si les 2,y sont des éléments de 4 1; relation ZI{ QEX(H) =
entratne o, = <2}£ arxx(H), =(E) > = 0 pour tout H . Conme tout
élément de E(I) est nenifesteneni ccm‘binalsovz lindaire des z{¥),

on voit que ces €léments forment une ’a:ase de E(Il). De pBne, les x (ﬁ)
forment une base de E(1 )§ et J:a;(ﬂ "} est eaao-ﬁiaaameﬁt isonorphe an
dusl de E(H). Calculens msintensnt x{'f’) i e * 5 Désignons par B 1e
complémentaire de H . Si i1€XH s 1'6 i s ON 5 i(xi)gx;, =0 ; conme
i(x.) efst une anf{:‘idérwatwa é,- dreite, on en ceﬁelﬁt gue cette opdéro~

tion appligue %tout multlple de Xi* dans n(ﬁ ) sSBT un Dultlple de x*

i =
On conelut de 18 que =(H)J e” est*aﬁ oultiple -de'. z (H } 3mis, si m
est le nanb:e'd’élé:gents de E , x(H) J e* et x%(H*) sent homogénes

de degré p-m , d'oa x(H).J e = a X (H i mi a;Eezfz « On s

<x(H ),x!H)_! e > <x(h JAx(H), == e >




NE

- 15 -
Conne <e,e*> =1, 2y eat déterniné par lo condition gque
x(H*)A :;(H) = age . Un raisonnenent entilrenent cnalogue nontre gque
P P %
eLx*(H) est de la forme al;x(H‘). On a <le | x*(I-I), (H*) >

<e,x*(H)A (H )> , et a,H est déterminé par lc« condition que
2 () Az (5" ) = aHe .

= * %
*Ona x(H )Ax(H):aH*e . Seit H = {i gosng m}
= j s ee j i <o‘<i j<00<3 e DOD_O et a
{7’ ’P-m}’ 1 m?<1 p-n oy i

sont tous deux égaux & la signature de ls permztafion §; =1 ""’jp—m ——

e i,‘ G p—m—H,,.,,i —>p - In particulier ils sont égsux llun &
l'zutre, et on a e Lix(E)d e ) = x{H} « Il en résulte per linbafits

) s , Qﬁﬁ
Lflx de ) = pour tout xéE(ﬂ) "
On voit de n8ns que :
s % % 0 %
(elLx)de =x pour tout x € B{Il) .

&
Ltgnplication = ->x Je est une applieation biunivogue de E(II)
o L ' % %
sur E(M ) dont la réciprogue est ltegpplication x —~—»> e Lx .
Désignons par © ltapplication

* , e
x —olx)=xde = i(x).e

gt p @ lfagpllcatloa
k% % £
z —$=9 (x )=elx =1%({x J.e :
Ltapplication ¢ transporie & E(M ) la stz uctare d'aluebre de E(M)

soit F(Iﬁ } 1'g1z8bre ainsi définie. De m@me, {p transporte & E(u) -
la structuze d'slgdbre de E{I;i*) ; soit F(I) 1'algdbre ainsi définie.
Done E(H*) et F(.L—-I*) ont mérne ensemble sous-jscent, et de rfme pour
E(H)’et F(lf) ; mais F(I) est une algdbre & droite et E(H*) est une :
alglbre & gauche. L'opération de miltiplieation dans F(II) s'appelle le
produit régressif dans E(I) ; 1'opération de multiplication dans F(EI*)
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s'appelle le produit régressif dans ZE(II' ) ; les produits régressifs
sont notés par le signe YV .

31 aeh , 1z nultiplication scalaire & geuche (resp. s & droite)
par a2 dans E(I) (resp.: E(H*)) est identique & la mnltiplication
scaleire & droite (resp.: & gauche) par = dans F(Ll) (resp. 'g F(H*)).
L'ensenble iad (II) (resp.s Ep"1(II*)) des éléments - honoglnes de
degré p-1 de E(L) (resp.: E(H*)) est un sous-podule de F(L)
(resp.: F(L')), et F(I) (resp.: F(U*)) peut &tre identifié & 1tal-
gtbre extériecure de ce sous-module. Pour tout h s llensenble Fh(LI)
(resp.: F.h(II*)) des €lénents honogtnes de degré h de ‘F(LI) (respe.:

F(H*)) est identigue & l'enserble Ep"’h(h’) (resp.e Ep'h(fl*)) des
Eléments hémogénes de gegré p-h de E(i) (resp.s E(ﬂ*)).
On 2 1'identitd (z Ay) d =" = x Jd(yJ x*) ;'eﬁ'y_ remplagant x*
iaar e” s 11 vient | | .
olx Ay) =xdoly) = 1(=). oly) 3
meis el=zAy) =olz) V oly) , dlod
x J? = ?(x)vyﬂ‘ (z€B(U), y e E(zi*)") |
On établit de rBme la formle ~
Ly =xVoiy) -

Uontrons maintenant que, gsi =xell, l'opération de rultiplicetion &

gguche par x dans E(I) est une antidérivation & droite de F(I) .

Soient y,z des &1éments de E(II) ; leur produit régressif est 'défihi
par la formle i(sz).e* = .’:.(;5r).e."'/\-i(zz.).e’ﬁe ; on 2 i(x Ay V) =
i{x)oi(yVe), et i(x) est une antidérivation & drolte de B(M") .
Supposons que zel?h(ﬁ), dfok i(z).e*e E’h(LI*) s on 2 alors
ilz Ay Vz))-,e* = (;-1 )hi(x)-i(y)-e*/\ (i(z)--e*
- i(y)oe*/\ i(x)ei(z)ee” .
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et, pulsque i(x)eily) = i(xAy), 1(x)Ail(z) = i(xAz),
olz AMyVz)) = («1 )h olx Ay)A plz) + oly) Aolx Az)
d'o zA(yVYz) = (~-1)h Ay)Y2z + yV(x Az) 5 ce qui déumontre

notre assertion. On démontre de la mBme naniére gque 1'opération de

multiplication & droite dans E(U ) per un &ldment de I.-l’* est une

#
antidérivation & zauche de F(M ) .

Soient meintensnt M un nmodule gavche et ¥ un modnle .é. droite sur
A 3 supposons gue M et N aient des bases finies (x1 y...,zp) et
(y1 ,..s,,.yp) comportant le m@me nombre p d'61lénments. Soit B upe forme
bilindaire sur WU XY : soient i et H‘* les dumlis des rmodules If et I¥ .

forme bilindaire B ge %r azzven‘b asﬂto es une application lindsire

‘-L-—!
)

£
£
2

pedod

'“g de I dzps ¥ e% £q el i dans i s.0on a, pour €M , yel ,

<:;:x,:€. (¥) » = <7 §X)937> = E(X,y} .
Lo forme bilindsire B d4finit des opérations de produit intérieur entre
éléments de E(H) et de E(Y) 3 par ailleurs, les formes bilindsires
canonigues définissent des opérations de produit intérieur d'une part
entre élénents de E(I), E(i’*-i*), dlautre part entre &1léments de 'G‘{H*};
E{¥). Les applieations linSaires fg'fa se prolongent en des représen-
tations de E(¥) dans E(m ) et de E(I) dans E(H }s aue nous ddsi-
znerons encore par fg et £4 . Posons &y = x1 ..oAxp s en, = y1A... Ay
soit {xi,..o,x ) 1a base de I duale de {x1 go ,x ), et soit

(y,l gessy ) 1= base de W* duale de (y1 ,..‘,yp)- ?osons

oy = 7 ...A ; e21~y1A-‘-Ay Fosons b5 = Blx;,y,) ; la

natrice (hlg) est donc la matrice qui représente B par rapport aux

bases (xi,...,xg), (y,,...,yp) - Le déterminant de cette matrice

s'appelle le diseripinant de B par rapport sux 'b_ases choisies dans I




- 10 =
et dans W . Soit D ce discriminant. On a <xi,f (yj)> bij s dlodt
- (yj) = Z xkbkj s €t £ (eH) --eM 3y on voit de mfre que
£ (en) = DeN . Faisant usage des formles ( ), on voit que l'on a ,
pour xz€E(ll), yeE(H),
Tz ay) =xd1£,0y) zLy=xzLl2,Uy)
xdy=£,5(x)dy falx Ly) = £5(x) Loy -
En particuylier,.on a ey L(x ~dey) = € L.f (x -le, ) = ey l(x ] e,.,B)-Jk
puisque ey Lz e I:.f> z + On g done
- §
ey Lz dey) =Dx (x€E())
st on voit dz mBme gue

(e.,, Ly)-dee =3D (yeE(N)) E.

de 1=z composanteghcmogéne de degré O de

. Par ailleurs, liimsge par fg
xJdy est celle de- xd f (y). Si done BY est l'extension canocnique
de B & E{u)xu{t"} s On a

B%(x,7) = <x,2 {y>> * (x €B(l), ye=(N) )
et on voit de mBme que

?ﬁgixsy} =< f5lz)y > -

Identifiant EB(N') s=u dusl de E(H) et E(N™) an duzl de E(¥), en
voit gue fg e’f;- i”d sont les opplications lindairves assocides & la

forme bilindsire 3B~ .




