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7 Différentielles des Alzdbres commntatives.

31¢ gue ces Chapitres doivent subir une refonte complitd

senble >
Les améliorations souhaitables consistent en compléments on en CoOPrTec—
tions sans greve vépercussions sur le contexte. On observers gue le
paragraphe sur les différentielles est le zeul gui exige vraiment une
retouche. Pour le resie, les lacunes de 1'4d8ition sctuclle ne doivent
pas avolr ds graves répercussions sur le resie de 1'0uvrage.

Appendices su Chapitre I.

_§ k. On propose de remonier au Chapiire I 1tintroduction des dérivations |
de manitre & pouvoir combler ceriainss lacunes du Chapitre IT .

‘§ B. Ce paragrapbe pourra venir au besoin avee 1l'Alsdbre homolozigue..
Il est ndeessaire & 11étude simultande des alsdbres exidriecures
et des slgbbres de polynomes dounde au 2 D . Iais ce nlest pas
1z seule raison pour lisjouter aw Chapitre I . :

- Projet pour le nouvesu Chapitre II {sncien Chapitre III)
$ 1. Zenseuws et espaces tensoriels. Ancien 34 du Chapitre III
le Y0 étant complété par le giB du présent wappert.
3 2. Algdbre commutative gauche dtun module gradud. _é D du présgent
B s e ; JEta ‘ i e rapport.
g 3. Algdhres extéricuve. Ancien 95 du Chap.ITI ainsi modifid
SR _ s 5

B~ 1,2,3,4, inchangés. LR S

W% 5. D&finition de 1'Algbhre extédrieure d'un pedule E comme
1141z8bre comnmutative gauche de E gradué par un desréd pour leque
tous les Sléments sont de degré 1 . On appelle puissance exté-
rieure p-iéme de E le sous-module des &ldnments dlordre p de son
algtbre extériecure. On sppelle puissance exidricure p-idme B
dfune application £ ;: E —>F i'application de AFE gans A7
définie par restriction & AP E du. prolongenent canonigue de £
eux algzdbres extérieures. Ajouter & ce WO le milien de 1z
p- 71 {Table de multiplication dans le eas d'un nodule libre).
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N° 6, inchangé

7, 8, 9 supprinés.

Agouter un W° donnant la
. Proposition. Si B est un module libre ayant une base de n-éléments,

et 8i @ est la dérivation de llalgdbre extériecure A E qui prolonge

s} endomorphisne o de B ; on & G.t = (Trace de a)t pour tout
n-vecteur t de E .

3 4.

L
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Déter minants. Ancien $6 du Chap.IIT. Seul changement : 1l'échange
des lignes et des colonnes (Proposition 4) sera déduit de la
Proposition 8 dn @ D .

Déterminants et p-vecteurs décomposables. #Auciem 8 7 du Cha-p.IIT.
Dualité dens 1'Algbbre extdrieure. Ancien §8 du Chap.IIT ainss

Laazzlé.
W° 1 - Accorder la formule de dualité (1) aux 2C et 8D .

VG 2 ~ Terniner le F° svec 1tidentité de Lagrange*
%° 3% et 4. Supprimés.
W% 5 et 6 inchongés.

Projet pour le¢ neouvesu Chepitre IIT - {(ancien Chsp. IV).

g 1.

Polynomes. Ajouter & ls fin du TOF Pra?esitioﬁ s L'Alz3bre des
Polynomes par rapport aux indétermindes {1€ 1) est eaaoaiqaement
isomorphe & l'algdbre commutstive gauche d& module libre sysnt pour

‘basge ies X& ot Gont tous les élémeats sent de degré 0 .

¥ 2 Inchangé.

3 On peut ratizcher 1z notlon de degré ou 313 comme suit.
On appelle degré botal d'un polynome son oxrdre em tant gutélément
de liglgdbre commutative gauche du A-medule H de base X . 4 toute
partis J ée I correspond un degré sur ¥ punr leguel les X, sont de
degré 1 lorsgue 1€J et de degré O lorsque 1¢J . Son %ﬂslsagemeaé
& 1talgdbre des polynomes A[ X. ;1 est mm ‘depré oppeld le degrd par
rgppﬁr% gux £ dtindice i1€d .
¥ 4, 5 4inchangés.

Fonotions polynmomes  inchangé
Fraetions. inchangé.
Différentislles et dérivations.

¥° 1. Différentieliecs des Algébres Gammaiatlves. § E du préseﬁt
T §P@Lt gvec en moins ls PropOQ1tion é
2. Glanoement des dérivations. 4 d& texte publié, complété
g%r 1a Pﬂapesztlcn 5da $ B . e

¥° 1 du texte publié, et T 6 .

¥° 2 dn texbe publié. e _ =
(Le W° 3 dn texie publié syant §%6 ren piaeé Par lel§ A zu Chap.I).
Sé?ies ¢erﬁaliﬂs‘ inchangé. s ;




§ A - Dérivetions.

Définition 1. Soit II un nmodule billatére sur un snneau A . On appelle
dérivation de A dans I un homomorphiesme D du groupe 2bélien 4 dans ¥
vérifiant la condition D.(2b) = (D.a)b + 2(D.b) gquels gue soient a,b€EL.

Soilt C le centre de ltanneau A et solt M un medule bilatére sur A .

.Leg dérivations de A dans I constituent un sous-groupe 4du groupe des
honmonorphismes de & dans U considérés comme groupes abéliens. Ce groupe
des dérivetions posséde une structure de nmodule bvilatére sur C qui est
définie par (eD).a = ¢(D.2) et (De)ea = {D.z)c pour ce€C et zch .
Les zdéros dlune dérivation de A dans upn A-nodule constituent un
sous-annean de 4 . Si A possdde une unité et si I est un module unitsire

(& gauch: et & droite) sur A , 2lors ltunité de A

[

gt un zZéro de toutes
ﬁb de A dazns ¥ .

vabtion dtun sunean & les dérivations de

l

‘onneau A deans & muni de sa siructuré canonique de bimodule sur A .

S1 4 possdde wne unitd, et =1 B est identifid & une sous-anneau de 4

PP N £ A ! o T s oy s T Fmad wram st € 3 g
les dérivations de 1'algdbre’ A sond les dérivations de llanneau .

Proposition 1. Soient A& une olgibre sur B, I un 1d6al bilatdre de A et D

pne dérivation de A . L'endomorphisme du B-module %/I déduit de' D par

pagsage s guotient est une dér ion de &/I copnsidérsd eoame alzthre
sur B .
Proposition 2. TFormnle de Lelbnitz (connme 4 1i'8d8ition 1).
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Prqpqsition 3+ D01t A une 21gebre sur un anneau copmutatif B et soient

D et DY deux dérivations de A . L'endomorphisme (de B-module)
DY - D'D est une dérivation de 1l'algdbre 4 , notée [D,Bi} et appelée

le crochet de D et Dt

froposition 4. Boit A une algdbre sur un corps X de caractéristique O

5

2 " L2 L T g g 2 N = - . ’ -

et soit D une dérivation de & telle que, pour tout €A 1l existe
P - -1 'ﬁ'—‘f@ 1 1

un entier p pour leguel DY.a = 0. L'sndomorphisme exp D = " S TR

' r
de pan T 4 ] f s i ta Ty .,

est un zutonorphisme de lial 8 . 51 Dt dérivation

3 - o i e o o £ ] z Lo Py e e e Ty

de & possédant cette propridsd et si DD = Drl . alors
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3 B. Degrés en Alzdbre linéaire.

79 Définitions. Soit A un groupe abélien. On vpnclle degré de type A

sur un groupe abélien G une fanille de sous-groupes G” dont l'ensenble

dfindices est 4 et telle gue G solt la somme directe des Gi + Un group
ol o 6%é d6fini un degré s'appelle un groupe zradud. Le groupe A

stappelle le groupe des degrds. Quels qgue solent A et 6 ,» 13 fanmille
définie par er= (0) pour i # O (dans D) et 6% ¢ est un degré
de type A sur G appelé le degré nul.

Soient ./_'3, et ,_.; deux groupes abéliens et & uym hoponorphisme de A
dans Al . So

{ 1€ A ) un dezré de type [\ mur & . Des somumes
directes C&J = Z

f}
[

{
el (1e A, 3¢ A coastl*menu sur G un degré
de type A’ |
Dans 12 pratigue, on utilisera presgue ezclaéiverzeﬁt des degrés de

type Z , Z &bant le groupe des entlers rationnels. Ceccasionnellement,

=

‘on se gervirs de dezrés de type Z xZ . On dirs parfois gutun groupe
gradué de type ZxZ est un groupe hisrzdud. TLes homomorphismes ds

ZxZ sur % d&finis par (p,a) —> D , (Dsa) —»>a et(P,q) — prq 46Fi-
nissent dans un groupe bigradué trois aemé de type Z .

I 2 2 e
%

Etant donnés deux degr A, en

dira gue ces.degyés sont compatibles :7_ G es% somme dirgete des sous-

groupes elisd) o etned (1e A, 5¢ A'). Tes sous-groupes alls3)
type [}. x A sur G <

"‘3’§§fiﬁitio'ﬁ 1. Un onnesu & est appelé un apnesu gradud lorsgutest 4éfi
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constituent alors un degré de

gur 8 , considéré copme groupe abélien, un degré pour leguel

AP 2% = 2?0 guels gue soient P et g dans le groupe des
degrée.
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Définltion 2. Soit A un onneau gradué de typm [l » Un A-module & gauche

=

Il est appelé un module gradué sur A lorsoun'est Aéfini
sur II , considéré comme groupe abblien, un degré de type A (UP) gui

(resp. & droite)

v~

s 0 P T il TS o i A - y x ) -
vérifie la condition AP 1 yPh (resp. L AP mpﬁr) guels que

soient p et r dang 13 .

i~n

On exprimera parfois cette condition en disant que le degré sur M est

compatible avec la structure de A-module.

Tout groupe abélien gradué est un module gradud sur llanneau des
entiers, gradué par le degré nul. Lorsque & est ugm snneau grazduné, le

sous-groupe 4° est un sous-amnesu de 1l'snneau 4 . 81 A possdde une unité,
alors cette unité est dans A%. Pour tout module gradué I sur A , chaque

ﬁp est un sous-module de M considédré comme module sur A° per regtriction

3 A% des opérations externes. Un &lément de Y est qualifiéd dthomosine

stil est contenu dans 1fun des sous-groupes o Un é€lément de ¥ esth

s on appelle compossnte

Ge dezsré p de u la composente de u dans M .

Soit H un module gradué sur un annesu & . On peuts identifier M & un
sous-nodule du produit dirveet I des I . On appellera encore composante
de degrd p d'un £lément uw'€ 1Y lso composanie de u dans B .

Définition 4. Seoit I un module gradud gsur llannesu gfaéﬁi'ﬁ . Un sous-
nodule T de I est a2ppeld #ﬁ sous-module homorine s'il est somme directe

2.
fole
I
(¥}

est un sous-module homogdne de I , les sous-nedules ¥F = TP

constituent un degré sur ¥ appeld le degré indult pour leguel X est un
A-module gradué. Les images canoniques des sous-groupes i dans le

A-module quo%ia&t _mjm con %ituc,z un degré sur bjﬁ appelé le derré

&GtIEEt, pour leguel 1@3‘ est un A-module gradué.
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4 U est un A-nmodule gradné, le sous-module de I engendré par une
fomille gquelconque d'éléments homoztpes de M est un sous-nodule hopogine.

HQZ ~ Bnnesux commutatifs pauches. Dane ce H° sinsi que dans les ﬂuivzurta

on ne parlera gue de degyrés de +type Z . En faiz, on 2 besgoin de suppos
slmplenment. gue le groupe des degrés est Squipé d'un hormomorphisme dans
le groupe des nowbres dusux. Ileis les notetions en usage se préient
mal & cette généralisation.

Définition

siab={~-1)P% 1 2 lorsque =ei? et beé»q‘ s &% si 2°=0 loes gue o

. Un annecap gradué A est qnocTé un gnneay conmatatif zouvche

£

est de degré impair. '

Soit II un groupe gradué dont le dezré est compatiéle avee une
strueture de nodule & gauche et une strueture de module & droite sur un
anpezlu commnitatif gauehe A . On dirs q&e[ces-éeuz gtreciures de modules
sont sssocides si elles conmudent et si a = {mi)ﬁrva_a lorsgue ]
aéA‘? ei: tz.‘é?f E

Proposition 1. ©Soit H.un medule gredué & gauche {resp. & droide) sur

- (__»} )?@.

un -annean commutatif gauche & [ il existe dans M une struchure et une
seule de module gradué & droite (resp. 3 gauche) sir A qui soit associde
& ls structure ganche {(resp. droite).

8 aa§e”1;ra'§ﬁéu1e gredué sur un anneau copmubatif gouche A un

n i
groupe gradud moni d'une sitructure de module gradué & gonche sur §

et de i= struacinre de modnle rradud -3 é.l’“‘()’i'{? e sur & 5 G i lpi est assoc ice.
: 9 =
Yis & B i’&‘ des modunles grodudss lcs annesux conmu tatifs aﬂ{?&{i s jouiss e nE
o b 4 _

de propriéités ccmywrabies & eell dent jouissent les snnesux eenn&ta& :f%

vis & vx&-&es modules of 1l'on ne considére pos de degré. Principe du
: les égalités Gerites dans le second cas, s'Stendent au css

zradué & ﬁ@ﬁﬁlbicn d'sjouter un facteur {-—‘i):@{i 1@25@%9 lton commute des

.u

& lémgntu de degréq re,@& ifs p et g v {&sage iﬂ%erne}
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On appelle cenitre gouche d'un annesy gradué A le sous-aznnesu homogine

de A dont tout élément a de degré r vérifie la relation au = (__”rp nz
2

“pour tout ues? ot a"=0 ei a est de degré impair. Ine centre gauche
d'un amnesn est un annesyu commutatif gauche.

) Produit tensoriel de modules graduds.

Soient E et P deux groupes gradués. Leur produvit tensoriel sur %
(Ltannean des entiers) E ? P peut €tre identifié & 12 somme directe

des groupes E‘p% 72 (psa€Z). Ces sous-groupses hp? B2 constituent
donc dans E @ F un degré de type (Zx7%Z). Les sommes divectes
e* = ZP ol @ F P constituent dans E @ F un ée'fr:év de type z .
Ssuf mention explicite du coniraire, qm.wnd on 9@"1&?" du degré sur
E‘? F , il s'agira du degré {a%).

“Soit A un sanesu gradué et soisnt E un A-module gradué & droite suré.
et ¥ un A-module gradué 2 g'éuéhe. '_'f’f?)z;na le produit tensoriel B ? o
- de E et F considérés connme r“mupes a’z}éllvﬁs, leb elé&ents de les forme
e ®v - u. @m (n€E s VEF s TE A} nc«em:fem un sous—;roape hamsbeﬁe
IT . Le devré sur E @ 3‘? dé‘?’init dOﬁC, _par passage au qao"a:.ezzi:, un degré
sur (ﬁ @ )/Iv Gul es% cancﬂlqaemcm 1somo"phe & E ;3:5‘ % II. ems#e
dons B ® F deux stractares Qe moaules sur le centre gouehe C de A . ,
Le som-croupe W est un sezsz—-uedule zmvr ces deax structures qu: déf inis—
sezﬁ: par nussa,ge an quotient, une a@ae srmve%ure de G»-t;:ow.le dc,ns
%F . Le degrd sur E ® 7 est cer’pa'f‘:lb?e avec eette stw;ez.are de
'C-rzoéale. : = e . -

Si 4 est eo;:mm:a"ame gauche ,. alors le produit ﬁensoriel F ® E est

8galement définz.. 3’130!20’*"?1’118&3 eanonigue de E @ F sur F ®A A
qui traasfofme n @v eaz (-1 )pg v&®u lersque ué‘EP et vqu‘_ est

| eampat;.ble avee les stvucmres ae a-ggeém.es defimes dans ces deux

'ﬂreduits tensarieis.
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W% - Applications linéaires de modules grodubs.

Goient E et P deux groupes abéliens gradués. On désigne par - LP(L SF)
le sous-groupe des homomorphisnes de E dang 7 Gont 1'inage est d‘:ns

2 et dont le noyau contient tous les Eléments de degré # r dons E .
Lo somme directe G des I;p (r,p€Z) s'identifie & un sous-groupe dn

groupe de tous leg homomorphismes de E dops ¥ . Les Lﬁ(E,F) ¥ consti~
tuent un degré de type (ZxZ), le degré dlun 6lément de LS(E,F) étant

(~r,p). Ies sommes direetes G° = por=g LP{E,F) constituent un degrd
de type Z sur G . Sauf nention w contrzire, cguand on pariers du degrs
sur ¢ , il slagira du degré défini par les sous ovpes G. Un honopor—

phisme de degré » de E dans F est dong un homﬁzor’nﬁis qui éisve les

gegrés de 7 en ce sens gue l'imasze dlun élerzem: de degré p o vour degré

ptr. Le groups G sers appelé le zroune 2zadué des homoporphismes de B
dans F . | V |

Soient P et F deux modules graduds & gauche (resp. & droite) sur
3.‘ 2pneay gradné 4 . Dan.s le groupe TF (B, F) &e;- bhomomoryhismes de degrs =
de E dans F (considérés comnme groupes abel:.rgcs) les homomorphismes £
qui vérifient ls condition

fo{an) = (-1)P s (fr.u) {resp. f.(ua) = (f.u)z )

guels ‘wé soient =€ _59 et R€E ,,_‘-cczzs%i%u.em un seﬁs;-groupe noté
33}?{4:; ) Ia somme directe L;(E,F) des & _¢,~} est un groupe s¥slien
gradué, gui posstde une sir uei:are de mdvle sur le cew atre zauche C de A
compatible avee le degré. On I'sppellers la rodule gradué des appli-
cations lipéaires de E dans F . Te nodules gradud des epplications
linéairess de E’ dans A considéré comme module gradué sur A & gouche

(resp. & droite) sera appeld le dusl e

adus de E e‘t noté E‘ . Gn ebserverg

que, si tous ies &18ments de E sont de &egré 7 et si le é{egré sur A
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est nul, les Glémenie de E sont de degré -r .

Bolent E un module gradué sur l'anneazu A et u up endomorphisme de
degré » de E . On appellers itransposé de u et 1l'on notera tu 1'endonor—
phisme de 1—"’: défini par la condition

(ta E)ezx = (-1)P 2 u oz
lorsgue £ ezt de degré p dans /ff s 2€E . Cet endomorphisne est de

degré +r o

ind;

’Défz_m.t:.o 6. Soit & un anneau commutatif gauehe svee unité. Un annezu
ffra&ué L est =2ppelé une a}.mbbl‘e grodpée sur A si L est muni dlune

structure de module gradué sur A qui vérifie la condition
a {uv}= (~-1) g (axr} {ap) ¥

" guels gue soient =e 2P , n€L et vel .
{}eg esaéiégien sont Sﬁuﬁva}_a;@tes aux sa.z.vaz_%es 'g

e ¥) & {ifVa) = {~ .,)qr *’e;.a) v  lorsgue ?é?&r

It

Proposition 2. Si T est une algdbre gradz;ée sur A-‘,‘ tout 1désl enoendré
var une fanille a?élé mente homogdne est homogbne. Si X est un i_@éal_
hemogtne de % > lc suc‘i:s‘_ nt L/X est une a}_gjéb:ee &,z*actaée s 4 .

Si % et Ilf sont deux algdbres gradudes sur un mene snnean Pemmai;atz.'?

g x - = e e e m’-

gauche & , on appellers produil tensoriel des slsebres L -e*i: 11%alz2bre

sur A obtenune en définissant un produilt dens le ?s-«ﬁzsé.@iav I &H par

1a éqézéiﬂ’;ioﬁ._' .
{a,@v}(&? @ v} = '(4)?@ (u';d @wf}

la.fsqué v et n! sont de degrés regpectifs p a’s g » L'gpplication -A‘de.

- If %’s‘i dans U %L qui appligue {(u ®&v) sur (-’i)‘?@ {v @_‘u’).‘ 7

{r = éegré' de u y P = ée 3:*@ dée v) est alors un isonorphisme eamﬁigue

de l'algdbre T @ H sur l'algdbre ¥ @5 .
- : A - 4 A
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81 I‘i (LEI) est une fanille d'algtbres groduées gyont des unités,

on peut définir le produit tensoriel P 1. de ces algtbres .

i
: (L)
Propegition 3. Le produit tensoriel de deux algdbres commutatives

gauches est une algtbre commutative gauche.

1% - rivetions des algibres gradubes.

Définition 7. So0it T un annean gradué. On appellers dérivation de degré »

de L un endomorphisme de degré r , D du groupe abélien L vérifisnt la
condition D.{z2b) = {D.a)b + (;T)I’r 2{D.b) pour e€L? et bel .

Lorsque L est un 2nneau gradué, on entendra gbénéralement por dériva-—
tion de L une dérivation de degré pair et par dérivation gouche de &
une dérivetion de degré impair. Les zéros d'une dérivation de degré »

constituent un sous-anneau de L , contensnt l'unité si T posséde une
pnité.

Si ltomesu © est moni d'une strueiure d'slzgibre gradnée sur un
annesn commutatif sauche A , on appellers dérivaiion de degré T de _
ilglisdhre gradué L des dérivations D de l‘aaa,éam gradné ¥ qui sont des
endomorghismes de degeé r pour la structure de A-module gradué élest-2—

aire tels que a(Dec) = (~1)% a(D.c) pour =menf.

Proposition 4. Soient D et D' deux dérivations de degrés respectifs
P .e'%:f ¢ de 1%algbbre graduée L . B‘ezzéamez*ghisﬁe Dt - (-1 )%?D est
une dérivation de degré ptq d&e l'algdbre A . Si p est impair, D% et

une @érivaiion de 4 .
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§ Co- Alg ébz'es. tensorielles. ‘
‘ On démigne per A un anneau commutatif aved unlité, notbe I . Les
A-modules sont supposds unitaires. On déesigne universellement par i

1'isomorphisme canonique d'un A-module E dons son algdbre tensorielle ‘
P(E). ‘
5%, Prolonzenent des applications. Soient E ua b-podule et % unme

algdbre avec unité sur A . 81 £ est une epplication iiynéaire de E dans ©
congidérée comme A-umodule, 11 existe un homomorphiszzze.' @z-ni’saire et um
seul £1:T(E) —>1T +tel que £'i = £ . T'unicité i?ieﬁ‘o': de ece gue lialgd—
- bre T{(E) est engendrée par 1liunité et les &1éments de i1.E . On aéfinit
un homomerphisme £? en prensnt pour resirietlion & TPIE) (p >0)
ltepplication lindaire £P:7P(E) s T définie par

Pl @ox, ez, ) = 2my) 2my) oor Blx) .

Soient E et F deux f-modules et soit £ une a;ﬁl*?caﬁs}a de E dong F
'wa'aplz.c”tloﬁ i f &tant vne gspplication lindaire de__.E dans lfvalgéﬁre
"TT(F}, il existe un hormonorphisme F1 ot un sevl de T(E) dans T(F) ‘1;61
~que £'i=13if . On l'appellers le prolonsement de £ aux algdbres :
" tensorielles. *"l:ani; domnés trois A-—aaéulas EF.G ‘2% des apnlmatlczzsv;
£:E—>F et giF >C , ons (gf)t = g'f* . Enfin ﬁi E=TFetslsf est
l.*aui:om s@e id e;atzqne de E , ¢ est l*amamerzahzs_ﬁe iﬁeaﬂque de
im - 4 ;

Lornque f m;ollqse Egud F , son preiexzaement apglique L(E) sur
{.ﬁ) Lorsque f E—>F. est un isomorphisme, f! ﬁ*en est p = paar e
'autant un is amamhisme. Héanmoins on & le résulta% smivant A

- Pre__,_ rsitmn__‘l- 81 ¢ est un isomorphisme de E dans 7 e*i: sl 1*1&36@ de E :

par £ possdde &aﬁs E un sous-module supplémeatame, ale:es 2 es'b un
isomryhisme ée 2z dans T(F). -
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“n effet, sl g est une application de P dans ¥ telle que g £ soit
1'identité de E , (g £)t = g'£! et 1'identits de T(E), done £' est
un isoporphisme.

Proposition 2. Soit B un sous-module de P . Ltidésl biletére I de T({F)

engendré par E est le noyau de l'homomorphisme T(F) —> T{8/E) qui
prolonge P ->}3’/E .

Puisgue 1 : F->T(F) applique E dans s €lle définit par passagze
aux quotients une application linSaire de T/E dans 1'algdbre T(F)/T .
Soit g' son prolomgement 3 T(F/E). Le disgronnme

T{F) —> T{F/E)

N « g
T{EYT

est conmutatif § Hout zéro de T{F) ——%’T-(F/B)' egt donec dans ¥ . Iz

zéeiprogue est évidenie.

Proposition 3. Soient E un 4-module semi-simple _ét U,V deux sous-modules]
de E . In sous-algdbre de T{E) engendrée par TNV et 1'units est
1tintersection des sous-algdbres de T{E) engéﬁ&rées respectivement par
Tet'V (et ltunité). ' ' ,

On peut identifier ls sous-algtbre engendrée par un soasnmdale"l’& de
. B 6% 1'unité avec T{H). Ls y:mpesi’sims exprime donc gue EE(II{YE) =
= H{U)NT{V). D'inclusion T{UNT) T(U)N (V) est triviale.
Pour démontrer 1'inclucion inverse, on supposera U +V=F et llom
cbeisira, zn supplémentaire U' de UNV dans U et un supplémentaire T*
de TNV daps V . Soient o ltendomorphisme de E nul sur U et Sgal &
1'identité sur V , et B l'endonorphisme de B zmivsur ¥ et g2l &
1'identitd sur U . Les prolongements ! et B! induisent l’éuﬁeméryhisme
'videntique“sur T(T) MY T(V). Or 1lipage de a'B! est 2{TNV), done
TN T(Y) = TUNT). - -
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Pour les modules genl-simples, 11 correspond donc & tout tenmeur t
vn plus petit sous-wmodule F(t) de E tels que T(PF(t))3 1t .
Lemme 1. Solt E un A-module et soient £ et o deux applications linézires
de E dans le A-podule des endomorphismes de T(E) considéré conme
A-module. Il existe un endomorphisne CIP de T(E) et un seul tel que
{[5 dz %) = £(zx).t + alx) Cﬁ ot
@ I =0 ' (I &tant le tensenr wni%é).

F B2 - Alztbre reﬂ.oorlelle et alsdbes libre d'un cnsemble.

Soit A un snnesu compmutatif gvee unité 64 E un eﬂsemble. S0it U 1%en~
semble deg parties finies ordonnées de E (y compris lz paritie vz.de}

Bans le module libre sur £ syant pour base les &léments de U , on

définit mne structure dlzlgibre associative en posant
{a? ,32 8 ses a:{?} £h.§ 9"5230 s s &353 = E&? ’8’2” sso &fgbi ge e h% 3

_ I =(306] =la] f
pOUT &y yens $EpaDypess D € E {u} €T . Cette algdbre est appelde

1'zlasbre 11%3*% {smf 4) de llensenmble E .

'Progasrtmn & ﬂ’s z..a A-medule ,@asa*ééant une base ai {iéz)

' Ltalzébrs ‘::en;ssr“cv.e,le “(l} est isomorphe & :f.?fvlﬁ’t,hr% ls.izra de lfenseahs‘_e

I des imdﬁees- de ls haﬂe-

%omsﬁn on 5«}»@1% I‘a" un 1% mad:;.le et x,oit i‘i.déu; bllateve ée liﬂ}.gmbre

1i33fe L ds lﬁeﬂse bie des é1léments '?e H engendré mr les 8léments de 3.&

"fehae' a{x} ~ ra;:x ’ ?’X X f} (=] - {:;;f}

{a€s , x,7€ 5}. Soit 5 1'nomomorphisne canonique de L sur L/E .

‘Iafanzalmaema 1i néazre 2 —> . [x} de i1 dans 1‘:/23“ 23 pé.zzi prolongevent
& “i"{zﬁ) un *?sam?*phlsﬁe de 1'algdbre tensorielle T{U} sur le amatia‘t
: E effet, }w*saa L est un A-module 3.1193@, il c:zcls%e une anplieatlan

- lindaire vy E: — T{) telle que '.ﬁ soit le is-eas.aqr unité et gque
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Y[jx1 Ey ens xp.] = x1€§x? ...G;»xP
pour X, € I . Cette application est nulle sur ¥ et donne par vassage 2w
guotient une application de L/BT dens T(I) inverse de la précédente.

Prolongement des degrés.

Proposition 6. Si M est un A-module gradué, A Stant gradué par le degré

nul, il existe un degré sur T(H) et un seul %el gue T(I) soit une

2lgdbre gradude sur A et que l'isomorphisme I —» T(II) soit de degré C.

Ce degré est appeld le prolonzement & T(I) du desré sur M .
Le degré de type Z sur T(HM) qui prolonge le degrd pour leguel tous

les é1lépents de U sont de dezrd 1 est appeld llordra.

F.,d
3
Q
ey
Q
n
].J
o
(‘._!o
]

n 7- Les prolongements & T(M) de deuz degrés compaiidles sur

eg degrés compatibles sur T(H).

sl
Proposition 8. Soit U un module gradud sur A et & une application

o
lindaire de degré r de I dans 1'algdbre gradude (). Il existe mne

dérivation & de desrd r dans T{) et une ssule ayant « pour restriction
&M . 51 aet § sont des endomorphismes de degrés respectifs pet g

de M, alors af- (-1)P4Fa-= Ecsﬁ»(‘?}mﬁm)

Clest une conséguence immddiste du berz._ie ‘2 5
T{E) le duzal gradud

=3

-

Dual de 1'slsthre tensorielle. On aé’sigmra par
du module gradué T(E), c’est-a-dire le sous—module de E(:}%‘ constitud
par les fonetions lindaives sur T(E) nulles sur tous les sous-modules
[‘E-‘P%(E)" sauf un nombre fini. On d&finit dans ’2/(%3 one structure d'slsdbre
gradude sur A (le degré sur A éﬁam le degré mﬁ en @esaxzi:

(fg)(xq®x2 oo X0 0) = g(x,®%,...x ) f(Al,H pi2 *7* Eopl) |
' larsque : 5 et g sont ﬁes &léments de degzeés respesiz.‘rs -8 et -r dans

{E) s ﬁ*est—af-éz.re lozsqwz fﬁms(ﬁ.) et ge T‘?(E}* .
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Ltigomorphisme canonique de E* dans T(E)* se prolonge en un
homomorphisme canonigue de l'algthre T(E*) dans l'algéhbre 5?53. Si
lt'on adopte dans T(E*) le degré pour leguel un tenseur d'ordre p est
de degré -p, c'est~a~dire le degré prolongeant le dezré sur E* pour
lequel tous les élénents sont de degré -1, l'homomorphisne précéddent
conserve les degrés.

Proposition 9. 5i E est un module ayant une base finie, alors

. o~ )
T{E ) —> T(E) est un isomorphisme sur .

Zxercice. oSoient E et F deux A-modules et u une application lindsire

de E dans F . Le prolongement u! de u & T(E) = pov:f transpesé un hono-

i)

morphisme de l'algébre TI(F) dans l1talgdbre ?(E)‘

Prolé“-i%éement des formes bilinéai%es.. Soit 3Bix, y) e forme bilindaire

sur lé A-module E . On notera f. l‘appllc%v on llné*:zime c’ie E dans le dual

=

E de E définie por {Bex)ey = B(x,y)- Flle se prolonze en un heromor—-
ph‘issmél de T(E) dans "”{E*) qui, composé avee }._’he.ao.mrpm.sme; cenonigue
{E ") dens T{E) donne un hopmomorphisme Br:T(E) > T(E). On = .

ﬁ.T(E)pC; (1{43)?) '« On sppellera ;@rqlgg;e@ent 5 T(E) ae B(x,y) 1=

forme bilindaire B(f, ') = (Br.t).%' . 8i Blx,y) est synStrique

{zesp. antiswaé%riqae) son prolongement est syndtrigue (resp. sntisymdiri
gue). Si E et *t*} ss?*a des tenseurs d*créreﬁifféffem; B{;,, 1)=0 .

3 o= oas d 7 LA &g & 7 : g

Si + X, @x x, et t ngyg yp avee

,3’ K,—,, e 68 X v, y.;, 32,06' ypé-& Q &101'.?

“E:H:,‘i;!) = B{xp,y,,}fa(xp_? Tp) oo B(x,z s¥p)
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e
g» D - Alptbre commutative gauche d'un module grodub.

'Uana ce paragraphe, on désiszne par C un annesu commutati? zvee

unité gradué per le degré nul. Tous les C-modules sont supposés uni-
taires. Sauf pention dun contraire, les degrés sont de type 2 .

7° 1 ~ DéFinitions.

Définition 1. On appelle 2lgébre comnutative rsuche du nmodule gradué I

et l'on notera G(I), 1'2lgdbre quotient de l'zlgzdbre tensorielle T{I)

par 1tidéal bilatére Il engendré par les tenseurs de 1o forme

xRy - {-’f)P@y@x (pour xzei? & yéHq)
xRz (pour z de degeé impair dans H).

L1idézl T est homeogdne pour le degré sur T{l) gui prolonge le
degré sur H . Par conséquent, G(I) est ume slzdhre graduée qui est vigi-—
blenment commuitative gauchs.

Supposons défini sur I , ern plus du degré de type Z , pn degré de

type A eoupat 1’919 avee le premier. On sait gue les prolonzements &
P P : g

T{H) de ces deunx degrés sont encore compatibles. De plus, 1tigéal N

&St epcore un iddel homosbne pour le desréd de type N\ sur T{M). I1

existe done dans G{I) un degré gquotient de type A gue l'on appellers

ie prolongement & G(M) du dezré de type A sur I . En particulier,

en prenant A =Z et degré des type A de z=1 pour tout élément
z€ll ; on obtient un prolongenment & G(I) appelé llordre. L'idéal N

ne contient pas de tenseurs d%ordre O on 1 . Par suite, les &léments
d*:‘drdre 0 de G(UM) stidentifient comme ceux de T{W) aux éléments de C .

Et en composant 1'isomorphisme eanonigue de T{I) dans G{), on %tienk

un isgﬁcszﬁpﬁgszﬁé cononicue j:i - G{I) f}‘_ai conserve les degrds.
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On identifiera souvent Il aveec son imege par J qui est le sous-module
des 6léments d'ordre 1 dans G(M). Exenmple : 1'algdbre G(I) est enzendrdée

par ltunité et les Elénents de II .

Caractire vniversel de G(II). Soient L une algébre graduée commutative

gauche avec unité et £ une applicetion C-lingaire de degré O de I dans L.
I1 existe un homomorphisme £':G(lM) —>1 et un seul tel que £!' j = £ .

Cet homomorphisme est de degré O ;5 on llappelle le prolonsement de £

& G(U) . Soient U et P deux modules graduds sur C et g une epplication
linéaire de degré 0 de U dans P . Alers j g qui est une appliecation de
degré O de W dans G{P) se factorise aussi en gt j , ok g! est un homomor—

phisme de degréd O de G(I) dans G(P). Cet homomorphisme g! conserve
‘ézalement 1'ordre. I1 sera appelé le prolonzenent de g & G(H).

_"-Levme_ ‘i Scient B et F deux modules gfa&ués sur C . Dlagpplication lindsire
‘de  EXF dans l'algdbre commutative gauche G({E) (S;G-'{?) gui applicue
'f'(a;‘b) sur 26T + I8b (é:EE ’oe’.:@ I unité de €) = pour yrolangezzeﬂb
un iSeﬁorpﬂi&sme de l*algeare C(.&xF) suz G‘-{i:;) ®G(?i’}, de degré 0 et
dtordre O . - oy

| L’iscmrlhi inverse slobtient en aombl‘nani‘ 1% 1’10519;126 é,.es de
G{E) —>G{ExT )_ &% G{.ﬁ) — B{E x}?) %ul a'*oloﬁg,ent }.ef-“ appla.cat't ons
canoniques B -:>ux1a et F—>ExF. e

Plus g mra}ﬁ ﬁeat

Proposition 1. §1 I est un C-module gradué, somme dgirecte a'une zsmille
de C-modules gr‘a{més i, {Led), G(H) est canoniguement isomorphe &

& G{I ) -
P




Lo

e
Corolleire. ©Si le C-module grgdué Il posséde une base homoglne, alors
le C-nodule gradué G(II) posstde une base homogéne pour le degré et l'ordre

Plus préeisément, si a, (1 PJ) est une base homogdne de 1 , G(H) est

i
isomorphe au produit tensoricl & G(Hi), chagne Iii étant le module
monogéne Ca, . Si a; est de degréJpair, G(Mi) = T(Eii) . Si a; est de
degré inmpair, G(Mi), en tant que C-module, posstde une base (I, ez-i)
et g2 structure nultiplicative est définie pax ai =0 .

Proposition 2. Soit M un C-module gradué semi-simple. Pour tout é1lément

neG(l), il existe un plus petit sous-nodule hoﬁogém T tel que u soit
dans ls sous-alztbhre isomorphe & G(T) engendrée par ¥ et Llunits.
Proposition 3. Soit U un C-module gradué et h un homomorphisme ée C
dans pn anneau conmutatll avéc unité Ct'. Soit nl{C*) le C'-module gradué
dédnit de II par exi;easie‘n ﬁe ‘1’amea-a des sealaires. Il existe un
isomorphisme canonigue de (}(E‘(C’)) et de G{II) ?{3' -

Proposition 4. Soit ¢ un endomorphisme de degré r du C-nodule gradud I .

T1 existe une dérivation & daans 1'=2lgzdbre commuiative gauche G(H) de

degré r et une seule de llalgdbre gradude G(H) ayant @ pour restrictionm

& M . 8i o et B sont des gndoporphismes de degrés respectifs p et g de M ,

on =

EF- (1) fFa=(ap- (- pa).
Ltunicité résulte de ce que G{U) est engendrée par U et 1'unité.
~ On démontre l'existence de la gérivation de G(I) en prolongeant & en
dérivetion de degré r de 1l'algibre graduée T(I), puis en pessant au
quotient. Cette dérivation de G{H) est appelée le prolongement canonigue

de @ en dérivation de G{I) .
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W°2. Dual de 1'algdbre commutative gouche dtun module gradud.

Soit I un C-module gradud de type Z et soit G(II) son slgzdbre commuta-—
tive gauche. On désigners par G(M)* le dual de G(II) considéré comme

C-module. BSoit h l'application C-lindaire de G(II)*®G(II)* dans
(6(1) @6(1))* aéeinie par

(he (£ Bg))e(u@v) = (g.n)(£.v)
quels gue solent f£,zZ€ G(M)* et u,v €G(I) (On observera que cethe
définition est conforme au principe (—T)pq car g.u€C est de degré O).
Ltisomorphisme d:¥ —>G(HM) BG(H) défini par dex =z BRI +I@ =z
pour tout =EIH se prolonge en un homomorphisme 4' de degré O de 1t21-
gébre G(M) dens l'slgébre conmutative gauche G{H) @&G{(H). I'honomor—
phisme transposé est une applieation C-linéaire %d‘:(G(Iﬂ) ®G{?ﬂ))v*_9
@G(H)% « En composant h et Tg s on obtient une application lindaire I
de M @e(m™ aans e(m). S
Lenme 2. 81 g e_s?s un &lément dlordre n dans G(ﬁ), tzz=IRas+aSI
pod P , ok P est le sous-module de G{H) @G—(?g} eﬁgenéré per les éléments
de 1z forme u@vw , u et v étant dfordres respectifs p.g tels que
;5 >0 4 & >0 . Ix?s images de 4! sont stables par_l’auteﬁ‘zer@his&e_
wi{a @b) —=>(-1)"% (b ®3) (2eGF(M), BEC¥(I)) de G(M) S G(HW) .

I1 résulte de ce Lermme gque 4' est un iséﬁmff

hisme gui sera appels
l'isomorphisme diasonal. =

: . L % s
. Ttapplication T :6(I) @ &(m) — ¢()* asfinit dans

G(E’I)* une strueture d'algdbre avee uniié sur C .

Proposition

L'associativité du produit défini par T résulte de ce que l'iso-
morphisme de G(M) dans G(N) D G(H) &G(H) qui prolonge l'a_pplieatien
Z22>x81 RI+IBxRI +IDI ®x peut stéerire {at Re)a' ou ‘
{e ®ar)ar. ot uni_‘i;é de _G(ﬁi’)* est 1o fonetion linméaire nulle sur tous

les é1lépments d'ordre > 0 de G{H) et ézale & 1'identité sur C .
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Soit G(M)* le dual algthrigue de G(il)p . Yo gomme directe des G(i‘l)}§£
P N P »
s'identifie & un sous-nodule G(I) de G(U) qui est un nodule gradué

/\
les 6léments de degré p étant ceux de G(LI) « I1 est elair que G(H)

- est une sous-algtbre de G:(M)

AN -
Proposition 6. Lialgdbre gradude G(HM) est conmutative gauche.

Zn effet, sl £ et g sont des 61léments de degrés respectifs p et g
AT -

dans G(I) et si zell’ , yel® , alors

(£@g).zx®y) = (-1)" (g ®2)-(-1)"°(y ®x) |
ear f.y =0 et gex =0 souf pour p+s = 0 et g+r = O . Par conséguent,
(2g)u = (£ @¢g). (ﬁ'.u) (t®e). (mdf.u)— (-13P%(z RE). (a'.u_) {~ ‘i)pq(gf) n
pour tout u€G(I).

I:’z,sommphlsme caaenwum de M* deans G(M) &tant une anp‘llcatlea ‘
v.'lz.néaz.z'e de deﬁ’ré 0 se p'ﬁolonge en un ’aomomm@h:.srﬂe eananlque s
v 1 G{IT) —em . o |

‘Propos:.-hmn 7. Si 1e A-mcm}_e it} mssede v.ne bas Ein l’hammrnhzsme

. N
Y est un isomcrohlsme de G{H ) sur G(I) gu:. conse:we lea degrés‘ _

:PJ?O??QSZ_‘{I].GII 8 Sa:.ent I et ¥ deux C-nmodules graaués e'i: u une applzeatloﬂ |

la.néawe de aegxe G de U &ans ¥ . Le trensposd au p?“olangez:zent

! a*eG(ﬁ) ~>G(ﬁ') es%: un honmomorphisme t(u') de 1 égebre G{.Zf) dans

1 algé’are G’-(IE) qazl conserve les dewés et ap_pllque - C(“T) éans G().
S}. u)? est 1e p‘rolonﬂemcm & G(i}' ) dge Ty

ﬁ -——;-ﬁ s on 3_
y_?(’%)f = Saryy - - =

_f’rep_asli;lgn- Ehm. Soit E’I'&a C~module gradué et soit o um eﬁéemo:fphisme
. .

- de degré r.de U I:’enaozac?*phlsme @ de @("*I) transpasé de la déri‘va’i;ian

/\
a de G({I) gui pmlonge o esu une dctrmat:.oﬁ de debré -i-r de G{H) .
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Soit en effet p la dérivation de 1'zlgdbre G(11) & G(11) définie paw
pola @) = (@.2) @b + («1)P 2 @ (a.b) pour azeg? 1), bes(l).
On & yedex = duex pour tout =€l et par suite, ¢ d' = 4' @ sur
G(H). I1 en résulte que, si 7 et g sont des Elénents de degrés q et =

TN
deans G(I1), on a

4

(Pal(22)).m = ()7 ) (o350 = (c1)Tle8) (4 @ 2)a1T. g =
- «fm)—”’-"“-‘c"““” t@g) Qata = (Pa2 @g) atea + ()T (2@ Yr.g)ates =
= (("g.2)g + (-1)%C 2% g))em

pour tout élément = de G(H).

4 1s ﬁ%ruetare de module & gauche sur G(M) définie sur G(Y) correspond
dons G{I" une structuze de #{i} module & droite. Pour cetie structure
—~ \
G{lI} est un seus-module et son degré 0% compatible avec ells. Puisgue
/\ ¥
G{H) est conmutative ganche, il exisie dans G{I) une siructure de

FE{i)-modnle & gaunche pradud® associde gul ezt déiinie par

(uf)iw = («1)PF 2. (uv)

porr we€G (I), ve€G{H) et £ de degrd p dons f”{dle. Le pro odult & gauche
8e £ par u s'appelle le produil intdrie: ur de £ per g « On appelle sussi

fproGuit intérieur par un llendonorphisne f—» uf gde G{II) considére
comse C-podule. Si u est de degrd r , le produit intérieur est un endo-
morphisme de degré +r .

PreEQQi%ioa » 81 x es t un 81ément de de r@'r'ééns I , 1e produit

NN
,iatériﬁuf par x est une dérivation de degré r de llalgibre gradube G{Ej‘

En,effet, si f et g sont des élénments de ae;rés respeetifs i et a
dans G{I) '




o
(x(2g)).v =.w(..1)1"Pf"'i) (2g).(xv) = (-T2 (2 @) at.(xv) =
- (4)1‘(1’*‘1? (£ @e).({zx@I +I®@x){(dr.y)) =

= (-1)F (P (¢ D(ex)) v + (<1)7P(2x) @ g)dt.y =

= {~1)%P (2(zz))v + ((xf)8).¥

Proposition 10. Soit %z vn élément de degré r dans

£

s I et i(x) la dériy
beble que L0 f = CUIEF Lor pows bouk § de degid pp Tane M ¥
de degrs r de G J ))”'@uei gue soit WEG(N ), on &

i(x)ew = x(y.w)
¥ AR
G(E]T)e

y étant l'homonrorphisme canonigue de ¢(¥ ) dans Liégalité est

-

triviale pour ®E U ainsi que pour weGP(M) . Elle s'éfend & tous

l“"

s é1lénments de G{I) parce que i(x) e% le prodnit intérieur par = sont

Aes Aérivations de mbme degré 7 .

Gz structure de module sur C!H} définis dans G(HM).  Désiguons par

k e C("’f) ‘@ C(L) — za CO!’.’.‘Ef‘Pe‘ﬁlOﬂ gui appimue £f @u supr f.:}_-géfi .

S6ie tseta

l,{

spec 1: vement les au uOﬂO'fp’lSﬁaS idéﬁ"sigizes de G{II}

C(i’&) . Efapzsl?egtlcﬁ, lindaire de G-(i&) @Q(ﬁ) é.a {}(IJ) qai appligus

h (b

@u sur (k®@e)(e¥*BFar).(2 @u) e& at déglgm ?*1semnfnhlsme

A

—»ié,geﬁal de G{i’ii} dans {}(H) @ G(Iﬁﬁ) sers notée ec .'

- &

I
iy

--_mmg tion 17. Iﬁsgpl ati on @t Gr{ﬁ} *@ Cf{ } —> G(H) défini S é&‘ﬁ%

ipte

G(j) u: & snrum,mm de xmda.i.e imi' aire & gaveh@ sor u-{LI) 4 e

| _-Ce-c.; :cev:f_egr*.; 4 vépifier qu‘,, si ?T % G(M) & G{E’i); '*“-:?’ G(ﬁ)* est
1t ppllcqtlorr linésire déf’zz‘s-ant le p’mdﬁit dans G{ﬁ)g , Veﬁ z

a (‘F’ @ e) m(a @os) sir G(?’I} @ G(}h) @G{ﬁ) Qr ceei resalte |
1@%&1&%6@3*&‘% &es éﬁa}.s.%es szuvan‘tes - ' .

: . (8 @d‘)d‘ = (d‘ & 8)&’ sur G(ﬁ) : :

- (s @&'}( ‘§“® e) (‘F @ 8@8){5 @a @d*) sur S-(ﬁ) @G(}‘ﬂ) @G{ﬁ.
d*(k@e)(e ®d*) &@e@e)(e@dt@s) (e@d') - smr e, n

KT @c) =kie Ok ®e)(c'®"®a)) s ° n  m




On peut ausei se livrer 4 une brbve contenplation du dizgramme AdecOr~
posant les deuxz applications o (1 69 €) et oc(&*t@cz) de
() ® e(* @ 6(1) dene ().

On appellera produit intérienr de u.par £ 1'€lénent fu de G(H).

5

La composante d'ordre O de fu est f.u . En restre

e
Y]

mmeant & 1'3lzdbre

/\
graduée G(I) les opérations externes, on obiient dans G(I) une struc—
ture de module gradué sur 1'slesbbre commuiative gapehe G(II).

procduit iuté:ei:u_f,par x' est une dérivation de degré r de 1llslgdibre
gredude G gqui shaisse Liordre dtune unité.
Solt en effet B le sous-module des 418mey de G(M) dont les compeo-
santes Glordre O et 1 sont nulles. Si v et v sont des &léments de degré
respectif p et get si Al =I1Pau +Z,L_ uy ®u! (mod. R @ G{I )
et v =I@v + Z v.@v‘{ {zod. B @G}, aloxs
' d'.{uv)a(d’.u)(d*-v)é I®trv +2‘ u; @ul v+ 2 (-ﬂpsj v ®wj
(mod B @ G(l)), en désignant par 84 le degzé de vj B dane
xt {uw) =Z;: (x'en;) ul v +Z (~-~‘I)Pr {x'.v.) o ?5 s G2T x’.vj =0
si degré de vj# - « Or ceel est ézal & (z'u)v + (- 1}133? ni{xtvy).
Cette ée.emaglcn g8t entisrement dé‘tefﬁzinee par 52 restriction 4 I
gul est ltapplieation ¥ —-;;»X*.y de I dans C .
' ~ Exercice.- Soit ¥ un C-module gradné ef B(x,y) une forme bili-
néaire qui est mne spplication lindaire de dezrd O de I®@Nn
-ééns C . On d6signe par x! 1'81dpment de I 4&fini par
Az’.y B(z,y). L'application lindnire x —»x' de ¥ dans IT se
prolonze en ';;3:;1 homomorphisne de G(I) dansg 1@ gui conserve

les degrés, et I'on ob btient une seconde strueture de module




ON

0

R
grodué sur G(U) dans G(I) en passent par lz strueture de module
sur éﬁfj On pose I{x).e = xe + x'e pour 2cll et e eG(ll).
Les endoporphismes L(x) définisuent dens G{II) une troisitme
gtructure de module gradué sur G(IT). Ltapplication lindaire
a —>L{u).I de G(II) dens G(II) est un isomorphisme sur, oui conserv
les degrés, mais définit par transport de structure une nouvelle
multiplication dans G{II) qui n'est plus compatilble avec l'ordre.
Si u,v€G(l), lo conposante 4Voxdre 1 de uov = L{u)h{v).I est
B(n,v), ok B est le prolongement & G(I) de la forme bilindaire
B(x,y) sur ¥ . On vérifie que, si B(x,y) = (-1)P% B{y,z), lorsque
% et y'sm’zt de d-egrés pet ag, alors le nrolongerent de B posszde

la p8me propridié.

3§ E ~ Différenticliles des 2lg8bres commuytatives. 'Baﬁs ce paragraphe ,;

on se limitsrs & des algthres cozgma%aisive ayant un eluﬁﬂ*ﬁ'i? unité et &
des modules unltaires. L'a_.neaaa des opé%at;.cn,, eﬂ:erﬁes sers meﬁtlflg:'
au saus»anaean des 'mltlp es sca‘iai*f*es ée l’am 8. ‘Scﬁ.t A une alﬁehra
Asur l‘aﬂaeatz G et soit T un meéalc sur A . ?s,i,;qae & es*&: ﬂ@mmtative, |

¥ est muni eamnﬁ.qm_ment. dtune strue‘i;m“e de module %amla’se%e sur A s 2%,
par restriction -ﬁes 'e.pézfatloms externes, d'une stz uctzzfe de module sur C.
On annelle 2 dérivation de lfaigébfe VA dans H , les -éé:@ix?a%i&ns é-é
'3_"é,me-ai~z A dans Ie A-module I qui sont des h@rm@mﬁ:@@hiﬁﬁas pour les
structures de C-modules . on ce qui ?‘evien.% oy nloe, sui sem‘i: m:.lles

sur C . Elles constituent un module unitaire sur 4 o On va comstruire

un A-module U e% mae dérivation de 1'sigbire A dams U gui jouers le rBle

'é’fazagiiieav’sim mnivemelle pour 3.es c‘zéﬁlva'si tions ae 3.’ lgeﬁzbﬁ & dops des

modules sur & .
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Dans le prodult tensoriel A % A on considtre la structure de
A-podule @6finie par a(b @e) = ab e (a,b,c € A). Soit ¥ le sous-
module de & % A engendré por les S6lépments de 1o forme

I1Qsb~-2@b-1b Da (a,0 €4 , I units de A)
On mppelle module des différenticlles de 1'slgdbre 4 ef l'on note
D{A) le A-podule quotient A @ A/Iif « L'isomorphicsme =z —>I Sz

de A dans & ‘% 4 , composé avec la projection eanonigue de A @ A
sur D(A) donne une dérivation canonique de l'algdbre A dans le module
des différentielles de A gui sera universellement notde

43 & —>D(A).

| Soit I up A-module quelcongne et h une dérivation de A dans U . |
Il existe un homomorphisme de A-module h'sD{A) —> U et un seul tel gue

h = h'd . L'unicité résulte de ce que le A-rodule D(A) est gngendré por

1timage de &4 » On obtiendra k' en partant de zmemomerphisme de
modules £: &4 @ A —>1 4éfini per f£.(z @) = =(h.b) .

Ga a 2.0 = 0, par consdguent £ est conposs de 1a projection de
8 € 4 sur DlA) et d'un homomorphisme ! :D(A) —> U , qui vérifie
iz z'ela'k:.on at.{ald.d)) = a(k<b) quels que soient =,bed .

On conviendra d'identifier une dérivation de A dens un A-module H

avec 1'homoworphisme de D(A) dans I gui la factorise.

Proposition 1. Soient & et B deux algdbres sur C et £ un hopomorphisme
unitaire de & dens B . Il existe un C-homomorphisme f7 :B{ 4) -5 DI(B)
et un seul tel que 4f = ffd et £'.{aw) = (f.sa:)-{f‘ @) quels que .
soient Z€A& et wemk) ' - » : =
S8 f.2=38 , slors f*.ma) - D{B). Illbis on prendrs garde gue, lors—

gue £ est un isonorphisme, £Y ne sera pas en général un isomorphisme.
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Proposition 2.- Soit A ume algdhre sur ¢ . Le dual algbbrioue du

A-module des différenticlles de A est le module des dérivations de
1talgébre A .
Lorsque le module des dérivations de A posside une base finie, on

pourra donc d€finir le module des différenticlles comme &tant le
module dnal.

Proposition 3+~ Boient A et B deux algibres sur ¢ . I1 existe un isomor—
phisme eanonigue

I){VA“C@ B) £ oa) € B2 % D(B) -

compatible avee les structures dé modules sur A %? B .

Zroposition 4. Soit A une slgibre sur G et 27 A on 1d6el de A . 3
Le noyan de L'homomorphisme canonigue de D{A) sur D(A/@) est 1e sous—
aeéale 2{4.P) de B{A) \

Pregpsition 5. Seit A-uﬂe algébré sur C sans éiviéé&f §e 0 et sbit‘gf'
. son corps des guotients Gﬁﬂ»lﬁéré eomce algtbre sur ¢ . Tl 1stef :

| zsamorphisne eammqu.e de T % D(4) s D(K) :

Pv62031t10a Bew SQit & vne algehfe sur G et soit B une sa&s—alﬂebre
de & eanwenaat € « 5% DG(A) et Egtﬁ) désignent zaspea ivenent 1&3‘-”-
A-modules ée« &&Aféfén 1elles de & ecnsxdére ﬁem_e alstbre sur C et
algebre sur B‘,gil ealste un 185@93@&13@5 Qaﬂﬁﬂlﬁaﬁ de Ammadales

B{A) ¥ 3, (A) faia.:e)




