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COIIENTAIRES DU REDACTEUR.

e S 4B

J1étais en train de travailler & cette rédaction quand j'ai &6 |
~ interrompu per la nécessité de rédiger rapidement un petit livre sur

les spineurs, cui serz publié par Columbis & ltoecasion de son hieeﬁp'w

tenaire. Sur les conseils de Dicudonné, je communigue ndanmoins & mon
illustre matire ce début de rédaction qui dtune psrt nlest gulun déhat

et dlantre part ntest probablement pas sous la forme définitive qu*il
efit prise._ I

On trouvers, probablement trep lcngue iz présentation des puissanaea
réduites dans les algébres‘extérieures de caractéxistiqne ?
{erra-ngement éeé frucs Beiaga-fbpj), et jé:sérai d'aceerd § cependani,
il me semble guton peut se poser 1= question de aawoir s1il ne faut pas
Vmettre cela qnelqae nart dans Bourbaki, ecels est utile en diverses
eireconsta-noces. o » . ‘

Jtinsiste sur la forme donnée au th. de Witt ; le précédent rédaeteur
est dteillenrs dlaccord aveec moi et me 4it qulil ne 11g mis sous sa
forme restreinte quevpar-@béissanee, & mon a2vis abuszve, & quelque
lobie de Gongrés._ |

- Le lecteur se soaviendra gue jtai toujours aﬁhéré strietement 2 las -
régle de noter & droite (resp.. & gannhe) les multiplieations scalaires
du dual dtun module & gauche (resp.. &roite) il quand lfannegu de
base est commntatif. .

Je joins deux courts»papiers,‘l?an sur les tronsferts d'anncan de
baée, l'autre sur les algdbres extérieures, & verses au dossier des
révisions des Chap. IT et III ; n'ayant pas de deuhle; jtaimerais que

ces papiers fussent tirééo
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FORIES OQUADRATIQUES.

Nous ferous dans ce chapitre les conventions suivantes. ILe mot
fznpneanl (resp.;‘"algébre") signifiera "anneau (respo;'algébre)
pcssédant un 61lément unité" . Les S1éments unité des divers annesux
gue nous considérerons seront uniforﬁémeﬁt notés 1 . Per une repré-
sentation dfun apnesn {resp.:s dfune algdbre) 4 dans un annsaw
{resp.: uns algdbre)} B , nous entendfons une représentation de A dans
B gui appligue 1'61lément unité de 4 sur cel&i dé B . Par un sous-
annean (respe: socus-algtbre) de & , nous entendrons UA SoUS-BDNREs
(resp.: une sous-glgdbre) de A qai contient 1té81ément unité. Far un

fa

ansemble de zdndrateurs 8 dtun onneau (resp.: dlune o olbre) A

Feele
o

nous entendrons une pertie 8 de 4 telle gue S {1} ‘80 un ensenble
de générateurs au sens usuel. Por un module sur A nous entendrons

un nodule unitaire sur & .
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§ 1. PORMES REFLEXIVES.
Soit 4 un anneau.

Nous avons défini la notion de forme bilindaire sur le produit Mx W
d'un module & gauche M sur A et d'un module & droite N sur & . Nous

ellons mointenant considirer le c¢as of I et ¥ ont les rBmes 41dments
et la mfme addition. '

Définition 1. Por un dusmedule sur A , nous entendrons un ensemble II
gui est mani & ls fois dlune structure de module & zauche et dlmne

structure de module & droite sur 4 , ces deux modules gyant le méme
groupe 2d4ditif.

Si M est un duomodule, les modules & g2 uehe et & droite sous-jacents
& U seront désignés por Mg et ﬁd a '

On notera. _gque nous n' imposans ves la condition que l'on 2it
(ax)b = a(xb) si =eld ,zel , b€B . Clest pourquoi nous parlons de
"duomodules® et non de Whimodules?.
Exemples. 1. Seit h une représentation de 1tanneau A dans un anneau A'j
alors les lois de composition (a,a') —nh(a)a? et (a',z)~»>a'h(a)
{zeh, é;'e: At) définissent sur At une structure de duomodule sur 4 .

2. Soieai: ¥ un module & gauche sur llsnpesu & et 5 un antiautomorphisme
de & . Iz Joi de composition (x,s) —afx (a:eA - xeM) d6finit =lors sur
H une sirueture de duomodule. Wous &irons gulun daomoéule défini de
ce'{:te menidre est "aitaché 3 ltantisutomorphisme g " § ces duomodnles
sont coractérisés par le fait que l'en 2 =2 = 8°x si sel s ZTEHU .

Il est c‘laif gue, 8 &tant donné, tout module & droite sur 4 est 4gzle-

ment le module & droite scus-jmcent d'un duomodule sttsché & & .
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Soit M un duvomodule. Une partie N de M qui est un sous-module & 1la
fois de Mg et de Ha porte une structure de duomsdule %elle gue Kg soit

gsous-module de Hg et ¥, sous-module ‘de B, 3 on dit que llensemble ¥ ,

muni de cette sirncture, est un sous-doomodule de ¥ . Lz somme d'une
famille de sous-duomodules de M est la mfme gu'on considdre ces duomo-

dules comne des sous-nodules de PaIg ou de I*;Id s €t ctest un seus-duomodule
de ¥ . De méme, l'intersection dtune famille de sous-duomodules de M est
un sous—-ducmodule. 81 S est une partie quelconqae de H , l'intersection |
de tous les sous—-dtmméules contenant S stappelle le soas-éuomo&ule
engendré par S . : |
Définition 2. Soit un duomodule. On ameile forme Ahiij.néaire sur I -
une application de MxH dams & gul est une forme bilindsire gur B, xHy
' Toutes les notions introduites & propos des formes bilimdsires sur

le produit de deux modules, l'un & gsiche, 1iautre & d:mi.te, st'sppliguent
en particulief au eas des Formes bilinéaires sur un duomodnle‘ Bappelons
en partieunlier que, si B est une forme ’otlinéaire suz.' Ie duomedule II ,

un élément y de M est dit gonjusné & dveite (wemp.: M) 3 on 6lément
x si B{z,y)=0 {resp.: B(y,x)=0).

Définition §‘ - Dne ‘?erme tilinésire B sur un daomodg;g I est Q;

réflexive si }.a mla‘tiozz ® v est conj

entre él'%meﬁts z,y de ¥ est égu;.valegte & la re}_ﬁ;l% ty est con;u&é
& B) " entre éldments z,y dg U eet Squivalente

¥y oest e}eﬁgagué & gauche & % ¥ .

®

& droite & x ({par rapport &

Dons le eas dlune forme réfiexive, on dira "conjugué" au lieu de
Teonjuzud & droite® eu "sonjugué & gouche? .
Si B est une forme bilindaire réflexive sur un dunomedule I , et 8i S

est une partie de II , l'ensemble des &lépents de U qui sont conjuguéds &
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tous les é1léments de S (par rapport & B) est un sous-duomodule de I

qulon appelle le conjugué de S5 3 il est clair g{ae S est contenu dans

ferd

e caenjuzué de son conjuszus.

Hx

Définition 4. Soit B une forme bilindsire réflexive sur un duomodule M .

Un é1ément x de If est dit isotrope (per rappert & B) g'il egt eeng‘a«-

gué & lui-méme. Un sous-pmodule N de ¥ est dit isoirope {(par rapr

s'il s un &idment #0 en compun gvee son conjuzud. Un sous-module N g‘g_

M est dit totalement isotrope (par ropport & B) s'il est contenu dons

gon conjusuc.

Pour que x soit isetropés il est donc néeessaire et suffisant gue
B(x,x)=0 . Pour gutun sous-module T de ¥ soit isotrepe, il fant et
Suffit gutil existe wn 61lément z;- 0 de @ %el que B{x,y)=0 pour tout

ye¥ s x esz: ale.cs_ Lsotrepe. Lg cond:.tmn pez.zr gue ¥ soit isotrope
peut encore se fo:émlér comme suit : la res’srictioﬁ de B 2 '.‘Exl&’ est

une forme bilindoire dégénéfée sur '_i‘%’xﬂ' « Pour gulun sous-module N de
5 solt toitalenent isg’tmzae; il faut e% suffit gue B soit nulle sur WxTW.
8i B est une partis de ¥ telle gue B soit nulle sur S %8 s le sous-
duonodule W engendré par S est totalement izo trope. Solent en effet P
is 393&;% de B3 et Qeelul de Py onag SCPNG , diod TFe PNQ

or Eflq%:fs%ﬁ.‘m d'un duomedule avee son o conjugné est évidenment un

£%

Ltgnsenble des parties 8 de H telles gue B solt nulle sur 8x85

ordonné por inclusion, est Svidenment induedif. Il en résulte en parti-

s

eulier gue tout sous-ducmodule doialement ischbrope de U est contenu dans

(J :

un sous-ducncdule totalement isoitrope moximal .
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Soit ¥ un sous-duomocdule totalement isotrope moximal de M . Alors, si
x est un 61lément isotrope du conjugué de N s 12 restriection de B &

(¢ U{x})x (W u{x}) est nulle 3 pulsgue N est maximel, onag x ¥ .
En pa.z'ticu.ller, si on a B{y,y)=0 pour tout ye T # (ctest le cas

des formes alterndes, que neus &iudiecrons plus lein), ¥ est son propre
conjugns. '

Soit ¥ le conjuzué du module I %out entier. Ctest un sous-duomedule

totaienent isetrope de M. Puisgue N est scus-modnle de H, et de Hy

1e'ﬂroape aééitif-gfﬁ se'ﬁvouve aupl de struétares de nodules & gauche
et & droite sur & , gui en font un duomodule. Si x y sont gens I s 18
valeur de Blxz,y} ne d&penﬁ que des classes X%, 7 de x,7v module ¥ %
si on la désigne par B(E,¥), T est une forme bllinéairc évidenment

réflexive, sur EVF s €t le conjugué de gﬁﬁ par Pabpert & cette forme se
réduit & f@l s ¢e qui signifie que ¥ est non dégénérée. Si 1l'annean de
base é est un carpa, {Q/E) et {Q/E}& ont méne dimension (finie ou infi-
nie), égale au rang de B » aui est aussi le rang de ¥ ;_ '

Quand nous dirons qufune forme bilindaire est de raﬁg >‘I nous

voudrons dire gulelle est on bien de rang infihi o, bien de rong fini > 1.

752 d&améu

Propesition 1. Seit U r B COTD:s

s X gt s0i% B une fo._me

g2 >V guxr I . % duomoduie U

gst slorg sitzehé 2 un antiav’ts morphisme & de Z. i1 existe un Eidment =

gt vy dons H .

ge K .
Puisque B est non dégzénérée, tout sgas—esz}ace de dimension Finie
de Eﬁ’g {resge"g m‘é} est le conjugué de son conjugué et Aes?‘; bar suite un
sous-ZERESS 3. Z‘ilﬁ {rgsp,g ). En particulier, si x est un &€lépent #£0

sansee de ¥
nece de

(resp.s i‘é‘ig) contenant x ,
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diott Kx OxK , xX DKx et xX = Xx « Il existe donc une applieztion

biunivogue sz} de X sur lui-pére telle que =z = as(x)x pour tout
g€ X . Soient =x,x' des éléments ;é 0 de K § si z,x' sont linéairement

indépendants dans U G, et

g
s(x-i-x )(x-l-x?) = (z4xi)a = za + z'g = a,s(x)x-f-a

s OB 2  xixt

S

sz ) pour tout z ek ,

ce qui entralne s(x?} = g{x+x?) = g{x). Si xz,x! sont lindairement !
dénendants, il rdsulte du fait que B est de rang >1 gu'il y a un
vE ﬂg linézirement inddépendant de x , done de xt, d'ol s(x!)= sly)=s(x).
Les opérations s(x), pour Hous les x-f..o, sont done Egales entre elles
Vsoi‘b s"‘_f.eu:é valeur commune. Si a,b sont dans K ; et x £ 0 dans M
on o (a-s-bjsx = x(a+b) = xa4xb = (2°+1°)x , {81)%z = %{ab) = (xa)b =
s ’bs.(xa) = 1525 s on en conelunt gue s est urn antiavitomorphisme de X .
"Il est clair gue U est un duomodule attaché & s - | |

5i. xel , désignons par . £(x) llapplication y-—»>3B(y,s) et par
£1(x) Liapplication y —>(B(x,y))¥ . I= premidre de ces spplications
est évidemment une forme linéaire sur I ; montrons gufil en egt de

&

%ﬂe de 1z seconde. I1 est clair que f*{z} est ‘pne reprdsentation

e U dens celui de X . Si zek , on

fe))
&
1]
3
0
ki
®
g
Ay
1)
fobs. (D
t ¥
e
}mh
)
i
w0

{Blz,ay))® = (Blz,y2® )" = (Bix,y)a® )° = alBlz,y))® , ce qui aémon-

; ( bl i 5 % P’ =
gud de gz} s donc sussi llespace des zéxss de .f.{:s:}s I1 en réaulie

q'uil y a un 1lément mix) de K tel que £(x) = £i{x)mix) ; si x£0 ,

o
i3
&
By
b
St
e
o
g
&
-
)
<
fod
»
bl
Y

st non dégénérée, et m(x) est uniquement
déterminé &% ;éa . Soient xz,xz' des éléments lindairement indépendanis
de My ; il est clalr que f(x+x!) = £(x) + £{xt), £ (x+x*)=F1(x)+£' ('),

dtod {ﬁ{z}%-'{zf})fmim:ﬁ 1= f(z}imf{z})”? + fz’iz*}imiw}f’?
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Par ailleurs, il est clair gue, pour tout s eX , f£(xa) est la forme
lindaire £(x)a ; il vient donec

2 (ke ) (mlxz+x)) " Tz (mlx) ) ezt (mix1))~Y) = 0 . |
Puisgue B est non dégénérée, ceci entratne (x-%-x’!)(m(x+x5)),'1= z(m(x) )"1+
<+ z'(m(z'))“1 et -par suite nx?)= m(x+x!') = nl{x) . Si'main’senant

‘ x,x* sont des Aléments 7‘: C linéairement @épendants 1l'unm de liautre
dans Iy » il yaur yell qui est lindairvement indépendant de x ,

donc de xt, et nmi{x'} = nly) = m(x)_. Les é1lénmenis m{x} relatifs & teaé.~
1es_ x;é O de H sont done éggax ; Soit m leur valeu.r commne. On =
B(yéx) = (B(x,y))sm guels que sclf:ent x,y dans M . DJone

Bixz,y) = (B(y,x))sm :"r}ﬁg(B(zgy))sgm s 'dz; il est elair_que « pour tont
aek , il'y 8 des &léments x,y de U -l:e;s gue a;:B(x,‘y:)-' s on g done
a=n"2" m . mmm ast, i1l vient o°m = 1, dtot ms® =1 et a5% = mawl.
Lg ;_arop.? est done &émoatrée. |

| Ties notations é'bant celles de lg p:eop.i, on 2 B(x,x} (B(x,x))sm .
~Sappcscns qa‘il exisfe un x, éﬁ tel gue b = B{x ,x );é 0O;one
b= hgm_. ‘Pgssns _E?(x,y) = Blz,y)v” 1~; on & B*(ygx) = (B{x,y))smh"
- (Bw(x,y)h)s-w‘?}s‘ = b2 (B (z,7))%(6%)"!. Scit t Liapplicstion

t:‘.

Z->h ﬂgf’b )“? s &tant composde dlun antisutomorphisne et dtun
automorphisme ti.n%érieﬁr}g t est :m antisntonorphisme, et on =

Bi(y,xz) = (B?(x,y}}é” « I1 est clair gque (x,7) —>B'(z,7) =5t une
application de ﬁixf@_g&g ¥ ; puisque Blizx,y) = (B*ézgy}}“g s *tg est
ltautoporphisne iéeé&tiqae de 'K - Ligpplication B' ntest pas en géndral
une forme biliﬁéaife sur I ¢ on =, pour €k , Btiz,yz) .= B{xg}a@“g =
= Bt {xz,7) pap™! . Hais, d4finissons une loi de composibtion externe

&

entre élépments de I et

wh
{ode

e X por la formle {y;a}«gg*&r = ;;{‘b“ ab) = -1 3



- 8 -
on voit tout de suite que cette loi définit, avec 1l'addition dans B,

une structure de module & droite Mé sur I . Les structures M et Hé
définissent sur II une nouvelle structure de duomodule It e’c on 4.

Bt (x,ysa) = B! (x,y) b(b")ab)b~! = Bt (x,7)a), d'ot il résulte tout de
Buite que B' est une forme bilindaive sur Ht. )
Si on a2 3B(z,x) = 0 pour tout xzel , on & 0 = Blxty,xty) =

= B{x,y) + Bly,x)}- Puisque 3B(y,x) = (B(x,y))sm' s, 008 -2 =s"m pour
tout @€KX . Premant a=F , 1l viemt m= -1, dlok & = o° ; § est
l‘applz.cation i&ent:.qu.e de X sur lui-p8me, et, comme g est an anti-~
auﬂ:cmorphisme, K est commutbatif.

Définition 4. Soient & un snneau commutabif et U bn duomodule sur 4

attachd & 1t'autonorohisme identigue de A . The :Earme bilindsire B sur
M est dite alternfe si on & 3B(x,x) =0 pour tont xzell .

81 01 est un module & gauche sur 4 , on pent le munir dtune structure
de duomo&ule sur 4 en posant Xa = ax pour a€i , x€H ; les formes
bilinésires al‘bernées sur ce duomodule s'appellent aussl formes bili-
néa:.res alterndes sur le module & gauche U .

Défmition 5. Soit M un duomodule sur un annesu A s athtochd & u

antisatomorphisne & de A dont Ye carrd est l'applicetion identl

gue.

Une forme bilinéaive B sur M est dite hermitienve gi on o
Bly,x) = (B(z,y))®

et si s est 1l'spplication identigue, on dit gussi Tgynéiricue® gu lien

guels gue soient x.y dans ¥ . 51 4 est

de Thermiticnpe® .

Si U est un - 'module & gauche sur un annean commutstif 4 » on appelle
encore forme bilindsire syndirigue sur I une forme bilindaire symétrigue

sur le duomodule déduit de I en posant zz = gx pour tout g€i, xell.
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I1 résnlte de ce que nous avons dit que, si M est un duomodule sur
un corps, l'étude des formes bilindaires réflexives de rangs > 1 sur
I se ramdne dans une large mesure & l'étude des formes alterndes et
des formes hermitiennes. Ls prop.! ne stéiend pas su cas des formes
de rang 1 (cf. exerc. Y - -

Seit B un duomodule sur un annean A attaché & un antiautomorphisme

g de A . T1 est elair gque tout sous-nodule de M est 2lors aussi un
. . 24

sous-module de 1y s et porte par suite une siructure de duomodule.

De mBme, toute base de Eg est aussi une base de H& $ on dit angsi que

clest une base de M . Si W est un sutre duomodule sny L, é&galenent

attaché & s , toubte application lindaire £ de Eé dans Kg est sussi une
application lindaire de Mé dans Hé s nous dirons gue clest une applics-
tion 1iﬁéairé dé K dans . En partieulier, nous appellerons endomor-
phisme.(réspQ:.amtomofphisée) de U toute application lindsire de U dans
lui-péme.

Proposition 2. Soient ¥ un duomodule sur A , abtochs 3 un sntiattomor-
dé

soit alternde soit hermiticnme (relativement & s). £i un

phisme s de 4 , g% B une forme bilindaire non

énérée sur ¥ gui est

_endomorphisme

. . ) . . iy * 2 .
u-de M gdmet un adjoint u  par rapport & B gusnd on le considdre comme

endoporphisme de

s ¢ W] - 3
M, , u est aussi 1'adjoint de u considéré comme
= - .

¥

endomorphisme de I, et u gst 1'adjoint de u* .
On o en effeﬁ Blu.xz,y) = B{zga*ay} guels gue soient x,y dans ¥ .
Posons e = «i.si 3 est al%ernée, e'z i daps le caé contraire.
On s done B{yﬁﬁsﬁ} = e{B{n.x,y)})°% = e{B(zgm*y)}g :53{3*.3,23, et la
nrop.2 résulte immédistement de cette formule. '
Les notations ¢tant celles de la prop.2, nous Girons que ﬁ* ést

- =z Iy = <+ P | P - g e P il o3 4 1
itadjoint de u . L'ensenmble des endomorphismes u de I gui adnetient des
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et l'application u ->u* est un antisutomorphisme de cet annean.
S8i ltapplication lindsire de Mg dans ie dual de Hﬁ associdée & B est un
isoporphisme du premier de ces modules sur le second, tout endomorphisme
de M zdmet un adjoint ; il en est en particulier ainsiAquand ltannean
de base est un corpé et Mé est de dimension finie. Dams le eas générsl,
ltensemble des sutomorphismes de M qui admettent des adjoints qui sont
égalenent des antomorphismes est un groupe , e% liapplication u,—i:u
est un-autdmnrphisme d'ordré 2 de ce groupe.

éoit ¥ an duomodule sttaché & un antiaatomorghisme 8 de son aanesu
de base A et gui possdde une base finie {21""’Xn)‘ Soit B une forme
bilinéa;re sur M . La'matricé gui réprésente B par rapport aux bases
(31,3..;Xn) de I, et (x440-¢4%,) de I, stappelle anssi la matrice qui
représente B par rapport & la base (x1;;..,xn) de I . Soit B cette
matrice. Si xell , on peus représenter x relaktivement & lz base
(x?,..;;xn) de E; par une matrice & une colonne,“éont'les é1léments
sont les eceﬁficieﬁts.gi de ltexpression x = 2221 xiai de x© comme
combinaison lindaire & droite des x, 3 solt x cette matrice. On a
x = észg'agxi , de sorte gue lz metrice gui feprésente x ?ar»rappﬁrt )
1a béas (2140 -+,%,) quand on considire x comme &lément de u, est £
(1 matrice gui se dédnit de x en appliquant lfopération & & ses Sléments).
Hous &irsns gue X et gf sont lés motrices représentatives de x & droite
et & gauche réspectivement. Soient y un aubtre é1ément de I , et y sa
motrice représentative & droite 3 on veoit tout de suite gue
(1) B{z,y) = "x°.B.y .

Soit u un endomorphisme de ¥ . Considéré comme endomorphisme de My s
u est représenté par rapport & la base {z?,‘.¢éxa) par une matrice U

1z mstriee gul représente u par rapport & (zqg.;a?zﬁ) guand on considdre u
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comme endomorphisme de Mé est évidenmment U . Nous dirons que U et U8
sont les matrices représentatives de u & droite et & gouche respeeti-

vement. Si (y1,...,yn) est une sutre base de M , et T la motrice de’
transition de (xa,...,x )} a (y,,-cc,yﬂ) guand on les considére eomme
bases de Mz » 1s motrice de transition de (xz,...;zn) & (31""93n)
gquand on les considére comme bases de ﬁ% est g? ; pous dirons que T
et T° gsont les matrices de transition de (xy,...,%, ) & (y,,...;yn)_
& droite et & gauche respectivement. T1 »ésulte inrmédiatenent de l1a
foxmale‘(1) ci-dessus que la matrice représentative de B par rappord
& la base (yi"“9yn) est o
‘ ‘st '.:.‘.B.’g

.nggggzigg_g.‘Qgg_gpta%io£§ ét@gﬁ comme ci-dessus, guppesons de plus
gue A solt cammntatif.’ne déterminont de 1= mairice B est alarsvagpelé '
le dzscrlminaat de la forme B par rapport & ls hgge (xg,...,xn)

Soit D ce diecrlminant. Pour gue B solt non dégénérée 11 faut et

suffit que D#£C Par aiileurs, le diseriminant de B par rappart
une sutre base (31,.¢e;yﬁ} est t.%°.D si t est le dfterminant de 1s
natrice de'traasitien & droite de (21,...9x )& (yi,...,yn)c

Te suppesan% plus nécessairenment ltanneay 4 conlntatlf neis suppo-~
sant que le carrd de g soid itidentité, id st clair gue, si B eésh

hermitienne relativement 2 5 , on & ?g? = B . Réeiproguenment, si

c-}"

s -

= B , B est hermitienne relativement & 5 . Pour le voir, &tablis-
sons le

zemme 1. Soient & un sptisutonorphisme d'un anhean 4 et P.8 des
[ T Y CZEEEreISIeETEteTTy ki -ms’

- S

a8

metrices rectansulsives & €léments dans A %elles gue P Q soit défini.

On & slors (2 @)° = (%g%)(¥p5) .




i

olt en effet E= (Di3)igsgm1gign » 87 @digsgn,1gusy

n
L1glément d'indices I , 1 de lo matrice t(}i g)s est alors
% .
15 518 1 , ‘P = {p! ce qui
%31 Lplj ch’ Q}Ig “ji o (qk.'j) s £ (Pji)y 2
démontre le lenme.

Cecil dit, supposo gue ‘B = B . Solent x,y des élénents de I ,
X et E leurs metrice rep‘fése tatives & droite. On a2 Bly,x) = txs.ls_cg_ 3
diol Bly,x) étant considéré comme motrice & une ligne et & une

colonne, donec identigue
(B{y, }‘S = t_,,s 33 oF = Xﬁe;@gg = B{x,y) et B est herpitienne.
=

— %
ggue le carré de

: : R : -
Pui est ltidentité, 1a relation 3 = 3 peut
sussi stéerire °'B = B° .

izutoporphisne de A dont

Définition 7. Soient & un anneaun et s un ant
le corrd est l'identité. Une patrice B & Sléments dens 4 est dite
hermitienne (relativement & s) si 't_b;:_}i .

Supposons reintenant & commutatif. Soit B = (by:); <4 j<n
P &= $ e =

Si B est alternée s on 8 manifestenent t.'__ =3, ’bﬁ_zi) (1£iZn).
Les cgndi‘l:isma bim G sont é"ail}.ev:fs des consdguences de lz condition
tﬁ = -8B si on suppose que 2.1 nlest pas diviseur de zéro dsns 4 .
Béclprogquement, les conditions 1":;: = -8 , ‘ﬁii = 0 sont suffisantes pour
gue B scit zlternde. BO les en effet setisfaltes, et soit
i %3‘4’:5_5«'5 un &lément de I . Ona Blz,x) = Z . aihiéag = 0

i=4, - ff@fg,éﬁ o
puisque 2:b..E = 0 et 3~'b;z>j; + a'jh;ia"i =0 si 1#£jJ.
Définition 8. Une meirice B & &1énents dans un annesu copmubatif A
est dite alternde si %g = -B g} si les é1ldments dissonaux de B sont
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nt2. PFORIES HIRIITIETES ET QUADRATIQUES.

Désignons par & un annecau et par s un aontiavtonorvhisme de A dont le
carré est llsutomorphisme identique. Soit Il un duonocdule sur & attachd

mr

s « 51 @€l , nous poserons S(z) = 2+5® i 5 n'est pas 1'autonor-
™

hisme identique, et S{a) = a dans le cas contraire {gui ne peut dtail-

frpr

leurs se présenter gque si & est computatif, s dtant un antiantomorphisme
Définition S. Tes notations dtant comme ci-dessus, une spplication @
ge I dans & g'appelle une forpe hermiticnne s'il existe bne forme Dbili-

Qlaziby) = 2Q(x)e® + Q(y)bS + S(aBlx,y)b%)

guels oue soisnt =X,y dons Met a,b dons &4 . On dit cue lo forme

hermiticane Q gt ls Fforme bilinéaire B sont sssocides l'une & ltantre.

Si 8 est l'sutomorphisme identiocue de & , Q s'appelle zussi une forme

guadratione.

Si I est uvn module & gouche ou & droite sur A ;eea geaf toujours
considérer U comme module sous-jacent d'un duomednle stiochd 2 g 3 et
‘_les formes hermitiennes ou gquadratiques sur ce duomodule s'appellent
aussi formes hermitiennes ou gquadratigues sur M.

Execnmples.~ 1. Seit B une forme bilindsire herniticnne guelcongue sur ¥

pesons Q{x) = B{z,x) . On 2 glors

= =
oy - o - = % Fa S o i e Y Gy
Qlex+by) = aQ(x)a™ + pA(y)p° + &S(=B({x,y)b")
% s - e syz  ? e v _— O 2y en T ¥ oy pades muenanen nda e s £ 3 e
ek ¢ est 1 ou 2 suivant gue & n'est pas ou est l'automorphisme identique

% o anla & = - e & o ‘S « £F o 2 2 5
*autonorphisne identiqgue de 4 &% 5, une forme bilinésire
P P T ™ f =N . L poimpien - m 2} . SO - Fid e *
gueleconcue suy i x-ﬁ>gﬁ!z?z} est une Igorme gusdratigue sur H , gtiaché
5 :
2 Ly Tl W e B A il = i - -~ % = £ e ) %
a la forme bilinéaire synméirique (z,y) =3 _{(x,y) + B_(y.x) .

I
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2. 81 Q est une forme hernmitienne sur le duomodule M et ¥ un sous-éno-
module de M , la restriction de Q & NN est une forme hermitienne sur N .

Soient Q une forme hermiticnne et B une forme bilinéaire hermitienne
associde & Q . On g alors dfune part Q(2x)=2Q(x) + S(B(z,z)) e%
dfautre part Q(2z) = 4Q(x) ; de plus, B(x,x) = (B(xz,z))® atos ] o
2Q(x) = 2B(z,x) si s n'est pas l*automorphisae11@entique, et 2Q(x)=B(x,x)
dans le cas contraire. On voit done gue, si 2.1 ntest pas diviseunr de
zéro dans A , 1z donnde de B détermine entidrement Q@ . On peut aller
plus loin dans le cas ok s n'est pas llautomorphisme identique'; on g
en effet 1le résultat suivant |

Proposition 3. Soient Q une forme hermitienne, B une forme bilindaire
hermitienne sssocide & Q . Supposons gue A pfait sucun diviseur de zéro

# 0, gt gue s pe soit pas 1'automorphisme identigue. On = slors

Q(x) = B(x,x) pour tout xz €l , et la condition Q = 0 gntratne 3B = 0.
Solent =,b des Sléments de & ; on a Afune part
U(atd)x) = (240)Q(z)(2#0)® = 2Q(x)a®+bQ(x)1® + 20(x)b® + bQ(x)e®

et dfautre part i
Ql{a+b)z) = aQ(z)s® + BG(x)1® + 2B(x,x)1° + bB(x,x)s®

puisque B{xz,xz) = (B(x,x})s . 8i done nous posons 1 = Bi{x,x)-Q{x) ,

on 2 aub® + bus® = 0 quels que soient a,b . En perticulier, au+ussb= 0
pour touk aes s nous allons veir gue ceel eﬂt:aine u=0 . En effet,

on &, pour =2,b dans A , bau = -bus® = ub’a® , et abu = -u(ab)® =——up®e" ,
dlot {(bateblu = 0 . 81 on svais u#0 , on surait batab = 0, dlod, en
particulier, é&a = 0, et par suite ba-2b = 0 ; A serait commutatif de
cargetéristigue 2 , et la relstion sutust= 0 entratnerait (a-as)a = 0,
a=g® , de sorte que s eeraié l'automorphisme identigue. On s done

B(x,x) = ¢{x). Supposon& maintenant Q = 0 § on aurait B{x,x)=0 pour

tout x , 4'0& (B(z,y))® = Bly,x) = -B(z,y) quels gue soient X,¥
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Posons v = B(x,y) ; pulsque B(az,y) = av s on o (av)® = -av s dtolk

v = -av pour teut geid puisque ve =y . ceci donne va® = ay §

dfol, pour. a,b dans A , bav = wva® = v1%a® = v(ab)® = abv . Si donme v
étais ;.£ 0 , on aursit a'b = bz , A se;'ait conmutatif, et (a—a-s)v = 0,
a=a® , de sorte gue s serait 1'identité. . , |

On voit done que, 5i A ne posséée pasA de divisenr de zéro ;‘. 0 et si rs'
_"ést distinet de l'automorphisme identique s les formes B et Q se détermi-
nent ma’mellemengé }Par ailleurs, si s est l?automfphzsme identiqgue, on =
B{x,y) = Q(x—}-y)-@(y), de sorte que la donnée de @ aétez*zﬁne alors
toujours B . |
Proposition 4. S:zagg sons gue s g0it l*autbmorphisme ideﬁtigue et _oue U

possdde une base finie. Si Q est une ¢ forme guadraticue sur M , il existe

toujours une forme bilinéaire Bg, non néeessas,rement sgmétrigue, Buzr M

telle gue Q(z) B, (z,x} pour tout €l .

. Seient (xq,...,zn) une base de M et B 1z fez-me bilinéaire associde
a Q . Définigsons une forme hilindsire }?»ﬁ gur Px‘i par le_s conditions
Bo(xi ’xi) = Q(xi)s B (zi’xj) = B’(xiszj) 5:1 i<y, Be(xi’xj)= O
sl i >3 . Tenant compte des formules Blx,y} = Qlzwyi-Q(z)-QUy) ,

Qf{ax) = %2%.3} @SE s €4}, on obtient fmellement 1lexpression

n .
{\;l 5‘ & F. % = 2 =, ‘,. ) o e F == E &
Wi g al 2.} 2 » alg‘g.é,i sg £ Z;‘(j e TE B{X =AY

= ‘L
or le second memhre esi: manifestenent 3B {Z
or

L= :
téristique # 2 , toute forme

An= 7

Par silleurs, si A est un corps de carae
hermitienne sur I peut se mettire sous iz forme ¥ —> Eéixfz) of B, est

une forme bilindeire hermitienne uniquement déterminde. Zn effet, il

i
Mt
=
3
o
Pt

nfexiste gutune seul linézire hermitienne B aaaaes.ée aqQ
nous prendrons B =B si s n'est pas lisutomorphismé identigue, B «~(‘1/2)B

dans le oas copiraire. Le f2it gue B, est uniguenment déterminde résulte
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du fait que B, est associde soit & Q soit & (1/2)Q " Si on suppose de
plus que UM est de dimension finie, la matrice représentative de 30 par
rapport & une base de U stappelle sussi la matrice reprédsentative de O
. Par rappert & cette base, et le rong de BQ sfappelle sussi le rang

de 1= forme hermitienns Q .

Supposons naintenant que 4 solt un corps commubatif de carsctdris—
tigue 2 , I un espace vectoriel de dimension finie sur X et Q une forme
gquadratique sur H . Soit H le conjugué de U par rapport & la forme
bilinéaij?e B agsociée & Q ; si %,y sont dans ¥ , on a Q{x+y)=Q(x)+Q(y);
ctest ce gunion exprime en disant gue la restriction de Q@ & N est
guasi—lii;éaire. Il en résulte tout de suite gque llensenble N? ==t des
ieﬁ tels gque Q(x)=0 est un sofs-espace de N ';"soient 5! 2o dimension
et m cellé de B 3 ctest z2lors le nombre rﬁ.—-n’ quton appelle le rang de Q.
Si n est la dimension de N , le nombre n-n' stappelle le défaut de Q .
On observers gue p~n est le rang de 1z forme bilindaire B agsocide & Q ,
laqaelle egt al'{:ernée én vertu de la fermule généz'ale Bi{x,x)= 2Q(x) ;
n-n est é’zenc un nombre paiz.

Somn@: A u.n annean commitatif et ¥ on module & gauche sur 4 gui
posside une base (x, )iéz - Donnons-nous une appliestion i —>q,
de I éans L 2% une application %i,j} 'ﬁ’b%iyj} dans A de llensenmble P
des parties & 2 Sléments de I . Il existe alors une forme guadratique Q
sur U et une seule telle gue l'on zii Qlx;) = g, (1€1I) et
B{i,3)=B{3,i) = b{% 3} pour tout {1,31 €P , B &tant la forme
bilindsire sssocide & Q . En effet, ltapplication @ définie par la

formule



e
s

— ¥ =
2 . :
U ) =2, s Z{i,j}ey*’{i,j} %1%

4
est 5v1&emment une formg guadratique gui posstde les propriétés reguise
réciproquement, on voit facilement que, pour kduke forme quadratique @
satisfaisant aux conditions imposées, Q(EQ‘I 5ixi) doit avolr llex-
pression donnée ci-dessus. On nobera gutil régulte de cetie expression
gue, si I est finl, toute forme guradratique est une fonstion polynome
homogéne de degré 2 sur I . Réciproguenent, toute fonection polyﬂome
honogdne de degré 2 sur un nodule guelconque M sur 4 est une forme
guadratioue ; il suffit en effet de la vérifier dans 1lse cas du produit

) -

de deux formes lindaires, ces gui ne prdésente aucune 4iff iculté.
Soit U&f ailleurs £ un homomorphisme de 4 dans un annsan conmukatif

: 4 . : ; b
A' ; les donndes de £ et de M définissent un nodule m& sur A' et une

e

application cononigue de I dans MA gue nous désignerons encore par f
puisque ¥ est libre, il en est de méme de I , et les f(xz;) forment une
base dé ﬁég. Ii existe alors une forme quadfatique QA’ sur Eﬁ' et une
seule telle gue l'on a2i% QA’(féz}) = f(QA’(x)) pour tout =E€M .

sifet, cette condition enitraine que Qét{f(x.)) = f(q&) et

Bs(f(xi;,_(x Y= f(hil 3}} , ok {i,;} est un &lémens guelcongue de P

o uiﬁﬁgzx, — E(Ej i’

bilindaires assocides & Q et QE s &et, réeipreguenent, lz forne quadra.
&

{t

Qlx.} ,» B et B? Bteint les feruss
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$ 2. FORIES ALTERIZES.
n®1. RZDUCTION.
Théoreme 1. Soient & un anneau prineipal, I un module & gauche sur 4

aul possbtde une base finie et B une forme bilindaire alternde sur M .

11 existe alors une base de I de 1o forme (x1 TRTY AP SRTTRYS

Z ,i“szs) telle gue l'on =it N
B(zisxj) = B(Yisyj> = BCXigZ}:) = B(yj,zk) = 0 (1§i, jgr,"lskgs),
B(Xi,yi)=0 si iFj (?g isjé.r) H B(xisyi}=ai (-?§i§-’r)
o4 les &, sont des 6lépents #0 de 4 gt & divise =,y (12 1€r)._Le

ponbre 2r st le rans de B 3 les iddaux __Aa'i (1IS$igr) zont uniguemezﬁ:

déterninds par 1o donnée de B .

Tous proctderons per récurrence sur le rang n de I . I1 n'y g rien
& démontrer si n=0. Supposons gue n >0 et que le théordime moit vrai
pour les modules de rangs < n - le théoréme est Svident si B =0 3

supposcns done B # 0. Soient I le dusl de I ot £ 1's pp_lmatz.on de U
dans 2.1 gui faz.t corregpondre & tout =€l l=z forme 1inéaire -
¥y ~» Blx,y) sur I . Liensenble f(ﬁi) est un sous-podule de EI*A s Qqui eé's
un nodule libre de rang n .« Il existe done une Eaée (—ii;é;...,u;j)' de fﬁ*
telle gue f{IM) seit engendré pa.:& les élémem%s ag’h?;“;,u:hn 3
By,e-osh, Sbant des Gléments de A tels que Aby D Aby D... D Ab,
(th.1, VII, § 4,n%2). Puisque M possdde une tase finie, il stidentifie
eazz«:zniq;—z;@meﬁ% & gon bidusl, et m;’&,.”éuz) est lé base dtupne base

Ced

‘ 4 2 < £ - e . *
} ée I . Soit z, un é1lément de I %el gue z{zi) = u.;‘bq :

o3
(=)
(2]
O
]
w
]
Y
il
o
Wy
o
N
ol
i
o
ey
»
£
o)
§ie
w
M
2
5
rody
pnart?
i
8
il
L
(e
ot
M
i
n
o
]
¥
o
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B
=
9]
3
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Soit W le sous-module engendré par Xys¥y, 6% soit ? le conjugué de ¥ .
- Hontrons que I est somme directe de N et de P . Soit 2 ug élément quelcon-

déter

appartienns

gue de M 3 cherchons a

z—{ax +hy?)=z?

el

roiner

&P . Il

Tune seule Qﬁlﬁﬁieﬁ 1

des éléments a,b de A tels que
suffira gque B{xz,,z')=B(y,,z')=0 ,
B(y; s2)+ 85,=0. Ce sys-

OB en -

e=b=0, ee qui montre gue
. De plus, nous =

ivisible par g5

lindairenent inddépendants

o ofm - 5 i (o W 4 LY :

nt x,y dans H, Bi{x,y) est 4

Sme dt'éguations & une solution, donc que

ndants, ¥ est de rang 2

et P egt par suite TENE A-2 . Falsant usage de ‘*hyg@thcse inductive,

on voit gue P admet vne bass {3:2,“.ﬁz?@yg,}“-‘gg?gz@ ?.“@zﬁ) telle que

lton ait -
B(Xe ,X‘) = 3{;)’75_52?' ) = Bi=x, 9Zk} = Biygszk-_)me {251, J€=, 15kgs)
B(x.,y =0 i i#3 (251, 3¢ z) % B(xl,yl)za. (2€1 €

ot les &, sont des éléments #0 e% @y divise m,, (2£1i<r). On 2

Blz,.x, )=B(x, +F 3 =Bz, ;2. )=B(y, .z, )=Bly, o7 3 J=Bly,s%,)=0 si 28i,j5r,

‘!'§ k£e parce gus P est_ ile conjugué de ¥ . Puisqgne a;?‘ divige %ous les

éléments de 1z forme Blx,y)

s By e;iv;.se a5 si 71 .

Hous mvons done

dﬂmmré liexigtence c_m;fze base possédant lz propridté reguise . Soi%

(&;f‘fzﬁfzmﬁj le base de I dusle de 1a
avons construlte dang H . I1 est alax*s clair gque fix,; }'a:. Es¥e

R/ i’i
fly,) = -a;x; (1€15r), £(5,)=0 . Ies facteurs invariants
he 5.0 .he, 4o sous-module £{H) de I sont dome déterminés
formules ﬁg;’fpw? = hepy = 5".2; (1t£pZx), @eig =0 gi g >2r .,
gue e rong de B est Zx, et que les iddaux éa,g guwﬁ% sont
déterminés par ls dennde de B .

e

base que nous

g

par les
On voit donc

uniguement
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Définition 1. Les motations Stant celles du th.i, les iddaux Aay (1Sisr)

sont appelds les diviseurs &1émentaires de ls forme B .

Supposons que, pour tout iddal & de A on a2it déterminé an éléméht

a(& ) de A qui llengendre. On peut alors sappoéer, dens l'énoncé du

th.1, que aizatﬁai) ¢ 81 en effet A(ai)s usgs , les u,; Stant des

;
¢léments inversibles de A, il suffit de remplacer les ys per leg &1lé-
ments yi = u;y; - Siona a = alba;) (1 Sifr), on dit que la bage
(xi,..e,XE,y?,...syf,zi,a.e,zk} est une base réduite de U reletivement
& B (et au ehoiz des générateurs ai(éL)).

Proposition 1. Soient 4 un sanesu primc

ipal, ¥ un medule 3 gouche sur A

gui possdde une base finie et B gngqu:ggwp;};géggxengl§§g4§§“§gg M.

Bour gulune subtre forme bilindsire alternde sur U soit éouivalente & B ,
il faut et suffit gu'elle ait mémes diviseurs &lémentaires gue B .

Ié condition est manifestement ndcessaire. Si elle est satisfaite,
t éi on choisit des bases réduites de ¥ relativement & B et & Bf
(et & un choixz de générateurs des idéaux prinecipaux de A), les matrices
qui représentent B et B! par rapport & ces bases sont identignes, ce
gui nmontre gize B,B' sont é@aivaieates&

Corollaire.~ Soit I un espace vechoriel de dimension finie sur une

corps copmuiatif. Pour gque deux formes Bilindsives sur I solent éoni-

ety

valentes, i1 fout ot suffit gulslles zient mbme rons.
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n® 2. PUISSANCES BEDUITES.

Soient 4 un anneau commutatif, M un A-module & gauche et E llalgdbre
tensorielle syr A . Désignons par E' {resp.: E ) le sous-module de E

engendré par les éléments homogénes d*= degrés pairs (respst :meairs) ek
paxr E; le sous-npodule de E "f‘p engendré par les £léments homozines de

degrés pairs > 0. L' engemble Ep est donc une sous—-algébre du centre de
“‘i+ k =
t B p o

en est up id6al. Soit k un entier > 1. On 2 zlors x
pour tout zeEi « I1 suffit de le montrer dags le cas o k=2 . Il est

i,
E, e

clair que x peut se mettre sous la forme Z . %y » o4 les z; sont

des &léments décomposables de Ei s onw X Ax, = 0y X Ax. + X, /\xi = 0
puisgue x, &% X, sont homogdnes de degrés impairs, d'o& xd_.o. Consi--
» iad L4

dérouns mintenant :1:k dens le cas of er; $ nzus- a;llons voir que cet

élément est pultiple de k|l . Berivons xz = 2 xi % o& les - sont &es

élmments décomposables de Ep 3 pulsque Ep

caleuler xk par ls Formle au maltinome. De plus, on = xi 0 si m > 1

est commutai:ive, on peut

puisgque =, esi; déconmposable. Il vient done

i
{1) xkﬁ {ké}z Xi{.l} sen x‘(}.{}

<

oh ls somme est é'i‘;e%zfiize a "sgu«,tes les applleatieﬁs stricterent eroissantes

i—>i{3) 4de g,wsw}@ ns 51,...5}:{}

Houvs allons menitrer gulil est possible, dfune monidre et d'une senls,
- . & oa e s . s ‘ £3 % o "%' = o a o
de définir upe application (k.x)— 2 % ge ngE dans Ep gul possade
les propriéitds suivantes
c ?i 2%, {k} da ! ‘"‘gs
8) on g x=({ki)x pour tout kel et tout Xéﬁg s
{13 P = . " -
B) ona = =0 si X > 1 et el =z est un é1lément décomposable
. BE .
ée .Li?;‘ &

s o 8, pour k€l ,
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(i) B = S % =1)p ()

{=0
Supposons d&finiec une application qui possdde ces propridtés.

I1 résulte de a) que x(o)z i,x 1) z . I1 résulte facilement de ¢),
+ _
b ]

par réecurrence sur h , gue, si Xgpe0c 9Ty sont dans EP

(2) (x1f..a+xh)(k) = Z x.g,e“))/\ ...Ax}ge(h))
1z sommetion Stant étendue & toutes les suites findes (e(1),...,e{h))
dtentiers Z O telles que e(1)+...+e(h) =k . Si x est décomposable,
on g x(.k)ab pour tout k > t ; si done les x; sont des &iéments
déconposables de E; . {x1+...+xh)(k) =ZG (-TT:?_'&(-J,.r xi), 12 sommation
&tant Stenduc & toutes les ‘parties € de §_1 goes ,h} gui contiennent k
61léments. Puisgue tout Slément de EF

P
sables de cet ensemble, on voit gue 1l'application (k,x) »x(k) est

est sonpe 4'¢léments décompo-

déterminée de manidre wnigue. De plus, nous n'av_ons utilisé 1la condi-
t¥on a) que dans les cas =0,1, et 1z formule & l=quelle nous sonﬁms
arrivés pour (z1+;..+xh)(k} gans le ¢zs ol les Xs gont décomposables
montre gue + ={k}l) x(k) {cf. formule (1) ci-dessus). On voit done
qutil suffit de positules a) pour les valeurs kscgi .

Pour démonirer llexistence dlune application ayant les propriétés
requises, nous considdrerons d%abord le cas of le module I admet une -
base (ui)iEI » Pour toute partic finle H de I , soit x5 un élément
de E qui est le produit des u; pour les 1€H , ces éléments ayant 16
rongés dens un ordre dtsilleurs arbitzfaire. Les Xy forment done une base
de E . Soit H 1tensemble de ceux des H qui nec sont pas vides et
dont les nombres d'éléments sont pairs ; les %y pour HE H  forment
donc une base de E; . Pour tout k2 O , soit S (k) l'ensemble des

parties finies & k &léments de H . Soit x = Z"Hq{_a-(ﬂ)x}I un

+

élément guelcongue ée Ep

$ posons
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() _ ‘ j
x' = 29 gy (Mg s eteNTlpes =z -
[Gette sopmme & un sens, car, si So est l'ensemble fini des He H tels
que a(H) # 0, on & [[geg 2(E)=0 si S n'est pas contenu dans S, .]

I1 est elair que 2{0)= ; 2M)=x . Soit ¥y = P He Ha' {(E)z; un nouvel iy

élénent de E+p + Développant le produit TTMS (2(BE)+at(H)), il vient

i) ) = Zg ) (Mg 2@ (M geg, 8@ TT g 52 Ty ege%s
ol la sommation est &tendue sux couples de parties disjaintea 5,5" de H
tels qu.e' S US! possdde k 614ments. Si 5t est une partie de H contenant
15k 616ments, solt T(SY). la somme des termes relatifs auxjeouples
(S,51) possédant les propridtés requises et dont le secound terme est St.
'Si on observe que .xé = 0 pour tout meH s, On voit gue l'on peut
laisser décrire & S tout 1'ensemble S (x~1) sans modifier 1z somme
T(S') 5 on a done T{S') = (k"'” T gy &' (H) ﬂ-ﬁesé Zy - On en
conelut tout de suite gue {x—i»;,){“:) -zﬁo_ {k"‘”A y“}, ce 'qu;i montre
gue 1= condition e) est satisfaite. IL en résulte eommé-pius raut que -
1z formuile (2) .e‘s‘t vraie et en paéticulier‘q&e si xég} =0 {1£4ish),

+...+xh)(k) v

élémente pris parmi x?,...,xh - T1 résulte imméaié-teéen‘a de notré
§9)

appartient é 1*idéa1 engenaré par les produits de k

%,

Géfi mtmn @ = p

que si z= 3 HeH a(H)xE est un &lément de E

maltiple deilfﬁn des é1léments wvw. , etsi k>1 ,o0n8 x{k)-ﬁ

i
(en effet, 81 % est maltiple de u; , al{H)=0 si i n'est pes dans H).

. Considérons msintenant un Aélément = de 1z fomls‘ (2 $€ T 'a:iizi)f\v o
ot ve E, . Soi%t Xk > 1 ; puisque (uij\ v){e).:o . x(’k) appartient &
1'1déal engendré par les produits de k $léments pris pormi les ni}\v 2

Mais on 2 vo=0 , (ugA V)A (g i\v):—-ui/\uj szzo, et par suite 2Elyg |



o
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On voit done que x(k)=0 toutes les foils que x est nultiple dfun élénment

de M , donc, g fortiori, quand x est décomposable. Hotre opdration
& y

posstde done bien les propriétés requises. De plus, si I est 1'idéal
engendré dans E par un sous-module ¥ de M , on 2 x(k)é I pour tout

xéE;nI si k21 . Ecrivons en effet x '{‘yaf\vj , ol les Yy
sont dans I et les A& dans Ei s SiI k=1, ( )z z 381 kk>1, les

(y./\v.)(g) &tant nuls pour £ > 1, x(k) appartient & 1'idéal engen-
dré& par les produits de k des &lédnents yJA'v- ; idéai gui est meni-
festenent contenu dams I . -

Passons maintenant 2u cas géndrsl. Il exisie in module libre T
sur 4 et une application lindaire £ de L sur I . Soient E(L) 1lfalglbre

extéricurs de L, et E (L), E;‘(L) les modules définis dans IZ(I)
p? o
une représentation de E(L) gur E , que nous désignerons encore par £ 3
i appli@ua\ E;(L) sur E; . Si R est lg noyau de llapplication £

de I sur I , le noyau de 1la représentation £ de E(L) est 11148zl I

engendré par R dans E{L). Soient x un éleﬁent de Ep gt X un élément

de E+(ﬁ} tel_q&e (X} = x § k 6tant un entier 2 0 , pontrons gque

2

compe E ltont é%6 dans E . Ltapplication £ se prolonge en

z , pas du choix de £ . Clest évident gi
2 - = £ 3 "}'h 3

k=0 3 supposons que k » O . Tout auntre £1dnent de E@{L) gui est
appliqué sur x par £ est de la forme X+Y¥ , ot Ye ET{ NI,

¥
ot
§
]
oy
>
oMy
F
p -
-
®
(fp]
ot
M
[
(8]
C'{“
[
DN
¢
C)
‘"O
O
n
8
Us*
;‘m
{0
o
[
]
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Tous appellerons puissanee k-idme réduite dtun &lément xeEt

L o
(&) gne nous venons

| ltimage de cet E1llment por llgpplication X —» X
de d&fimir. |
 8i x est homogine de dezré h , x‘k) est hcmogbné'aé"degré bk .

EZn effet, x peut alors stécrire conmme somne a'élémen'ks honogtnes

(k)

décomposables de degré h, et x est une sorme de 'p:eoe'iuits de k
dlénents hcﬁogénes' ée degré h .

Soit £ une zpplication lindaire de II dans un Bodv.ie & gauche IIt
"sur & . Désignons encore per I la_ représentation de E(II) dans ltalgbbre

extérieure E(I') de M' qui prolonge £ . Si xelE;,' on 2, pour tout
kz20, f(x(k)) = (f(x))(k) . Mettons en effet z sous la forme

X=X, -f-. ..'-!-éh ', les Xy &tant des éléments déeomposa’o}.es honogénes de
degrés péirs s on g fi{x)=f£ (21 )+..'.+£(xh), et les 'ﬂ'xi) sont hémogénes,
décomposables et de degrés poirs. 0n & x(k}“:': Z‘QTI"MG - P
(f(x))“{) = ZG TTieG :&‘(xi) , & déerivant ll'ensenble des parties

ak élé;aents 8e §1 ,.;.gh}, ce gui démontre notre assertion.
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n®5. IZ PPAFFIEN.

Solent K un corps conmutetif et I un espﬂce vectoriel de dimension
finie poire 2n sur X . On désigners por " 1e c¢ual de I , par E(II)
et T(IT") les olrdbres extdricures de II et U per E{I) et Eh(iff*}
les espoces d?éléments homogtnes de degrs h de E iy, (T?‘(?T*), par
(x,x*)~—,—‘><xgx*> 1o forme bilinéaire canem.cab sur E(L)x I(12$)
S0it B une forme bilindsire alte:cnée sur I ; B définit donc uhe forme
1inéa3‘.:fe suxr EQ(E), et on s2it qutil ¥ 2 un 418ment aniguenent
déterniné B de EQ(H*) tel gue

Blxsy) =< 2Ay » B>

quel.u gue soient x et v dans I ;3 P sfappelle 1'8lérent reprdésentatis

de la forme bilindsire 3 . Ia puissance n-idme réduite pén) de B est

un élénent de l'espace vecthoriel Ezn(lﬁf), qui est de dimension 1 $

cet élément s'eppelle le pfaffien de la forme bilindeire B .

Soit zzzaiﬁ‘benanté (x.l,-..'ﬁ,xgn) une base de H, et soit B = (bij)

. #
la msitrice gui représente B par fﬂnpovt & cette base. Soit {xi,...,x

2n

)
Iz base de I dua le deé 1= base (, ’“"XQn) de . 51 i<j ,k<f

L o . & .
on o <§:if\-xj ‘ XLA:X{ > = 5:& 3 ,g 3 11 en résulte tout de suite que

On en déduit ltex reesioﬁ du pfaffien de B 3
{

5] <3 ; E‘ 7 . ?
g ‘—“) — 7z, F o, z @ é ; b
¥ Zig | "{k,£)eS Es"% 42 % {(z,£)es “k4g
o déerit tous les ensembles de n cou nlzg g}:?.ﬁ} dtentiers tels que
p ~ e % ';_35 -
12x<L €£n. Seit & = z,; A Mg;{xzﬂ s pour toub ensenmble
a S g & . z b} T # 51-::’ - %
'v“‘i{zxg?'@v@}ts“eféLﬁsga}g9 on g *‘fﬁﬁé }éS Kz“’? 21” *Agﬁ)@ 5
o £{(8) est un entier rationnel g2l & 0 si l'ensenble
L3 5 2 "=:.-‘ ;3 4 .S = -
$x, 5 g see03il 54 ¢ nfest pas ¢ EMMZ‘?},% tout envier, &% €zal dans
{; i 1 ;.:'.‘, £ o



.
le cas contreire & 1 on & -1 suivant que la peznutation qui appligue ki'
sur 2i-1, ‘£i sur 2% (1€i<€n) est poire ou impaire. Introduisons
n(2n-1) indétermindes X, p indexées au moyen des couples (k,f) tels
que 1gex<f<L2n , et posons ‘

PloeyEpp seee) =i g I(S) ﬂ_(z:,.«e yes Txg
Si A= {aij) est une mtrice alternde & é¢léments dens un anneau commu-
tatif quelcongue, 1'61lément P(...,%, p ,..+) obbtenu en substituent aux
Xka& dems P les éléments & p de A d'indices ko€ tels que k<4E
stappelle le pfeffien de 1o matrice & , et se désigne par PEf (4)

.Levenant aux notations utilisées plus haut, on voit que
88 = ¢*.22 (3) . =
Proposition 2. Soit A upe motrice alte.mée & 2n lisnes et eolonnes"‘é g

WM& commutatis A : et soit B = = (r;3) uge uoe metrice
& élf‘»mentsdans A . Iz

carrde guelcongue & 2n lvnesetcolonnes et &

watrice tR A-R est glczs al'cernée, et son gf ien eat (det R).Pf. (A).
On a det A = (Pf (-a))e .

I1 existe des polynomes Ai (1<1, 35 Zn)’ ‘en Z(2n)~ indéterni-
nées Yy p ;2 p ('§<’r s £ < 2n), & cocfficionts entiers rationnels,

&
tels gue les coefficients de 4"’3‘.&,3 saien‘b les 6léments

P

.{e.e,m {?‘, ?.“,rl&& seee e En vertu du -:f;,,eipe de ge:emnenee des '
‘ire done de démontrer 1la prop. dans le
et B e 0 . Solent alers H Lui espéce
ur £, et (X e 00,2,,) une base de U .

prégente une pairice fornme bilinéaire

R est 1= natrice de tr: m.atlon de

(F492c25Tpy,) - Do mirice 2.8.R est
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celle qui représente B par rapport & 1s base (Fg3e++5¥0,) et et per
4 =
suite alternde. Soient (::T,...,x;n) et (yf,...,ypn) les bases du

dugl I de I dnales de (%4500 5%,,) & (74 2e225¥,,) 5 S0t
%

e = xjA'...szn s £

(y?,...,’yg’n) & (xf,...,x"gn) est done t_lj;: , dlot e” = 2* (det tgi_) =
= £7(det B). Par silleurs, le pfaffien de B est e B2(A) et aussi
£* (P YR.A4.R), d'os Pr (*R.A.B) = (Bf A) (det B) . Soit par eilleurs

2r le reng de B ; il résulte du th.1, n°1 qu'il'y 2 une base

= *
= y1/\ ...Ay2n « Lo metrice de transition de

(21 "'“’Z?_‘n) de II $elle que

Bloos 102p1)=1 »  Blogg,zp, 4) = -1 (15igr)
et B(zk,z,i =0 si (k,4£) ntest pas de l'une ou l'sutre des Fformes
(21-1,21) ou (2i,2i-1), avec un i S r . Ia patrice B qui représente
B par rapport & cette base est done |

J O s O s ee 0 e
0 J ® ¢ 0 v e 0 o‘a>
0 0 «¢ J ...0..
0 ¢ S ; I T

ocaaa:eqcuh&s>iqastcét

Q O L O s 6 e O & ¢ F

ol J est lo mairice



G
J
=nourLn . Scit mintenant T 1o matrice de transition de la base

t
<quﬁ"zzgn) 221)- On 2 done A = "T «B.T , dtokt

P2 (&) = (det T) Pf (B) et det 4 = (det T )‘ (det B)  ce gui momtre

g‘,\r

la base (z?,...,z

sqae det 4 = {ET‘{&))E » Lz, prop.2 est zinsi 46 ntrca.

Proposition 3. Scit & une pabrice alternde & 616 EOﬁuS a NS un snneau

commutatif & . 51 le nombre de lisnes de A esi im@air, on = det{l)=0.

Si ce nombre est poir, det 4 est le ocarré dtun 4ldément de &4 5 et, si

A est un corps, une condition ndeessaire eh suffis ante gsu~ gue A soit

invefsible est _que Pf (4) g 0.

Supposons df'abord gue le nombre de lignes de A4 soit impair. Ie
déterminant de A pouvant stexprimer comme un polynome & coefficients

entiers rationnels en les &lénents de A » pour démontrer que det & =0 ,
il suffit de considdrer le cas of 4 est un cozps. Soit 2lors n le nonmbre
de lignes de & 3 soit I un espmce vectoriel de dimension n sur A "

et solt (x,,.c.,x ) une base de cet espece. Iam m&triéé 4 représente

par rapport & cethe base une forme hild néaire B sur II . Te rang de B ,

E'D

étant pair, est <:zz , e gui nonire gue % 4 = 0. Tes sutres asser-

£

ie
tions de lz prop.3 raaultemz ionédiatement de lz prop.2 .
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Q3. CAS OU IL'ANNEAU DE BASE BEST UN CORPS.

Dansg ce 3 » on désipners par K un corps, par s un snbisy

uto
8e K dont le sored e&tg;’lQEﬂtlbé, par U pn dvomedule sur ¥ atﬁachéﬁi

“?antiaatomofphisgg_s-et“de dimension finie. On desié era per B une forme

L

‘bilindaire sue I ,'éeg&-an's&ppasefa»qu'elié est non d€pénérde ot soit

hernitleﬂap s0i% alternée (le second cas ne pouvans ge Pproduire gue si o
identigue et X commutatif).

ast l’automorp

On sap@osera de plus gue la condition suivante est setisfaite ¢

g

2

D. g1 x gst un é1dment guelconoue de M , il existe un 5€X tel gue

Cette condition est toujours satisfaite si K nfest pas de. caractéris—
tigue 2 3 oar, paisque B{x,x) = [B{x,z))¥ , on peut vrendre S
o = (i/?)B(xgx}. Supposons K de carsetéristigue 2 . Is condition D .

e frivialement si B est sliernde réeiproguenent, dens ce
gas, la @ﬁﬁﬁi%i@ﬁ;ih impligue gque = ne peut &ire l'autonorphisme identign
. 9 - e

ternde. Enfin, 1z condition D. et sohisfaite 1 s

un sous-corps computatif L de K gui possdde les propriéids suiventes g
onz If = L, rzis = ne laisse pes tous leg éiéments de L fixes ; on g
B{zx,x)& L penr tout =mell . En effet, Blx,x) appariient ’18“& toujours

| Bll S0usS-Corps L ée& Sléments de L invarisnis par s , 2%, L &tant une ex-

tension quadratigue séparable de Ls’ tout élément de L est irace de L &

I, d'un élément de L .
Tout esvzce vectoriel & gzauche ou & a?ei ¢ sur K pouvant 8tre muni d'n

4

structure de duon auale attaché & 5 et dtune seule, nogs ex gzﬁye rons libre
ment la terminologic de la théorie des espaces veetorisls mlne guand il

slagirs de duombdules. , | o
Rappelons les fails suivants, qui seront utilisés eans%amﬁeﬁt et qui

résultent du fait que B est non dégénérée. 5i U est de dimension m ot
81 T est un sous-espace de dimension n de I , le eonjugué 5* Ge T est
e dimension m-n. S1i ¥ n'est pas isoirope, N' ntest pos isotrope, et U

egt %amme direcie de § et de H?.
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n 1. TPORIES TORIALES.
Proposition 1. Soient T un so

us-espace totalement isobrope et

(x? ,.“,zr) une base de W . Il existe alors un sous-espsce totalement
isotrope P de I et une base (¥, ,.:-,yi) de P tels gue l'on sit

' B{xi,yé}» = 5:1;} (1£4, j&r). Lo sopme W+P g8t directe, et la res-

triction de B & N+P est non dézénérde.

Hous allons econstruire les éléments ¥y par récurrence. Supposons déja
construits des &1léments ¥y pour j<1i, of i est un indice entre 1 et =,
de telle manidre que B(x}ﬁyj} %= 51{3 pour 1£kgr , j< i et

B(yj ,335)30 pour J.i'« i . Les éléments X4 ,»...gxr,yj (j <i) sont
el

linéairenent indépendants. Supposons en effet gue ll'on ait

p .
y & Z'-f’\%‘x’f + Gt djyj = 0, les eir,dj étant dans X . Il vient
0= B{yyxj = d, {3 < i) et par suite o =...=¢, =0 puisque =,,...,x,

‘sont lindairement indépendants. DPour ftout =€l , soit £{x) lz forme
linéaire y —» Bix,y) sur I, 3 pulsqgue B est non dégénérée, f est un

isonorphisme de L’ig sur le dusl de I, , et les Formes £lx,) (1£k<0),
' f{yj} {j < 4&) sont iinéairement indépendantes.‘ I1 existe donc un yie 0

tel que <{£(x.),5] > =8, (15kEx), <f€3fg.)éy§i>-= 0 (3<1i).
s

Il existe par hypothése un élément s € X +tel gue B{y{, y:g‘) = a.+ a? .
- Posons Ty = y; - Zy8, . Puisgue I est tobalement isotrope, on =

B(zigyi) = B{x,y%) pour €N , dtolk B(xkgyi} 5'5}:"“.__ (1£x<r)

puaisqgue B{ﬁaigyé):ﬁ pour J < i, on a aussi alors B(yj - )=0 et

Zijj,yi} = B(;zfj syjf_}:{? . 91 B est alternde, on g B(yi,yi)r.o .

51 B est hermitienne, on & B(y!,x) = {B(ziﬁyi))e =1 et

Blysovy) = Blylswi)- Blylsxys;) - Blzge;,5])= Bly],5])-8;-4; = 0, e%

y; bpossdde les propridétds requises. Ii y a done des élémenis Fyseees¥p
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tels que B(x o7 5 ) = 6.., B(yi,yj)~0 {11, g‘ir) L'espace P engendré
par Fyseos s¥y est : nlzesteaent totalenent isotrope. Seient ai,bi
. A s & i
(?4 <r) des Slénments de X tels gque x = .Z; Z. %, +4 i iyi goit
‘ =1 *

dans le conjugué de H4P. On =z alors O = B(x,yi) = &5,

= Blx;,%) = b, {1Z218r). I1 en x4 ésulte que la restriction de B &
T+P est non dégéndrde % gue x?,...,zr,yg,...,yr sont lindairement

o~

indépendants, done gue y;,...,y, Zforment une base de P et que la

Remargue. Supposons gae I soit totalement isotrope moxinal. Io propet

pontre gu'il exisie vn sous-espace totslenent is otrope P de dipmension r
tel que IN?P = {O} « 51 P est un espace guclcongue possédant ces
propriéids, il éxiste une base (y1,..a,yr) de P telle que

B(xi,yj} =8 (1£i, j€r). Désiznons en effet, si ye? , par |
g(y) la restriction & I de 1a forme linéaire x ->3B(xz,y). Si g(y)=0 s
¥ est un &lépment 160&?99& du conjuzué de T , tone appartient & W, ce
qui entrafne y=0 puisque TNP = {Q} I1 en résnlie gue g est un iso-
morphisme de Eﬁ sur le dusl de XW_ , et par‘sai%é gutil ¥ = une base
(Fy320-57.) de P telle gue B{xi,yj} = 8y | |
roposition 2. Supposons la forme B non slternde.. Il 7 2 alors une

bage de I $elle cue 1o matrice gui renrésente B vor rapport & cette
base soit diszonale. Tout cnsenble maximol 4'414nents non isotrones

sutuellement conjusuds de

iy

Solent 31,.,,,gh des élénments non isoiropes mutuellement conju-

gudés de II , et soit X lfespace engendrd por ces &léments. Si les 8y

z

sont des éléments de K %2ls que x = 2;%, soit dzns le co ningué
f'ad

de X ,ona 0= E{zgzi} = aiB{EZ’;’Zi3 dioh ;=0 (1L£ifhmn).
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Ceci montre que Xy seee,X%, forment une base de X (done que h est an
plus égal & 1= dimension de M) et que la restriction de B 2 X est non
dégénérée. Supposons maintenant gue -§z1,..agxh_} solt mexinmal dans
1fensea%;e des ensenbles dt'éldments non isotropes nutuellement conju~
guds, et soit X! le conjugué de X . I1 est clair que X! ne contient
aucun délément non isotropes :; de plus, la restriction de B & X'k Xt
est non dégénérée. Si done X' est totalenent isotrope, on a X’:{O} s
et 1la prop.2 est vraie. Or, X' est bien totalenent isotrope en veriu
du ,
Lemme 1. Soit B non alternde. Tout sous-sspoce N de U dont tous les

gléments sont isotropes est totalement isotrope.

Supposons en effet qd*il n'en soit pas ainsi.  Si Z,2 T, sont des
Sléments de N tels que B(zc;yb).% 0, la foimule E(ago,yo)z aB(xo,ye)
montre gue, pour toutb 'bazt, il y 2 des éléments x,y de I¥ tels que
B(z,y) =Db . O le$ relaﬁiené' B{x,x) = Bly,y) = B(ﬁ+y, z+y )=0
entrainent Bix,y) + 3(y52) =0, d'od 1% = Bly,z) = -Bl{x,v) = b .
dppliquent cecl au cas of b=1, on voit gue X est de céractéristiqae 2 s
On a done ® = b pour tout BEK , et & est llapplicetion identigue.
Cr; pour sout u€ll , Bla,u) se met sous la forme e + ¢ = 2¢ = c,
et B est alternée, conitroirenent & lfhyfethésee

Théorine 2. ;Lss conditions énonedes zu 4&but de ee §, étant supposdes

satisfaites, tous les mous—espsces totalement isoiropes maximoux de U

ont m8re dipension r . Soit ¥ 1'un de ces espseces, cit scit

3
) nne base de T . Il existe slors une base de I de 1o forre

e e

Datrice

(zf,,..,zrayé,..e?yfgzj,e.e,za) Dor repport & lsguelle
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0 Ir o
eIr 0 0
0 0 D

o8& I, est 1= matrice unité de depré r ; e est -1 gi B est slternde,

1 dans le cas contraire, o=0 si B est sliernde, et, sinon, D est une

matrice dissonale inversible. De plus, l'espoce de base (21,...,zq)

ne contient sucun vecteurn isotrope # 0 . .

 Soient P un sous-espace totalement isotrope e% (y1,‘..,y )} une

base de P gui possddent 1es propriétds Snoncdes dans lo nrop.1 . Soit Q
le conjugué de U+P , % soit ¢ s= dimension. Do restriction de B 2

(T+P) X {IT+P) &tant non dégénérée, il cn est de rBre de sa restriction

o

QXQ , et I est sonme directe de IHP et de Q . Te conjugué de I

contient HQ et est de dimension (2p+q)-r = r4g d&zale & celle de
T+ e conjusué est done IN4Q . Puisque I est totalenent isotrope
meximal, tout élément isotrope du conjusud de I est dans T s €t Q@ ne

contient ancun ¢lément isotrope # 0. Il existe en verin de lg propez
une basge {z?ge.,guq e @ telle que la matrice représentative rar
repport & cetie base de lo reskriction de B & Q xQ goit disgonale.

I1 est clair gue {xg,5.»?zr§ygﬁ«osayrsz?,seaﬁz ) est une base de I
et gue l=s moatrice gul renrdésenie B qu rapport & cette base 2 las fornme

indiguée. Soit noinitenant T! un sous-espace totalenment isotrope

mexinal de II , et soient r',p les dipensions de F', EM Ht. Soit E}

un supplémentaire de HNEY dans T Ei est de dipension r-p, et son

L

conjusué X es8t de codimension r-p ;3 TN T est done de dimension
2 r'—(r-p) = r'-r+p . Llespace X/} ! contiont TN puisque ¥ est

totals

nent isotrope. Si u€ XN, u est dans le conjuzud de TNI!

”ﬁ

' et gue ' est toitalenent isotrope : x est sussi dane

=4

puisg el

I

&
o
m
5
[}
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le conjugu® de T, donc dans celui de 3(1?’£N#=H - Puisgue n €N, u est
isotrope ; &tant dans le conjuszué de W, i1 est dans T, d'on LNH=INM
et pax suite r'~r‘§ 0 . Copme I &t=2it un sous s—-eSpace toktslement isotrope
mazinal queleonque, il en résulie gue tous les sous-~egpaces totalenent
isotropes naxiraux ont méme dimension.

=

Définition 1. Op svpellc indice de 1o forme B 1s dimension commune de
ol

s les gsous-espaces totalerment igotropes maximoux de II .

1l résulte donc éu th.2 que 1'indice de B est ap plus égal & 1s
noltié de lo dimension de ¥ .

D8finition 2. On dit cufune base (z?,.aeiz_ggii‘a,sngzfsae,,z ) de B

est normele si » egt l'indice de B et si lg motrice représentative de B

=

vy rapport & cette base est de 1o Forne indigude dans 1t'dnoncéd du th.2.

Ces conditions étant supposdes gatisfaites, soit Q T’empcce engendré
par TgseevsBg - Alors la restriction de B & 0XQ est non dégénérée‘
d'indice 0. En effed, lo matrice I doit &%re inversihls puisgue 3B est

non dégéudrée. De plus, si z est un Elénrent isotrope de Q , z est dans

frt

e conjugud de l'espsce T ensendrd por Zgseee5%, ; T Stant totalement

bn

sotrope meximel, on 5 2=0.
Zemargue. Dans le cas des formes alterndes, le $h.2 redonne le cas

particubler du th.1,% 2, n% relatif au cos ok 1tan eou de base esi

le dimension & 17 est 27 ou 2r+1 . Si 2lle est 2r+t, il ¥ = une base

P

normole {&1§c..,u“,;?,s.egjﬂ.z} telle gue 3B{z,z)=1 .
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Utilisant lea nodations da th.2, nous sllens menirer gutil est °
impossible qw—a' g > 1. Supposons en BEfet gue >‘i . 81 aég -
on 2 B{zfe-azz,z,-kazz) = Ty 3292 s s ‘biﬁ(zi,zi) Or, @aisq,zz.e
3,40 e¥ X ﬂs'i: algébriquement olos, il y e ua s€X tel gils

B soit isobrope, se gui est ispossitle. wi*" de plug oy i:el

= 3{535&) : 8t g=t, ong® B(o.g:.z” s, z‘;_ = 1.
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n°2. APPLICATION AUX FQRUES HERMITIEUNES ET QUADRATIQUES.

Soit maintenant Q uvne forme hernmitienne sur I s @5sociée & la forme

billné ire B . Bi B est slternde, s est ltautomorphisne identigue et
lz formule 20{x) = B(x,x) montre que Q = 0, dfok B=0 et I =30%}.

La prop.2 n°1 domne done le résuliat suivant @

Proposition é. Si s pn'est pas liautomozphisme idéﬁtique ou si K n'est

Das de caractéristigue 2, il existe une base (xi,...,x ) de M telle

gue 1l'on ait o

Q{ Z Z 31{1'&‘%‘ s

guels gue soient les a; &ans K , les -5 €tant des é1ldments de K inve-
riants par g .

On 2 en #ffet Q{x) = B{&,x) si s ntest pos liautomefphlsme identigue
;%(prop.B,_§ 1,0%2) et Q(z) = (1/?)B(x,x) dens le cas contraire, il suffit
déme de prendre pour {zj,‘.g,x } une base de II composée de vecteurs

3.

£

non isotropes mutuellement conjuguée par rapport &
Je méme, il résulte du th.2, n%1 que l'on 2 1=

froposition 3. Les hypothdses Stent les mfmes que celles de 1 PEOT 4,

.

il existe une bose {x?,¢.o§z%,y1g‘ogggjgz?éee,,zq} de I gui posside
o P 5 H ]

kg

les propri’*es suivantes : on g

z a
< ¢ T, g 8 <E g
Q{4; (a x +blj1;+ ;Z: 3 zggiiaihi + biai) + ‘i’;; chjej
8i s n*est pes l'automorphisme identique, e} ¢
g - -3 %

V= =
Q(L Aagx+o,3, )+ 2 2y %3850 =&,

dans le cas contraire ; dans ces forpules,

des élsments guelcongues de XK g% leg g. soni dong ] i 2 , H
; o

de plus, 1s relstion Q{2 . ¢
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De plus, on 2 le résultat scuivent

Proposition 6. Suppnozons gue X soit un corps comrutatif 2l~tbricuenent

elos de esrscidristigue 2 et gue s soit Llautororphisne identigue. Il
existe alors une base (31"'°’Xr’y1"‘°’yr) de I telle que lion ait

Q(Z;?i(aixi* biys) = b
¢=

=1
oucls que soient les ai’bi dens X .

aibi

Pour 1'6tablir, nous sllons nontrer gu'il existe deux sous-espaces
totalement isotropes sunplémentaires I et P de I tels gue Q@ stannulle
ldentiguenent sur chacun de ces espaces. Supposons que llon nit deux
souc-espaces totalenment isotropes ﬂo et Po de m%ne'diaensien P gqui
posstdent les propridtés suivantes : Q stannulils identiquerent sur
chacun de ces cspaces et EG+EO ntest pes igotrope. On 2 alers

TN E, 30} 3 st W +P £1, soit Q. le conjusué de cet espace, gui
est # ioi et non isotrope. Puisque B est alternde, Q, contient deux
vecteurs z,,2f tels que Bizigz{) # 0. Le corps K &tant algébfiquement
clos, on voit tout de sumite gu'il existe des ¢léments 2,b tous deux nuls
de K tels que lton =it Q(az1+bz;} = Q(zg)a2 + B(Zf,z%)ab + Q{z{)bg =0 ;
soit 2z = az;+bz] , et solt z§ un vecteur de QO tel gque B(z?zé)z 1.
Posong gi= zé—Q(zé)z : on vérifie alors tout de suite que |

Q(z%)=0, 3B(z,z*)=1 . Posons 1‘31=§Q+Kz " P?EPD*.’-KZ?. Si xeﬁ'ﬁ, kek
on = Q(z+kz} = Q{x) + kBi{xz,z) + kEQ(z) =0 3 Q est done nulle sur &,

b
s
ce qul entraine gue H, est totalenment isotrope ; om voit de nfme que Q
est nulle sur P? et que P1 est totalenent isotrops. Ies espaces IT

¥

et

sont de dimension p+! . Un £ldnent u de 1. 4F qui est gussi dans le
1 P71

i % e — 2 % 2 : "
conjugyé de cet espace appertient & Qﬁfﬂsﬂ,+fﬁ} = Kz+¥z! 3 mais, puisgue
n{! 1 w % ¢ AmrS A aenmm -~ - - H -
Blz,zt)=1, EKz+fz! n'est 4vidennent pzs isotrops, dfoh  u=0 3§+E4
]
- DAl o eads i 2 P 3 & £ - g
n'est pas lsotrope. LRépétaont un certsin nonbre de fois cette construetion
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sbus-espaces totalement isotropes supplémentaires N et P sur chacun
desquels Q est identiquement nulle. Si t::1 ,...,xr) ést une base de ¥ ,
il y 2 une base (y;,...,7,) de P telle gue Blzgs¥4) = 844

(121, JS7), et 1a base (Z;4e-0 4%, 4F; 5047y} de M possdde Svidem-
ment 1z propriété requise. | :

Dans le cas oh s n'est pas l'automorrhisme identique ou X n'est
pas de carasciéristique 2, on d6finit 1'indice de la forme hermitienne
Q@ comme étant Sz3l & celul de 1z forme bhilindsive B assooibe 2 Q
Par eontre-, si Q@ est one forme gquadwratigue e¥ si K est de caractéris-

tigue 2 , 1l convient de dommer une 46finition différente de 1'indiece
de Q¢ ctest ce gque nous feron= an $ suivanb. y
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$ 3. IE GROUPE D'UNE FORME BILINEAIRE. Bl

n%1. D’E‘}?E I7TI0H,. Y:?I“S:Z"”A.LIOH PARAILE LRIOT DE CAYLEY.

Définition 1. Spit B une‘forme bilinézire sur un duomodule I . On appelle

aubomorphisme de ia forme B tout sutomorphisme u de la sfructure de

duormodule de II tel gue 1'on sit Blu.x,u.y) = B(x,y) quels oue soient

x,y dang I . Ces autonorphismes forment évidenment un sroupe ; ce éroupe

gtoppelle le sroupe de lo forme B .

Supposons gue I solt attachs & un antisutororvhisme 3 de son anneazi
de base & et posstde une base finie {X‘i ,..ogzﬁ) 3 soit B la matrice qui
représenite B par rapport & ee‘i:te base. Soit u un auvtomorphisme de II ¢
' éansidér—é ecorine automerphisne de Ed s 11 est rezﬁrésenté par wne matrice E'
relotivement & 1la base (x;;...,X ). 5i on pose u.x; =y, (1€isn),
¥y seeesY, Tornent une nouvelle base de H, et U est la patrice de transi-
tion de (Bgseeemp) & (75000 ,yn) dens, Iy . Pour que u soit un automor-
phisme de la forme B , il est ndcessaire et suffisant que la matrice gul
représente B par ra,zipo:et & lz base- (33 "'"*yn) sci‘s‘ égale & B . Ikis
cette matirice est ﬁf;;g s GTod la condition

tfegag = B &

amme 0 e

i
fosed
o
1

¥

Proposition 1. Soi duomodule sur r un anneau coonuiatif A 3 suppo-

-

un sutomorphisme s de A e¢i posséde une baese

e

sons que II soif atizché

finie. Soit B une forpe bilindaire nopn dézdnérée sur M . Si d est le
) s , . . " 5
ééterminant dtun suitororphisme v de 1g forme B , on g dd” =1 .
Utilisant les p@nes notations que plus kaut, 12 relation tgs.g.g B

entratne en effet a°a [det B) = det B , d'of le résultat puisgue
det B#£ 0 .

Soit B une forpe bilinésire non dégénérée sur un duomodule II.
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Soit u un sutomorphisme du duomodule I . Pour que u solt un automorphisme
de la forme B , il faubt et suffit que l'on 2it Blu.z,y) = B(x,*égy)
quels gue soient x,y dans M done gue "é soit ltadjoint de u (u é&tant
considéré comme sutomorphisme de Hg).

Supposons peintenant gue U soit athtaché & un gntiautonorphisne g de

(8]

son annesu de base et que B soit ou hermitienn {f@l&%ivemﬁﬂt 4 8) ou

alternfe. Ceux des sutomorphismes de I gui adnettent des adjoints qui

sont également des auitomorphismes forment alors up groupe ' , et
Ligpplication u —>u” est un antomorphisne dtordre 2 de L . Le ErCl-—
Pe de la forme B est le groupe des Slémenis de 1 invariants par cet

autonorphisme. On en déduit le résuliat suivant

Proposition 2. Soient ¥ un cor: S, 8 un gntisy cﬁﬁﬂi@HiSﬁe de X , T un
cugmodule sur K gtitoché & s gui possde une base finie, B une forme

bilinéaire non dépéndrde sur U qui est hewrwmitien e (relstivenent & s)
ov zlierpde. Il existe slors un avtomorphisme 6 dlordre 2 du sroupe

ées,aatogqrabisﬁes‘da I 3el que le ﬁreagg.de 1z forme B goit le groupe

des sutomorphisves de Y inverionts par © .

2 g i
2 ~

Soit I un duomodule sur un annesu A& | attachs & un aatiaatsmcrphlsme

de A et posséddant une base finie (x?s,geﬁzn)a Soient B une forme

Tous slions scutrer gue
b g b8 o — T8 -
(T°Z°){'UBU - BMI-X)=2("ZT"B+3X).
uex . WSS amr €S == L s R =y =S
& 5 G 4y R i s .
Ona (lemme 1, 31, 5 1) L7 U - U + “X® + L =0, ou encore




£~
I~

- g -
e W

L s sz

g(z_}r) (I+ XS)B(I+Z) =% +3x+3+ %%x ,

o)
W

&

Hl

tandis que (;;-"fz_s)g(zwg) = (258 +332)+32+ "’Xs BX, e
démontre notre formale.

Ceci dit, supposons que X soit une patrice telle que
e

“Xﬁ_];_ +BX =0 et que la matrice I-X soit reible. On voit slors

«0U=38. De plus, on o

gue, si on pose U = (I+E) (;-a-g_)“ s OB T 1‘§_ B

I+0= 2{;—-2{_)“1 s Aol il vrésulte que, si 2.1 =2 un inverse dans & .
I + 3T est inversible. Supposons & paertir de msintenant que 2.1 solt

inversivle dans 4 . 51 U est une ma”'*lce telle gque t‘ﬁs U=3 et
gue I +

%8 + BX =0 ,et I~X

soit inversible, posons X = (U - I) {E—FI)‘ ; on 2 alors

i
[R¥]
=
+
H
St

est inversible. On voit done
gue, sous les hypothéses faites,

X — (Z)(E"

amete

est une application biunivogue de l'ensemble des matrices X telles cue
t_f_g +BX =0 et gue I-X soit inversible sur l'ensenmble des

telles que “U°B U =17 et que I + U soit i nversible.

e

i
Cette application stappelle 1= reprédsentstion parandirigue de Caylev.

Si on suppose de plus que I + X est inversible, la matrice U corres-
pondante sers inversible et définira un sulomorphisme de 1z forme B.

e

So0it meliniensnt 4 pne forme hermitienne sur up duonodule 'H atitsché

- - E. - de o e mim 2 B N % = ~3 % P 3 =3
& un gntlavtomorphisme § de lianneay de base A dont le csrré est

. § 5 wydask 2o & . T T 12 e ennin g oo 3 = £ i NTE G st s T S
itidentité. On appelle aubtomorphisme de 1o forpe @ tout avtomorphisme ¢
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au groupe de la forme bilindaire B cssocide 3 Q . Si = esgt llautonmor-
phisme ide_m:iqa'e, 1z formule B(x,y) = Q{x+y)-Q(x)-Q(y) nontre que le
groupe de lz forme Q est-tcujéurs contenu dans celui de la forme B
de plus, ces deux grsupes sont’ideai:igues si & n’ést' pas de caracté-

ristigue 2, comme il résulte de 1=z formule B(x,x) = 2G(x) .

n%2. EITENSION DES B-ISONORTHISNES.

partir de maintenant

, &t jusou'd ls fin de ce &,

gue M est un egpace vectoriel 2 sauche de
s

S

X puni dlun sntioutonorphisrme s tel gue sg soit 1tidentité : mous

désirznerons encore par I s et aénettan’s ik comme

‘nodule & zauche sous—,jacem:. Hous désxn.'nezfeas ar B une forme }n.llnéaa.re

non dézénérée sur U ﬂstsa‘?v hermt:.enne (relat:f.vemem; & s) soi‘h

alternée, et nous su.:opose:cons gue 1s conditi cm D. du 532 est sobisfaite

Tous désignerons par € le r,oime de lc forme B .

81 T est un sous-espace de I noas démr:mrans par 3?5 la restrictior
de B&NXT . On dit qu'un isomorphisme O  dtun sous—cspace T de I

sur un sous-espaee P est un B-isomorphisnme si on g

IST,( O X, o ;y) = Bﬁ.(x,y} quels que soient X,¥ dans T .

Tous considdrerons aussi le cas c& on g une forme quaéﬁra%ique» Q sur
I adnettant B comme forme ’silinés:ﬁire agsocibe. Tous désignerons alors
par GQ le gr oupe de 1= xarzse Q : ctest un sous-groupe de G . Tous dirons
gu'un isomorphisme ©~ dfun soas-esy&ce ¥ de I sur un sous-esgpace P est
un Q-isomorphisme si Q(:Q” .x) = Q(x) pour tout x€N 3 o est -a,lcrs

sussi un B-lisonorphisne.
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Théordme 3 Soit ¢- un B-isonmorphisme d'un sous—espace I de H sur un

e

-

sous-espace F ; il existe slors une opdration du zroupe de la forme B

gui prolonge ¢ . Si B est une forme bilinéaire associde & une forme

guadratigue Q sur I , tout Q-isoporphicsmelde ¥ sur P se prolonge en un
S o b Jus W BUS f :

Q-zutonmorphisne de I .

- Tous procéderons par réecurrence sur 1o dimension n de T . Si n=0, 1le
résultat est triviasl. Suppesons donc gue n >0 et que le théordme soit
vrai pour les 3B- (resp.: Q-) isomorphismes de sous-espaces de dimension
n-1 de I . S0i%t U un sous-espaces de dipmension n-1 de I 3 1a restriction
de & & U se prolonge done en une opération de ¢ (zresp.: GQ), sgit 65
Posons o '{x) = 6“ (6" -x) pour x €N ; 0/ est done un B- {resp ¢
Q-) isomornhisme de E’quw laisse les 61dments de U fixes. S'i1 existe
une opérati G"é de G (resp.: GQ) qui prolonge o' s 1'opération

V < Gj; prolonge o . On est éonc ranené au cas o ¢ laisse les 14—

nsi.

]
Tte

ments de T fizes : supposons désorpois gutil en sois
Soit }f li'ensemble des cous—espaces V de I gui possddent lao propriété
suivante~:' c"‘ se prolonze en un B~ (:esp,g Q~) isomorphisme de V4T
gui laisse les éléments de V fixzxes. Soit ¥V, vn 21lément moxinel de VY
posons ﬁj = ?i%ﬁ 5 Ug:?ﬁ%ﬁ et soit o, le B~ (resgag Q=) iscmorphisn
de ﬁ; gui prolonge ¢~ et qui laoisse les S1ldments de ¥, fixes ; o0
laisse done les 4ldéments ds §§ fixes i nous poserons P, = Cﬁ;{ﬁé) .
un élément de I, non contenu dans U, et ¥4 = 0 «x; . Suppo-
léments z,z' de I gui possddent: les propriétdés
suivantes : 2 n'sst pss dans Oy, 2* nlest pas dans P, » Blz,2)=B(z!,z1)
Blz,x;) = Blzt,y,) et z'ez eé%‘éags le conjugué

3
j @¢ U, . Il existe alors un isomorphisme 9 de Ez#ll, sur Kg'+P,
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0y +u =u, B{z'-z,u} = 0, Blz,zy) = Blz',y4) que Bi{z,x) = B{z*,<yi .x),
Blxz,z) = B(cji eX,2'). TUn calcul facile pontre aleors que

B(bz+x, blzixt) = B(bzhkaz..x,b'zh+cq'ax’)4 2i-B,b? sont dans K et
z,x' dans ¥, 3 6; est done un B-isomorphisme. De plus, si B est
associde & une forme guadratique Q et si G, est un Q-isomorphisme,

on & Q(bzﬂ):sz(z)-l-Q(x)-be(z,x) = hZQ(z’)m(’a“i +X)+bB(z?; 0 .x),

et 03 e_.st un Q—isomprphism. Ceci dit, il résulte du caractdre
nexinal de Vi'dans Y aqu'ils est impossible que lion ait 5'=2 .

Or, soit H 1le conjugud de K(yi—xﬁ) : on voit gutil est impossible cutun
z€H ne soii ni dans Ny ni dems P, . Si Hm;, ‘et ENP, &taient tous
deux # H , il y aurait des éléments Z,52] de ces espaces tels que &,
ne soit pas dams ENE, et que 2} ne soit pas dans ENE, ; mais

z,+zf serait slors un élément de E n'appavtbensnt ni é.ﬂ} ni éAP, "
ce qui est ippossible ; H est donc conbenu dsns l'un des gspaces 31 ou
Pye 81 H,=H , ls démonstration est terminde. Sinon, H est identique

& 1l'un des espaces E%,Pi,.et ltun su moins des élénenis X, s¥4 e8t

dans ¥ . Si par exenmple X4 €H , on g B(x1 5¥4=%y )=G i-e.
B(x1,y1)~3{x15x1) s mais on o 3(31’11) = 3(31*31)’ d’o& B(y1~x1,yi)- 0
et vy €H §; on a done 23'1-?1_}1 « S0it 2z un é1lément de ﬁ non situé dans
E ¢ nous allons montrer guon peut comsiruire un 61bment z' tel que

 les conditions indiguées plus haut soient satisfsites. Puisqgue H est

un hyperplan, on & H+Ez = II , et 1s dérionstration sefa alors terminde.
Il est eclair gue ¥, n'est pas dans 51 s U{ contient done un é1ément qui
n'est pas dans le conjuzué de Ky§§-dfoa on déduit tout 3¢ suite qutil
¥ a on uEE; tel que B(&,yz) = Btz,xf-y?). Ce:!; 616ment est # O ;

puisque xX,-y, appartient & ltinitersection de H et de son conjugué,
T 71
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on a - B(x,-y1,x1-y1)=0, de sorte que u n'est pss dans le conjuzué
K(x,-y,) de E=H,. Puisque H, = U,+Ex, et uet}'g,'on a .B(u,x1 Y#o ,
dtof b = B(ztu,2,-y;) = Blu,x;) # 0. L'S16pent z' serz de la forme
z+u+c(x3-yt), ¢ étant un S1l6ment de ¥ gue nous allons d€terminer dans
un rmoment. Quel gue soit ¢ , on & B(z',é5+y1) = h‘# 0, de sorte gque zf
ntest pas dans P,;H . De plus, X4-Fy &tant dans U} , on 8 z2l.g 'U{
Puisgne B{x&-y},yi)zﬂ, on & B(z‘,yﬁ) = B{z,yi) +'B(u,y&)= B(s,xz) "
I1 ne reste done gutd choisir ¢ de telle menidre gue 3(z!,z!)=B{z,3z)
{resp.s Q{z!) = Q(2z)). Puisque B{x1-ya,z%fy1)=0, on a

' B(é',z'} = Blztu,z+u) + be® + ob°
si B est hermitienne (si B =5t alternde, la condition 3B(z!,z!)= Blz.2)
‘est a&tomatiquement satisfaite)‘ ’0r il rfsulte de 1z condition D. gue
B{g+u,z+u)-Blz,2) est de 1z forme o=+ , seX j il éaffira done de
prendre © = 2(p%)"! pour que Blz* z*):B{z z). B5i B est associde &
'uae forme quadrstique Q, on 2 Q(x ~y1) = Q{z, )+Q(y1)—3(x1,3?) =
gQ{xq)-B(xj,yi) = B{xq,zq)—B(xz,yi) =0 81 o, est un Q-automorphisme.
On 2 donc | ‘ | | |

Ql{zt) = Q(z+n) + be ,

et il suffirs de prendre o = b”%{sz}~Q{z+a}} po&r'@uei
Q(z!') = Q{z). Ie th.3 est donc dénontré.

es sous—egpoces pon lsotropes de I, F' %

1

=

Corpllsire. Seient T gt ?

L]

Pt leurs conjusuds- Bi les resirictions de B2 HxN g & Px¥® gont

dguivalentes, Ll cn est de mBre des vegtrictions de B 4 Tix H' gf & PixP!

&
Si B est la forme bilindaire sesocibe & une forme guadrsiigue Q dont

les restrictions & T et & P gont Squivslentes, les restrictions de @ & F!

et & P! gont éguivalenies.
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Il existe par hypothdse un B- (resp.: Q-) isomdrphisme de Il sur P ;
cet isonorphisne se prolonge en une opératioh. c-‘de G {resp-: GQ) s
et 1l est clair gque ¢~ appligue H' sur Pt, dfok le résuliat.

Considérons maintenant le cas ok B est une forpe alternde associbe
& vne forme gquadraticue Q , la carsciéristigue de K &tant 2 . On

appelle 2lors totalement singulier tout sous-espoce de M sur leguel Q

s'annulle identiquenment. Ie formule B(x+y)= G(x4y)-Q(x)-Q(y) nontre
gutun espace totalenment singulier est totalenent isotrope, mais la
réciprogue n'est pas vraie. I1 résulte du th.3 gue deux sous-esgpaces
totalenment singuliers de mBme dimension peuvent toujours &ire trans-
formés l'un en ltzutre par une opdration de ng On en conclut immé-
&iatement gue tous les sous-cspaces totalenent singaliers maximaux

ont mBme dinension r et pcuvent étre‘%raasformés‘les uns en les sutres
- per les opiSrations de GQ : ¢¥est le nombre © gus l'on appelle lt'indice

de la forme guadratique § .
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n®°3. IE CEITRE DU GROUPE G.

Proposition 3. Supposons gue II gsoit de dimension ;>1 et gue 1l'on ne

se_trouve pas dans le cas particulier suivent : I est de dimension 2 .

K est un corps & 3 &lénments, B gst sypétrique dtindice 1 . Soient K,

le centre de K ef I, l'espace vectoriel sur K, dgduit de M par restric-

tion & K du corps de base. Si © est un endomorphisme de M gui commute

o
avec toutes les oplrations de G , il existe wn E18rent + de K el gue

€.x = tx pour tout =€Il .

Hous étshlirons disbord le lemme suivent

Lemne 2. Soient x et y des S1dments lindsirerent inddpendsnts de M .

Supposons gu'on ne soit pas dans le eas porticplier suivant ¢ 1 est de

fex
fede

dimension 2 , B gst synétrigue, x est isotrope. Il v a 2lors une onéra-
tion de G gul l=isse = , m2is non ¥y , fixe.

Posons U = Kx4Ky ; il suffirs, en vertu du th.3, n°2 de montrer
gutlil y 2 un B-isomorphisme de I sur un sous-espace de M qui laisse x
fize, pais non y 3 de plus, toute appliecation lindaire de T dans I qui

et

rensforme x en lul-nBme et est distinete de l'application identique
ensforne y en un vecteur J# ¥ - Soit Z ltintersection de I et du

efe
4

conjusué de Kx . Si Z=N , I est totalenent isoiropes et tout.outomor—
phigme dtespace vectoriel de I est un B-avutonmorphisme, ce gui prouve

=

le leome dens ce cas. Si 2 # T , Z est de di

3
[0

ension 1 ) supposons

!

i

(4]

dtzbord que 2 f ¥x , donc gue X ne

oit pas isotrope. Soit z un $1émen
de base de Z , et soit a2 = B(z,z). Si

t

K est de coractéristigue # 2 ,
posons e = -1. 51 K est de caractéristique 2 et 2z=0, il résulte du fsi
gue x ntest pas isodtrops gue B n'est pas alternde, donc {condition D.)
gue 8 est distinct de l'identité, et par suite que K contient un &lément
0,1 ; soit e vn pareil 4l4ment. Si K a5t de caractéristigue

;ona b#FO,

Av]
(6]
3 d
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[$4]
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}b_# b® (cer, sinon, on aurasit = = 2b = 0) ; posons e = 'l

v® , dlod
e £ 1, eze = bb"s(b+bs)b“1bs = b+b° = a . Tes relations e £ 1, e%ge =
sont done vraies dans tous les cas ; l'automorphisme de I qui laisse x

a

fixe et chonge z en ze est donc un B-sutomorphisne distinet de 1'idep—

‘tités~Suppesons'mainteﬁant gue Z = Xx 3 x es% élors isctrope, e%
B{x,y) # 0. 51 % ntest pas 1'identité, K contient un =& # 0 tel gue
‘a+a® = 0 : il suffit en effet de prendre & = f£-f° s 0& £ est un 814~
\ment de X non invariant par § . 81 § est 1l'identitd et =i B est alter-
née, posoms a=1. Soit yi= ax+y ; on & B(x,y’}'z B(z,y). 21 s ntest
V'pas l1tidentité 3Byt yr) = (a+as)3(x,y)+3(y,y) = B{y,y) ; si s est
ltidentité et B est alternde, 3B(y',y') = B{y,y) = O. On en conclut
que l'antonorphisme de ¥ qui léisse X f£ixe et change y en axiy est
wn B-autonorphisne distinet de ltidentité. Supposons maintenant que

Z = Kz , gue s soit 1'identité, que B ne soit pas alternde et gue

dim I >2 . I1 résulte de la condition D. que X est de carzsctéristique

# 2. Ie conjusué de Kx , qui est de dinmension > 1, contient un

-

vecteur z lindairement indépendant de z . Si =z ¢X, on g
Blx,axt+y+z) = Blx,y), Blaxty+z,axty+z) = 2aB(x,y)+Bly+z, y+z).

Puisque ZB{z,y)‘f 0, on peut déterminer de telle manidre gque

vy

{ax+y+z, ax+y+z) = By « Llappliecation lindalire de I gui trans-
T2, ¥ Ty

=)

ore

{"i

€ Xenxet yen axty+z est 2lors ua B-sionmorphisne distinet

(@1

e 1l'identité. De lerme 2 est done dénontré.

Possons paintenant & 12 déronstration de ls ProPss . 0i X est un
élément #£ 0 de II, soit G, l'ensenble des o~ €@ +Hels que o~ ix =X
et soit H l'ensenble des x' tels gue g~ oxt = xt poué tout el .

2

uisgue @ conmute avec toutes les opdrastions de GZ s 11 est eclair gue

oy

@ permute entre ecux les é14ments de H

H
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Or, sauf si x est iéoﬁrope, din I = 2 et B symétrigue non alternde,
il résulte du lenme 2 que H = Kx , dtod Q.x e Ex ‘s Tlous allons voir
que cette conclusion subsiste m@me si x est isotrope, dim M = 2 et B
est symétrigue non aliernde pourvu gue X ne soit Pas un corps & 3 Slé-
ments. L'espace II posséde une base {n,v) comgcsée7&e'éeuz Eléments non
isotropes conjuguds: ; posons & = B(u,v), b = Blv,v). Puisgue u et v
sont non isttropes, ona f.u=cu , 8.v = ctv , of ¢,¢! sont dans K.
Be plus, K est commutati if, de éorte cue © est un endomorphisne de II 3

pour &tablir notre assertion, 1l suffit de montrer gue =¢!. Puisque B

W

est symbtrigue non alternée, K est de ceractéristigue # e nfétant pas
‘un corps & 3 éléments, il en contient au noins 5, et il y 2 un kek

tel que kg.f 1,0. Il en résulte Qu?on peut cholisir un k # 0 dans K
tel que B(kv, kv) = bk° £ -a , d'ok Blutkv, wkv) = a+uk? # O
Puisque utkv n'es% pas isotrope, &{utkv) = cu+c*kv appartient &
'K(u4kv), dtof e = of . Cect dit, la Pr0Pp.3 résulte du

Lemme 2 So:ent V unwes.

ghisme-éu groupe 2dditif de V gul applicue tout soa -esp&ee de dimensioa

aeehvectorlclmsu;munﬂcor;s-K'et ¢ un endomor-

1 de V dans lui-vfne. Si V est de dlﬁem.mn >1, 4l v 2 un tek tel
gue 8.z = tx pour tout =x=EV . A
Si % est mn £1ément %'Q de V , il y'é un 't(i}:bieﬁ déterning de ¥
tel que 0.% = t{x)x . 51 y n'est pas dens Kx , On o
t{zty) (z4y) = %Q{x+§} = 8.x + 8oy = ﬁ(x}x%%(y}? s Aok
t{x) = $(y) = f(z+y}e 51 yeXx, y#0, il y 2 par h
‘ ‘ {y) 5 les t(x) pour

qu
x#0 sont donc tous égaux entre eux, ce qui dérontre le lemme 3 et par
su
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Corollaire 1. Les notations et hypothdses §tant celles de 1z prop.3 ,

ies seuls sous-espoces de I gui sont 2ppliguds dans eux-rfpres parx

toutes les opérotions de ¢ sout §0} et IT.

Parni les sous-espace ;é{O} de H gui soht 2ppligués dons eux-mBmes
par toutes les opérotions de G, soit I ltun de ceux dont la dimension

est lz2 plus pétite, et soit H' le conjusud de ¥ . I1 esi elai)r gue les
opérations de G appliquent ITMNI! dons lui-mfmé 3 om =. donc ou bien
OO =50} on blen INI' = ¥ . I1 est inpossible que INTI =¥ 3 ¥
serait slore en effet totalement isotrope, et 11 existersit un sous-
espace P totalenént isotrope de néué dipension gque ¥ el gue INP = {0}
tout isomofphisme de I sur P sersit un B—isorioz'phisme et se ;_zrolongé-
rait par suite en une opération de G ne trensformont pas ¥ en lui-rfme.
On 2 done H[ANIT! = {O} et 1 est somnme direcete de I et de H'. Ltsndomor-
phisme O de H gui appliéx;e’ sur ezzx—ﬂéﬁeé les é1l8ments de ¥ et sur O
ceux de W' commute Svidehment evee lee opérations de G ; il y a donc
un t€ X tel que B.x = tx pour tout x &l . Puisque 1T # {O} .

ona t=t , T =30} et T =1,

Corollaire 2. Les notetions et hypothdses étant celles de ls prop.3,

le centre de G ge compose de celles des homothdties centrsles de U

gui sopartiennent & G .

Soit en effet @ une opération du centre de G . Il ¥ a donc un
teXK tel gue 9.x = tx pour tout xz<li. Puisgue @ est un sulomor-

iigme de H , t est dans le centre d8 K .

()

Soit X ->ex uvme homothétie centrale de 'l , ¢ &tant un 418nent du

5 e = - L one 7 = =3 £-
centre de X . On &, pour x,y dans H, B{exz, ey} = ¢"B(x,y)ec = ce B{x,7).
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Si donme B;é{O} (L.e. si 11 £{0}), une condition néeessaire et suffi-
sante pour gue l'homothétie en guestion soit dens G est que ee® = 1.
In particulisr, si B est symétrique ou alternée, le cenire de G est
" dlordre 2 ou 1 suivant que l2 carsciéristique de'K"est différente de 2
ou Szole & 2 , sauf si W ={0} ou si I est de dimension 2, X n's que
3 Slénments et B est symétrigue dtindice 1 . |
Ce dexrnier czs est dtaillecurs effeetivencsnt un cos exceptionnel.
IEn effet, ! adnet alors une base (x,¥y) composée'de dgux vetteurs iso- .
tropes tels que 3B(x,y) =1 et on voit faeileménﬁjqﬁe ¢ se compose
des homothéties de rapports # O de M et des deux opéretions -,
définies par Q- ex =18y , G ,¥ =8ax (a =X 1) 3¢ est abblien
dlordre 4 , et chacun des sous-espaces K(x+y) et X(x-y) de U est
appligué dans lui-pBme par tbutgs les opérations-&gAG ¢ 51 II est de
‘dimension 1 et si K’n'eét pas.cdmmutatif, on (ﬁ&fﬁéins.le‘rédaeteur) -
ignore si le centre de G est identique & 1'enseﬁﬁi§?dés homothéties

centrales gui y sont centenues.
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n® 4. IE cpoveE ot .

En _plus des hypothéses faites précédernment, nous supposerons dans

e - - o 4 B
ce n® gue ¥ est un corps copmutatif. Hous désisnerons par G le groupe

des élémemts de G dont les déternminants sont gzoux & 1 .

froposition 4. Si 1o forme B est slternde, on:a"G+ = G . Dzns le cas

gontraire, soit F un nyperplan non isotrope de M , e soit D le grovpse

des opdrations de G gui lasissent tous les éiéments de H fixes. Touk

¢1lément de & gse met slors dlune menidre et dlupe seule sous lo forme

du produit dlun S1idment de et n 8lément de D . Le groupe 6" est

distingué dens G , gt /67 est isomorphe sn zroupe multiplicatif des

(O

[0

1éments ¢ de K tels one c.e® =1 .

Supposons dfabord B alternde, et soid B le matrice repréSeﬁtative
de B par rapport & une basze de I 3 on 2 done det B % 0, dtods

Pf. B 0. Si U est 1z motrice reprégentative par rapport & ls base
7 . e

choisie d'une opbration de G , on g ?E.B.U =3 , dfo&

(P£.B){det U) = P£.B , et par suite det U = 1. Supposons mintenant
gue 3 ne soli pas slternde. Soit E un hyperplan non isotrope de II

-

(il en existe au moins vn, & ssvoir le conjuzué dtun 61ément non
isotrope de ). Soient G- unme opdration de G et 4 son déterpinent 3

on & 48° = 1 (prop.1, n%1). Soit x un &ldment # 0 du conjugué de H
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ir gue l'autonorphisme T e Il qui 4rams—

]

iorme X en 6% et laisse les éléments de E fixzes sppariient su groupe D
de 1'énoneé. Le déterminant de 7 &tant d , ons o2 ~leet , alon
ne

S I . B
G"€G D . Une opération de D %tronsforme en lui-nér

le conjugué Kx
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l'aptomorphisme de II qui change x en ¢x et qui loisse les Sléments de H
fixes asppartient & D, ce gul montre que T—>d4et T est un isomorphisme

de D sur le groupe des ce€ K tels que ee® = 1. I1 est clair gue G+ egt
un sous-groupe distinzué de G et que G-/G-+ est isoporphe & D ; la prop-4
est donc dénontrée.

. Tous ellons meintenant déterniner la structure du groupe G+ dans

le cas ot B est syméirigue mais non alterndée et oh il est de dinension 2 .
Liespzce H 2 une base composde de deux vecteurs non isoitropes conjusgués
n,v- Posons a = Blu,u), b = B{v,v) ; posons ¢ = -a“qb . On peut définir

» ¥ vne structure difalgdbre compmutative sur X par les conditions
suivantes ¢ u est 1L¥é1lément unité de I o% VZ = ¢u. Pour tout

x = eutiv de H (e,f dans K}, posons = = eu~fv j; il est elair que

X ->Z est un avtoporphisme de M , dont le carrs est”l'iden'!;ité, mis
gui est lui-n€me distinct de 1‘automoz‘phisme iéen't;iqti{e, car, -B étant
synétrique maois non alternde, X est &é'ca:eactéristigne ;é 2. On g
(eg-cfe)u. = a“fB(x,z)a , ek, si yEU , y=etutfiy ,

Xy = a"qB(z:,y}v. + {eff-eft)v. Soit x, un Slépent de T tel que x{ﬁz = By
et soit R{xf) 1*epéz~atiom de multiplication par z; dons 7 . On g, pour
x,yeli, (X:‘i,z}{?fg) = 2§ , d'oh B(xx,,yx,) = Blx,y) et ‘%(21 EG .

e nlus, si x, = e i, v, =T, = eia-!-f_?v, VI, = ef,f!«eiv s €t le déter-
=1 puisque =X, =u , e} E{X?}6§+ :
Soit réeiprogquement o une opdration de G, et soit Xy = O et .

= Blu,u)=a , diok Xj =u . Liopération (R(-,q)}“"

*e

)
est dans G© et laisse fizes les S81lénents de lihyperplsn non isoirope Ku
{ t o= 3(21). Ltapplication x4 —-&E(xi}
est donc un isomoxrphisme du groupe pultiplicstif des Zq € i tels que
x;z’.; =1 sur G° , ce qul rmontre que G est abélien. On voit %out de suiie

gue l'opération ¢ X —>x est dens G et que son déterninant est -1



G est donc G+L)G+€’ - On s2it que, si ¢ n'est pos un earrd dans ¥ ,
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Uuc,

Il est un corps, extension guadratique de ¥ , et C—+ g8t alors isonorphe

air groupe nultiplicatif des normbres de ce corps de norme | par rap-

2

port & £ . Dans le ess contraire, soit ¢ = 4, d€X ; posons
2

z = {2a)~1 (Gusv), v = {2&)“7 (du~v}. Alors, x et y sont isofropes,

b e . — g 3
on 2 x‘?:z s ¥ =y 5, Zy=0, I=ZXetky , X = vy - Un &lépent z, €1

étant miz sous la Fforme tx+4%y , une condition néeesssire ot suffi_
sante pour gue 2{&1 =1 est que +4t'=1 . Lispplication

t —<R({ tx-{-t"?y} ‘est alors un igsoporphisme du groupe gziltiplicatif des
6léments # 0 de K sur g* ., : ‘

Proposition 5. Supposons cue 1lion ne solt pes dans le cos of M est

de dirmension 2 g% B est svedtrique. 8i 9

oporphisme de I

gul commute avec tous les Sléments de G-'{", ¢ g5t une homothétie.

On psut supposer que B n'est pas alternde, car, sinon, lz prop.5
résulte des prop.3 et 4. Soit (245000 4%_) une base de M composde

de vecteurs non isotropes mutucllement conjusuds. Si & ntest =
2 gl

N ° > -~ & . S v

1tidentité, i1 existe un e; €K tel que ¢, =1, oy # 311 « Soit
. 3 4

en effet w, un élément de X %el que {z? # u, ; si {ag)g # u’? ¢

uij =iy , K est obtenu par

adjonction de u, aun corps des inveriants K’g e & ;3 ébant séporable
sur K, , 11 n'est pas de carsctdristique 2, et (14un }J° ntest pos

de x ; nontrons quiil y2a un 6 € @7 tel que [T .X = €,X ,
. m
T-yFey . Soit y= o, ZiFg e 2; €K ; il y 2 un indiece E>1
= 1
tel gue &, # C. 51 =& n'est pas 1tidentitsd, posons e, =e, ,
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9
bn indice distinct de 1 et de k entre 1 et m 3 posons 37 §

>
<k

¢.=1 pour if‘!,k*'e'. On 2 donc dauns tous les cas oo

(
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[
fou|

i
1€£1i<n), Cyrect, = 1. L'antomorphisne O~ se¢ U qui c%anoe 1:i en

1N

2]
bd

; (1£1<m) appertient done & 61 5 ge plus on 2 ok P e, (car, B

fot

i
1

i
(B3
o

ant pas alternde, s ne peut Btre l'identitd si ¥ esi de eorsctéris-

tique 2}, dfod il résulte que o= .y ;é €47 - Soit &, lfensemble des

' Ze gt tels gque T <X, = €,X, 3 on voit que l'euncemble E des vyell tels
gue oy = e,y pour toub ’E’é&{ est Kz, . Or, puisque € est un
endomorphisme de I et commute ovee les opérations ds G?’ 13. g8t elair

gque © permute enitre eux les 41d8rmenis de E s dfolk e.x? eE‘z.; « On verrait
de la pBre manidre que B.x. éKzi pour i >1 . Soit H lthyperplan non.

isotrope enzendré por EpeeceyX, ¢ on voit gue 8 connute avee fout
'atztomorphlsme de M aui laigse les §1épents de H flzes et qu.i transforme
Kx en 3.u1—r:éme. Kx étant le cenguﬂtzé de H , *cmzi;e opératicn de &
gui trarxsfo.c&e E en lui-f8me transiorme anssi Kx en 1ui~réme. I1 résulte
alors de la prop.4 gque ¢ cca&ute avec tontes les opéra%:.oas de G , done

de lz prop.3, g_xze e es’s ane honothétie.

Gcrol}.ais?e. Les r;o'&atiens et hypsthdses Sfont cellgs de le. prep.5
le cenire age @&V Be_compose deg bomothéties oui v sont contenues.

En perticulier, si B est symétrigue né_is non aliernde, le centre
de &F est dfordre 2 . 51 B est hernitienne &% de :eé;ng’ B, le rappor'é
d'une homothétie de I apperiensnt & € est une raciné n-icme de ltunitd,
de sorte gue le centre de G est un groupe cycligue fini.
Proposition §. Soit '

espace non isotrope Q # I

' un sous-espace de M gul est comternu dans mn sous-

=

ge U ; tout B-isomorphisme de U sur un sous-

’ g +
 &space P.de Il sg prolonse zlors sn une opération de G
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Un B-isomorphisme g~ de ¥ gsur P se prolonge en une opération o

4
de & (tn.3,n°2) ; soit & = det o , dtot da° = 1. Posons

1
Q = Gz.ﬁé} s Q1 est un sous-espace non isotrope # I de II : moit Q;

son conjugué. Puisque Qf #{O} s 3% = 1, 11 7 2 ué%;&tomorphisme o,
de Qg de déterminent d“? 3 O, 8¢ prolonge en une opdration g e

i loisse fixes les 61énents de Qf, done de P . Il est glair gue
det o~/ = @~ -1 s o oy est done une opération de @ guli prolonge o -
Proposition 7. Soit n 1z dinension de $: 81 2r<< n , ou si B es%

£ 24 ot y . , ' .+
alternde ou si & gst distinet de 1'identitd, les opbrations de G

e

peroutent transitivenent entre eux les sons-especes tohalement isobro-

Des de dimension r de M ._Si B est synétrigue mois

gon aiternée ef

dfindicse gfé_, i'engsenble des Sous-cspaces totelenent isotropes de

dimension m/2 ge déconpose en deux classes, les espoces de chsgue

clesse étant permutés entre enx transitivenent por les opérotions de

G ; pour cue deux cspaces appertiennent & la pfre closse, 11 faut et

suffit que 1= dirmewsion de leur intersection ait mne parité gue n/f2 .

-

Soient ¥ un sous-cspsce fotalerent igotrope de dimension » de I et

{&?ﬁggsgxr} tne bese de II . I1 existe alors un sous-espece toftzlement
isotrope P &t une basge Eygg..s,yr} de P tels que B{xisyj} = 5ij

g mm, < . " £ D 2. NPT - £E
SUDPOoSons gue Zr = nm ; 81 B est alternde, G =& g%
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une opération de G transfornmant I en II'. Chexrchons & quelle condition
il en est ainsi. Les éléments 21,..0,xr,y1§.‘;,yé forment une base
de I relativenent & laquelle B est reprédsentde psr la maitrice

° I

r o)

of I est lo matrice unité cde degré r . Un asutonorphisme de I qui

_}é::

consexrve ¥ est reprdsenté par bpne matrice de 1s fornme

SR
=19 v
od U,V.,¥ sont des matrices carrées de dezrd s U et ¥ &tant inver-

sibles. Zerivent gue tXS B.XZ = B , on trouve les eond&%ions suivantes
vour gue l'auitomorphispe appertienne & G

Whyezs Wyt TI=0. o
Si on désizne per ¢ le déterninant delg, celui de X sera dome o!~% .

Cecl dit, on o d’1(d°1)s =1 3 =i donc & est distiﬁétJQE ltidentitéd,

ilyauncéeX %el gue é‘? = c‘:‘_-s' Prenant pour U une metrice carrée

guelcongue de déterminent ci, posant t{”“?)

un sutomorphisme de d4&terminant a“3 gui censerve'gfét gul appartient

3--~.: O, on obtient

a8 G . 81

o

0 conbraire @ est ll'identitd, om s det X =‘¥; et tout &1ément

&
[ ad
ol

de & g rensforme ¥ en lulmaéme est de éeterwiﬁant 1. 81 7T est une

opération de G de ddterminant -1, 2‘ transforne ﬁ én un sous-espace
totalenent isotrepe Y %el gutil n'existe asucune opdraition de et trans-

£
ment T en H'. Puisqgue G est slors dtindiee 2 dans G s Llenséuble des

H:'

sous—espaces totalement isotropes de dinmension r ne peut se déconposer
en plus de deux classes de transitivitd relativement 2 € : i1 en con-

tient donc exactement deux. Cherchons & guelle condition un sous-espace
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Solt Wy = UNI' ; on peut supposer que lss éléments ZgpqrescoX,

11e

Sous-espace engendrd par Tgeire =+ s¥, 3 11l est clair que 0,42, n'est

fo:fmen’_s une bage de 2% (r-g étent la dimension de 1‘11 )e Soit P

vas isotrope. Soit Q lg conjugué de cet espace ; l'espace H2 =QN
~est ll'ezpace de base (xti "“'Xs)’ Liespoce I Q est l'ensemble
des élépents de It gui sont conjigaés a Tgpqres¥, (car tout
Elénment de Ht ezt dans le conjugusd de B, = HMNITE') 5 11 est done de

codimension < r-s dans U', et n's gue O en conmun avee H,= TN,

On en conclut que I-Ié = H'MQ est un supplénenisire de 3.‘1’1 dang Tt.
On a ﬁgﬂiﬁ‘é ={O} vuisgue INT! = E? 3 E’g-z-i?é est done de dimensiam

28 égale & celle du conjusué Q de E%’f:-P.! ; Q@ est donc somme directe
de EZ et ﬂé . Connme Eé est totalenment isotrope, cet espace 2 une base
(21 seeesZs ) telle que B{zi,zj)=0 (11, 3 <) I1 est clair gue
l'zutonorphisne 8, de Q gui transforme x; en z, et Z; en x, (1= igs)
est un 3B-automorphisme 3 il se prolonge en un a2utomorphisme 0 appan.
tensnt & G qui laisse fizes les &léments de m, +2; et qui transforme
par suite O ezi Ff. Le déternminant de € est le nfre gue celni de -61 .
& savoir {-1)% : m appartient done ou non & la répe closse qae?

suivant gue & est pair ou impeir, ce qui achdve 1= dénonstration

2o B Lo e £ §a g e, & £~ - - ~ :
geymosricgue d'indice 1 mais non aiternde, les seuls sous-cspoces de I

gui sont appligués dans eux-nfnes par toutes les opdrotions de GF
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Parmi les sous-gspaces de II qui sont # {O} et gui sont appligués
dzns eux-mBmes por toutes les opérationsAde G+, choisissouns en un,
gsoit ¥ , de dinension ninimale. On voit glors conmne dans la démons-
tration de la prop. 3 n° gue I est ou bien non isotrope ou bien
totalement isotrope. Si IT n'était pas isotrope était et £ U , la
regtriction & ¥ de toute opération de & se pzolangerait en une opérs-

tion de @7 (prop.C) et conserverait par suite ¥ , ce qul est impossible

en vertu de la prop. s n® « ©L 11 est totzlenent isotropes, moit 7
ss dinension. Pnisgue r >0 , il résulte de la prop. ;s © .
n® gue I nfest pas le seul sous-empace tobalement isotrope de

dipension r . Il rdsulte donc de lz prop.7 que I est de dicension 2r
] 3

gue B est synéitricue mais non alternde et gu'il n'y 2 gue feux sous-

i}
b

gspaces totalecnent isotropes de dipension r , solicent ¥ et P . Soilt §f

i
o
;3
7
{eslo
)
i3
RN
1
o
u
o
n

sous-espace de dimen: i oneavalt r > 1, 11 résulterait

- 2

# 13 pron.T quti

£

sous-espace de P non situd dans I , ce gqul est impossible : on a3 done

r=1 , et 12 prop.Y ezt démontrée.




Hous eppellerons involution tout endomorphisme de M dont le carré

tité. Tous nous proposons de rechercher les involutions

il
aoppertenant au groupe G . Soit € ltune dtelles 3 désignons por ¥ le
sous-esnace de II fornd des Sléments invarisnts por 9 « Si x est an

foed

S1lément guelcongue de , L¥614meént €.x + x oppertient 8 H , et on a

8.{0.%x-2) = ~{8cx-x). 831 X n'est pas de caractéristigue 2 , soit P

l'ensenmble des v tels que Qoy =~y 3 ona HNEP = Q} et 1la
formule x = (1/2)(?8.35«-:-3‘3»{6»?& )) oontre gue =xeI+P 3 I est done

somme direche & i) e‘i; de P . .De plus, les conditions =€l , ye P
entratnent 3B(x,y) = B(8.x,8.y) = -Blx,y), d'0f B{z,y)=0 . Il en
conjusué. S9i X est de carseidristique 2, on a G.x - x¢ 1 pour tout
x€ell ¢ les &lépents de T de la forme Jex-x foz‘-ﬁerz“‘s un sous-espace
H, de T . Si yell , dn & B{S8.x,y) = B(é.x,é.y) = B(x,;r), dtof
Bl{@.x-x,v) = 0 3 E_ est donec contenu doms e conjuzud de ¥ , et est

par suite ftotalenment isotrope. Solent p la dipension de _-'Zﬂ'é, n ecelle

— o 1 —— €l o - oo =] 2% 2 v S T .

sur -y est une involution. Solent x,x! des &léoenis de I, y+y'! des
£t Lrnnwmde A o - o S Fa-r? Y - : VU Tl er =t —_ B — 5 3
&léments de P on 2 Bix+y,xi+yt) = Blx,x' )48l ly,y') = Bix-y ,xi-31),
ce gul ponire gque 6€G .
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Dans le cas od K est de coractéristique 2, soit If

un sous-257pa0e
totalement isotrope et soit I son conjusné. Il existe alors su moins

fisr

une application lindaire g de ! sur EIO, de noyau Il , %telle gue llendo- A
norphisme € de II Aéfini per B.x = x+zlz) (x=¢ i) soit une involution
appartenant & ¢ . Cbservons d'abord que, puisque 0.z(x) = g{x) pour
tout =€l , 4 est une involution, donec un aa‘tcmo:f;hism de II . Soit P

un supplémentaire de T dans If puisque T est lz congugzz.é de 23'0, 12 res-

(1£1, j£h). Soit g 1'application lindsire de M sur 13’

gui 2ppligue T sur {0} et x; sur u, (1£1i%h). Solent x = 2 + Z , %4 154
& Y
£ o

des 61léments de M , avee z,z* dans W , g, 58] dans K
On 8, en poasant G.x = x+g(z), 8. = x + Z a u f.xt = x’.;.z a{u.

b
et B(6.x,8.x') = B(x,x') + Z ﬁ(x u )a's + Z g, B(u.,x') = B(xtx‘)
puisgue X est de carcetdr i;mue 2 et B(x,u } = a. . B(ui,xi) = a:{s .

Hous limitant nmsintenant au cas of X n'est pas de cﬂvactéristique 2
cherchons & guelle condition deux 41léments donnds X,y de U peuvent 8ire
trensformds l'un en Ll'antre par une invelution de @ . Si x % 0, yekx ,

on doit gvoilr v = Tx car, s1 @ est une involution telle qus
g 3 s

8, et désignons par E le conjurué de K{z~7) ; i1 résulte
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et nous pos

o
]

ons 2iors I = H . Dons le cas contraive, observons gutil

ko)

résulte it que % et y sont lindairerment indépendants qu'il en est

f

u fs

QJ

de néne de -y et X+y 5 s0it I un sous-espsece de B supplémentaire &
E(z-y) et contenant x+y . Ce sous-espoce nlest p2s isotrope. Soit en
fet z un S1lément de l'intersection de I et de son conjugud. Ie

eonjugué de Kz contient alors I e% K{z-y), done E tou% gntier, et g
sppartient ou conjugué K(z~y) de H , d'of 2z=0 puisgue I Z(x~y)='{0} .
Dans les deux eo as, s0it 8 ltinvelution n appertensnt & G qui loisse

fixes les Slérents de ¥ et transfornme en leurs opposés ceux du conjugusd
de I . On =2 done . 8.(x4y) = x4y s Co{z~y) = yux , dtol f.x = Y .

it syn

Proposition §. Suppesons gue 3 so
foute opération de &

dlinvolutions appartensnt & G .

L 2lternde.

sut alors

Hous procdderons par récurrence sur la dipension de I . L= proposi-
tion est évidente si M est de dimension 1 . Supposons la vrais pour
les espoees de dimensions strictenent inféricure & celle de . Soit o
une opération de G s €%t so0it x ua.vecteaé non isotrope de I ; posons
G- «X =7 . 0nsa 3Blx,x)=3(y,y) et B{x,y) = Bly,x). 5i yeXz

la relation B(x,z) = B{y,y) entratne que =1 x. Il existe donc

une inmvolution € de ¢ gui tronsforne Yyenx ;: l'opération o' = g2
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Si 6 est l'une cuclconqae de ces involutions, 9' se prolonge en un
auton Oﬂnhlsne 6; de Il laissant x fize 3 il est cleir que 9; est pne
involution appartenant 3 G et gue ¢/ est le prodnit de ees involu~
tions prolongdes, ce oui montre que ¢ est un produit dfinvolutions.
Sunposant toujours B symStrigre mais non alternde, soit I un sous-
espace non isotrope de II , et soit € l'imvolution gui laisse fixes les
€lépents de T et change en leurs opposes ceux du conjuzuéd Ut de W .
Liopération € s'apuelle la svodtrie par repport & ¥ . 83i p est l=
codimension de ¥ , ona det o~ = (- 1)P de sorte gue o~ appertient
ou nen a @&v suivant que p est pair ou impeir. Sois (xi,‘,.,x ) une
base de ' composée de vecteurs non isotropes mutuvellenent conjuguds,
et soit Hy li%ypcwplan engendrd par ¥ et par les xs pour J #£1i.
est alers claiv que la syoétrie por rappo%t & ¥ est le produit des
syadtries por rappart aux Ei . 1 résulte done de lg prop.9 gue toute
opération de G peut =e reyrésénter comme un produii de synétries par
rapport & des hys rplgns. OH peat mfne nontrer guey 81 m = dim I ,
%oute opération de & peut se reprdseniter comme un produit dlau plus m
synétries par repport & des ‘byperplans (ef. ezere. ).
[ZI.‘. du rédactenur. Ccusiéérons nzintenant le cas oh & ntesgt ?as
1tidentité mois of X est conmmtatif de ceractérisitique f 2 . I1 ntest
alors nes vrai, comme dit dans une rédactioﬁ antéricure, que soute

cndration de & de déterminont 1 puisse se reprdsenter conce produit

l")

é¢leu plus m %syodiries" par rapport & des hyperplans. Supposons en
effet que I soit de dinension 2 , engendzé par des vecteurs conjusuds

%,y tels gue 3B(x,z) =1, Blyg,y) = m ot m est un 6lément an corps K
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Loy

\_S‘*

BY =

des éléments invarianits p2r 2 qui n'est novme dtun élérment de X .
Soit k un &1ldment de X distinct ds + 1 et de aorme 1 por ravport &
KG, et s0it o= ltautonorphisme défini P2 o".‘ = kx ,

o <Y = 7y . de dis gue o~ ne peul se représenter sous lo forme
e 92 " ca 61,6 sont des symétiries par ropport & des byperplans.
Su.ppsboas en eifet le contraire, et soit ax+by vn vecteur #0
invariant pazr 92 s dlod sgkx + bk“iy = 61 {ex+By). Ceci entratne
B(az-i-by,a}g-:-bk’"i ¥) = B{azz+bk%‘?y,az+hy),-d*}oéi k"?a.a;s-f-kb’bsm = kas® +
+E00% , f.e.  (k-k~)(esS-bb%m) et par suite =aS-bpm =0 ,
contrairement & l'hypothdése que ,m n'est pas norme dtun 4idment de E .
La question 42 ssvoir si les syoéiries par ra’p_pért aux hyperplens
engendrent le groupe des opdrations de ﬁéte:«:*czizia.ﬁt.s 1 ou -1 dans

le eas hermitien nen synétrique me serble rester ouverte.]
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n° 5. DECONPOSITION EN SYMBTRIES.

~ En plus des hypothcses faites au début du n a,tnous sSuppbserons
dans ce n° gue X est un corps commutatif et que 3 est une forme bili-
néaire symétrique sssocide & une forme oaadratiqae Q sur ¥ . Tous
 désignerons par GQ le groupe de la forme § .

S0it E un hyperplan de I dont le eonjusué contient un élément 2

tel que = = Q(z) # 0. Pour tout x €l , posons

' T gex = X a“qB(x,z)z s '
| 0~y est un endomorphisme de M qui ne dépend gué de E , non du choix
de z ; car si on remplace Z par kz , od k est un éléﬁeat‘f 0d8e XK,
Q{z) est reaplaeé par X%z et B{z,z) par kB(x,z):" Il est clair que
sﬁg lzisse les SlSments de E fixes. Si K n'est pas de ceractéristique 2
ona U=H+ %z et O g% = -2 , de sorte que 543 est une involu-
tion eppertenant au groupe G de la forme B , quiﬁest alors identigue
& GQ « 51 K est de caractéristique 2 , B est al‘sernée, et z€H § puisqgus
G peX ~ x€H pour tout =xel , G.H est une involution. De plus on =

AU o gex) =Q(z) +a ~2g? (x,z)Q({=z) - &~ Bg(z,z) Q{x)

de scrte que G‘E:appartlent au groupe GQ « Dzng 1es deux e¢a2s, nous

dirons gque G g est la gymétrie par repport & H .

'Proggsitian 10. K contienne plus de deux

61lfments. Tout £lément de GQ_peut alors sgmggpgésgntexfgpgge“

Suppesons gue le corps

produit

d'un certain nonbre de gyndtries par ranport & des hzggrglans.

Tous procdderons par rdcurrence sur 12 dimcnsion mde II . Is Propo-
sition est évidente si m = 0 . Supposons 1z vraic pour les espaces

de dimensions <n . Soient 8 un S1ément de G~ et & l'snamerble des

O

Ty

élénents ée H laissés fixzes par § . Supposons Glabord que I centzeane
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un scus-eépace L?#{O% non isotrope ; 8 +trs orme alors en lui-nBme

le conjuzué B{ de Z? . Lo restriction de B & L{;:L% n'étant pas

1
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de syndétries pasr rapport & &eb Ly perplﬁns de Lf s relativement & la

restriction de Q@ &2 L) . Soit f; ltune de ces synéiries, et soit O
]

e

Lihyperplan de L! dont les poinmits sont laissds fixes par 2; . Posons
H= H,}ﬂ}1 3 I est un hyperpkan de M . Le conjugué de 31 par rappori

& la restriction de B & ngizg contient un vecteur z tel gue

[

Q{z) # 0 ; puisque z est dans le conjuzué de L,,-il est dans celul
de H . Il est clair gue la sy nétrie par raopowt aH pvelonﬂe 2;
et laisse les &lénments de 31 fixesa_Pulsqae g XXz laisse Les tléments
de 31 fixes, on en ddduit due 9 se reprdsente conne pr oduit de |
synétrics par rapport & ées hyperplans de I . Supposons meintensnt
gue I goit ﬁctalemenﬁ'iéotrope.= Observons que,'Sirx et y sont des
vecteurs tels que Q{x) = Q(y) ﬁet jBﬁﬁ,xuy) # 0, il y 2 une syrmdtrie
par rapport & an hyﬁerpl 2 qul fransforue z en y . On 2 en effet,

en posant % = z-y , {(z) = 2Q(x)-B(x,7) =‘B(z,x-y) #£ 0 ; soit E

le conjugué de Kz , et soit o l2 synéiriec por rapport & H . On =

3 B B : 3
¢e qul dénontre notre assertion. Ceci dit, si I = %O} s il ya
toujours une syndtrie ¥ par rapport & un hyperplan tells que 7786
laigse fize un veeteur =x % C. Zn effet, lf'application 1indasire
X —»08,x-x , dont le noyau se réduit & iO% s 2ppligue ¥ sur I .
Il y 2 donec un x ell el gue Q{Saanz)‘% 0 ; pulsque Q(8.x) = Q{=x),
le raisonnenent fait plus haut npomfre que la syndirie ¥ par rapport
au conjusué de X{0.x-x) treunsforme X en S.x , done gue T 6 laisse
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X fixe. Supposons dounc que & laisse zu noins um vecteur = # 0 fize.
S 2 n'est pas izotrope, nous sommes dans: le cas qul 2 8t8 traité -pl:ié
haut. Supposons done xz isotrope. S%il axiste un vell el gue
Bix,v) ;é o, B(v,esy—y) ; 0, la syméirie ?;' Yer razppo :r:‘?: au conjuszué
de K(6.y-y) ch nbe ¥en 0.y . De plus, on z B{x,8.y) = B{8.x 28.7) =
= B(x,y), dtok B(z,8.y-y)=0 et % .x = X » Il en »ésulte que 7 @
laisse = et y fixes ; puisgue Blz,x) = 0, Biz,y) # 0, on voit %out de
sulte que XEx+Ky ntest pas isotrope, et nous sonmmes dans le cag traiié
plus haut. Sz;;szssans meintenant gue la condition Blz,y) f’ o en"srainé
Bly,0.y-y)=0. Si Il est de dimension 2; soi% y un vecteny tel gue

Z,7)=1 ¢ on 2 B(z,e.y)z‘i , Gloh 6.3;' = y+kx ; k€K 4 et 12 condition
Bly,8.57-y)=0 donne k:O s de sorte gue 0 es: 1’1aen"sité- Supposons que
m>2 . Le conjugué de Xz, qui est de direns sion m—-i ‘nlest alers pas
totzlement isotrope e‘!; contient un vecteur 2 tel gua Q(z)fO « Soit 3’
is sgrmétrle par rapport an eonga ué de Kz 3 ece cong&bué contenant x s .
tne T.x=x, éaéor’cé gue K cbn,serve x . 'S% nous poatmzzs montrer
qufil existe un y tel gue B(x,y} ;é 0, Bly,? es*zr--y} #0, le rezscn-
nement farl: p}.us haut nontre ai:’ll exi%e' ugzs s;z:f'i‘ é =’ par rapport
& un hype?n}.aa telle qué T’/ ¥ 8 1lsisse fizes los points d'un espace
non isotrope f {G} « Uz, nous a};imzs montrexr q‘;’z.}. en e8% bien 2insi.
Supposons eﬁ effet le contraire. Pour +out ¥ tel que 3B(x,y) ;é G, ons

zlors E{ygégywy} = By, Ue.y-y)=0 , 2% por suite

Bly, T0.59 = -(Q(z))""8(y,z)B(6.5,2) = 0 ; soient 4, , £, '53 les

formes lindairves ¥ ~>3B(z,7), y —»3ly,z), ¥ =»B(6.y,8) ¢ on o

{g’gz*gg =0. 81 4,4 ,4%  &taient linsairenent indépendantes, 11 exis-
¥ e ¢ 3 .a’_; -~
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Supposons que £, =ad. + vy , avee {1i,5,k}=11,2,3} . Conme
sucune deg formes L?,-fg,'53 nlegt identiquement nulle, 1l esgt

- ) f s = - st - s - o .
de Ltune dfelles, et '53‘3 P A . Sont linésirenment indévendantes. On
en conelut que, si e¢,4 sont des £ldmenis f% C guelcongues de X ,

femargue. Un ralsonnement un peu plus poussé monire gue, sous les

ofi m= dim II (cf. exer. Yo Par ail lc:vws, gi X contient seulement
deux éléments, on peut montrer gue la conelusion de 1o prop. 10 reste
velable sauf dans le cas of I est de dimension 4 et Q dtindice 2

{cf. exere. .




