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Conmentaires.

Le rédscteur a suivi dans l'ensemble les injonections des derniers
Congrds et Caucus. Il o renoneé & 1'ulira~zénérale définifionade
"plus riche™ de la précédente rédaction, qui ne correspond & riem dans la
pratique, et 2 cherché & donner les définitions qui interviennent effe
tivement, i.e., structures, sous-jacentes, strictures plus riches, et
structures Squivalentes. On n's pes cherché de proe&dd général de

construction de structures initisles et fiﬁaigé,*car il semble bien,
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- suite -

dfeprds les exemples, qu'il n'y ait gudre de tels procédés ; ceux
signzlés dans les rédzctions (on Congrids) antérieafs‘né peraissent pas

nériter plus qu'un exerclce.
Les relations et termes structurante ont t& nis enm Appendiee.
On s'est aperci, en rédigeant celui-cl, gue is ao*ieﬂ de Blettre typ&que"
des préeédentes rédactions était bien vague, car elle avait pour effe%
- qu'on ne savait jamais dans quelle théorie on démontralt quelque chose |

- en outre, les démons*ratzons de 1'6%3t 6 lalssaient -ertement & désirer F

en précigsion. On a done intredult la notion de “tygi;ieatlonﬂ & ls '

place de celle de “1&%%:9 typigue®, et on Aspcre gﬂ'&lﬂﬂl les démgnstra~

tions sont eomplétes¢

On n'z pas eu le temgs_de sfoccuper des exercices.
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§ 1. Structures et homomorphismes.
3. Schelons. _

Hous nous proposons, dans ce chapitre, de déerire une fois pour toutes,
et d'une fagon aussi générale que pdssible, un certain nombre de construe-
tions formatives et de démonstrations (ef.chap.I, 31,n03 et§2,n%2), qui
interviennent constomment dans toutes les théories mathématiques. Lés
critdres que nous obbiendrons, comme ceux du cﬁapsl, serviront & abréger
notablement les roisonnements du type envisagé, et fourniront en outre
un principe de clagsifiestion pouzr les diverses théories mathématiques
nspelles.

Bien entendn, la justifieation de ces critdres appariient & 1a
métamsthdmaticue.

Pour lo- descripiion gue nous avons en vue, il nous serz commode
dtintroduire des assemblages qui ne somt pas des termes ou relsiions de
théories mathénatigues. Considérons, d'une part, des lettres distincies

p V £ . . . -}:; o=
Kiopseces dy ( }-, et d'autre part trois nouvesux sigres X, T et X .

(*) De mBne que dans le chap.I, cette Scriture nlest qulune focon commode
d'indiquer gqu'il sfagzit de lettres dont on ne veut prééiser ni la nature,
ni le nombre tant gu'on décrit des procédés généraux de rsoisonnement
mais dans chague cas ol on appligue ces procédds, il dold s'azir de lettre:
doht chacune est explicitenment berite (en pratique, il n'y en 2 jomais
plus @'une dizaine). Et, bien entendu, tous les "ragisonnenents” gqui sont
faits sur ces leitres sont de nature métamsthémotique, et-n'ont rien de

~commun gvee la théorie des entiers développée au chap.III .
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Une construction dféchelons sur les lettres Ryseeos "n est une suite

dtessemblages formés avec ces lettres et les trois signes préeédents, &
chacun de ces sssenblages &tant appelé, soit dehelon eoverisnt, soit
Schelon contraveriant (sur les lettres X, ,...,xn), de sorte que, pour

el aque ossenblgge é de la suite, l'une des conditions suivantes soit

<
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a) ég_ est une des lettres X, .,a..v,g;c’n , et est alors covariant.

b) Il vy a dans‘}.a suite un assenblage B précédant A et tel que A
oit ‘p’+B {resp. ;j”B ) s si B est contravarisnt, A est con‘bra-»-'

variant (resp. ecvarz.ant) si E est covariant, _A_ @si: eovariant

(resp. econtra-variant).

.¢) Il y g dans la suite deux asqemblaﬁes B C précédant A . 'I:ous deux

contravariants ou 'bous deux eovarlants tels gue A soa.‘l: )(.BC gi _E
et Q sont tem, deux contravariants {resp. covaz::.b,n‘i:s) A est contra-
variant (resp- eavaulunt)
La méthode développbe dans ltAppendice du chap 'I pe:r:met de reconnaf-
tre si tm assemblage donné des 1et’c1-es 1,... ,x et des trois
signes ?ﬁ ’;)” et X s st ou non un écaelon et 3’11 est
contravaﬁzjlant ou coﬁréziant (efo exercs Je : _
I1 est i@médiét~. que tout Gchelon sur eertaiﬁes des létires 2_{;3.,; cos Ky
est aussi un Sehelon BUr X gseces X, - |

2. Réalisstions diéchelons.

Les constructions d'd8chelons vont nous permettre de définir certaines
snites de termes qui leur sont zssocides dans une théoriec mathénmotique ﬁ .
Ztant donnds des ensembles 31 ,Ez,...,En
dire (chap.II, 3 1) des termes de % ) distinets ou non, & toute construc-

dens une théorie ¢ (ctest-a-

tion d'éechelons sur a lettres distinctes )3;,§ seeo s X, 5 DOUS associerons
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une suite de termes de T s, de sorte qu'a chaque__éehelon § de lz construc-
tion soit associé un terme, dit zéalisetion de S sur Ejseee,B s les

conditions suivantes étant vérifides : '

a) Si S est une let’cre X; 5 58 réallsa'{:mn est E; .

b) Si S est }f T {resp. lf T); o8 T est un échelon précédant S
dens la cons bfueuon, et si F est la réalisation de T , la réalisation
de S est le terme” désignd per 330(?6‘) (chap.II, &5).

c)8i § est XT U, ot T et U sont des &chelons préebdant S dans

SSmme

la construction, et si F et G sont les réalisations respectivesm ‘de T
et de U , la réalisation de S est le terme désigné par Fx G (chap.
II, ¢2).

Dans les raisonnenents généraax gui suivent, on désigzlgra par
b3 (Byse-+,B,) 12 réclisation de l'échelon S sur les ensembles E, geoesE -
Zxenple.- Lz réalisation, sur deux ensembles identiques E£,E , de
1téchelon X y‘?;}’mx pﬁﬂ}fﬁy' est l'ensenble (ﬁ(ﬁ(E)))x(gf{Lﬁ(E})]
Par abus de langage, on écrira souvent un échelon T conmme sz réa-
lisation sur n 1et1;res PP seeesXy s 2 cela prés qutd chogue Stape
de type b) de 1= construction, on écrira 331.{?) {resp. ‘:}ff“(‘f‘)}
gu lieun de 'g (F). Paxr exemple, ltéchelon de l'exenple précédent
stéerirs

) T ).

Ztant donnde une consirucition dtéchelons sur n lehtres x1 ,,..,x

considérons, dans une thdorie ¥ , 2n censénbles Eygees ”‘n""g""’:;& )
et n ternmes f,;,”.@f tels gqgue les relations ?*fi est une application de

3‘_ " goient des théoripmes de i . 4 chague échelon S de 12

=




S
12 construction donnée, on associe alors un terne de ‘6 gue nous nofe-

rons < £1 ,...,f > s et que nous appcllerons l'extension canom.gg
de 2,4..0,8, pux egsemblgs S (B,se-0E ) gt S (ZE&1 ,‘..,E ), de sorte
que __3_< -21 "","fn-> soit (dans la théorie T }s o _Pien une pplicatloﬂ

de S (B 500058,) dans ) (1.1,... ,J:*), ou bien une f.ppllcation de

S (E],..5B8) dans S (Byse-058,)s et gue les conditions suivantes

soient vérifides e

2) 51 $ est ume letbre 2. , S < £ 00,8, > est I, .
b) Si S est ¥ T, o& T est un &chelen précédant S , =i
F 332(31 ,‘¢ e e ’En)’ F“" TFE( % ge e ’j.*;' ) s et Si g m <f1 ‘§o 4 ?’Ln> eSt

une application de Fdéns Ft (resp; de Ff dans F), <f1 ,...,f.n>
est }.?exten31on canomque g de g Y }5(?) g(.gq,..«,ﬂ ) (resp- &
YiEy) = s (E?,u.,.& )) (chap.II, §5,n%). . |
e) 5i 5 est p? T s ot T est un chelon pmcédaaﬁ" 5
F—'rrya(-ug,«cofll ),Fi T(.U,I,sa.sE!)g et Sl Q:»’:_é_";";"‘.m.= ‘.
une ayplleatz.on»de F dans F' (resp. de F! dans }3‘), §"’_,<f3 ,...,f >

-4
est liextensz.sn canequze de 1= cerreqmnaame a2 {rﬁclmwne de g)
ﬁ(@” (:.es;;.‘ ;}:f(F)) | |
a) si 5 est }g‘?’éj & T et U sont des Schelons précédant §

a_—— ——

si F..‘T’(E,”...,.a ), P ‘?(”“1’,“. M); G—:U(E“..gﬁ;},

G*:’U{a!,...,ﬂ' )s et sl g= T 8y,0.0 8 > est wne spprlication de F
dang F* (resp. de F!' dans F) et h- Usz,...gr > -pae appliecation

de G dans Gt (resp. de G' dans @), §<£?,...g ', > est llextension
cenonkime gxh de g et h aux ensembles produits (chap.II, 33,n°7), et
por suite une application de Fx G dens F! »xG! (resp. de F' xG' dans F x@)




— ﬁ — ‘
On vérifie alors de proche en proche les criidres suivonts
‘CE1. 81 § est un 4chelon coverisnt (resp. con.—fravarisnt),

' § <:‘€,I M ,:En> est une applicaticn de 5 (E'1 § etk ,En)' dans .‘._5,(3{ o & ,Etﬁl)

(zesp. de  S(E],...,BY) dans S (E,,... B ))e

Ceci montre gue lo définition donnéde ci-déssus est valable pour un

échelon gueclcongue de la construction donnée ¢ 2 priori, il se pourrait
gue dans le eas 4), §<f1,...,fn> ne soif pas c}éiini, si g 6tait
une application de F! dans F et h une application de G dans G° , par
exemple ; mais ceci est exclu par le critdre CE1 et la définition
dfune construction dféckelons, puisque T’ et y doivent &tre tous
deux covarisnts ou tous deux contravarianis pour que )('_[_'_Usoit défini.
- Cz2. _§“J-._ £, est une gpplication de &, dans E]!_-, £ une.a'pglication de X
dons EY (iI€ign), on 2, pour un échelon guelcongue ‘S_'_,
Lffef,, £4ef,,.. p21of > = _S_<i‘1' geeesf) >'c§<f‘1 ,...,fn>
S est coveriont, et '
. —S.—<f,}0f1 geece ,fé‘cfn> = §<f1 ges e ’fn>°§<f; goeoe ’fﬁ >

si § sest contravariant.

—

lon

im.
I.J.

De €22 et de. 1z evarsctérisation des bijections (chep.II, 3 5,cor. de
1z pro;S.S), 11 résulte le critdre : | '
CE3.- Les nototions étent celles de CE2, on suvpose en outre gue fi
solt une applicstion bimivoqae de E, gur Ei et £} l'application réciprogue

Alors, si S est coveriant (resp. contraverient), 5< f?,...,fn>

est une 2vplication biunivogue de §(E1,...,En) sur _S_(E,; ,...,E;z)
(respo .g._e. i(E% ,.ioc,Eé) suxY é(E1 ,e-.sEn) _?_,.s_ §<f1!""$fg> eSt

ltapplication réciprogus.
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4. Espéees de struetu:ces et structures.

s

On dit qu'on o défini dens une théorie ﬁ plus fozte gue la théorie
des ensembles une espéee de structure, lorsguion s'est donné

1°_ Un certain nombre de lettres distinctes Xgseees Koo Sqscves ép

autres que les constantes de € .

29?;;}Des &chelons ’I’ s Lpsees ,Tp dtune construction &'éehelons (n°1)

les n letires ‘g_c_ 4 §inws g gz_h , en nombre ézgal & eelui des lettres 55 .

éistincts ou non. -
36 tne relatldn R i"l ge 26 g &n, 51 geec g S S % de 12. s
forme ' : |
-—?CT (i‘i,ﬂocy-—n) et éZCT (X‘l’...’-"n) e% .
§pc‘.'.‘T‘ (Bqoeeesly ) et 'B_g_5_1,,...,._&__n,fs__j__“_}..,§p§ o
de fagon que la_relatlon suivente soit un 't?"éoréme de f -

et 'Fn est une ’oigeetmn de _
» B i

gé - §?j<;£1’..'$:£a;><§§:>__:ﬁQ“x o

pour 1 3<p . :
Lo définition des termes T.,<{3 yo ey -f?n>‘ ‘se fait bien entendn

Edo
U

dons 1z théorie obtenue en adjoignant & % , d'une part l¥sxiome

"-F,i est une bijeetion de 3_&1 sur }i,_: et «cs 2% §n est une
a

”é)‘CT‘I(i‘!’.‘.’én) et eco et ép (et TP( 51,".,5'!1)"

B £ .8, 0=

bijeetion de X  sur _)la ®_ et dlsutre part l'axiome
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Soit 2, une espéee de structure, définie per lo donnde de letires £,
(1<1<n), £y (1< j<p), d'échelons ‘T':j (1€3<p) et d'une relztion
R satisfzisant & la condition (IS). Soit dtantre pard f dtune théorie
‘plus forte que € , et soient E‘i"""‘n’s1 yee-,S, des termes de g
On dit gue ces termes définissent une structure dlegsplece 2, si dans

lz thdorie B’ , la relotion B g ;1 goos ,un,yi ge e ’Sp g est yraie.

On appelle théorie des structures dlespéce 2. lao théorie ‘52

ayent les p@mes exiomes et m8mes schémos que € , et en plus l'axiome
explicite R 25-1 seees Ky Sqseens gp% . Dans cette théorie, les termes:
Ryseess K, 33 ,...Sp définissent done une structure dfespdce 2
Les constantes de fz sont les constentes de § et les léttres
BqseersXys 5y ,J.,.gp . 81 A 2221 seces Xps Sqscees ;s_p‘g est un théo-
rSme de ﬁz . la relation A% 1,..,131,1,81,,..,5?% est un théordme
de la thborie B’ , si les termes ByseoosBpsSqseee, S, dSfinissent
dans B’/ unc structure d'espdee 3, (chap.I, }2,n°3).
Une grande partic de ce Trsité sers consacrde & 1'étude de
guelgues espoees de siructure dont l'inporionce est due zu fait
gue leur théorie peut s'Wappliguer® conne oﬁ vient de le dire,
dans de tr‘bé nombreuses théories mathémotigues.
Zxemples.- 1) Les deux lettres 4,5 , liSchelon ABx4 , et 1=
relation

(B 4%x4) et (SeScS) et (SNS= A

(ot &A est la disconole de A xA) d4Finissent une espiee de

L'

structure, car on vérific aussit®t 1z condition (IS}, en vertu des
ropriétés des extensions canonigues de bijections, vues au chap.II.
p A §

Lz théorie de cette espdee de structure nfest auire gue la théorie
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des ensembles orxdonnés, développée 2u chap.III, 31 ; aussi dit-on que

ceﬁte espece de structure est l'espéee des siruciur eq d’ovﬂse sur 4 .

9) Gn'voit de m8me que les deux lettres AP, l'fekelon (A)<A);<A et
l= relatlon T

(E‘c:(A><A))<A) et (F est un graphe fonctionmel doﬂf‘ A#xA est
I‘ensecblb de définition) - 7
définissent une espéce de structure. Les siructures ﬁe]éette espéce sont

des cas poriicnliers de ce guton eppelle les gt

Fag t]

ctures alsdbrigues

et 1o foncti ﬁ-de grayhe F (ayplicqtioﬁ de A xA da&éiéﬁrest éite 101

de composztlsn 1nte e per ie d'une telle st%ueture

(Als., chap.z)-, "‘_
B)LGbnsidérens une lettre A'; 1'échelon }3 ~(A), 12 lettre S et la

relation '

(Sajfmnet( ij&)w (Veo)yrcs >(LJnE€S)
et (‘@’z)(v‘y;{( et YeS) == (((XNT)e §))

- On vérifie encore gue l'on définit de cetie ?agen une espéce &e

&

str&@%are, dite gspdee des struciures topolegignes. Vﬁc mtvncture de

i

cette ecspdce est dite topolezie et la relation K€5§°7S*ez rime en

disant que X est guvert pour la topologie S EL@E¢54 . chap.I, g1)e

£

Remorgueg.— 1) Lo condition (IS), dans toutes les e@neces de structures

qui interviennent en ikbthimotigue, se vérifie toujoafg»aigément, zrice
a--ux propridiés des extencsions canonigues deg bijections ; nous en ver-
rons lz raison précise dans 1l'Appendice I. On noters guc, dans toute

la suite de ce poragrapbe, cette condition n'intervien? gque pour la




P
2) Lz relation -ng é“”"énséf"'” gp% qui intervient dans la

ey

définition dtune espiee de stz*uc'turie Z s'appelle {par abus de lan-:-
gage) llgxiome de cetie espdce de sitructure (on des structures dtespice

Z ). Cette relation est souvent 1= conjonction de plusieurs relations
“&1 ""’Em (comme dans liexemple 3 ci-dessus) : on dit sussi slors
que ces reletions sont les oxiomes de ltespdce 2 s o des structures

diespdee 25 . Ie reletion 3 c:,;‘T",i (m?,...sz(; ) et c.. et

p GTF 1,.,.,& )" est appelde 1= caraetf’risation typique de 37 .-

3) Lorsque E, yes. B _,S g v o o0 définissent une structure d4'espiee 5
1 n*1*° <] _ :

on dit aussi gue (8,,... ,;S ) est une strucidre dlespdee > sur les

¥ - / :
ensembles 1""’bn s oL gue, dans la thdorie f s les ensenmbles

Eyseee5E, sont A8y 5ee ‘,Sp)‘ 5 on dit sussi que
' E, oEpyec. B, sont les ensembles de base de la structure (84455500 :S5)
Liensemble des &1léments (U, ,...,U ) de }.'ensew?sle produit

gj(fr (By,.-,8,))x (T, (&1,”.,3 ))x...xgywr (By yee B, )))

£

gui vérif ient la relation TR % E‘i seee ,E EB o & ,Up % est a.ppelé

==ny

l*easemledes structures diespdece sur E seee ol o
D 1 |

On donne un nom aux shruciures les plos iréﬁmmmm u’sllmée@ en
fathématique, et aux cnsembles munis de telles siruciures ¢ clfest ainsi

gutun ensewble ordonnd (C.ﬁf:'.‘ .ITT,21) est un encenble muni d'une strue—
5

ture dVordre (exenple 1) s nous définirons, dans 1o sui

e

e de ce Traité,

les notions de groupe, de corps, d'espace topologicus, de varisté
- e T e e b o e T S S AH

différentisble, etec., qui toutes ddsiznent des enserbles rmunis de

certaines struciures.
4} Considdérons liespdce de structure Z définie par les 2n letires
- o - @

KyseersXys é?,.n,gn s Les n éckelons Kyseeos A, et la relation




S1TCX1 et oo €% é C.?f. »et(i":i? et «os €t 8§ =X ),

=n =n
Cette relat ion 6%tant vérifiée quand on y renmplace - ‘et 51 par le
w8me terme {(gquelcongue)

-u-l ===

N

rif
-y
s

o de la théorie des ensembles, les n termes

I, ,...,’e.'-}ﬁ déterminent donc une struciure dtespdce -20, dite gtructure

- s tout théoréme

d’eﬂsemble sur les ensembles fondamentaux B, ,...,E

A%;ﬁi,...,% S4500055 de la théorie ?Z est tel que

n%

: =] e ; :
A Eﬁé,! seces X s Kgseces én soit on théorime de la théorie des ensembisy
= l = -

uns struetnre sur legczse"h?es

¥
ks,
o
Jle
g’.ﬁ
i3
[
]
o
o
fat
ey
e
]
i)
)
P
o
[rks
i

p Tevient & se donner des parties e’rtalﬁes-” ‘“z*ealisatlerxs

E,i ge e 3E 2 S
dt&chelons® sur ces easevmles, parties qui doivent "ver .s’:"er des eendiu_,

tions données.. {exprimbes par les exiomes de Nes;e;:?aee a& @traeture)

dévelogper la théorie de l’esneee de S’i;v*aeu T envzsagée, clest dédume

les eonsécucnsem lﬁi?lq_tls_s des pmpmétés q_u‘ on a & nées & ces partiesf

I1 peut se u*e aue 1'on :az.t aescm_ de développewv h&orie o& ifon
z?j( éi gs e gré )':5

mais aucs:z. des e,}.emencs de tels @zzs\,mbles (Sﬂtisfaisant des egonditions

ge soit donné,‘-_’ m_seulemca‘z des parties d*ense_mle-sl}e

178tude d'une eﬁp:,ce de stracture, en

(g‘;?aona% Vi 1= mzé:ze %‘t, } de

3 .'.‘. %

= o ' g

d e, se dounner un 51~.&em de
E?B{ Kyqseoes R,) revient & introduire une lettre S., avec ls cs aracté-
e = z S=FR ¢ - 3
risdétien typigue gj T .E:é,; o g,ﬁ} s et &4 insdrer dens llaxiome R!
1o relatien ¥ & . est un ensemble & un seul &1ément®.

~ <% - D 7
Soit >, une espiee de siructure sur les letires - TETETRY S PETEIS

ke

, avee llaxiome R’ . Une structure ¥/

o

:;'b lzs Cei.el@ii’.s T ,ase—

e
sur cerioines des lebtres Kyseees Xy {par czeuple Lyseeos ;_gm) et
S

sur ceritsines des lettres Sqseecs S§ {par exemnple éz - ég)
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choisies de sorte que T, *””Tq soient des échelons sur X, ,.”Q";’“;;im i

est dite sous-jscente & 5 (ou plus simple gue 5 ) si ses échelons

sont .T1 e Tq

contient pas les lettres X _.,c.c., %X, Sgeqreces Ry ot est tel que

et si son axione ‘R"%;&“...g&m,é?,..,,;q% ne

24

1a relation R’ impligue R" - Tout théordme de la théorie des structu~
' : ; . s e ,
res dlespéee Z est aussi un théortme de la théorie des structures

dfespiee Z - 51 des termes E? ,...gEag.S“,,s,S définissent une strocture

»
d*esgécg 2 s ies ternmes IEE,3 geee ,Emss1 gecs ’Sa définissent une struciture

=

< é & o s - . .
dtespdee > , dite gous-jscente & la préeddente.

* : 3 2 3 £ = <
Exemples.- L'esplce de structure de groupe topologigue se définit

par lo donnde de trois lettres A,5,,8, des &chelons (A;&&)x'ﬁ' et
%:f (AY, avec la earaetérisétion typigue “S».?'C (AxAyx & et

Sz.‘: ?S’(A)ﬁ' et un axiome qul s'obtient en prenant l= conjonction de
1'axiome des structures de groupe -(Alg., chap.I,$6), de llaxiome

des structures topolosidues

{ef. ci-dessus, exenple 3) et d'un axiome
additionnel {(c£.Top.g8n., chap.III, §1 ,n°1 }J- Ltespéce de structure

de grou et liespdce de siruciture topologique sent donc sous-jacenies
Al

& l'espdce de structure de groupe fopelegiqﬁée

De rfme, l'esplee de siructure d'annean.z pour esplces sous-jacente
celle de structure de groupe abélién et celle de structure de monoide
(muiti licatif). Une stra@%tre de groupe & opdérateurs o pour structure
sous-jacente une structure de groupe. Une structure de variété diffé-
réntiable o pour siruchture sous-jacente une ﬁapélegig, Ete. 4

Si une siructure est définie sur des cnsembles E!,,.g,Eﬂ, 1z

structure d'ensemble sur E,i soe0 B rTemarque 4 ci-dessus) peut

n
toujours 8tre considdrée comme sous-jaecente & la structure donnée.
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En porticulier, soient Z » 22. deux ecspdces de structures sur les
epes lettres Xyseees £, 51”“’§=p et les p€pes dchelons '1’1,...,1 §
et soient 3; (resp. ‘32) ltaxiope de 2, (resp. Z ). Dire gue 21 -

4
est sous-jocenite & Z& signifie simplement alors gue 'Rg :.mglig R1

on dit dens ce cas que Z est plus riche gue 21 {ou gue Z
moins riche que Z )

(2

Par abus de lanbage_, on ait anssi gu*une sﬁrucﬁure"d'éspéee Z 4
plus riche Qu'zme stéaétufe d?espéce Z't . Toute strae‘buz'e d'espgee Z
 peut etre considdrée comme &t sant d'espeee Z 3 on a:r.t que cette. ;
dez-nlére s*ob'b'f ent en ag’oaavrzssan ia structu'r‘e aozcnée. Tout théorésie
ds 1@ théorie des structur'es d’esnece Z est elcxs un théordme de la
théorie des structures dlespdee Z . Si des termes "31,...,211,51 seesBy
d'zmc théorze 5’ deﬁnlssent une st:metzu.e digzpees 22 » 11s définis-
sent sussi unc struetare d‘espece Z P |

On peut encore dire que sur J:,1 ,...,E} s l’ensemhle desg structwces
d'espéce_zz est com&enu dana l'enqemble des st:r:u.c‘a.res d*espéce
b
Exempleg.— u’eﬂpece de structurs d'ensenmble totalerent ordogné
(o’btenae gn ajoutant & i'axiome des structures d'ordre la relation
s U S = Ax 4 {cf.ezenple 1)) est p.ms riche que Zﬁesp‘éce des struc-
tures dlordra. Une struocture de efroupe avélien est : plus riche
gutune structure de zroupe 3 unée structure ﬁ'espé,ee compact est
plu... riche qu tune strueture dtespace topalagique. Bte.

Remargue.- OConmme le monirent les ezernplés préeé&ents, 1= plupari:

du temps 1la relation 52 est conjonetion de ’_&1 et d'une auntre
elation RT : on 4it gu'on passe de Z " & Z’% en "zjoutont

l'axiome R¥ ¥ aix oxiomes de 3

4 - De mfme, 'o_rr. passe le plus




N E’f. ) .\";. > ’?g‘
v wva.s j

T

souvent dtune structure 2' & une structure 3, & laguelle Z" est

sous-jacente en "augmentant® I la fois l'axiome et 1a caractérisa-
tion typique de 3}/ . : e

2- Honomorphismes et isomorphisnmes.

On noterz que la distinction entre échelons coverispts et échelons

contravariants (n°1) n'est pos intervenve dans 1= définitioﬁ &"ime‘espéce
de structure. Elle ezt é.u contraire essentielle pour la définition des
homomorphismes. ' :

Séi‘k Z une espdce de structure, définie sur les letjbres
'ﬁf"“?in’ ,§,1,=...., ép et correspondant aux Schelons I,,...,'J_‘p sur
Xqsreos Xy, « Soient {s, ,...,Sp}. une structure dlespiee 5, sur EyseeasB,
et (S;,...,Sli).)' une structure de mlme eapdee 2, sur E} , Eé,;..,E!'l .
Soient f.i une application de Ei dans E;_ pour 1€i<€n . On 4i% que les
arplications f:!. eonstitnent un homomorphisme (ou quelquefois ure représen-
tation)des_ ensepbles Eigees ,En : munis'de la strueture (s, ,...;Sp), dans

les ensenmbles E{ ,...,Eé s nunis de la structure »{S{,-..,SI')) gi elles

satisfont aux conditions suivantes pour 1<3igp ¢
1) St I;; est un échelon covariant, Tj<£1 grin ,fn><sj>c.: 51
2) 8¢ T;} est un &chelon contraveriant, ‘I’j <f1 ,...,'fn><83>c.sj .
Ixemples.- 1) Soient S5,5' des siructures d'ordre sur des ensembles
A" . Comme 1tédehelon AxA (sur a) est covariant homomorphisme £
de l'ensemble ordonné A dons 1'ensenble ordonné & est une appliestion
telle gue l= relation (x,y)e S entrotne (I(x),f(y)‘)eS', é'est«é—-
dire (avec dles notations du chap.III, §1) que X < y entratne

£(x) € £(y), on encore que £ soit Sroigsante.
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2) Soient F,F' les graphes de deux lois de composition £,£! internes
sur A,A'yrespectivement (n%4 ,exenple 2). Conme lt'échelon {A XA)xA
est covariant, un homomorphisme g de l'ensenmble 4 dans l'ensemble A?
(pour ‘les deux structures alzébrigunes considérées) est une applicatio

telle que lz relation (x,y7)eF entraine (g(x),g(y))é Ft, clest-a- .
dire telie gue lton ait i'(g(x), (v))=g(£(=z,7)) (cf. A1 1% chap.I)v.i-"
3) Soient S,S' deux topologies sur des enaembles A At (n%, exezmle 3)

Conme 1*éehelen ﬁﬁ (A) est contv'avariant un homnerphlsme o de

d.ans 4' est une apphcat:.on telle que, pour tout X' €St, on ait

' f(X')é S 3 autrement dit, les homomorph:.smes son'h" les appllcatlons

telles gue 1'3i mage réciprogue de tont ensenble’ nwxﬂe?t (pour st) so:_t

un easemblc ewe?*t {pour S) ou encore les appli iﬁom oont:.nnes de

A dans AY (mg.gén. chap.I ¥ § A’;)
Pemargue.-. Si, dens la définition des tonole'ries (n°4 exemple 3), on
remplace 3.’mehelen X)) pax 1%4chelon eova,r:.ant Qif"'(ﬁ), un homo—
uOl’})hlSEie est alors une appliecation £ de A dans A' 'telle gue 1 image

pa:f £ de tourk ensenble ouvert dans 4 soit un cnsemble ouvert dans At

{Vapplz.ca‘blon ouverte de A dans AY) *comme unc telle applieatlon

ntest pas ndcessairenment continume, et gutune application continue
S 9 3

ntest pas nécessairenment ocuverte, on voit gque l2 notion d'homomorphism
dépend de la distinction entre éechelons coverisnits et Schelons

contraveriants. .

On dit qutun homomorphisme (f1 I gfn} est un épiporphisme si fi est une

avplication de fz’i sur Ei (pour 1< i<n) 3 on dit gue clest un monomorphisme

si £,

est une application biunivooue de E; dans E} (pour 1< 1ign).

On éit gue les zpplicztions (f? g..,.,.fﬂ) constituent un isoporphigme de

(E‘?,... ,En} (munis de 12 struciure {8, ,..,,Sp}) sur (E{ goon gﬁ_é)




Somme
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(nunis de la structure (S1 ,...,Sp)) s (E{,...,Eé) (nunis de 1le structure
(S,},..‘,Sij)) gi elles vérifient les conditions suiventes
1) chaecune des a2pplications fi est une application biunivogue de Ei
sur B} (4 £ign) 3
2} les zpplications (..‘.‘1,... ,f ) constituent un homomorphis..e de
(E,;,...,.t& ) éans (ui,..,,Eé) 5
3) si g; est 1'zspplication réeiproque de £, (f% ig<n), les applications
(g, ,,...,gn.) constituent un homomorphisme de (E!,...,u') dzns (.u,i,.. »E, )8

'I1 résulte innédiatement de cette définition gue (.g1,...,gn) est
alors un igomorphisme de (E;,‘..,Eg) sur (E19‘°‘£n)’ dit réeiprogue
de l'isomerphisme (f, ",...,fn).. &

Compte tenu du critdre CE3 (n°®3) , 12 définition d'un isomorphisme

stexprime encore comme suit (f1 - ’fn) est un isonmorphisme si les

anplications .f.l (1<ig n) sont telles que, pour tout Schelon I‘ 3

d
on ait
o} " , _ : _p )
1 Tj_< £, ’“"fn><sj> = SE si Tj est covariant ;
o . P
2 T <f12"*sfn> 453 > = Sj si T, est contravariant.
Remargues.- 1) Cette seconde formulation prouve gue, si dans la cons-

truction dtfchelons of figurent les ‘I’j , on remplace cerioins des
| ~ + + -
signes %’j par des ;}f s et certains des %3’ paxr des gf s 12 notion
d'isonmorphisnme (pour les structures de llespdes Z econsidérée) demeure
inchansés, con s,:emi: ment & ee gui ge passe pour les honomorphismes.
2) Un isomorphisme (f,,...,f ) de (E, seesyBy) sur (E],... Bl ) est

évidenrent auesi un épimorphisne et un monomorphisme. Ilnis les applica-

tions (f,g ,,H?f,ﬁ) pcuvent constituer 4 la fois un Spimorphisme et un

mononorphisme sans constituer un isomorphisnme-
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Eﬁr exemple, une application continue d'un espace topologique A dans
un espace topolo*ique A' peut 2tre une application bionivogue de A
sur A' sans que son appliecation réciprogue soit continue (&02.5 P
chap.I, §4)., b

3) -Pour 12 "siruct ture d*ensemale" sur n ensembles fondsmentaux
Eyp0-4,E,_ , un systime dtapplications (f19..o§; ); (£; =pplication de
E

dans E') est tonicurs un aomomorphlsms 3 dlge‘qua e!est Bn

i
Spi: arnhlsms {resp. Bonomox hisme, laOQO”DhiSﬁE) 31 zzie 31mpleme

gue chacune des P £y est ane surjection (resp. ingect&oa, b*;ection)
H

-

On dzt que ug,...,Eﬂ , manis de (S ,”~,3 ) sont iﬁamoxghes a.di,..; nﬁ

zunis de (ST,...,S ) s1il existe un 1scmnrphlsme de 41,.;.,Lﬁ sur

;,;..,h* ; on dit eﬁeere dans ce cas qme les stractures {si,...,s ) et:;

(Sg,...,S') sont lqomcigﬁes‘

Tes déflnltl‘ﬂs aon&ées ﬂvudessus entr aineat les cw

&3]

jes survants,“

compte tenu de 632 et de 1= eufactéﬂlsation deq blgcctlena“cué Soient

(Sg,..e,s Vs (S,g...,s ),{S ,e,.ssﬂ) trois structures de m@ae esgcee P

sur des cﬂceﬁbles '(ﬁ?,-.¢§ﬁ ),(E1,...,gn), (Eg,.,,,ﬁg} respectivement.

une anpl cation de z. duns E! s 8; bne application de Ei Gans

Ef (’ééign). Si (..1,0..,f ) et (g,f,.s.sgn) sont des benomorphismes

)

{resp. épimorphismes, Eﬁﬁomﬁrrbzsmes, isomorphispes), (gi°f1”"’gn°fn)

est un homomorphisme (resp. épimorphisme, monomorphisme, igsomorphisme).

CES. Soient {Sigs.sgﬁ ),{Sgg,,*,S?) deux siruciures de mbne espece '

sur des encenbles {L m.,.ﬁu ) (&4,..,,u9) respectivement. Soient

>

(fa,ggegi ) un homomorphisme de 531"”535) dans {E%,.,.,Eé) (gﬁ"'5gn}

un homomorvhisme de {E%,..‘,Eé) dsng (Ei,e.egﬁajs Si pour 1<ign ,
fon 3 % ritin = Ini-mfr + ? 3
gi°fi est llanplication identigue de 4, sur Inj-réme, ot £;08, ligopli-

l-.h

cay

r.l-
1!'

ion identigue de E! sur lui-m8me, slors {ff,¢c,,fﬁ} est un isomorphisme
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de (E1,...,En) sur (E{,...,Ea), et (31,.,.,gn) 1'isomorphisme réciprogue.

Soient E1,-oa,En des ensenbles nunis é'unelétvuéture dtespdee 2, .
On dit qufun homomorphisue de (L sese sy ) duns (u geee sl '} est un endo-
nornhisme de '(Ei,...,an), et gu'un 1somorpﬂlsme:de (&1,.‘.,an)-sur
(31,...,Eﬂ)vest un automorpvhisme de (Ei,...,ﬁﬁ);*~§e composé de deux
 endomorphismes (resp. automorphismes) de (Ei;.L;;Eﬁ)'est un endomor-
phisme {(resp. antomorphisme) 7 l'isomorphisme'réciprcq&e dfun sutomor-
phisme est un automorphisme. |

5. Ensenbles suxiliaires.

Il arfiée souvent gue, dans la théorie dtune espdce de structure 2?
définie sur n lettres; Kyseees Ry 5 OB stintéresse surtout & des
homemorphiémes~et isonmorphismes (f1,t..,fn) du type paxrticulier suivant @
les deux systdmes dlensenbles (31"“’En)’ (E{,...,Eé) gue 1l7on considére

3

sont tels gue EizE; pour m+i€igsn , et fi est lLlapplication identicue

i ASE0LL0NE
de Ei sur Ini-n@ne pour ces indices {le plus souvent, on a m=1, sutre-
ment dit, 51 est 12 seule des applications fi gui ne solit pas llappli-
cation identigue). On convient alers de réserver le non d'homonorphisme
(resp. isomorphisme) & ces homomorphismes (resp. isomorphismes) parti-
culiers, et de donner un zutre nom sux homomorphismes et iscomorphismes
plus géndraux quand 11 arrive gulon les ubilise. Dans les mBmes conditions

on dit gue Em%?,s,,,zn sont les ensembles suxilizires pour la structure

considérée ; par =2bus de langage, on dit gue cette siructure est définie

sur. Ez,oasgﬁ et on parie de 1l'homonorphisme {figa..gfm) au lieu de

(£y500008))
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*Par exemple, une structure d'espace vectoriel (Alg.,chap.II, J1)
est définie sur deux ensembles K (le corps des sgalaires) et E
(ltespace veetoricl) ; mais K est considéré comme ensemble auxili~ .
aire, et les hononmorphrismes correspondants sont. appe}.és agglz.eatlons
liﬁéaires. On =z anssi parfois & considdrer alors des. homomorphismes

au sens de la définition géndrale du n 05 3y on les- ap—pelle ag_;gllc,%jtloﬂg
semi-linéaires. A T

De méme, une structure de variéditdé différen ’cz.a*ﬂ}.c fes'b définie s

deux ensenmbles, dont liun est la variété ot 1’&_1:3& l_'ensemble 'R

des nombres réels, considéré conmme énsemble auxil -a-i‘:sfe. Une st'mcture

dtespace £ibrd est définie sur deux ensémhles l'espaee fivré E et

le groupe correspondant & s & étant le plu.s souven‘h?’cens*déré comme

ensemble auxiliaire .,

s e

7. Transport de stmmture. Iden‘bulcatlons.

Seit =3 sma espece de structure définic par la domée de lettres
ﬁi’qa‘yxa, m‘i”"" SP 2 é‘é@helﬁﬂs 1,6‘0_5? et d"xlﬁ axiome :B:O'.

Soit (S,;,.,.,u ) une structure dleapldee Z sur des’ eﬁsemles

31 seee sB, , 0F soit 3'.’ - une application b:z,imivogue de E. sur un ense@.’ole
ﬁg' » po‘u;r 1< i<n . et f, ;’Mpllcatian fec_ﬁio_que. Posons : »

§3 = T3<f§,,.@9.‘.n><sj> si T, est covariant ,

8§ = 3:;; <f{9.,fé><§1> gi "Z"j est ,e-dzﬁ;ravarian'b H

la sirveiure {S,i yo o g

?) :
gpplications biunivogues £,,...,f, . Il résulite alors des d8finitions

gue (fz,...‘,fﬁ) est un isomorphisme de Ey,...,E munis de (Si,a.,,s Y,

n
sur EBl,...,E! wunis de {S;,“,,Sfb) « Inversement, si (g, 200098y )
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est un isomorphisme de Eyseee,E, munis de (S1,...,Sp) sur des ensembles
E?,...,Eg munis dtune structure (S?,...,Sg)ﬁd’eépéce .2: s cette der-
nidre strugture‘est obtenue en transpertant (5132;.,Sp) an moyen deg
applications g s...,8, - ' |
Bang une théorie € s Soit (51"“’fn? un isomorphisme des ensembles
Eq,...gﬁﬁ s munis de la structure (ST,...gSp) dtespiee S sur des

ensembles BJ,... E!

1 n? '
Tioeres EE les échelous construits sur n lettres X, ,..., X, qui
servent & d4&finir ltespdee 2 , et soient ng ﬁ..,g'@é{q des &chelens

- covariants (distincts ou non des préeédd ents) construlis sur lés mémes
= s - . 5 - ) ol R :
lettres. Enfin, soient C,r-cc5C_ des termes . de & +4els que les

3

munis de 1= sﬁrueﬁare‘(83§..§95%). Soient
¥ -

relations G‘zké’: Q’ ?(Ez 5o 5 QEn) (1< k<Lq) soient vraies dons ¥ , et
posond Cf = E{k <z ’“”fn> (Gk} (1€k<q) ; alors les relotions
Cée'{_,_fk(E;,...,Eé) "{1€k<q) sont vraies dans & s en raison:-de CE1.
Cela é&tant, 1= plupart dés relations de la forme’ |

A % KisoeosEps Sqseens SpsZqseces 2 % qui interviennent dans la
théorie Z sont telles gue, lorsque A g E1 ,,..';E_ ,31 i e ,sp',cf see 4C e §
est vraie, il en est de nfme de A % % cee B, S1 ,,..,SP,C;,...,Gé §

(ef. Appendice I). En raison de ce f2it, on notera souvent par le méme

signe les termes C}! et G, (en particulier E-i et Ei seront notés par

2y

le m€me signe, zinsi que S:i; et Ss.) 3 lorsgu'on £oit cet abus de langsge,

on dit gu'on 2 identifié les ensermbles 31 yu.gEﬁ . Dunis de {S,} ...,ap)

aux ensenbles “;,,..,E nunis de (S; ,.,Q;S;} s 20 noyen de 1'isomor-
¥

phisnme (f?,an,fn)»
Zxemples.—- 1) Au chap.II, 3 5, on 2 d&fini un cericin nombre de

bijections, dites canonigques, de ceriains %ermes de 1o théorie des

ensenbles sur dlanitres termes § sisnalons entre autres i'applicatioy

fosde
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canonigue de ltensemble F* sur 1l'ensemble F (= o) des applica-

tions de Z dans F, l'application canonigue de 1'ensemble X
sur EIQ( s celle de A x3B sur 11 Z-Xi , of X, ah 12..,13 ’

celle de !} X sur X lorsgue (J ;
R 15% ) “_zi : ae (Jy ) pex

est une pertition de I. Dans tous eces cas, il es’:: dtusage

d*identifier les termes ea*ﬂresponaanﬁc’ au moyﬂa c’te ces correspen—-

danges biunivogues. De mme, ltapplication G,~>(6,4,B) dé‘ 17

semble g (A x3B) sur llensemble des coz*:eesaonﬁames de A duns B

e&t une az:ectmn 3 en raz.son de ce fait, o :z.éem;l_»,ic trds sowen‘f;

une cez’zes*}aﬁdanee er‘bre A et B (et zn

tion de A dens B) avee son or phe.

2) L’aagemb}.e des entiers uatu_rels jg” est ide{r{:lfzé & une

‘l’ensembla Z des entiers :ea‘elonnels (ee dernle-r
z_m. comme un ensemble qaotlcnt de lfensen’ele des cou.ples

zzgn) dfﬁn*ie*m nsr‘-,:fela) s li'ensgentle Z est zdenblzie & une

LY

partic de ll'snsemble Q des nombres rationnels (ee dernier étant
88%1ini comme ensénmble quotient d'un enseuble de couples (x,v)

d'entiers rationnels) ; 1'ensemble. @ est ide ntifié & nne parti
) <

K des nombres s { lernicr &tant d4fini comme

ensemble guotisnt d'un enserble de Filtres gur Q ) 3 enfin R est

Jte
[
L)
1
ool
Jedo
(SN
g..u
@
S
o
bl
€
o]
(9
i
[
pv-.?o
)
[ T
(\
b=t ®
"
(1)
i
s}
[0
B
fjoot
[42]
)
[9eX)
(1)

S nombres conplexes

{ce dernier Stont 447ini comme ensemble de couples {x.v) de
) b
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On zura soin de ne %aire des "identifications® que lorsqufon ne éisquera
pas dten déduire involontairement de telles ézalités contradictoires.

*Par exenple, en arithmétique, il est commode dtidentifier unm corps K
de nonbxes algébriques & un sous-corps de chacun de ses "cérps
locanx® K?j y qui sont des complétés de X pour certaines.topclogie&_
Imis lorsqulon considdre simultanément plusicurs corps locaux K#f
{en nonbre fini ou non il est aussi ccmnode dtidentifier K & 1z

"disgonale® du produit TT? Ky s 1'618ment x€ X Stant identifid

& 1'8idment (x‘) du p_odult tel gue ;=X pour tout indice i .
Dans ¢ce dernier cag, il sera reconmandé de renoncer & ltidentifieatio:

de K & un sous-corps de chacun des K ﬁ « %
$
3. EZspbces de structures Sguivalentes. -

Considérons n lettres distincies Kysrees Xy s et deux esplces de
structure,- Z " Z’ s comportant chacune lz donnde des lettres Xyseos st
en ou;cre, Z est définie por p letires é‘! geoay g_p , p échelons
TT,...,‘E? sur Xg,ee.5 %, et un axiome E’ 5. Z” est définie par ¢
lettres E ,_m,,g,q , g 6chelons };_f? ,,..,}_{Q Bur Xq,e..,%, et un
axione §; ', Supposons gue, dans lz théorie %: gre lton considdre, on
ait défini g termes k.% S qseees 2 a., ? {1<k<qg) et p termes
,gsj ;21 iy Eq% (1€ igp) de sarte qzz_e les conditions suivantes soient

remplies :

1° One I%Q’{%Ef:””}@ és*”&Q %919~*°§§;g§§é§k (1€kgq), et
§?'l§ ‘%’“‘5*p%’“"fq%.%—;s'”géng=§;€-§ (1<igp).

2° Ia relation

g r’?i £ ses i 5 T t ¢ . se@ Pq seee >
igg,;q et ey 3?‘:6&?9 R %é‘gs sﬁﬁ’é‘fr 9.‘29%

entratne 1z relation
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f1§_§1,...,§_p§cy1 et voo et gqggé,...,gp;cyq
et é'%égs“‘s;&ns-ﬁ?r‘“’Eq% '

et 1z relation

a'{_{g 4 ;mqe"c gt

_S.:
: f“u,gf } est an i
(51,a10$3 ) dans E{,-..’ﬁ‘,

-(LqﬁcsogTé)

es d?espéee Z ont les mémes ho"

_ois conditions précédentes sont remplief;, :m dit gue

I1 est clal::: ﬁle = que pour tout théordnme é

§ 35‘°°sxﬁﬁé1 gees g 5

Sp}

de 12 théorie ZZ ées qtruuci‘ur@s d*espéee {g;s s 1z relation

ﬁi% ?5"‘9’Kn7§§i§”'°ig

structures dlespdce 3.°

LY ».\!\.V'

p est un théordme de 12 thésrie fZ; des
s

et inversement, pour tout théorime

gf Egseees Lps gz,,..s gﬁg de la théorie 62 s 12 Telation
Ea;:ﬂ,g,...s xggfi,‘”gfg ezt un théordme de fyg - I1 n'y a donc pas
= A2

de distinction & faire enire les deuy thiories




Exenple.- #Sortjﬁ l'espice des structures topologigues (n°4,exemple 5]

définie sur deuxz letitres 4,5 . Considérons la relation'v

(x€8) et (ETA) et (V U)((TES et xeT) => (XNTAF))
Zlle admet un graphe Qc A 5}3}(&) par rapport au couple (x,X)

Q@ est appeld llensemble des couples (x,X) tels gue x soit gdhdrent
& X (pour la topologie S5). On peut démontrer (of. Top.zén.,chap.Il)
gue les relations suiventes sont des théordmes de ‘5;2 s
(V)T b = T OLI>)
(VI (Ick = 0<Q<T>> = Q<T>)
(VINVZ) (T 4 et Zob) => eTULZ> = QKY> U Q<25 ).
Concsidérons alors llsspéce de strae%ure éfi définie par déu&
lettres 4,7, 1'8chelon covariant &.x,f; (A), et la relation
(TocaxPF ) et (YNTcA=T < 2<TD>) et
(VY)(YCA‘&L<L<Y>}° LY ) et (VINVYZTICT A et Zc;A) =
PLYUEY = TLY SU m<z>)
Considérons dtautre part 1ls relation »
(T 8) et ( Wx)(xeU => 2 2<A-T>)
Ltensemble des U satisfaisant & cette relation est défini et est
une partie P de ;U {A} On démontre alors {los.cit.) q&é les relatios

suivanites sont des théorinss de i@éﬁ, i g

2

8 7 H . - o
(VEMFI){[(ZecP et YeP)=>» (ZNT)EP) .
- B - 3 r.n: 7~ 5§ Z o & =8 & =
Autrement dit, les ternmes Q%D% et E%Eg vérifient lo condition 2°
ci-dessus. On vérifie sussi qutils satisfont & 1= condition 19 et gue
2 4 - - 7
les structures dlespdee >, et dlespdce >, ont les npémes honmomer-
7 Les

vhismes {(dire que f est un homomorphispme de & dans A pour des
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structures T,T! dlesptee signifie que la relatlon xef‘<X,>
4

" entrotne f(x)eTrLELX>> , ce gul est une condition de conti—-
nuitd pour £). _ '
On considdre donc toute structure dlespéce Z’l comme une

topologie, savoir celle définie par le terme P%i‘ § correspondant.
§ 2. Structures dérivées.

1. Structures plus ou moins fines. L RS

Solent B, ,«..,B, des ensembles, (5, ,.,.,S ) et (5] ,...,S ) des stz u.ctu-—

reg de nmBme espéee =, sur E.} "“’&n . :}észﬂ‘nans paxr e “1ia pplle tlon

i:
' identique de E,; sur lui-méme (1Sig<n). On @it que la strueture (S ,..,S )

est plug fine gue (S%,...gsﬁ) {ou gue iSi,u” {3% est poins fine que:

(8 50 ,S }) si legs-.04e, } est un homeomorphiswme de E?:gs ee By man—is de

%

(S gseo ,S )’ Su B1 ’...,E !"".llnlS de (Sf,t-o;Sé} ‘s

De cette définitlon et du eritdre CE4, 11 “ésul‘bc aussztﬁ’c que si

‘.,d,l ,...,E* sont des enqeunles manls dfune structure (S,’.’,”.,o“} d'esmce
2, s et si (fi,...,f ) est un nomomorphisme de Ei""’Eu mnis de
_(S',...,S ) dens E seoe Bl mni.s de (S,‘,...,S‘g), alors. If1,0¢a’f )

est aussi un hemomorphlsme de .,44 s++e 5B, munis de (.S:;! jeee ,Sp) dens

i} PO AL runis de (Sﬁ,... 52 1) . De wdme, si (g, ,..?gnj est un hemomor-
nhisme de EJ s« ,.i’:n nmanis de {S?,;..,Sg}, dans E;{ sews 5B, munis de

(5, ,...ssp), ’{g,g,,..,g;ﬁ} est aussi un hcmomé:v. hisme de  Bj,e..,Ef munis

L3

de {sg,..‘,sgj dans E,,...,E, ounis de (S,,...,Séj

En %ermes plus inagés, plus une struciu e (@lespdce Z } sur

!

Bypeee B, est fine, plus il y 2 d‘homomorphisnes de E? gv e 333

dans des embles munis de structures de nénme es éce, et poins
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de tels ensembles dans E,é ,“.,Eﬁ .
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Soient T, ,...,Ip les échelons qui intervicnnent dens leo définition
de 1l'espdce de structures 3, . Il résulte de la définition d'un homomor—

phisne (§ 1,n°5) gue l'on peut encore exprimer de la fagon suivante la
condition pour gque (81,...,5 ) soit plus fine que (S{ ,...,S') .1l faut

et 11 suffit que
10 ij:':.:S';'i lorsaue ‘T‘. est covariant

¢ - S'c:.Sj lorsgue‘ T; est _contravariant.

I1 est clair que 12 relstion €S1,...,S ) est plus fine que
(S;,...,Sé)" est une relation d'ordre (entre (S,,a..,ss) et (8, ,...,S 1)
dons llensemble des structures dtespdce 2, sur 31"‘“’ﬁn car si une
strunecture eét & la fois plus fine et moins fine gutune antre, elle lui
est identique. On dit gue deux sﬁrue%ares dfespéee > sur Ei,...,E
sont comporsbles si l'une est plus fine gque l'auire 3 on dit gutune

strueture est strictement plus fine (resp. strictement moins fine)

gufune asutre si elle est plus fine (resp. moins fine) gue cette
dernidre et en est distincte.
E‘;xemglss.w 1) Comme une structure dlordre est définie par 1l'éSche—
lon coveriant Ax4 (3} ?,n%,exempze' 1), pour gutune structure
dtordre de graphe S sur A soit plus fine gutune structure dlordre
de grephe 8', il fout et il suffit que S < 8'. Autrement dit,
denz &léments x,y de & comparables pour ¥ doivent sussi 8tre
¢omperables pour S' (chep.III, $1,n%, exemple 3).
2) Considérons deux siructures alzdbrigues P,F! de mBme esplce
J. sur un ensemble A4 , F et Ft &tant les craphes de deux spplieca-
tions de A% A dans & (§1,n°3,exenple 2). Comme 1'4chelon
(AxA)x & est covarisnt, dire gque F est plus fine que F' gignifie

ve P C F'. I2is comne F et F' sont des zrophes fonctionnels
g
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ayant tous deux le m@ne ensemble de définition AxA , on a nécessaire-
ment F=F1. Autrenen+ dit, deux structures comgarables dtespdee >
sont nécessairement identigues.

%) Soient §,5' deux topologies sur un ensemble A {8 1,n%5 exemple 3).

Comme 1l'échelon coxrespondant gf (&) est contravarieont, dire’ﬁue‘s

est plus fine que S' gignifie gue S'<S : en d'autres termes teube
partic de A qui est un ensenble ouvert pour S?! est gussi un ensemsle
cuvert pour S {ous de fagon plus imagée, plus une stracc&re est,i;ﬂe

plus il ¥y a a’eﬁsemﬁlcs agverts pour cette stvuctu%e)

D

= mwrgve.u uOﬂS vengns de voir un exenmple of deu; tructures conpara-—
bles de m%aa espdce ES sont nécessairement ideatigues {2 fortiori,

T'ensemnlu des *ﬁvuctnres d’eupeee 2. sur un ens eé&le denné ntest pas

un enqemble,s?dsﬁné fllzrant) On rencontre de nawﬁreuz cxemplco de

telles. stu

ac%ares ::g ietures 2lgdbrigues Qont 1:3 101& de eem9031~
tion sont. pzruoat éﬁi&n;c~§'stwaeturns dtordre %asal topclo zies
dtespace com@act tcnel&*ies diespace de Frdchet, topologies définies
par une valvur agsslae {ou une valaablen) Sur un cOrps, ete. 4

Pour ces egpéces de stract“°eu, up systoems d?a,yiieaticn (f?,g.gfn)

(5

is un 4pinorphisme et un monomorvhisne est un isomor-
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}, on obbient une strueture plus fine gue (8],...,81), done

Plus gar%iéaliezﬁﬁenég il peut srriver gutune. esg%ee de st “ucture
2. soit telle gue deux siructures Gfesplee J sur les Iémes ensembles

t‘lfaﬁe de 1lsutre por transvort

n
1
de struciure 3 1l en est ainsi de 12 strueturs de corps premier, ou

de celle dtespsce vectoricsl de dipension finie sur un corps donné
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{considéré alors comme ensemble auxiliaire), ou de celle de groupe
nonogZine. L

Le cos extrBme se présente lorsque denx: structures diespiee Ef "
sur des ensenbles 31,..¢,E ‘et E%,...,Eé guelcongues, se ddduisent
nécessairement ltune de l'auntre par transpori de structure. On dit
alors gué llespdee de struciure 2. est univsiente. *Il en est ainsi
de la strueture de zroupe monosdne infini {isomorphe & Z ), 8¢ celle
de corps preniér de caractliristique O {isomoéﬁhe a @2), de la structu-
re Ge corps ordonnd, archimfdien et complet {isomoxrphe & 'R., 1ten—
semble £ iﬁtervenant.comme ensemble auxilis "e dans cesldeuz dernidref
structafes), ée la structure de corps connexe, localenment conpaet,
cemhut tif et algébrlqaement_elos (isomorphe'é €}, enfin de 1la
structure de corps connexe, localement conpact et non commutotis
(icomorphe au corps des guaternions K )*- On observers gue ces struc—
tures sont assewtiell&menﬁ celles gui sont & 1z base de i=
Iathdnatigue classigue.

2. Structnres initiales.

Pour simplifier, nous allons 3anpeser, dans ee gqui guit, gne les

stroctures dont il est question sont définies sur um seul encenble, oun
gue tous les ensembles de bose sont des encombles auxilisires, a4 l'exfep-

tion d'un ssul.

Considérons une espdee de siructure 5 s 8% une famille (Ag) té‘i
dfensenbles, dont chscun est nuni dfume struciure éi 5(521 Sqag,,,igp )
dfespdee T - Soit dfautre part E um ensemble, ¢t, pour tout <€l ,
soit £, ume opplication de E dons A, - On ai% gutune sitruciure
éi = {S?ésqs,,afu&) diespéee Qis sur B est struelure initisnle pour l=
fanille {éi " éé: s £, ) ¢ 1 ©1 elle posstde 12 propridté suivante

z
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(IN) Gnels que soient l'ensemble E', la structure of dtespece S sur E!,
et l'application g de E! dons B , la relation
g est un honmomorphisme de E! dens E ©

est Sguivelente & 12 relation

®guel gque soit 1€I, £, o g est un homopmorphisme de E' Gans A % ’

Comme nouns le verrons ci-dessous, il n'existe pas nécessairement de

structure initiale pour une famille donnée (4, , df , £;) s meis on o

le crittre 801vant e

' O0E5 . S'il existe sur E une structure. initiale pour lo famille

(4, » di s £,) e s clla est unigue, etwelleheqtﬁla mslns"flne,des

structures &'espéee ;i sur B nou-@les;uolleqﬁcaacunefaeﬂna‘-1zcat10ns %

est un hamembryhisme.

Zn effet soi% &f- “une structure initisle éur'29;:ét'_éﬂ’&ﬂe structure
dtesniece ;Z sar § pcuf laguelle éhacuné'dés‘f esu un ‘hopmomorvhisme
désiznant par §j1?épplicatioa identique de £ , puni de,g{t , Suw E , muni
de q:, onvpeugéenccre dire qae f, e e est un nomomorphisme pour tout
2€T1 3 eﬁ,vertg;éé 13300n5 ion (IN), e est un hcﬁoéﬁrphisme, ce qui signi
fie n°1)‘eue §fV'esé plus fine que ezf . I1 est clair d'autre port, en
appliguant {IE) éllfangliea51an ;&eﬁﬁiqaﬂ de E {muni de gf ) sur lui-mBme,

qus chacaac &eavf est un RGQGQG“inQﬁL de E dans é@ cez gui prouve le

.Zp =
critére.
Lorsque I est un ensemble & un seul S1lément, la sitructure initisle pour

le seul triplet (A gfif} est encore =ppelde {lafsq; elle existe) imoge

réciprogue por f de 12 strueture «f -

On 2 1c critdre de ftrensitiviié suivant ¢
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CE7. Soient I un emsemble d!indices, ({A.).A.GI: une partition de I . e
 Pour tout 2€7I , 80it &, un ensemble, e)f une structure d'espiee >
sur A-. Pour tout Ae L , s0ii B) un ensemble. Pour tout zeJA ’
soit g, ~ une spplication de B) -dans &, , of pour tout A €T , goit
h.l. une anplication d'un ensembie E dons BJ\ - On suppose oue, pour tout
Aed, il existe une structure initisle ef pour 1z fonmille

{a,, e)f . gA?’ 8 €d, ; on_suppose en ou.i:re gu'il existe une structure
initiele o pour ls famille (3, , )‘, By )yer « Alors, si, pour -
tout A€ T et .pour tout <€J, on pose £ = g,.°1, »lz structure

F“est structure initisle pour 1= famille (a,, <, fz)'teI .

Zn effet, soit E' un ensemble muni d'une structure é‘f? d'esptee 2 é

et u une application de E' dans E § 1= relation "u est un homomorphisne
de B dops B W (E &tant muni de FYY) est équj.valente 2 fguel gue soit
AET " hj\_ o u ‘est un homoﬁorphiscxe de E! dans B.A. ’f} ;s comne la relstion
h 4\. e u est un homonmorphisne de B! deons B 7 T est édguivalente &
réque'l que soit ¢ € 9 g, ,° J\o u=£ ou estun homomorphisme de E!
dans &, " , on voit que " vérifie 1a comdition (IF) pour ls famille
(AL’J: .’~f£)1eI : | .

Soit ¢ une epplication biunnivogue de E sur un ensemble F s et ¥

l'applieaﬁorz réeiprogne 3 s'il exisie ume structure initisle gf pour

- la fanille Eﬁi' 5 Jf' 5 fz) ce T ¢+ 12 structure 00 sur F , transpertéde
de Oi par ¢ , est structure initiale pour la famille (4 " d: ’f¢°w)¢ eI
coume il résulte gussitbt de la définition .
Exempleg : I. Structure ir:é.zzite. Soient A un ensemble muni d'une structur
J dtespdee 5 , B une portie de &4 , i 1'injection de B dons 4 .
On appelle structure induite par f sur B ltizmage réeiprogue




- 30 -
(si elle existe) de la structure f par lfinjection & .

Une structure d'ordre induit nnme structure de pre espice sur toube
partic de llenscoble ok elle est définie 3 il n'en est pas de mBme
d'uhe structure diensemble ordonnd filirant. * Bne'topolooie induit
une topologie sur toute partie de llensenmble ok elle esi déflnle H

il nten est pas de méme dtune topologie d’espaee eampae'i:. Sur une pe“
tie quelcongue B dtun ensenble 4 od est définie 'ane structure algé-
brigue cette structure'-n"iziduit pas en énéral une str:mtare de z:éme
espéece 1or€=cm.e la structure dounnde sur & compo:c“i:e aes lois de compo-
sition partou ééfmﬂes, il est néeessaire gue B sait stable pour
chacune de ces lois, meis cette condition n'est pas suffzsante. %
Bemorgue .- 'Bovéqaé 20' est une espéce de structure goims riche

gue =, '-}.1 r*rive souvent (com!:le le aont%en‘é; les ezemples préeéden'i:s )

q,ufune‘straemzre a'fesnéee Z sur & n'induit }gas ane strucmre de mbme
espéee s‘m gne fp“l”‘ble B 6e i:, mais qu'eﬁ anpaawxssant 1z struciure
donnée en une sitructure d?espéee Z , elle induise sur B une structux
dtespiee Z_;@ 3 par abus de 1angages on dirs encore gue cette structux
est induite sur B par la structure donnde.

Le critdre géaérgl CE7 donne pour les structures indultes le criidre

de trongsitivité &

=S

CZ8. Soient B upe partie de A , C une partie de B 3 =i une structure f

sur A indunit sur B upe structure P’ , eb si o induit sur C upe

structure %, glors ” est lz structure induite sur C par .F .

ii. Btructure produit. Soit (4 ) 71 Une famille dlensenmbles, et sur

cnague ensemble & ; soit o une struciure dtesplee Z s secit

fesd
i
o
LR
’m!
)
i
o}
($))
B
‘_J
(4]
t':.l

produit de lo famille (4,), . (chep.II, §5),
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et soit pr, 12 projection de E sur A‘ « On appelle gtructure produit

des structures gf la strueture initiale (si elle existe) pour 1la |

famille (&, J: > DT, ) o | o
Une famille de siructures dlordre amdnmet toujours une struciure-
produit, mails non une famille de structures dlensemble totalement
ordonnéc'ghe famille de strucitures de sgroupe admet toujours une
structure produit, mais non une famille de structures de COrps.
Une fanmille &e'%spolagies admet toujours une structure produit, msis
non une famille de to?blogies dtespace localementd compact.

Comme il »8snlie de ces exenples, on peut souvent définir une

structure produit en gppouvrissant l'espdce de ls structure que
lton considdre.
Le critdére CE7 donne pour lss siructures produits le critdre

d'asgociotiviié :

CEC. Soit €;A,)ﬁ,éfﬁ une partition &%un ensemble I . Soit {éz)gezl une

fapilie dﬁénseﬁblgsﬁzgi une structure dfesplee 23 sux A@ . Si, sur

A . . el 3 .
chague produit partiel 3& = {4 éi s o ,; est 1a strvciure produit
== S B - S R Bl
~ - L €Jdy 7 i
des J, (pour <2€d, ) et si, sur lc¢ produit E= 1] F, , $*est
£ £ =

AcL ~
3 . o g_,@f =3 = t SIS 4 2
iz _structure produit des ., , alors, en identifisnt E au produif

7

[l a4, , F7 est 1= strocture produit des F (=zeI).

T =

@b
AL
=

W]

‘ne sutre application de CE7 domme le critdre sulvent. relatif asux
¥

£

L3

3

structures induites par une structure produit -

»

CZ10. Sodent (B ), _; une famille d'ensembies, f ume structure

)
dlespéece >, sur B . Pour chague c€ I , soit A Dupe portic de B, .

£ , =
une_siruciure ji sur Az s et oue

sur le produii B = | B, , il existe une structure ;? produit des £ -
%

2

g
Jans ces conditions, les propositions suivantes sont égulvalentes :
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a) sur l'ensenble 4 = ” A =8, AL existe une siructure f 1ndvri;e
1€T

b) sur llensemble A , il existe une structure o/ produit des siructurss

‘f[ .

En outre, ces propositions & iradnent gue

S

En effet, soit :3‘.1’ ltinjection de &z’ dans Ba s 1 1'injection de 4 dans B

pg 1z projection de B sur Bz s p; iz projeetisn de & sur ﬁ}a s on o &vider

ment Do is= i e pt pour tout z€I . Dilapres GE?, ';}O” est la strue-
&£

ture initiale correspondant & la famille (B, » Jos Q@c i)ie ; et F
12 struciore initisle carreqpondant a ls fapille (B,L,Jf ',pa PN i)z €T
et f’ la swz&c%zz:fe initisle correspondant & la Fanmille

.(B @,1 p)ﬁez.goalecr+ere

Cn 2 enfin le e.eiz:ere suivant ¢

I

CE11. Soient { "éél (B, ),fé deux familles _'deg_ﬁs;aﬁhles_; efg une

structure ﬁ‘fe@}% e > sur E, ¢ gfi une shtructure dlespdee 2, sur B, -
Soient of (resp. ) 1o struchure produit des  (resp. ;; ) sur
&
il TR T e 5 . . T -
A= | &, (zesp. B= || B, ) ;et, pour bout <€ I , soit £ une
el .. ¥ 16X
anmlea‘sﬁ on da A dons B

% % ==

. Pour gue l'spplication F= {£), .1
1

soit un ’ﬁomsmsahisme e A dong B , il faut ef il szzf:f"s gue, pour tout

1€l , £ s0if un hamm@ phisme de A, daas B, .
Il suffit en efs’:‘e‘t dizappli ner & £ 1o cond 1ition {(I7), en remarguant -

que, si pr est 1= projection de B sur B‘& s O 8 DL o = f@ "

IT1T. Borne supérieure d'une fanmille de s*‘eruc%a_g?es,

Soit {@:’ ) 7 une fznmille de structures de mlme esplee > sur un

mEme ensenble & ; désignons par A‘a ltensenmble & muni de lo structure
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une structure initisle F pour la fanmille (4, ef s, )s 11 résulte de
026 gue o est 1z meing fine de toutes les Sumctu:ces d'espdee '
qui sont plus fines que chacune des siructures ..f ¢ autrement dit,

' F ‘est 1a borne suprieure de l'ensemble des é: dans l'ensemble des

structures dlespdce ' sur A . Ihis il peut se faire que cet ensen-

ble aﬁaei’;ise uﬂe_borne supéricure, ssns ciu.e cette borme supérieure
solt strueture initisle pour la famille (&, e}f s 2, )

Par exez:ples considdérons llespiece 'de structure Z définie sur
deux eﬁsenﬁles F,A , of F est un enqezble eurilisire s 2, est
Adéf%nze };v;f la donnde dtune espdee de structure seus-—;acente _Za
sur F., ot on outre un senl dchelon {covariant) A , et une letire S
1a caractérisation '%;vp% gue eaéyazte {en outre de celle de Z ) ia
relaotion S 4 enf:aa liaxiome de 3, est 1la conjonction de celui
de 2 et de l'exiome

4=F et SE€F |
ot F est un terme de 12 théor ‘552 . el que ?C,,‘;Q’ (F) et
ssitisf aisant aux conditions suiventes z 1) pour toute partie @c_‘; §
' tous 1@35’16@" s 18

réunion des X € @” appartient & ? 3 2) il existe deux ensembles

o
D
fond
free¥
e
fle]
o
-
=t
[
M
[l
m
C"
m
&
=
[
v
t
W
&
ey
M
L)
(]
o
0
t‘.'l‘
5
&
s

2
AR
e
(AR
£
]
o
3%}
4
o
(i
o
0]
]
I
SYM
a.gg;\
D
e
e

ppartenant & els gue i‘%f”égg n?a;ﬁgez"sienﬁe pes & F
: F l'ensenmble des porties de Ré
définics par trois indzalitéds : x 20, 21, 7y2>8axb, a et b
arvitraires). Considérons alors sur 4 les denx structnres dtespdee
2. obtenues en prenant pour S les cnsembles N Hy et O,, et soif
EI%EI?(}E%’E ie réunion des ensembles de F conienus dans ﬁzﬁﬁz .

Ces deux sirucitures admeitent une borne supirieure définie en prenant

L
i
"
&
Jete
n
&
=]
S::"’

hoponorphisnme de A muni de U dons B muni de E1
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(resp. HZ) est une application £ de A dans 4 satisfaisant & la condi-
tion E£{H)< E? {resp. f(I-!)C:Hz) s et il est facile de définir une
epplication £ telle que f(¥)c< F,NT, , mais telle que Z(H) L W 3

£ wlest slors pas un éﬁéeaerphisae de & muni de 1= structure ¥

antrement dit, Io conditiorn {(I¥) niest pas vérifibe et H niest pas

structure initiale pour K,; et ‘fl‘z . A e
Hemargue.— Soit B liensenble produit E " A 3.“ dlcﬂgen le de ee
nrodai ts et h 1'g ,Jplzeat% on canonigue de & sur A s telle que h(x}
soit 1'418ment -(x?g )'z e Tel gque X, =X pour 's,aui: 2€ I . Supgasons.
quiil existe sur B la structuze p?'mm.-t F! des ,Bi s oF Bur A 1a
st:cuctu:eéﬂ 'f > iﬁ&ﬁrif-e'par f" s et désignons par Qf 1’? structure
obtenue en %r napax’zam F% sur A par 1*&@%1;.%1:10& h ,comme on peut
Serire ei-,::v ,pz'ig joh , of i est ltinjection de Aé‘.ans B , le critdre

de trensi¥ivité CE7 prouve que  est la structure initiele pour

pdee de structure 2 , et une famille

<2
)
i
[#]
frds
(@]
(D
e
O
)
m
([;:D;
(2]
%’9‘
W
@
i
8
[
B
{id
i

-

(8,) ,ex diensenbles, dont chocun est muni dtune structure J dtespdee 5 .

4]

Soit dfautre part B un cnsenble, et, pour chague z€ I, soit g, une
2 a

application de 4, dens £ . On 4i% g ’?uzze S‘%SZ?U«"GMQ 59 dtespbee Z sur
_ : ", : ' i3 "' - . s
E est siructure ﬁ:.zaf:z}.;e mm 1o fomille (A, ot 9, 98, ), et ©ielle possdde

g Quels gue soient llensemble E!, 13 strncture J7 dtes piece 2

sur Z', et llopplication £ de E dsng EY, la relation
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"guel que soit &I , fog est un homomorphisme de A, dans E' .

11 n'existe pes nécesszirenent de structure finale pour une famille
donnbe (&_, ct', gt) ; mais on a le crltcre euiv ant

Q
B
[
o
B0y
)
]
e
e
Id
]

CE12. 8'il existe sur E pne structure final
= & -

mﬁ-’ Y » "-"%)zéi =

gtructures dfespioe zg sur E pour lesguelles chacune des ﬁggllethons

1]

b8

gm!

M

s ¢lle est uﬁique; et ¢ est ls plus fine des

g, 8oit un homomorphisne.

T it : 2 J= j © .4 5 j}, P

Bn effet, soist oo Une structure finale sur E ,; et une structure
é*espécer sur B pour laguelle ehacuae des g, soit uvn homomorphisme
désiznant par e, 1 lfapplication identique de E muni de :ﬁio » SUr B

nuni de éf’ , on peut encore dire que geg, est un homonmorphisme pour
tout ¢ § en veriu de la condition (FI), e est un horomorphisne, ce gui

signifie (nci) que &P est moins fine que QF « Dfautre port, en 2ppli-

quﬂnﬁ (FI) & lt'asypplication identigue de E (ouni de éig ) sur lni-méne,
on voit que chacune des g, est un honmonorphisnme de é@ dens E , dfoid

le crisire.

Soit v une application Eiaﬂchuup de E sur un ensenbls s s¥il existe
une structure finsle JQ pour lg famille éég,L2 s gi}zé;I’ 12 structure
F’ sur F , transportde de éf; par ¢ , est structure finale pour la

g
Lorsgue I est un znsemble & un seul &lément, la structure finale pour

£

le seul triplet (4 595£> est encore zppelde {lorsgu'elle existe) l'imase

CZ13. Soient I un ensenble diindices, fJ; L& une portition de I .
Pour %out +€ I , soit & _un ensenmble, F une sirueiure d'espdee S sur
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Pour tout A€l , soit B)‘. un ensetTble. Pour tout 'Le"{k s Soit ng\_

gne anplication de A dans B}L , €t pour tout JH €L, soit hA. une

application de B}_ dans un ensemple E On _suvpese gue, pour tout Ae L ,

il existe une sitructure fipale ,f’ pour lo femille (4, 0: 8, 4) 4 ¢ J’L;

on suppose en oubtre gutil existie vne siructure i‘imle cf""_goa: la famillie

s Jf, h.)‘- }.)g,élt . Alors, si, pour fout A€ L ot toul ‘;éa}\‘ , OB
pogse £ =h, e B * 1o siructure f” est structure finale pour la

famille (A, F 5 %) e

&

Ep effet, si ' est un ensenble »mtini dtlune structure JF dlespdce 3
et u une 2pplication de ¥ dans B , 12 relation "u e_st} un hcmoézbz-phisme
de E dans E? f? {(E étan“b= muni de JM) est équivalénté’:é "-é_aei gue soit
A€ 'L. 3 uahA est un hemomcrféhisme de BJ\‘ dans Et , comnme la relation
lueh 1 est un hemomornhzs. de B A dans E' " est Sguivalente & "guel gue
soit «cé-.JJ\_ 5 | aohicg A— uof est un homomovﬁliiéﬁe'de A?dans Ev " s
on voit gue J7 véri 3.6 bien 15’,.(30}1(11‘3310!1 (:I) poux }.q fanille
(8,4 ‘)io s f'z,)f,él :

I

Zxenples : - St.eue%a.ec g o’clen’ca Soient A un ensenble muni dtune

structure L a ?espéce 2. 5 B une relation d'dquivalence dons & , e%

soit o l‘appl‘cat ion caﬁorziqtze de A sur l'ensemble quotient -E:A/R

(chap.II,% 5). On appelle structure qaotient de F par lz relation R

l1timege dircete (si elle existe) de la st neture par llapplication ¢ .
Zn général, une struetuze dtordre oun une siruciture algébriq:},er
nfadmettent pa2s de structure guotient poeur une rel "sion diégui-
volence guelcongue. Por contre, une topologie adnet toujours une
structure Q,'?Qt;ea_’a pour une relaotion d'équivalence arbitraire,

mois il nlen est pas de mBne de la structure dlespace topolegigue
géporé.w
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Soit £ une application de A sui' pn ensemble B , B 1a relation arégui-

valence f£(x)=f(y), v l'application canonique de A& sur A/E. ¢ posons
f=g o , ok g est une application biunivogue de A/R sur B. Pour qutil
existe une structure guotient o  de F par B , il faut et il suffit
gu'il existe une image directe: rf”c‘ze F par f ; et f” est 2lors trans-
nortde de e’f’ par g

Le critdre de tz*ansitivi"té CE15 donne en periticulier le criidre
suivant :

CE14. Soient 4 un ensemble muni dlune strueiure f, 2 ane relation

diéguivalence dons A telle guiil existe sur B=A/R une structure guotient

(f de f por B . Soit S une relation d'éguivalence dans R , entrotnée

par B , £t _telle gque S/Rf soit, sur B , une relation d'éguivalence gour

1sguelle il exisie sur B/(S/R) wne structure guotient ¥ de &’ par

S/R . Alors il existe sur A/S une struciure guobicnt ¥ de ¥ par S ,
&

et 1isnplication canonique de 4/S (nuni de Ji ) sur (8/R)/(S/E)

\~

Soient A,B deux cnsenbles munis respectivement de structures J S/
t & 12 relation
v), ¢ l'application canonigue de A/L sur £{4) < B,

{
{(4) dans B . Supposons gque odmette une structure

Alors, dens 1= décomposition cononique f=iogey , g est un Spiporphisne




- B
et un monomorphisme (mois non nécesscivenment un isomorphisce) de A/B
{muni de f ) sur £{(4) (muni de é)a" : en effet, ieg est un homomorphisme
de A/” dans 3 , paxr définition de la struecture qaotlen‘b, et g un homomor-—
phisme de A/R dans £{A) par définition de 1*2 structure induite.

CE15. 5Soient 4,B deux ensembles munis de st:fu.c‘czzres-»f A i dfespéee Z, o

R une relotion dféguivalence dans & ; S5 une éguivsiencs dans B . On sangcss

gutil existe upe sitruciure guotient f de £ par R, etuﬁestrae%ure-;ﬂ;

- guotient ”P’ de f’f par 5 . Alors, si £ est un Lonamsrnhlsme de A dans B

e s

cémﬁﬂt?bleavecles .’fela‘b'! cns Regt S , et & l'a:mslmatz.o_n_ obtenue par

possage aux guoticnts £ est un homomorphisre de A/R dons B/S .

En effet, si ga est 1" nplz.catmﬁ canonigne de A su.e A/.;. » vl’app}.i» '

bd

cation canonique é.-e B suz B/D , on g gosp wcf . cﬁzme q: et £ som: des

omo,m“p 1is s::;j

‘egt un hemsmo:ff

t'ﬂﬁeizn'fe sactlem»

II. Borne. 1nfér::1aafe d'une fanille de shructures. Seit (F ) .1
. ' T = ©

une familiev de s% ructures de mBpe espdee . sur an mfme ensemble A

=

dt!espdece Z sur A . =is le mBpme exemple gutau n%2, exenmple III

montre cuc 1o borne inféricure de cet ensemble peut exister sans 8txe¢
. e
structure finale pour 551@2 J s e ).




Belations sirncturantes et termes shrunchurants.

Hous nous proposons de donner un certailn nombre de critéres per'sze‘s"sé,nt
é‘dffirﬁer gue dans une théorie ’f: s tne relabion vérifie la condition
(IS) qui o &%6 introduite au §1,n%, dans la définition dfune espdee de
structure.

Soient Xqseess Hps Syscces gp des le%taes dis’ciactes entre elles e%

distinctes des constantes de ﬁ ., €t solent ?_?;1 seees I p échelons

P

dtune construction d'échelons sur Kyseees Ry - Wous dirons gne lo

Iz’."ela‘*ﬁiOﬂ i%'ﬁg;'ucog éng 2«% ges o g épé -

i é‘géfg{égs“s&n) et égé?g(é«gv“sé =

el
est vne typification des lettres éi’“"’ ép dans laguelle 1la lettre 3

=45
o

) et ceeet B eTplxg e ky)

%A
O
rote
o
8]
M
€
e
4]
LA
b4
'’
w
\:
I

0 g,f,“., j’;;;?% une relation de @ s Conie-

‘%’2 (et &venituellement dfautres lettres)

On dit que R est sizucturonte (dons € ) pour lo typificstion 8 si la

== ===

relation
(1) ©32§{x b 5 %et f, est bijection de %
Z > ___1 geee g "‘;ﬁg :i;g A q,i? e .,a.i es% &ﬂe 13\4\_1 1013. e i S!J;}?
- £1 o N s = s 2

¥4 et ... et ¢, es% une bijection de £, sur ;}iﬁ "

gntrafne, dans G , la relation
¢ . . i
i & e b4 :“?‘ & ° e 8 5 - 2 S 7 2 5?7 g = ! "

g%ég% ey Dps e ;;é?%(% g%z;eb 2 Yn® 219 222°°°2 5;}%
08 Y,see-y ¥, sont des lettres distinctes des constantes de ?f; et de
toutes les letires fizurant dans 4 (gé;,n? L Sq9°003 Sﬁé s €% oft




..4,;,);..

Remargues.~ 1) Il suffit de démontrer que, dans ﬁ

entratne 1z »

R

o=

p.3

%

1,",)&3:..1,---, 5 %% R

X

Y;

321 ?%

Alors cette nouvelle relstion

B%zq,“.,ig;& %

- ?
avee

ot
e
e

1

t

?@W::

?sﬁé‘g

il
£
Si alors, dans

ST;;' <§ii se>223
Ai
de

. on substitue
cation z:éei*::m::qw'a

par A 3 B

i
o suibe A enti-aina 1a e

£

ménmes su’s;éf%i%n%ions dens 12 relation

R %ié"~~’_;§.n? Eyocees Ep = R{S

ce gui, compte tenu de CE3, donne

j -
2) I1 est elsir gue si une relation E% r:,‘suﬁﬁﬁé s, 4“,'23%
est structurante peur la typification )
51 T T (XyeeeenBp)) b coe et S e (Tl syseeron,))
elle satisfera & lo condition (IS) dau 21 -
-Seit Z%gi sevsBprBysecs 5, un terne de € . 0ndit que Y est ua
= 2
terme siructursat {dans € ) de type T { T &tont pan &chelon sur
: : , 3, ot _
Byseses ) pour 1s iypificotion & =i les deux conditions suivantes
sont remplies gw
1) 1a ”e?z,ai"i@zz S entratpe {dens € ) 1a reistien Ve Z’(Rggugx

relation

En effet, éésignens per A la relation (1), etAsubStltuons dans

gq_,?,..gxﬁ,

Gno £

s 0on obitient mzc relatien qui es% entraiﬁée

E%‘y?‘”“?yn? ?cceﬂgg 2§R2mge’°“§%ﬁ9 agzscqgép

4z

la

relation (1)

%y ""23931’"“’§1’>§ »

(1€1<n) et E,j 3 (? éi&)n
entraine

Byvees By

s" & ;_:,j ¢« et & %, l'appli-

lation ogtenﬁe- en faa.san:i: les

£ i
Eipeeer &

19° 22 Bps: Zp

|




2) Z étent une lettre distincte des constantes de ot

Ly

s, ded _}ii,éj_

G :

2%

3

o 5
i %

a1e

9

1te auxili %

i

a

et des lettres z’i{? rant dens U , 12 relation 2 =1 est structurante
pour la typification " § et Zz& T(Xqseeesx )" -

Cette seconde condition revient & dire que, dons § s 12 relation
"5 et Eg est une bijection de X, dans Y, et ... e :;Eﬁ-es’s
"une bijection de £, dans :ﬁ ® sntrafne la relation
{2) €E<§g o @:ﬁf;;}i}g? E Kqseees Koo Sgsees ‘“%?%}:E?fg Yqsee i:ﬁgég_auﬁ%fé

On dit souvent gue le premier nmembre de (Z2) est le itransformé du
terme U { Bysveesfye 84500058 ,] Dor les Dijections £, (1Si%n).

£ E b B
2. Critdres Ge structura-nce.

Baas les critdres ci-degscus, lersgntil est quesition (dans un nfme
ézai‘z‘:;ée) de 'félai"iazzs et de termes structurenic, il est tounjours sous-
entendu que ces 'serées ou relations se rapporitent tous 2 1z pénme
typificaﬁion.

Hous m‘;iliseroaé 1z remorgue suivante ¢ Soit §_§ uhé ‘i;yg}iflea on
portant sur les letires fgj' {(1€3<n), éj étant %yg;ifiée de type T
Soit £ une lettre distincte des constantes de € et de toutes les
Iettres figuront dans S et considérons la typification
‘?Aéf et be T{Xy,000,%,)", ot T est un ceriain Schelon ; nous dési-
gnerons cette relation par §' . Cela Gtant, soit R une relation strue-
turante pour lo typification §' , et supposons en ouire que R ze

;5 on peut alors en conclure gue g egt structurante
fication S5 , dans les deux ecas suivanis :
g}:(} est un ensenmble #Q {por exenmple de 1o fornme #
gsves gﬁ}}} s cela résulte en effet de 1o méthode de la cons-




L5

o= 42 -~
2° T est identigue & un des ‘_'Ej ; en effet, en substituant alors S
& _E dans é’ ,» on obtient une relation dquivalente & _fi ; et eette subs-

titnion ne change pas R , d'o# la conclusion (chap.I, §2,rdgle C3).

BESO. L'ensembie vide est un terme structurant de type quelcongue

(pour toute typification).

En effet, pour. toute application g , on a g<¢>'-'-:¢ |
| I1 est clalr gue les le%‘i:res _5_;3 et Xy sont des te'mes stwetaram;s
pour la typification $ (de types ‘T‘ et ﬁ(x )?’espeet:.wment)
est. 81 U, &8 U, nts de peme tyve, 1z
relation U1 Uz est structurante. gl
. BS2. Si U et ‘\f sent des termes structurants de t@g resgeetii’s ’T‘ e’t

}3 (‘T‘) iz rglatlon U e Y est structurante. S, .- .
RS3. §; U e‘b Y sent des termes st:&uctuwn*&sdet.{_'5_7"' w.("j:), ls relation

Uc Y sl st:cactm*ante. __

R4, B YU et U‘ savri: des termes struet rants de ’cg% ‘T' et :{:'- s
(U 'U’) est’ xm 'isezme structu.ran de ty‘pe T X‘T‘”' ,'ée_'_t_ ',}'.If () est un
terme structmnt de type '}Qf (7). 8% Vet V! s structo-
ronts de types 1 ) (‘Ta; et X (T1), UxU' estun terme structurant

de type 3:)" (T %)
Les éﬂ’imcns*c:ea'{:icrzs de ces eritdres ddcoulent immédisierent des d&fini-

iens et des pmpf.,.é‘tes des bijections. On nobera gutil résulte @ R84,
appliqué de proche en proche , que si Yjeeee 9§g sont des termes struchi-
rants, toute réalisation é*échelen sur ces termes est un terme structurant.
R35. §;.§;.E et ;Kf sont des relations structurantes, il en est de wlme
des relations "mon R ", " Rou R'", {"Ret R'", " R = R"
] §;<=>f\;t f, '
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Cele résulte aussitbt des critdres du chap.I .
BS5. 81 R est une relstion structurante, ot si 8i R’ est une relation
Souivalente & R (dans € ) et telle gue R e'i: R' contiennent les

mémes lettres, alors ‘K’ est structurante.
En effet, comme
3351"“’51:1’ S i ,_p§<,:> R’%_,‘,‘..,xn,_@?,,.,,&p;
est vraie dans € , il en est de mfne de - '
REDysmnes YprBhreonss! §<:=,-> R %yi,...gy S8L svass 5p§
gu;aque les lettres b3 3 et éj sont distinctes des constantes de ﬁ
{chep.I, d 2,critdre C3). On en d6duit oussitdt le eritdre.
BST7. 81 R est une relation structursnte pour ume typification S dans
laguellc 1s loidre $§ est btypifide de type T , les relations
(35 MseT (Bjoeees 2.) ot R) 8t (VS)((séT‘(x.,,--,x ))=5‘>’R )

sezﬁ:

pour S .

gtrue mrani:_cs ,

Zn effet, supposons per exemple gue 8 soit la lettre §,€ « Il résulte
de l'hypothdse gue 12 » ation (1) entrafne lo relation

(3 é?)(é?&??(.é?soao?éa) e‘t g‘,%é??b,@?éﬂ? éiseoagé %)<{$’:§>

= {3 §ia§)(§ QT ("‘-g$°°°§x }E%ngw‘w@}‘ 195?9““’9 Spi)
Or, d@aﬂzes 1= sz.gm.zz.ca%zgn de ;S;;; 1z relation {égé T?(ég,.,.gén)
rzs_ce?zze 5j€1 ‘?(y,,,”?zﬁ} s €t la relation- |
g% €Ty{dgseees ¥y) efs,gggw.@?gmg{gggges:i:pg.
ne
f} g}i.‘;e igj'g (,}f‘;s”sgﬁ} et R%Ezﬁ‘“sznz#g? Eigyﬂ*cép%)

Conme ecette dernildre relotion pe contient plus j.ig,g s On voit, en d8si-
snant par R* g Kyseeosdys ;%?smg_s,yé le relation
{

relation

b

' é‘i‘){é‘iim

?(Zé,?,sn,,p )et %;-—-33‘“””"* 9.;5;19"'@ %)a gue 13*
1) entraine

>~




SRV T

!
R'%ﬁ*y svey Xps Sosees ép %.—::} R‘%Z‘] secc3 Ips f’.g"‘"p -5-:!9%
diold 1& prenidre partie du eritdre. Lo seconde partic résulte de J@ P
premidre et de BS5 .

RS8. Soit R npne relstion struchurante une typificatior S danms

laouelle 1o lettre 5 est typifide de type T ;s alors, =i est un
e e T e e e S e e — o— m, L= . A T s sy

terme structurant de type

T » la zelation (U|s)R est structurante.

En eoffet, soit 'é une lettre distincte des constontes de G ., et de
tontes les lettres fisurant dans R ou dans U ; soit 'Rg la relation
(§’§)E . o relatlon ‘R' est st *ue%wan'bc pour la typlflcatlon
"zeT(x, ,a..§§ ) et g” , dans 1aq,w=lle Z est de type T . Dlapres
RS5 et RET7, 12 rélation (A z ) (2e€T etz=Uet R ') est stfzicturante.

ot

pour lg typification S (pulisgntelle ne contient pas 2 ) ; comme elle

est dquivalente 3 NYIeIR et (3 z MzeT)" , et que § entratne
(3 Z){(zeT); on en conc 1zt (en vertu de BS6) que (Ufs)R  est

structurante pour la typifi ieat ion S .

RSG. Ssi‘{; U un terrme struc sur&nt pou.L une typificstion § danms lsaguel-

=

le 1o lettre 5 est typifide de type T 3 5i YV est un terme structurent

de type T, (V|g)U est un terme structurant de mbme %yve gue U -

oz

Cela wésulie de 1s définition des termes shructuranits et de RSE

tio
vl oy zs 3 o & P 3 Ej“ . Efg"ﬁ@ o
compte ftenu du f£2it gue, si st de type 1 , la relation




&y
'iTotons ce terme par. U , et soit Zz une letire éistincte des constantes
de ‘g et de toutes les lettres figurant dans ‘R la relation 2= V est
éq}izivalente a mzeT| _X_,, seees £,) et (2 [s)R™" -(c.\*‘.fa;,).lC , § 5,critdre C46

Or, cetie dermé:e" est struciturante pour la typification

g et z € T(M?,...ﬁéﬁ) en vertu de RS2 et RS5, donc il én est de m@ne
de Z =V en vertu de BS6. DPar ailleurs, comme 1 g €¢Tet RT en‘brﬂine

5¢T , l1a relation _'Q'e T( Boqsevey gn) est vrale, ce qu.:. achéve de prowe'

que U est stroneturant.

Par cont:eu, r;zéz:e si R e,st une .felatw on st“aetwante ccni:enant % g

2 . 1le terme. AR) n*est pog en général un term c’« Prenons
par ezezp}.e pour. "E‘ ()%1 seve s Xy ) l*échelsn xl ¥

_~"9eu.r R ]ﬂ rela-~
SeX, .81 Ty (R) Cta:d: % 7

ion stractmnte ~swa&ta'ﬁant ovn

auralt

f de x, dens wa emem‘sie”, y,i . Remplﬁc'aﬁt
g{;,g et §? var deux eassm“blcs ai otents EF
ayant plus dfnn 618ment, on en conciursis gue LY :.m'“e de 1'é1lénment

v (sed) ;;ﬁ.-«- toute bij

5 schion § de E sur F sersit un £lément de P

Cude
(D

?néégcnéem de £, 5lors gqufil existe des 'b'j;eti;ms de E sur

Z811. Soisnt # inme relstion sirucitvrente oour une typification

dons lsguelle 1a iettre s est typifide ! A fexne

Ea effet, soit A unme lettre distincte des constantes de i et des

lettres fizurant dans R 3 le terme con sid 5:’6 et f’x fR'}', od ‘R' est

)&= (5 e“?‘gx“.a.,x ) et R )){chep.II, §1,n
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Comme cette relation est fonctlonnelle en X (chop.II, §1,n%) et qu'elle
est équivalente & "R' et X e"ﬁ(T(x,‘,-.., X ))“ (puisqutelle entratne
_)( ER(T(x ™ ))), i1 résulte de BS10 que te terme T (R,") est
structirant pour lo typification Y. 8 of Xeﬁ){)"(I( Kysees X, ))" et est
de type '},f‘f( $ comme il ne con‘bien‘t pas 2(_0 s 11 est aussi structurant

R312. Soit U bn_terme str T ef 'X un terme structurant

£

v.cturant de type

de type I (TW), pour une typificetion dans laguelle 5 est typifide

de tyve q‘e’ - Alors le terme "] 'ensenble des objela de la forme 'U' pour

).

Zn effet, soit Z une lettre distincte des constantes de £ et des

gex" (e%:'sp.II 8 1,n°%6) est un terme structurant de type

lettres £ ..3.’furant dans v ou dans X .« Le terme en guestion est l'ensen-
ble des z e T(ggp..e,ggn) tels que (d 5){se Tf et 3¢ X et z=U)
(chap*.li, $1,n%). I1 en résulte éu'il est structurant pour lo typifica-
tion " 3 et z¢ T x,i-,,e;,»x )¥ en veriu de RS11 ; il est sussi
stm.c"curan‘t pour la typifiea tion S s puisq?}.’il ne contient p.as Z et
que T (xﬁ,..,géﬁﬂ) # ¢ est entratnée par S .

RS15. Seit X un terpe structurent de type %3 (T (T)) ; les termes
- P (M Y (si X ##) sont des x pafl

YeX % _
_}LS?A. 5i Y‘gc un terme structurant de fype ﬁ-(‘z‘), il en est de

=3

méme de "g‘? (Zggeeas8,-X -
Ces deux eritdres résultent de RS7 et RS11.
Dans ce gqui suit, nous identifierons, pour la conmodité des énoncés,

toute correspondance entre deux enserbles E.F s avec le graphe de cetie
# : ,

 correspondance (partie de I xF) (cf. $1,0°7) .
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R815 . Soient X et Y des termes structurents de types p(I) et

Y(T'), pour une typification dens laguelle $ est tzz:ifiée de_type
'ﬁ(‘T’x Tt). Alozs 16§ relotions s

" 5 est une co"respendanee entre X et :)f’"
" 5 est une applicetion de X dans Y ©

" 2 est ume surjection & X sur Y °®

# S ast une injeciion de X dens Y ®

¥ 5 est une bijection de X sur Y

sont des relations structurantes.

Cfest 5?1&93::5 pour 1:1 px et:z:.ere, gui n'est autre que S X xY

en vertu de 183 e’i: ‘754: m seeoaée est la eon;onetion ﬁe la p:cemiére et

- e ';.'. i

des :eelatmns ; He i
(Vx)(‘v’z)(\f z’}(t ¢ % et ééj”et ZEY’)@({y,Z)eS et
(y,2Mes8)= (z=2z1) - o

tv’_gucz;e,_&)@ (Fz)(zeY ot (J,2)e8))

Or, en vertu '&e? "RST;' ces e}_a’zions sont f*‘i;rwcﬁma,ntes paur 1z 'bypifieatmi

Z
z

" 5 et ef{"’ et Zé*’i‘“e‘b z’ € T‘" " : connme e?:%.ea ne conmem.nent pas Yy
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ni z n1 z*, elles qem ..-E:vf,zctzz:eantes pour l= ‘Lyp fieation § , et on
e_anclut a 1'a1de ae .E:L.us . Vérification analogue pozz:::flesv auti’es relations
-énoaéées& . | : k
Soient X , Y é des termes strocturants de tgfﬁe-g ’%i‘fi'}:),. ')Cf (e
!y respectivenent. 51 ia melation W G est une correspon-
danse e X et Y " est vraie dans €. .ondit que § est une cor-
spondsnce structurante entre X et Y . On d6finit de mBme les notion:

= o=

P
d'anplicatmn.struc’taranteﬁ de supr ef.:g,é.a:n5 mgmcs?o ou bijectio

®

gtructurante. Hous laissons au lec‘aeu_ le soin de &bmontrer les critdres
’ = ' -guivents




R516. Bi une relation structurante admet un gravhe par rapport & deux

- lettres 839 S, » ge _srophe est une corresgondaﬁee structurante entre

T; st Iy - _ 125
RS517. Ia composée de deux correspondsnces structurantes et la réeiprogue
d'une eo.f:eespondance structurante sont des eorresponaances structurantes.‘

BS18. §oieg X e'b Y des termessi:raetar roes ;3,(_’!:)_@__1_;_ gijff‘ﬂ’)3

et @ une ecrzespandaace cz't.f icturante entx&e'}{: et y « 81 U est un

‘teme stvaemr nt de ’cj;g__ ”ﬁ (T ), el gue Uc:: X s 2lors G<U>
gst un te%me stracturant ée tvpe 3’5 T!). |

;.-.819. Saieﬁt }{ et Y des. termes s*sm.cmrams £ une gnlieation

—

stru.ctur@ﬁ"e de X dans ”f’ s Si 'U gst un 'tez'ﬁe structurant tel g

UeX s -g?ﬁf) est un terme structurant.

R320. In restrlctmn dfpne applics on structurante & un ternme stracturant

est age_,fanplieation struciurante.

R321.

Wﬁﬁ—a et l'gppiication canonig

;,.,’3}315.(3&"5 structurante.

RS22. Lilextension canomigue d'une correspondance structursnte oux ensem-

bles de garties est une ayplication s*-z‘a:cimun’se s l'extensiton esnonigue

de dnaz-:agpli.eatwns ss.euetwaﬁtes aux enseunbles produits est une

abz::lieaﬁz.on struciurante.

LXSUDPlE e~ Iﬁespcc@ ée structure de groupe &st déﬁnie par lz donnde
de deux lettres m@i : 82 carseitbrisation typigue est
: 3 &(G;&G)xc— , et son sxio me peut 84re pris éous lo forme qaivante

(& une "équivalence? pris ($1,n98)) s
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.F est une applicetion de Gx G dans G , et
(Vx)(Vy)(‘v’z)((xe(} et ye & et z2€G) = f(f(x,y),z) = .f(x,f(y,z)),e

. VIV y)((zc(} et ye G)) == (g z){z&c @ et £{z,z)=y) e‘b

(ﬁ:z')(z'ét} et fZ(z',x)=y)) .

- - Ubilisant les critdres préeédents, on veit gue cette relation est

structuranite {ponr 1o ty?ificatioﬂ S fe RN {tex C)x@)) Zn e*r‘fet,

~ la relation f£(2£{z,y).,z) = f(x,f{ygz)) est éouwalea‘!:.e &

"(3 u)(}v)(}] W)({uéG- et vel et we@) e'i: ((x,y),a} ef

et ({y.z).v)€2 et ((u.,z),u)ef et ((x,v)m)ef

et par suite, cefte rela‘i:lon est structurante paur Ia tymfica‘bion

o ng et uel et veG et wel et xeG et y€ & ot ze c—ﬂ s nous laissons
au lectear le sain dlachever le raisonnenent. Par su.ite, la condition

(Is) est vériﬁée.,ia plupars des termes et rela’bions que 1l'on :

: mtz‘oduit dans 1a 'bhéorin des groupes sont struetaz'ants‘ iy

ﬁmontrons pa. exexaple m.ze le ter**e “19 f‘roape des camﬁaﬁeurs de G®

est struc’cmant._. .Lou.t d’a’oord la relation "x es*b un coamutateur“ est

structuram’e, car e.f.lc s’écrit (25)(3%)(3&& et '33@@ et x€G et

'*‘W(%,s},x%f{s 'l:)) E@_ serme ﬁl’enuemle ées ccmmta‘?seurs de gn

est donc shumw@m en vertu de RS11. Bhu’me part 1a reiatlon

LSz esi: un so&sngrcum de G eqt stz@etuwme {pour Zﬁ ‘cyp ifi a‘cion

ng e+Hegf€e)), car elle s'derit ‘

HcG et (¥ x){vy)(\?’z,‘;{{xe et yeH et z2€C of .sz,y)~x) =>z eH))
On en dédult enfin que le terme 7ie groupe des ecrﬁm‘catevrs de G“

est structurant, esr il s'éerit "llipntersection des soue-"reizpesz ﬁe G

qui contiecnnent l'ensenmble des commutsieurs de G, ¢t on conclut en

L3
i

l')
]
he
'C’
{m.l

vertn des eritdres

L‘ld

donnée ci-dessns, notanment de RY13.
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2. Applications canonigues.

Soit 5, une esplce de structure, et soit § sz caractSrisction typique.
3i X, Y et f sont trois termes structurcnts pour la typification _S_ s

-

tels qgue lo relation " £ est une application de gg dons Y " soit un
théortnme de lo théorie éiZ s on dit que £ est une aggliéa%ion canonig. e
de X dons Y pour l'espdce de structure 2 .
Zxemples.- Toutes les applications fcanonigues® définies an chap.Il
sont des applications canonigues nu senc de la définition précédente,
guand on considlre sur les ensembles i y intervicnnent lo "structure
dlenserble®. On aurs l'oceosion, dans lo.suite de ce Traité, de définir
de trés nopbreuses applications canoniques § voir ps.ex. Alg., chap.II,
qui se compose presgue entidrement de telles définitions.
Il résulte de 1o relation (2) que si -§ est une appliecation eanqnique,
sa “trans$0fmée” par tout gutomorphisme de la structure ( §1,.,.9_§p)
sur ?*('1""’5-:1 est ézale & i’ (ce c¢ui est d'nilleurs vrai de tout
terne structuront pour ji ). Bien entendun, cetic condition nécessaire
nfest pos suffisante pour gufune application soit canonigue.
Il.peut se faire, por exemple, gue tout sutomorphisre de lo structure
précédente se réduise & l'application identique (sur chacun des Zii)g
cfest le cas pour lfespldce de structure de corps ordonnd, asrchinddien
et complet (Zop.zdn.,chap.IV, § 3,exerc.3).

Avpendice IT

Applicstions universelies

Pour ménoire : le rédacteur, ne voyant rien ¢ 'essenticl & changer & la
rédaction préecédente, estine superflu de recopier le poragraphe corres-

pondant de cette dernilre.




