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Ce chapitre était intituls "GSnéralités sur les variétés® dans 1=
Tribu. Le chopitre suivant (intitulé "Ztude locolc des varidtés® dans
la Tribu) s'appellera "Etude infinitésimale des varidtés®.

Dtautre part, le présent chapitre est numéroté III et non IV comme
dans lg Tribu. En effet, l'insertion dtun chap.III "Faoisceaux et
- Sammeaux” &talt apparemment motivé par la guestion des variétés plongées
dites "dégueulasses mal recolldes?®. Ox, cetie guestion n'a rien de
ndéguenlasse”, et peut faire ltobjet dtune rédaction trds S18mentaire 3
%liserait ridicule d'imposer au lecteur ltabsorption prdalable des
aisceaux. -

Le point de vue global de 1'Btat 2 était, entre asutres difficuliés,
~ inadaptable au cas gnalytigue. La présente rbédaction est basée sur
les cartes. Si on décide de prendre les fonctions différentinbles pour
point de dbpart, il faudra utiliser les fonetions différentisbles
sur un ouvert de ls variété.

. Le § sur les variétés fibrées n'est ceriaincment pas complet.
On 2 mis exactement ce qui se révdlait néeessaire au chapitre suivant.

Il est bien agréable d'avoir dds ce chapitre la notion de rang
- d'une application. Or, l'espace tangent & unc variédtd ne doit 8ire
d6fini qu'au chap.IV, apris ug tas de fourbis sur les variétés de
points proches, variétés P(B)(V), etc. On o done 46fini le rang
sans référence & llespoce tangent.

Aucunc démonstrstion n'étant "profonde®, je n'ai éncﬁcé que des
propositions. Bourbaski choisirm les théorimes. Ies points
dlexclomation font défaut.
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CHAPITRE TII. BTUDE LOCALE DES VARIBTHS.

Cr—p— e

Dans tout ce chapitre, K désigne un corps valud complet commutatif et
non diseret, de carastéristigue O . 7

Ltusage eorrect des définitions gui vont sulvre nous amdnersii é emplov
er constamment le gualificstif #ingéfiniment dlfféreﬁtiable" o;sque

X = ﬁ, et & répéter ensuite mct pour mot sauf dans guelqgues eas excepu
tionnels, les dSmonstrations et les ré sult ats, en substituant au qga11f1»
’éatif "inééfinimﬁn% différeatiable" le qmqllxleatlf “ﬂnaljﬁlque" iéééqué
X est un corps valaé comylet commubatif non dwseret de caraetérlstlaue C.
Pour al;eger 1?@3@036 nous emplozcrons presgue teugeurs le mot _5"
“dlfféreatiahie” sans pfoclseﬂ le cowgs K 2 3931 vaaéra di:e que les

démenstratronsneﬁ.les TCSultats sont applieables, wOit 1c sqne K R et

que "éliiéren

:"193 a;@ﬁ:“ie “1ndé¢1nzmemt é;fférentiable", seft que E

est un carns aluéfcomplet eemmuuatif non &iseret ée ea»qctévlsthue Q.

: . ~nt1a91e" sz«axfle “analy%iqae“ H et noas laisserons aa
leeteur le sein de Iaire 1a traduetlon. Dang 1es passages czeeptlennels
o il y a liev ée dzstia'unr entre le Meas ind é ﬁimeaﬁ dlzféreatiable“

et ie “eas aﬁalyzlqueh, la terainelo&ie eozrecte seva uslllsée.-

§ 1. Gnﬁérali%és sur les variétés.. 

{resp.. 0?) de ? aur sur une partie ouvurte de K % Gn clt que H et E' son}

dszérentzablement {resp. aﬁelz+1guem9nt) seﬁolablesﬁsi_l'ane_des“circons—

%ancesvsvivqntesﬂcstwréﬁllsée : 1. O(}O' es t‘viae. 2. 0(\9' est non vide,

et leg homéomor:ah)_snes réeipr ojues HaH’ et z{’oﬁ de }I'f(}ﬂ 0’)CKn et

H(OfXO')c;Kn 1'un sur 1'sutre sont inééfinimentnélfﬁé;@ntiab;gs (resy.ana 3

& 2 -




N

A-A2——

81 H et H!' sont différentiablement semblables, leurs restrietions
H1 et H{ & des parties ouvertes O1 et 0) de O et O' sont diffdrenticble~
- -4
ment semblables § en effet, HioH} est la restriction de HeII' &

-4 -1 . :
H'(O1r\0%), et H}oH, est la restriction de TH'o I 2 H(O1f\0{) .

1 1

Dtoutre part, pour gque H et H! soient différentioblement semblables, il
faut et il suffit que leurs restrictions & ONO! soient diffdrentiable-
ment semblables.

Lemme 1.- Soit (0, ) .4 un recouvremont ouvert de 0/M0'. Pour gue H et

H' soient différentiasblement semblables, il fout et il suffit gue, pour

tout zeI , les restrictions II et I! & OMQ et 0'30, de H et H!

soient différentisblement semblgbles.

La condition est ndécessaire d'aprds une remargue préeddente. Dlauntre
part, si Hf_o‘H{iL est différentiable pour tout eI , Ho—é' est diffé-
rentiable, puisque ies ensembles H'(0, M10!') forment un recouvrement
ouvert de H!'{ONO0!'). Le lemme résulte oussitbt de 13 .

Lemme 2.~ Soit O une partie ouverte de V . Dons l'cnsecble des hombomor-

phismes de O sur une partie ouverte variable de X%, 12 relotion " et O’

sont différentioblement semblables" ect une relotion d'éguivalence.

: _Eneffe't,‘ cette relation est Svidemmont synétriquc ¢t réflexive.
D'autre pert, soient H,H!',E" des hombomorvhismes de O sur des parties
-4 =1 e =1
ouvertes de K* . On & HoH" = (Ho Ht)o(H'o H") 5 donc, si HoH' et

-4 -1
H'o H" gont différentiables, Ho H" est différentiable.

Définition 2.- Soit n un nombre entier >0 . On appelle variétd indéfini-

ment différentisble réelle A(res'pe veriétd anglviigue sur K) de aiiﬁeasion

n un espace topolosigue sépard V , puni d'un ensemble € d'spolications,

dont chacune est un homéomorphisme d'une partic ouverte non vide de V




-9 c
gur une portie ouverte de Rn, (resp. Kn) de menidre que les ax:wmeg

suivants soient vérifids

(V) ‘Les ensembles de définition des apblica’uions de ¢ Zforment un

recouvrement de V .

(VII) Soit C un homSomorphisme d*une partic ouverte O de V sur une

partie ouverte de B2 {resp. Kn) 3 soit- (ot)zel bne famille v'dgﬁpartie‘s’
oavér‘bes de V Aa réunion ést 0 . Pour gue €€ g » 11 faut et i3

suffit gue les restrictions de C at;:x'.&t 'aggarftiennent‘_é. € .

(Vyyp) Deux 81éments gquelconques de € sont différentisblement
‘(re’s‘p; analy tigaemenﬁ 1) semblebles. ' : =

(Vn.) Soient C et ct deux haméomo?phismes dif iérentiablement

(resp. qnal,ti

‘ semem: b sembla,bles _ vd' :me _Bme 1

_paxrtie ouverie g g sur

des f a:cties_ ouvertes de B2 (resp. it ) Bi Ge g s 00 3 gtg 6

Quand aa,cune confusion n‘est possw}.c, on dit varfois plus bricveaent
qu.e V est une varidts. I:arsque E=R s on K=0C , on parile de vafiété

e-nalybique réelle, ou de yaridié anelytigue ‘?951?;‘?33‘ Désormais, toutes

: les Vvaxvié’&és considérées sont des varidids surK s sauf mention expresse
au eontraire. ’ , .
'Taa‘&-e applica’sian ge € est appelée ear‘t;e de V . _ _
Is'espace topologique V est appeld esnaeem&_acent de la varidté..
Il est lecalenment compact {resp 100&1@}3@2}% eannéxe) 1o'ﬂaqne ¥ eat leca~
lemen% compact (resp. localement connexe), par ezemple si E=Rou¥ =
Scien% V et V1 deux vaf:.é*é;és é{e dimension n , '?;cates deax iﬁdéﬂniment

duférenﬁables réelles, oa toutes deuz.analytiques sur K . Cenfermémezztf :

'aux défmitlens générales, une a“eplieatmn biumvoque ()o ds ¥ su:c V*

est apgelée un - :a.somorghlsme si ¢ e8% un homdomorphisme e% ss,, poar tozﬁ;ﬂ =




T L
éarte C (resp. C!') de V (resb. ¥i), Cd'$ (respe Clo () est une carte
de V' (resp.V). En particuiier, nun isomorphisme de V sur V s'appelle
un gutomorphisme de V .

Remargue'~ Si une epplication biunivoque p de V sur V! egt telle

que, pour toute carte C! de V1, Cloy soit une carte de ¥ , il-ést
immédiat que v est bicontinue. Si en outre, pour toute carte 3'

de.V s Cotp est une carte de V!, ® est donc un isomorphisme de

V sur V! .

Exemples de variétés. 1. Soit V une variétéd de &imenaion 0. Comme K° est

- réduit a4 un élément . les chtes sont définies Suf aes ensemblas & un -
élément, et l‘esyace ¥ est dlscret dtapris (VI) Bociproquement, soit v
un espace diseret ¢ prenons pour ‘5 llensernbls des applieatwns dozﬁ:

- chacune traa forme on point de V on a 3 il est immédiat qu’on définit
ain B sur V une strueture de variété de dimension 0 . Une telle varlété

gera appelée vafiété dﬁseréte,

2. ’renono pour espaee v l?eance topolocique Kn,'et pauz"€ Iﬁensem»
ble des homéomo&passmﬁs dixférentlables & jacobien non nul gui appliquenﬁ
une pariie ouve rﬁe de Fﬁ sur aﬁe partic ocuveric de s I1 est immé&diat
- gue lcs axzomes (V ) & (va) sont satLQfalts.‘ On deflnit ainsi sur k%
une strncture de vaﬁlété de dimension n sur K . Lorsqu’oﬁ parlers de 1la
variéte g2 sgas préci*er, clegt toujours de ce%te stwuetave qu’ll stagirg

3. Soit E un espace vectoricl de dimension n sur K . Soit Y un isomoy—
vhisme de l'espaee veetorlcl E® sur 1'espaee vectoriel £ . En transpor~
tant par ¢ 1a structure de vuriété de K%, on aéfinis sur E une structure
‘de .variété de dimension n sur ¥ . Il est inmédiat que cette structure ne
dépend pas du choix de © . Quand on parlera de la varidté & sans'préciser
clest toujours de cette structure qu'il s'asira.

e
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2. Atlas.- D&finition 3.- Une famille de cartes s'appelle un atlos de V

lorsgue les ensembles de définition de ees cartes forment un reeouvre-
ment’ide V .

Proposition 1.~ Soient V une variété de dimension n sur X , ef €,).c1

un atles de V . Pour gu'un homéomorphisme C d'une partie ouverte O de V

sur une pafﬁle cuverte de K? g0it une cqrte, il il fout et il suffit que

C soit dlfférenciablement semblable a C, gour tout €l &

Lg nécessitc résulie sussitbt de (VTXI) Soit maintenant € un nombo-
~morphisme é'une partle cuverte 0 de ¥ sur une'paftie ouverie de gt ;
diffévenmablement semblable & C, pour tout ze&I . Soient O, l'ensenm-
‘ble de défxnztzcn de C ; Q; é.O(\OV : C! ia rcstrietion de c, & 0} |
{qui est une carte comme 11 résalte aumSLtﬁt de (VII)), et D 1a restrie@;
tlon ae G a O'_. Alors G' et E sont différentinblenent semblable,
done B est une carte &'apres (V v) Comme les 0' recouvrent 0, C est

. dne carte d*anras (VII) : ' e

51 {0, ), ¢y et un atles de ¥ , les G, sénﬁ‘deux & deux'différentiaa_f

blement semblables. Réciproguement, on a l= proposition saivanté :

Proposition 2.- Soient V un espeee topologigue séperd, et (0, ), 7 210

recﬁuvrémeat ouvert de V.. Pour tout ze I, so0it G, un bomeomsr:hisme

"de O sar ane partle cuver%e de g5, Suggasenq leg G difféxenﬁiablement‘

semblables deux g denx. Alers, il existe sur V une sﬁrueture de- variété

de dimezwsion n sur K s et une seule, telle gae \G )ZEI soit un
atlas de V . :

D’aprés la prop;? l'ensemble des caries de 1a variété V, si elle
'existe, s*obtient en pvcnant les homéomorphismes dfune pertie ouverte
de V sur une pazt;e ouverte de %>, ai;férenuiablgment‘semblables ) toué

165.G9 » Boit ti ltensemble de ces homdomorphismes, e% montrons qu'il
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y i et
qu'il satisfait anx axiomes (VI) a (VIV). Dtabord, Cté ‘é pour tout zel,

done (VI) est satisfait. Solent maintenant D un homéomorphisme d'une
partie ouverte U de V sur une partie ouverte de 2, (Ua)oae;A une famille
de parties ouvertes de U recouvrant U, et :D06 1la restriction de D 2 U(76 s
pour que DE g s, 11 £aut et il sufflt que Doc e.g pour tout o€ A ,

en vertu du lemme 1 § done (VII) est satisfait. 91 D € € et D¢ € =
montrons que D et D s'ont différeﬁtiablement senblables s il suffit dten-
visager le cas oé_-I) e‘f; D' gont définis dans le mBme ensemble ouvert U
or, les restrictions de D et D' & UNOQ, son‘sﬁifféren%ia’blement semblables
d'aprds le lemme 2 j; done D et D' sont différentiablement sémblables
dtaprés le lomme 1, de sorte qae' Wlil) est satisfait. Ez’:fin, soient €

et C!' deux homéofaerphismes différentiablement sembla}ales dtune méme partis
ouverte U de V sur des partics ouvertes de K™, ot supposons C€ 4 $ pour
tout e€ I , les restri tiods de C! et de 0 8 TNO, sont différentiable-
ment semblables (lf‘mme 2), donc C'€ € , de sorte que ('VIV) est satisfait.
L‘en_semble € 4aéfinit donc sur V une s‘truct‘ure de vas:iété; Comme

C € (A 5 {(3,‘;‘.)15,5I est un atlas de V .

Corolisire 1.~ Pour gu"'tm homéomorphisme ¢ dfune varidté V de dimension n

sur une varidté V' de dimension n goit un isomorphisme, il faut et il

suffit gque v itransforme un atlas de V en un atlas de V' .

Corollaire 2.~ Soit V une variéié analytique réelle de dimension n . Soit

' (C )zel on atlss de V . Alors, 1l existe sur V unpe s‘cmetwe de veriétd

indéfiniment différentiable réelle de dimension B , et une seule, telle gne

(Cz )zéI soit un gtlas pour cettc structure. Cette structure est indépen-

~ dente de liatlas choisi wf,)1el de lg varilté analytigue réelle V .
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Comme deux homéomorphismes esnalytiquement semblables sont différen-
tiablement semblables, 1l existe sur V, dlaprds 1a prop.2, une structure .
de variété indéfiniment différentiable zbelle de dimension n et une

4seule, telle gue (C, )zeI 801t un atlas pour cette structure. I'outre :
pe:c-t,‘ soit (C3 ) xey Un antre ‘gl'blElB. de la variété analytique V . Chague
C:?. est ‘éhalyt.ihqaement gsemblable & tous les C, » done G;a est une carte‘
de la variété i'ndé.finimezit différentiable V , et le corollaire résulte
inmédiatenent de 13 . '
. In voriéts indéflvlment aiffér rentiable ainsi définie S"Q_p}péllé la
variétd indéfiniment différentiable assoéiée & lo variétd anal_j}tiqae ¥ .
(A i'ésaudz:'e én exercice : cxistence de voriétds indéfiniment diffdren—
tlables non assoc,u:es & des varidibs aaaly’slqucs, on associées & plu,—~
sic:ws va:f:.étés enalytigues distinctes). A

_Gorollmire 3.- Soit V u.ne var iété analytigue d.e dimension n sur it

Soient K un _S6us-corps :fez'mé de K, & e dﬁé de K sur k', supposé "15:5.‘

- Seit @ unlsomornhicmede g2 sur K'nd g et g étqnt considérfs comhe

espaces vecterlels sur Kt . Soit (C )‘L&I un atlas de V . Alcm,, il e:;is«,_

te sur V bne szructuze de variété analﬁigae de d,imen.;lon hd SLZI‘ K' 5

et une seule, telle cme (c;aocz)tél soit un stlss pouz _cette gtfuctu.rn.

Cette S'b ac‘sure est indézaeﬁd%te du cnoiy de (G

) el et et _de q}

En effet les (poc “ant anulv’ciqucmea semhl‘ﬂzles deux & éeux, rela-
tivement 3 K. Dot l*ezzs*ﬁ:enae et 1’anic:.‘§;é atune stvuctm*e de variété
analytiqae de az.mensxon nd sur K' § telle que {«poc )761 soi’c u‘.n atlas.
Soit {C )23&3 un autve ﬁtlas cle v s % seiﬁ cp u;n autre 3.somcxphisme 2
de Kn sur Kfad, . Si t€EI ot 2 € J 5’, ge Ge;&‘ et (poGp sont az;a}.ytiquement

semblables, relativement & R 3 :dlautre part, ga-ec;{' et ep'eG; sont
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D
définis dans le m@me ensemble, et analytiquement sembiables, relativement
& %' 3 done @!ac' est une carte de V considérbe comme voridté analytigue
sur K'. Le corollaire résultc aussit®t de 13 .
La variété analytique sur K' ainsi définie s'appelle lo variété sar

K' associée & V . Clest ainsi qu'on parle de 1o varists analytique réelle
associde & une variétsé analytique complexe.

. Une variété analytique sur K' n'est pas toujours asgocide &
une variété sur F, puisque, par exemple, toute waridté analytique
réelle associée & nne Vaflété analytique complexe est de |
dimension paire. '

3+ Sous-variétés ouvertes.- Soien‘t; YV une va.rlété de dimenm.on o eny Ko, €

llensemble de ses eartes. Soit V' une paritiec ouvertse. non'vide de‘V s munie
de 1a topologie induite par celle de V . Soit E'c é’ l’ensemble des
cartes de V dont l'ensemble de définition est contenu dans V'_ Il est
_imméalat que &?’ éatis;ait aax sxiomes (V ) a ‘VI?) pour Vi, On définit
déne ainst s¢§'V’ unc structure de variéts dé dinmens ion n sur K . lMunie

de ueeﬁe s*"aetufe i b' annclde mOﬂC—VamlAté oaverte de V. 0On dit

na:;i que la stzuetuvre de varlété de V! est 1ﬁduite por celle de V .

En particulier, Houte per¥ic ouverte pon vide O de K2 peut €tre sinsi
munie dtune sitructure de varlétn de dimension n sur K . Lorsqu'on parlera
de la varlété 0, sans préciser, elest toujours de cette structure gqutil
s'agira. _ : |

81 V' est une sous-voriété ouverte de V et V" une sous-varidtd ouverte
de V!, slors V" est une sous-varidtd ouverte de V .

P oﬁos~;*ogig.— Soient V aue varidtd de dimension n sur X , O une partie

oavcrte ae ¥ i un Loméomozghlvme de G safmuncm;urtlemouverterde

?ou: g e C “014 une ane carte de V, il faut et i1 suffit gue C soit un isomor-
phinne &e ls va:xdté O sur 1o varidté C(0) .
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Supposons gue C soit unc ear%e1de V ; si 0) est une carte de la
sous*variété ouverte O de V, C'e C est une application différenticble

& jacobien non nul d'une partie ouverte de C{(0) sur une partie ouverte

de X® , c'est-&-dire une carte de C(O) s g1 O" est une carte de C(0),

OMeC est une earte de O 3 on voit done que C est un isomorpnisme de la

variétéyo éar 1a variété C(0). Réciproguenment, supposons que C soit

un isomorphisme dé 0 sur C(0) ; soit D dne carte quelcongue de V ,
dézinie sur une partie ouvar%e U de V 3 lo restriction de D & UNO est
une eafte ﬁe 0 , done Dc>C est une ecax rte de ¢(0), donec est différen—
tlablo d‘gaeaulen non nul : aat“ement dl% ¢ et D sonk différentiéblé-

nent semblables ;rka yrop.? monire 21078 qae ¢ est une earte ﬁe Y o

_‘ﬁpplic ations ﬁlfférentiables.u Définztlom 4.--301eat v et vt dea

'variétés de éimea51cns n et n! sur K. Une application g de V dans v

-est dlt@ aiesé atiahle gi, pouf touts carte © de V et toaue carte

,G!-gg,V*; 1*anplicatlcn C?o@ac est déflnle sur une partie caverte

- de Kﬂ et di fférentisble - (1orsgg'elle est définie sur un ensemble non

: v1de de Kn)

Il eet imme&*at av*une telle application est Caﬂtlﬁie-

 Torsgue V et A saat des parties ouvertes de- Kn et KB’ respeetivbmenta
on  retrouve les notions des chap. L-II . |

Soient V et Vi des varié tés ée dimension n sur K . Il est clair
q&‘uﬂ isomornhlome de V sur V! est différe siable, ainsi que gg .
?eelprequement, on 4 1a pfopos;%ioa suivante

&

Proposition 4,~ Soiem$ V et V* des va_zétns de dipensions n gt n' sur K .

g.g.i.,-:g ® ,,

-1
9 .

yrohisme de V sur v,

différent iabl°m9iﬂSiM{&f

Alors n=n', ot © est un isomorphisme de V sur V' .
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In ﬂffet, soient C une carte de V, C' une carte de V', telles que
Clou oC soit définie sur une partie non vide de K. Alors, C’o¢<>0

est difflrentiable ainsi que 1l'application réciprogue, et applique une
pvartic ouverte de Kn sur une partie ouverte de KB. T1 en résulte

(chap. I-II) que n=n’. Bnsuite, C et Cloy sont diffbrentiablement
semblables. Dfaprds la prop.1, Clew est donc une carte de V . De méme ,
Co“$ est unec carte de V'. Done ¢ est un isomorphisme.

Définition 5.- Soient V et V! deux varictés ayent mlme ensemble sous-

Jdacent. On dit cue 1o structurce de varidid de V est plus £ine que eelle

de Vi si l’oaplleatlon 1aent1g_p de T dans V' est différentiable.

Soient V unc varidté, O une sous-varidid ouverte de V , 4 ltinjection
canonigue d¢ O dans V , V1 uné autre varidté, ¢ unc application de V!
dans O . Pour que}? soit éifféreatiable,'il fout et il suffit, comme
on le voit éassitﬁt,. que ioy soit 4if FCweqtlﬂble. Il en résulte gque 1=
structure de sous-variété ouverte de O est la moins fine des structures
de varidtés sur 0 qul zendent i dlrzérenblablee

La notion dlapplication 4iffdrentiable est une notion de ecaractdre
local. En effet ¢

Proposition 5.- uoient V et V' des varidtés, © une agglication de V dans

v (0 )‘zeI un recouvrencnt ouvert de V . Pour gue 9 goit dlfférentlable

i1 faut et il suffit que ls restriction de ® & chague 0, soif différentia~
. ble

La néeessiisd de 1a conéition est immédiste. Supposons maintenant
Gue la resiriction de ¢ & chague O, socit différentiable. Scit C une

carte de V 5 ééfinie sur une partie ouverite 0 de V , et soit C' une carie
de V!'. Lo restriction de Ghagssc & C(0_ 1M 0} est alffézentiabxe,
pulsgue la fast“ictlan Ge C & G no est une carte de 9@ . Ccmme ies

, : ‘E
6(6 M 0) ;oﬁﬂeat un recouvrement ouvert de C(C), om voit gue C!a@

est dlfferenuiable {chap.I-II). Done ¢ est différentisble.
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BEn particuliér, sl @ est une applicat£on différentiable de V
: dans V!, 1la restriction de ¢ & une sous-variété ouverte O
; ézi~ de V est différentisble. Mais on noters gu'une application
: différentisble de O dans V' n'est pas nécessairvement lo
restriction & O d'une application dif&érentiable de V dans V!,
mene si Vi=K . . i

Proposition 6 (transitivité).- Soient V,V?!,V® de35vagié%és, © une applics

tion différentiable de V dans V'; p! une application différentinble de

V! dans VM. Alors, w0 est une spplication différentisble de V dang Vn.

 Soit =eV . Il eziste un vozsinage ouvert U' de v{z) dans V! dans
leguel est déflni une carte Ct ge V1. L'ensemble y(U')~U est un'voisinage
oavert de x dans V ¢ et nous allcns montrer qae lo rest21etion de @'o@
30U est di? érentlable 3 eeel, avee ia prop;J, établira la nreposiﬁlon.
Oz, soibnt ¢ une earte de U et G" une cartc de Vﬁ Cemme Q{U)c:‘U’ ,
lenE C"a(tptagp)oc (Cﬂogp' G*) (G'c(?cC) O:e C'ccpoc et G“oLp*o G'
sont différentlables, done Gﬁo(@'a@)b C est_éiixérentiable (ehap.luII),

ge qul établlt notre ssserhion.

froposition 7.- Soienb v et V! des vgrlétés de Limensions n gt nt,

(COJMA un stlas de V , “‘;3)-545 g sblas de V', ¢ uge spolication de V
~dans V. ?euv que ¢ goit di féreﬁbiuble, 11 fout et il suffit gue

=1
' 3*31311@8%105 Géago 4] 801t aéfﬁaze dans aﬂe p@rtie caverbe de Kﬁ et

dlfféventlable pour toat w€h &t tout ge:ﬁ {%els que cette applica-

tion solt dé*inze sur tn ensemble non vide),

Sl o est é?fférentiable, Céo @a:c est défini dans un ensemble vide
‘ou dlfférentiable par déflnz+1on des applicatlonq dliférentiﬂbles
Récigrcqurment, supposons vérifide 1la condition de la §fop051tian.

Alors, @ est dtobord continue. Done, si G@ (resp. C}) désigne 1'ensemble

¢




e
de définition de C, (resp. cé), les ensembles O (\-é (Oé) forment un
recouvrement ouvert de V. La restriction de ¢ & tout ensemble
0, n- ? (Oﬁ) egt diffdérentisble dlaprds les prop.3 et 6. Cgci, aveec la
prop 5, montre que @ est différentiable.

Corollaire 9. Soient V et V! des

gpplication de V dans V', X' un sous—corps fermé de ¥, tel gue le degré
de K sur KR! soif fini‘ Soient V, et VI les varidtés sur K' assocides &

Vet vi. Alors, si p, considérée comme applicstion de V dans V', est

anglytigue, ¢ est gussi une applicutlon aaa1vtique de Y Gans V4
En effet, solent n et n! les dimensions de V et ??y d le degré de ¥

sur ', 6 un isomorphisme de KO sur K*n&, 8t un ﬁaomorphlsme de K%' sur
= 3 h

K??'Q (Ka Ka KZiﬁ K fatd étant CGnS*éé?OS conmne espaces veetorlels

sur K1j. boieﬁ% 0‘) e an atlas de 7, (cg)géB un u’clas de V. Alors,

(360') i est un atlas de V,, (e'oc eB est un atlws &e v . Si 1les
e 5 pe

qnplicqtlons Cé@?t?c sont des applications analytiques de parties

ouvertes de XY dans KR , les applications
- T =1 : ’, =4 =3 :
(e%;qé;c@ogeoea) = @'s{Clepo 5m}o © sont des applications analytigques

3 : 5 né it : :
de parties onver*es de Ki 4 dans g d, d'olt le corollaire.

 On &%ablit de monidre analogue le corollaire gnivant ¢

différentioble de ?g dans Vi .

On notera gue la réciprogque du eernilairs 1 eost inexacte,

B>, _
é:ﬂ par exemple quand V et V' sont des‘paftles ouvertes de K=C
et gue Kt=R .

¥




B

Propositiog 8 (est-oce sa place jel 2) - Soit ¢ une applicotion diffé~
rentisble é'une variétéd V de dimension n dens uno variété V! de dimension

n dans une varidté V' de dimens ion n'>n . Soit H uvne. yevtle compacte

. de V , L'ensemble ¢o(H) est rore dons V! (moyennent des hypothdses que

g'lgnore sur le corps de base).

Soit ZeH « I1 existe un voisinage ovvert V de x qui est l’ensemble
de définition d'une carte de V . Soilt ¥ un vois iaage formé de x conteng
dans V, (81 l'espace V a le bon gofit d'&tze réﬁulier) L'ensemble H. -
pcut 8tre receuvert par un nombre fini de volsinabes W + I1 suffit doﬁc
de prouver gue @(H(}W ) est rafe dans V* Or ET%W est compact On est
'denc xamené au eas ot B est eontenu éans une par%ze oaverte 0 de ¥V qai
st 1’easemble de défwﬁitien d*ane earte Cde V. Feas ferens désezmais :
':ce%te hypgthése. e : i '
£’ensemble H’z?(H) est compact. Il est donc réunien dtun nembre
flni d'ensemhles conpacts F%, HL,.‘.,H% daat “hacun est eoﬂtena danﬁ
ane part?e eaverte de T qai est l’eﬁsemble de ééfiaitisn o’une earte.

2 Soit E = B0 @ (H’) " Les cnuembles Hi sont com@aetu, et H' : @(Bi).

‘j Il sa’fﬁt de p?evver qie cquue enseﬂble E’ eSb rﬂre. Hous re*éns‘doaé'
&ésezmais l?hy§oﬁhese que ot est contenu dans unc pavtze ouverte 0’ de
?', qui est 1tensemble de d4éfinition dtune ear%e 6! de Vi,

Alors, ccmme C et G ssat des igomorg??smes ae variétés, neus sémmes
ramenés ab cas o V et V* sont des par%ies o&vertes ée 2 et Kﬂ respec-
tzvement, et iz pfenositloﬂ résulte des chap. 11 .

Si @ est bapnosée seulement oontznue, o{H) n'est ?as nécessgi—

remenﬁ zare éans Vi
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2+ Bang d'une application différentiable.— Proposition 9.- Soient V et V! des

yaoriétés, v une opplication différentisble de V dans V', x un point de
V , x'=p(x). Soient C et C' des cartes de V et V', définies dons des

vozsinapes puverts de x et x! respectivement. Le rans r de 1'application
C'o¢«:0 en C(x) est indépendant du choix de C ef C!'.

in effet, soicnt C, et CJ dlautres cortes de V et V', définies dans
des voininaﬁes ouvmrtu de A et x! re pcetivenent. Les applications
g0

e o 01 et (C{oC') (C’o@oC)a(Ctac ) sont égales dans un voisinage de

1, ~1
CA(x), et les jacobiens de CjeCt , Co C, sont non nuls. D'o# la

proposition.

Définitlon 3.- Le nombre r défini par la prop. 9 cst appeléd 1e g_gg
depenx. - | .
Lorsque V et V' sont des parties ouvertes de. Kp et Kn respectivement,
on retrouve la déxlnltlon des chap. I-IT . : .

o1 ¢* est 1ﬂ rcctLlctien de © & un v01ﬂ1nage ouvert de X, 0et o

ont méne rang en X .

Propgsition 10.- Soient v,v! des varzétés, @ une agglication différen—

tisble de ? dﬂns Vi . Le rang r, de r en x est une fonchion semi-conti-

nue inférieurement de x5

g : £ ;
Soit x un poin‘i; de V tel que rxg;, r « I1 faut montrer que ry} r
lorsque y appartient & un voisinese de x . Or, x et x'= v{x) possident
deS‘VQisinaﬁes ouverts qui sont isomorphes & des sous-variétés ouvertes

de X2 et Kn pectlvenent La propocition résulite alors des chap.I-I1I.

Corollaire.— Soient n gﬁ nt lesmdlmensicns,de Vet V. 81 = g (resp.

rxzn'), on a ‘ryzn (resp. r *n!) dans un voisinare de x .




/9

< 15 .

Proposition 11.- Soient V,V!,V" des varidtdés de dimensions n,nt 0", o

une application différentisble de V dansg V', ¥ une application différen-

tigble de V! dans V", x un point de V, x'=0(x), r,r',r" les rangs de

P s Vet Yoo en x,x' gt x respeetivement. On g < mn (r,x),

51 r=n', ons v'srt. 5i r'=n', ong pW=r .

Qétte proposition résulte aussitbt degs résaltats correspondants

des chap.I-II .

Pfopositlon 12.- Soient V et V' des vaflé*&s, © une application différen-

‘tisble de 7 dang V', de rang partoutl na;. §;{V.g§ K sont connexes et

1eealement eonneze59 v est une applieatiom’eensﬁante-‘.

58 effet, sezeat xeV ,'et xf=0(x). L'epsemble A des peints ye~V
/tels gue ?(y)~k’ esﬁ non vide et evmé. S1 on EOﬂbfe ga'il est ouvert,
on %ura A-V et 1& p”ODOQltlon sers démenbrée. I1 suffit donc de praaver.
que @(y)wx‘ 1orsqae y anpartient & oin vazszna~e de * « Gn peus &ene se
‘ramaner au cas e& v et v Qeﬁt des pafties oave rhes eennaxes de EB et Kﬂ .
Ia Dtap@szrvan resulte alors des chqp‘Tall A :
{Probablcmenb, V connexe entraiae K conneze}

Pronoq1tloa ?3.~ Sclept Vv Qu V’ des varlétés de &l n ions n et n’

@ une applieaticﬁ di férentlable de V aﬁﬂs Vi, % un no int de Y. Pour

ae @ Boit conqta nt et épal a r an %oi’iaaﬁe de &, il faut

et il ss‘flt gue 1es clrcsqstances suivaﬂtes soient fcalisées ¢ 11 exzsﬁé

des veiszna@es ouverts ﬁ e% U! de x et @(&), des parties ouvertes
01,07,03 ée z? Kn—r Kn’°r com%en9ntwl?or;ﬁine
aggiiguan U sar 0 ><09, une carte ct &e V’ agpliguqat U' sur 01%03

de_fa&onA;Mww

s ung carte C de v

,l}a;nlieat;on ch¢:=c twaa fovne le weint

(zg ’322’..‘,3: "5‘1 ;ii';y ) Ql’l 18 QQ ﬁ (XT ;X,\,-ss,a ,G O,«..’O)
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Lz proposition résalté aussitft des énoncéds correspondants des
chap. I.II .

Corollaire 1.- Supposons n=n'. Pour gque le rans de Y en x goit ézal &
n , i1 fout et il suffit gue la restriction de ® 2 U soit un isomorphism

8e U sur un voisinage ouvert de o(x) .

Corollaire 2.~ Soient V et V' des variétds de dimension n , ¢ une appli-

catibn différentiable biuniveague de V sur V'. Pour que ¢ goit un iso-

morphisme, il faut et il suffit que, en tout point x de v s le rane de
® soit el & n .

-ﬂ' fet, ].‘1 condstlon eﬁtrQine que 1la restriction de lé 4 un voisi-
nage ouvert de x est dl ferentiable.' o
6. Fonctions d fférentiables.~ Soit 7 une variété sur Kﬁ Jans tout eé :
chapitre, et sauf mention expresse du contraire, nous réserverons 1le
nom de #f onc%*on“ sur ¥ aux applleations de V dans E .. _
81, dqns? a'&éf 4, on prend pour V! 1a varidié K f; on obtient 1la

notion de fonctlon différentiablie sur V .

Supposons que - K R on K = C s €% soieat un espace veétoriel topo-~
logique 1oealemﬁnﬁ convexe sur X 5 BT son dusl. Uné opplication £ de V
dans E est dite différentisble si,'poarrtoat s1ément uéﬂE*, lé fonction
x~ﬁ><:f(2);a:> est différea%iable. Lorsque E est de dimension finie r ,
E est muni cononiquement dfune structure de varidté de dimension r sur

K , et on vérifie aussitdt que la définition guion vient de donner
econcorde ovec la 4éf.4 .
Soit (f?,fzgfoe,fp) un gystéme de fongt;ons définies sur V , & valenrs
. dans X . Dire Qué ces fonctions sont ﬂifféreatiabies revient & diﬁe,

comme on le volt oussitbt que 1'application tsse®
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x-«;(f1(x),fg(x),...,fp(x))=@(x) de' V dans KP gs# différentiable. $i
donc g et une fonction diffdérentisble définle dans un veisinage ocuverd
de @(V)(:,Kp, la fonetion goy , qu'on désigne aussi par g(f1,f2,..¢,fp),
est différentiable. Toute fonetion de cette forme est appelée foretion

différentisble de fq,fz,...,fp -

En particulier, les fonetions différentiables sur V forment une

cshre sur K par raspOfr & ll'addition et & la multiplication asuelle-

£
-t
(U

£ est une LOﬂCth différentiable sur V , et si L(&}JO pa&v tout
xeV , 1/f est différentiable.

?;'éf stémes de cccrﬁoaﬁées.m 3 fi ion Gam Gq dpc gulun sva%gme ée fOﬂctloﬂs

v

f?,f ,..‘,f définies dons une pariie ouverts 0 de V est un svstgme de

€;§§f X}g‘tozf {X;) ée O

'GGQZdOﬁﬁéeg dans 0 si 3?a; stion X‘@%?i“

%
dans Kn est une carte de V .

En appelant TysTps=es¥, 1les fonetions écbrdonnéeé suf-Kn, i1
revient au Qéme de dire qu'gn syétééeAde coordonndes dsns O ést un
systdme de fonetions de 1a.forme_ (yioc, ygcc;.;;,yﬂéc), C étant une

.eér%e'ée V définic danms 0 . La restriction d'un systdme de coordonndes
dans o & une partie ouvérte O de O est an systéme de eoardcnnées
dans 0’
= si (-1,f2,...,f ) est un systéme de eecrdcnﬂéns dans O, toute fonet;cﬁ
dlvféreﬂtiable dans O peut se metire sous la ﬁerme v(fg, 2,.‘.,f 3.
g étant une xoaetzcn différentiable dans l*eﬁmemule ouvert de i image
de 0 par 1a carte x-—& {x) fq(x},...,f (x}) 'voatreéent dit, une
fcﬁctlon dlfféreatlable ﬁans e n'est aut:e qufaﬁe fénetion différen~
tigble de .£1’£2”"’fn‘ Ces remargues, et la prop.7, entrainent plus

généralement la proposition suivanite :
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Proposition 14 - Soient V et V' des voriétés de dimensions net n' sur K.

; < - | '
Soient (Oor.)aeA un recouvrement ouvert de V , (Op)ﬁéB un recouvrement

ouvert de V'. Pour aoeld (resp. BeB), soit (f1, f2,..n,i’ )

(resp. (g?,gg,...,oﬁ,)) un systéme de coordonnées dans 0, (resp. 5)

50it © une application de V dans V'. Pour que 0 solt différentisble,

11 fout et il suffit que, pour tout o€ A et Lout peB tels que

U&ﬁ 0 r;g(oﬁ) g, Uﬁﬁ soit ouvert et que les fonetions

_ggégg ggo@,.;egog!p s restreintes a Ua@ s Soient des £Oﬂctiong”§iff§r§n&

tinbles des restrictions & Uéﬁvdes fonctions I,, £ ,;oa,f

Corollaire 1 - Soient V et Ttdes variétés sur K @ une application de V

dans V'. Pour gue ¢ goit dif érentleble, il faut et il suffit gue, pour

toute fonctlon f déflnle sur une partie ouverte de V*“etwdifféregpiablg,

fo@ s0it dé;lnle sur une purtle ocuverte ﬁe v ed di&férentigble.

Gorollalre 2,_ Soient V et Ve des variétés de dlmen81ons n et n’ sur £

v un homéomnfghlgme de ¥ sur Tt 31, pour toute Lonc%icn f’ définie sur

une pértie oaverta de V* et dlffﬂrentlaole, f'ow est alxiérentiableg

et 31, pour

te_zcnct*on 4 dézinle sur une naftla oave%te de V eﬁ :

24
ai ffﬁrcnt“@blngfo P est cwziéreat%aﬁl s 2lors amn?,gg v est un isomor-

2

}"122@ deVsar'iff

Ceei 3ésulﬁe aassiﬁét du cor. 1 et de la Prop. 4 -

3. Ransz d'un sysitdme de Ffonctions.- Définition 7.~ Soient V une varidts,

f?,fz,..c;fp.ggg_fonctioﬁswéiiﬁéfentlaoLes définies sur V, X un goint
8e V . On appelle rans en x du systdne €f1§f9?.,egf ) le rong en x de
llapplication ¥ ﬁa(f (v), z, (y),a,.gx ,(¥)) de V dans g2

Lorsque V est une partic cuvewte de Kn, on rci“owve la définition

des chap.I-II. Le rang est ind Soendant de llordre éans lcquel sont

rangdes les fonctions £5 °*
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Proposition 15.~ Boient V une variété, f1,f?,.a.,fp des fonctions diffé-

rentiables sur V, x un point de V . Pour gue le rans du svstime
£1,f¢,...,fp 801t constont et 6gal & r 2u voisinare de x s L1 faut et

il suffit ou'on puisse pertager ce systdme en deuxr svetlmes

(f~ 9f- ,aea,f' )9 (-f- 9 fp 95009
e tr T
g 0%y se»e,f; Bont des fonehions différentiables
r+1 42 j2) ;
de fi"fi ,;,g,fi dans _un voisinose de X . 2. Teg fonctions
1,771,

e

fip), avec les propriétéds suivantes

1. Les_fonctions £

T
font partie d'un systdme de coordonndes dans un voisi-

ngge de x .

Ltant donné le caractdre loecal des hypothéses et des conelusions,

lz prop. résulte des chap. I

I
I~
=

e

Corollaire 1 - S0i%t n la dimension de V . Pouwr aue le roane en x du gys-

 tdme '(ff;fas.;,yfp)(sait 6zl & n , 11 fant et i1 suffit que n des

fonctions £. forment un systdme de coordonndes dong bn voisinase de x .

Corollaire 2 -~ Pour gue le ranes en % du systdme (2,525,000 42 ) ‘goit

ézal & §z5*il'faat'et i1 suffit gue fqgfg,u.ggfp fassent partie dtun

systéme -de ecocrdonndes dans un v

o
Corollisire 3 - Supposons p=n . Pour

L]
o]
D
]
(6]
by
()
i
"}
5
i3
i
2
=
w
'<;
0
e
(Dﬁ
5
w

£

{11 P 5h s Pl
,av L?ngk?? g.l_n

(ffgfgg,;;gfﬁ) soit ég21 & n , 11 faut et i1 suffit

e

e

W

e

forment un svstdme ds coordonndes dans un voicinare

el

Corcllaire 4 - Bolent V une varidté, (f?gfgﬁa,;éFq} un_systéme de coor-

&

denndes dans ume pertic ouverte O 8e ¥V, x un point de O .

So0it

.Xi=fi{2} (1€ ign). Soient Bis8nse0 48, des fopections différentiobles

définies dans un volsinage ouvert du point {zjgxaga.sgxn) da B .

Les fonetions h?zg?(f?gfgge.c,fn),a.a,hnagq(figfpg..;gfn) sont définies

2y

§

g

et différentiables dans un voisinesce ouvert de x . Pour gu'il exisie
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¢ un'voisinage ouvert de x dens lequel h1,h2,...,hn constituent un
gsystime de coordonnées, 1l faut et il suffit guc_lc jacobien de

(g1,g2,...,gn) 80it _non nul su point (x1,x2,...,xn)

§ 2. Hodes de définition dtune varidts.

1. Définition par la donnde de sous-varidids ouve*tes.~rfobositwon e

Soient V un espace topolog 1gue @onaré n un nopmbre eptier 0 ,

(Dz)zé 1 bn recouvrement ouvert de V §_;3o cnpwaonmée“sur_cha.

Uue

- ggpace E - bne structure de variétd de dimension n sur K .de telle

2 (3

sorte gue ila uOﬁd‘ tion suivante moit vérifide g gg,z et 2 sont deuxA

indices de I t ls que U, A le% ﬁ des iruetares de varietés 1ndu1te

sar--U fﬁ B ﬁur cellcs de G et U son+ idcnczgucs’ Alors, il ex1sté

sur V une utvuctuze de variété de dimanelon n sur K ; et une aeule,

telle gue, Qouu tou t€ I : 1o varidts U - SOLt uﬁe sou variéts

ouverte de ? o

L'aﬂlCltL est im mmédiate ¢ si V, et V, sont éeaxgﬁériétés répondant
& l ?estién;”lféyplication ide nﬁloue de V éur Vg est diffdérentiable
(parce que la différentiabilits est une propridtsd locale) ainsi gue
l'aﬁplieétioa réei zocug, donc est un isonmorvhisne de varidtds.

lontrons mointenant lleristence sur V d'une structure de variétd rdpon-

g,

G ‘un atlas de la voriété U, . L'ensem-
& JL%A,& T
ble des ¢, s{a€h_ , 1€I) vérifie les conditions de la prop.2 .

dant & la guestion. Soit

11 existe done sur V une structure de variété de dimension n sur K

o
o
[
oy
M
2
foud
iy

llensemble des 3 ceﬂctL%uc un atlag ée V . élevs, {C )QHEA

est un tlas de 1a sous-varidté ouverte Bi de V , de sorte gue cettie

de gvec lo veridid Sonnde J . Ceei achive

]

sous— V&?létb puverte coline

12 dénmonstxration.
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Soit (Vz )teI une famille de varidtés de dimension fize n , et soit
V un eopace topologigue somme des Vt . I_l existe une partition -

(O )teI de V-formée d'ensembles ouverts et fermés, et une famille
(£ 2) ;¢ 1 'homSomorphisnmen de V, sur O, . Alorg,-dtaprds la prop.1,
il existe sur l'espﬂce V une structuze de varidté de dimension n et

une seule telle que, pour tout <2€¢I , f aoit un isomorphisme de la
variésé V, sur lo pons-variété ouverte 0, de V . Do variété V ainsi
| définie slappelle varidté somme des varidtés V e

2. Définition pax 1o donnée des applications difzérentiabl es des parties

ouvertes d'aszzqees %P gans 1a variétd.- Ce n° s ainsi gue le suivant,

-

est probﬁblement & re;eter en exe'r-cice, a noins qu'ii ne serve de point
de dénart & llintroduction des Cfyaridtés imlmes"

P’rogositien 2.~ S0it V une varidté sur K . Soit F 1 ehsemﬁle des appli-

cations difféventimbles de parties ouvc:?tes d*espaces k? {p, pnoubre

e’ﬂﬂ'er 70 vw'iﬂble) Gang V . Pour gu 'un homéomo phisme C c‘i'une partie

ouverte U de V sur une portie ouverie d’un cgpace g8 soit une carte

de V-, 11 fout et 11 suff:.t gue les conﬂvtmns suivantes soient ver:u.iées-

,4
L vf gour tonte f€ e)o

Les conditions ont éviaemment nécessawes. Réclpvoquement, supposons
A -1
ces conditions "'empl:.es. 'Pm.sque C est &1Pférentiab1e dtaprds 1z

condition 1°, il suffit de montrer que C ecst 4iff éremiable.; Or, soiﬁ
x€T . Seit O une corte de V définie sur un vo;smapc ouvert Ut de x
contenu dans T . D'ap'x‘;s la condition 29, €. G’-uesi; dlfférentzable.
,Gome é' est un ic'omo:fphisme de G'{U') sur Tt on en deduit que la
z*estm ctzoa de 0 & 151] est mf;é?e ztlable. Gomme x est mz point arbi-
'!:raiz'e de-U , on voit que C est c?iffé}:eatiable. '

”ﬁ'ewceable ef de 1a prop.2 msmde 1@3 wcpriétés suivaates ¥
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19_ Soit S ne application d'une partic ouverte O de KP dans V ; soit
(0,), o1 une famille de parties ouvertes de kP dont la réunion est O .
Pour que S € c)o , i1 fout et il suffit que les restrictions de § aux O,
appartiennent & af s

2%_ Soit S un 4lément de & , défini dons vne partic ouverte O de &P,
51 7 est une opplication différentiable dlune partie ouverte 0! de r?
dang O , ona Sof € f

30_ Pour ‘coaiﬁ xeV , il ez:is’ce un Sélément S de of gul est un homéomor-
phisme d'une m'f-tie ouverte d*un espsee £ sur un vois 1ﬁaﬁe ouvert de z ,.

4
et qui st tel qur*, pou.. toute f’é Jp s, Sef est dlué"entiable.

30 est ndcessairencnt 1’1 dimension

Le nombvﬂe nntlev' n ﬁe 1:1 cond _tlon
de V¥ dtlanrds lq ‘moaosmlon 2 .

"{ch_izoque'z&n‘b,' cn a la proposition suivante :

Proposition 3.- Soit V ur_x espace togoiog:.i" que séparé. Soit o nn ensemble

dlapplications con‘ainu.es', dont ci'mcune est définie dans une partie ouvert

d'un espace Kp ip, nonzafe entier > O vamable), e"a prend ses valeurs
gans V , vérifiont les cond.:.tlons su:.vantes s

1°. Seit § une ap;ol,ieation d'une partic ouverte O de Kp dans V

soit (Oz)tel ui¢ famille de parties ouvertes de KP dont _‘_ 0

Pour gue S € S, il faut e"c il suffit gue les res’s:;ctigg_s de S aux O,
agga"blcnnea‘i: & F o

g®.'8 Soit 8 uﬁ'éléfent de f

-

d6fini dens unc portic ouverte O de XP .

81 £ est une ﬂ})plic n différentioble d'unc partic ouverte O! de KP
dans O, on a 'Saf € e)a "
o

- iou_ +out zeV s 11 ex

iste un S18ment S de of gui est un homéomor:

‘phisme d'une Dﬂ?tl” oaver%e de K° €n, nombrem@aiiﬁr_LQWitiﬁwfix,, indé-

nendant de %) sur un vo:.smc—zge ouvert de x , et_ouil ecs‘b ‘tel gue .




L€

;

\Ji

~1
pour toute £ € f , Sof poit diffdérentisble.

=

Alors, il existe sur V une structure de variété de dimension n sur K ,

et _une seule, telle gue d’ golt l'ensemble des applications différentis

‘bles de parties ouvertes d'espaces %? dane V .

3141 e-xiste sur VT une ‘s‘oruc’mre de variété »6pondant & la guestion,
ses car'i:ms sont nmceu ment définies, d'ap:eés‘ 1z prop.2, de la manitre
su_ivante : on prend lbs homéomovnhiﬁ:lcs ¢ a: une pﬂf”’ie ouverte O de V¥
sux une pwtle oaverte C(O) de KVl -els qbe' N s €t tels que, pour’
toute aa‘olzeatlon f_‘e f s Cof soi‘h dwf%ven’ciaale. Soit € 1'easemble
de ces I:cméomom)h:t.sme.;. hon’sfonsd’abo ed que if vérifie les oxiomes '

{v Y (v.v) as ia déf 2 :

70

Tim con{ivtwn 3 e‘&:pr ‘me pfé 1s&m snt quc (V ) eot vaixié. z‘aln‘bcn\an’b,'

soi'{; G zm aemeomerphlsme &’Lma yawt:.e ow rie 0 de V Q‘!‘l.t_" une pnrtie ,
euver’te de Kn 5 50::8 (0 )ZéI Lme fﬂml}.e de ywtics ouvertes de V éont
'la rcaﬁlen est T2 soﬂ; G la .eee%v:x_ctmn de C & o . 81 Cé‘éj s 0n =
: _»g 0 : -4 . : : ke
e &0 done, d?asms ?u3 ecﬁé;f‘cion i é cf 3 ek, g1 £ € 5 y Cof

est dlf'?é'rm ?ale, done G £ est di.c.cétﬂe nsiable j done C € 14 pour

: tout z,ez ; inﬁenam, Sunposana que 0 € € our tout L€ 13 alors

f pour 'Laut 16 done c o aagess 25 seaaitton 1% v

¥

d'qutre pax'i;, gi £ e «f 5 u,éof Cub c:.z%wen*ciable pour teat L€ Xy
donc Con" est iffévcntlﬂble, done C € € ', et 1'Jiome ( ) est

i gk
vé ifié, aaiwnt &izﬁ'en nt C e't gt ﬁeuy eléaezzts de g s ong -C.€ Cf
done C*e G ' esi‘, d;:‘é;:ﬁér-eﬁ_ti'aple,__; de nén s Co C? est différentiable,

de soxtc qae lfu:zcmmc {VHI) est véﬁlui « Infin, soit C un &ldment de &

a@pllquan‘a une pa;:ctz.e ouverte U de V sur une partiec otzirer%e de EX 5

e‘s soit t? ime a%llca%mn ch:Cé:z: ntisble biuniveque & jmcobien non nul
B .

de C{U) sur une partic ouverte de K° ; soit COt= wol 3 »on' g
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-33' -Ca (L eJo dloprds la condition "°, d'autre port, si fecf
on 2 Clof = wo(Cof), done Clof est différentiable ; aingi, Cre € s &%
ltaxiome (Vyy) st satisfait.

I1 existe done sur V une structure de varidété de dimension a sur XK
telle gque *gf s0it 1lensermble des cartes de V . Si féeof » Cof est
différentiable pouxr toute carte C de V , done (§1 s Drope7) £ est Aiffé-
rentiable. Réciproquenment, soit £ une application différentiable dlune
partic ouverte O d'un espace EP d::i.ns 1o varidtsdé V ;‘ nontrons que/fég)p;
soit xze0 ¢ soignt U un voisinage ouvert de £(x) dans V , C khe carte
de V d8finie dans U j soit Ot= -g(U), qui est un volginage cu.ver‘t de x
contenu dans O § soit £' la restriction de £ & O ;' on & f£t= Go((:of’),
Cof! est différentiable, e% ce S . done' gre of d'f;.prés 1o condition
20 3 copme x e&’s “n- oint guelcongue de O, on en d4éduit que £ € of ‘

dlaprds la cog%_cl* rion 10

DéFinition par la donnée des spplications différentia‘oles de parties

ouvertes de ls v@’f’ld‘t dang les espaces kP .. Soient V une varidté sur

4 @ l?eqsan’cﬂe des anpllca‘swns dwfféren’ciab-lcs de p’*"*tles ouvertes
de V dans KL (p, ~,_ﬂombre entler 2 0 va;ﬁiable). L'en emble ‘6 possede

les pro*awiétés suivantes

1% Soit T une azﬂpllcqt" on é’tme pa:e"a' ouverte O de V c‘zazz.s %P s soit

4

(Q, )ZE T une raml}.c de parties awe%tes de V dont lﬂ rdunion est 0.
Pour gue T € ‘?é’ y 11 :E ut e+ il uxii’i’s que les ‘?‘G"’tl‘lc ions de T apx 0,
ap tlbﬂnezﬂ_t a

2°- Soit T un él

ment de é , défini dans une pa;ﬂ'i;le ozwite OdeV

rw <u\ .G‘%

o

& valeurs dans X i1 £ est une applieation é:..a.__éze-‘i ble d'une partie

cuverte de P gontenant T(0) dans KP, on & foTGﬁ o




&4

s I

30.. Pour tout =zZeV , il existe un élément T de f gui est un homéomor-

phisme d'un voisinage ouvert de z sur unc¢ partic ouverte dlun espace Kn,
et qui est tel que, pour toute f£é& f , fo & est différentinble.

Le nombre entier n de lao condition 3° est ndcescairement la dimension
de V dtapris la prop.3 du §1 et le cor.1 de la prop.9 du §1 ‘
Héciproguenent, on a la proposition suivante

Proposition 4 ~ Soit V un espoce topolosigue sdparé. Soit ¥ un ensemble

dlapplicotions continues, dont chocune est définie dans une partie

ouverte de V ».% prend sesd valcurs doane un espace g’ (p, nombre entier

Z O varioble), vérifisnt les conditions suivantes :

1%~ Soit T unc anplicotion dlune partic ouverts O de V dans KP

soit (0, ) teg une famille de parties ouvertes de V dont 1s rduniom est O.

Pour gue T€ € , il faut et il suffit gue les restrictions de T ,

S0x% 01’ gonarticrnent 4 G .

2°- Soit T un &lément de G , a6fini dans unc perbic ouverte O

de V , & valeurs dons zP . Si £ est une applicatlon différentioble

dtune pertic ouverte de K° conmtenont T(0) dons XP, on g foTe § .

3%, Pour ‘cou‘é €V , il existe un 61ément T de € gLu. est un

homSomorphicme d'un voisinase ouvert de ¥ gur une partic ouverte de KO

(n, nombre enticy >0 fize), et oui est el que, ;Qouz' toute fe © ,
£0 T est di’férentlsble.

-y

Alors, il existe sur V une structure de varidtd de dimension n sur K,

et une geule, telle gue ¥ soit llensemble Ges avplieth ons duférentia—-

bleg de pa:etles ou.ve'f"ces aa V dans lcs esv\aees Kp

- 8ril ez’;lsae sur V vne structure de varidté répono“.an’c & la guestion,

ses cartes cont nécessalrement définies, d'aprds le cor.1 de la prop.9 ,



de 12 monidre suivante 3 on prend les homSomorphismes C € Yf d'une
partiec ouverte O de V sur une partie ouverte C(0O) de Kn, tels que, pour
toute application Zfe ?f " fo‘é gsoit différenticble. Soit f ltensemble
de ces homdomorphisnes. llontrons d'2bord gue € vérizie les axiomes (VI)
é (VIV) de 1o déf. 1.

Lo condition 3° exprimc préeisément quc (VI) est vérifié. llainten~nt,

soit C un hombonorphicne dl'une partie ouverte O de V gur une partie ouve:z
te de KV s solit (Ot):el unc feanille de porties ouvertes de V dont la
réunion est O ; soit € 1o restriction de C &4 0, . Si C¢€ € ,ona
ce® , donc, dlapris lo condition 1°, C, € E s et, 81 £ € € .

-1 -1
£foC est différentiable, donc 'i’oCL est différentinble ; donc Gté ‘6’

pour tout <z €I . Ilaintenant, supposons que Cte 6 pour tout ze€ 1 j
alors CLG A pour tout <€I, donc G € ‘E: dtaprés la condition 19 s
d'autre part, si £ € 4 ’ fo“été g est différentiable pour tout €I,
donc £ o-é est diffbrenticble 3 done C € if , et l'axiome '(VII) est
v6rifié. Soient mnintenant C et C! deux Slments de § ; ona Cte ©
done C';é est différentinble ; de nméme, Co_g' est diiférentiable,
de sorte gue llaxiome (VIII) est vérifid. Enfin, soit C un Slément de (@
anpliquent une partie ouverte U de V sur une partie ouverite de Kn, et
soit © wne appliecation diffdrentiable biunivoque & jocobien non nul de
C(U) sur une poritiec ouverte de Kl? 3 soit Ci=peC ;5 ona Cte ﬁ dtaprlds
1a condition 2° ; d'auntre part, si £ ¢ < , On a fo-é.' = (f;é)::‘p , At
f_o—é' ect di}fférentiable s ainsi, Cte % s €% ll'axione (VIV) est
satisfait.

I1 existe done sur V une structure de variété de dimension n sur K ,
telle que 14 so0it l'ensemble des cartes de V . Si f € g " fo‘g} est

différentiable pour toute carte C de V , done (§' 1,pr0p.T7) £ est Aiffé-
rentiable
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Réeiproguenent, soit £ une application différentiable dlune partie

ouverte O de V dans un espace kP s montrons que f£e€ ﬁ $ soit xe€e O

gsolent U un voisinage ouvert de x contenu dans O, C une carte de V

~1
définie dans U , £' la restrietion de £ & U ; ong £'=(£6 C)el
-4 |
folC est diffbrentiadble, et C € ﬁ , done ZIte @ dlapres la condi-

tion 2° sy comme x est un point gquelcongue de G, on en déduit que f ¢
. q

Définition paxr la donnée deg fonctions 4iffér atiables.u Soit V une

===t

variété de dimension n sur K . ﬁfease@ble F des fonctioas'différen-
tiables deaiales daaq des partlcs ouvertes ce v possdde les nwopﬂiétés

Salvaﬁves $

1% Pour aa:dne fonction £ , définie sur une p@ftze U de V réunion
dlune fam ill de parties ouvertes {U’).Le T s qnpawtzeqne 2 G 5
11 faut et il suffit que sa res%rzetﬁon & chaque U, appa 'tieﬁne 8 7.

2°w Qucl aac so;t xeV , il exisie un voisinage ouvert O de x , e%
un ﬂomeouc_,hzsme ¢ de .0 sur une partie ouverte de K2, tels q&é 1len~
senble des foﬁotioés fowg', guand £ parcourt llensemble des fonetions
de fﬁf dont lféﬁseééle de définition est contenu dens O, soit llensem-

=

ble des fonctions différentiables définies dans une portie ouverte

8. Soit ¥ un ensemble

b L2 Luil

de fonetiong & valeafs dans K, dont ehocune est définic sur une portie

ouverte de V . Suopposons cue ﬁ?’vﬁﬂz_ie les propridtds suivantes

- Poux qa'ane fonmevion £ , & yoleurs dons K , définic sur une

tel ?
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appartienne & F, il font et il suffit que so restriction & chague U,
apparticnne & F .

20 Quel gque soit eV , il existe un voiuinage ouvert O de x , et
un homéomorggisme C de O sur une partic ouverie de Kn, tels gue l'en-~

serble des fonetions f<>6 + auand £ parcourt l'ensenmble des fonetions
de ¥ dont llensenble de §4finition est contenu dans C, s0it l'ensemble

des fonctions diffbrentiables définics dons unc portie ouverte de c{o),

& valeurs dans ¥ .

Alors, il existe sur V une structure de variété diffdrentionble de

digension n sur K, et une seule, telle gue F goit l'ensepble des

fonctions différentiobles définics dans des pexties ouvertes de V .

S'il existe sur V une struncturc de variété répondant & 1o question,

le cor.2 de la prop.9 du §1 montre gue seg cartes ssnt nécessairement
définics de lo maniére suivaﬁte ¢ on considlre leg homéoﬁﬁinhismes c
dtune partic ouverte 0 de V sur une partiec ouverte C(0) de KB, tels
que, quond £ pﬂrcourt l'ensenble des fonetions de 37'dé;inies dans une
partie - de 0, f:ac parcourt l'ensenble des ¢onetzons différcnt;ﬁbles
& valours dans K s A6finies danc une partic ouverte de c{0). Soit €
1'eqsenblc de ces hondomorvhisnmes. Lontrons que deuxm &1éments queleongu
C et C' ge €' aszinis dans O et 0!, sont dzifé;entiablenent semblaobles.
51 U=0N0" # § , 1a restriction C, de C & U transforns 1l'cnsenble des
fonctions de F définieﬂ dans U en l'ensemble des fonections différen~
tiobles définics dons ¢, (U), et la restriction C; de C' & U transforme
l'ensenble des fonections de 5?-dé:1nies dens U en l'enseable; des
fonctions différentiﬁ?les définies dans G{(U}. Aiore, d'apris la prop.9
¢

=1
du 1, 01961 et C?oﬂ? sont diffdérentiables, ce qui &tablit notre asser-
tion.
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Ceei posé, il existe, d'aprds la prop.2 du ¢ 1 et la propriété 2°,
une structure de variété sur V telle que € s0it un stlos de V .
Hontrons que, pour cette structure, F est l'ensemble des fonctions
différentiables définies dans des partics ouvertes de V . Soit O une

partiec ouverte de V ; pour iout point x=e 0 , il existe un voisinage
ouvert U de = contenu dans .O ¢t un homfomorphisme e ‘@ défini dans U,
qui transforme l'ensemble dés fonetions de Sr‘ﬁéfinies dans U en
l'ensenble des fonetions diifézentiables définies dans GIU) s comme C
est une carterde lé'variété Vv , ceeci entratﬁe qus les fonctions de F
aéflnies dans T ne sont autres que les fonctions difféventiables
définies sur U . Geei prosé, si £ est une fonetioa de F aéfinie dans o,
sa restrictiqn'a U est une fonction de' 5?',(&'aprgs la propriété 19y,
don% est é‘éféreﬂtiable ; comme x est un point arbitraire de O, on Wvoit
que - esﬁ d:&fﬁrent_able dans O (3§ 1,pT0De5). Hééi?roquement, si £ est
une fonetion éif férentiable d4éZ 'dans.C; hal réstriction & U sst
différen t1anle, done D?uftieﬂt é' 5; { comme 2 est un point arbitraire
de 0, on voit que ted , d'ﬂ@rﬁs 1a pwonriété 1° .

Dire iec i que, si on 66finmit la structure de variété &ifféiéntiabla
par ses fbneﬁiohs d1£fér ﬂtiable , les "représentations” sont les |
applications dz:‘éreaulablcs dtaprds le cor.1 de la prop.9 &m-§'?

(i1 fant préciser»les questions de variances, €% la partie "tdpologiq&é”
de la stracturé);

5. Exeréice&rﬁoaz le chonitre slobal.- Lemme 1.- Soient V une voridté

indés 1n1men+ différentiable rdelle parncompaete, O pne partie ouverte

3
£2a
?...h
Pt
by
Uy
t

de V , F une partic formfe de V telle gue FC O , £ une fonctio

rentiable d4finie dans C « Il existe alors une fonetion différentisble

g définie dons V , gui coincide ovec 2 daps F , et gui est nulle hor




N
‘\3\:

s B
Soit F' un voisinage f#ermé de [:0 sons point comnun avee £ . Il exist«

(ef. chapitre global) unc fonction diffdrentiable h sur V égale é 1 sur
F et & O sur P'. Considérons 1o fonction g Szolc & O dans CkO et & fh
dans O . Cctte fonction coincide ovee £ dans F . llontrons gulelle est
4ifférentiable. Il suffit de le vérifier au voisinoge d'un point quelcon
ne xde V. Oz, 8i =xe f O, £ est nulle dans le voisinage F' de xz

et. 81 x€0, n cst Gponle & £h dans le voisinage O de x «

Provosition 5.- Soient V une voriété indéfinimont différentiable rdelle

naracompacte de dimencion n ‘5, 1’eqsemb1e des fonctions définies sur

V 2t différenticobles, x un point de V .

de x , et unc carte C définiec dans O, feclo gue l'encemble des fonctions

e

£0C, pour fe “ﬁ_ oit llensemble des resbrictions & C(0) des

fonetiong diffdrentiables douns 32 ,

n effet, solt 01 un voiginage ouvert de x qui uOit ll'ensenble de
définition d*une carte G, de V . Soit O un v0131§age ouvert de x tel

que O soit compaet et contenu dans 01. Aloxrs, G@(O) est un voisinage

ouvert de G?(z} tel gue 61(0} soit compact et contenu dans 01(01)6

21
S0it C lo restriction de C, & O . On va voir que O ¢t C possddent la

propridté du lemme. Soit f e ¢ . Il exicte (lemme 1) une fonction g
dirférentiable sur B™ guil coincide avee £ 901 dans %?(’O)9 donec dont

=1
1o restrietion & C(0) est £oC . Réeiproguenent, goit £' une fonection

ble sur V gui coinecide avee f'ocf dans O 3 dene 1o regitriction de £

Pronosition 7.~ S0it V un esnoce paracompact. Soit %i un engenble de
;;5

2 » o 2 pep— kts 2, ..’.."»’3° = ol o 4 £
imtriqueg 46finics sur V 2t vérifiont leg conditions

M

¥
so
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1°- 81 une fonctior numdricue £ définie sur V colincide au voisinage

de tout point ée V avee une fonction de ﬁ;~; glors fe %Z .

2% 31 zxeV , 11 existe un voisinage ouvert O de = , gt _un homéomor-.

&

vhisme C de O gnr une partic ouverte de R%, tels gue llenmsemble des

-1 _ . _ _
fonctions foC , pour fe ¥ , soit l'ensemble des restrictions & C(0),

des fonct:.ons 3ifférentiables dens R% .

Alors, i1 existe _sur V une struc%are de variété indéfiniment différen-

tiable réelle ée dimension n, &t une. geule, telle gue %; g0it l'ensembie

des fonetione é Eféﬂeatlablcs déflnluﬂ sur v .

Pour toute partic ouverte O de V, soit SF' l’enqemble des ;onetlons
nuﬁéﬁii@éé'd fiﬁi s sur O qui, au voisinage de toud poinﬁ de G, coinoident
avec une féﬁc’é‘ib%ﬁ de ‘% . Soit ¥ 13 :;ééizz;iéﬁ des 3:?’: . §1i1 existe sur
¥ une strusture 35 veridté indéfiniment différentiable réelle telle que
%; soit 1'sncemble dés fonetions différentisbles définies sur V, F est

1?énse§ble des fonciions différentiables définies sur des parties ouveries

lem
(prop.5). D aatre part, nous allons montrer gue 5? satisfait aux condi-
o

et 2° ae 1@ Q%eg 5., I1 en 7& alfe*" 1?'”1 tence dtune struciure

cuvertss de V Ltensemble des fonctions dififdérentishles pour catte
structure et définies sur V gsers alors %% en vertu de la condition 1°
de la proposition.
g F L ﬁh-;é < ”:fg s s yO'-r e =
Il est iomédiat que ¥ vérifis lﬁ CGﬁMM%LOﬁ i~ de le prop.5 .
lnintenant, solt =xeV 3 soient O un voisinage ouvert de % , % C un
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des fonctions différentiables dans RP. Tous alloms prouver, ge gui
achdvera la démonstration, guc l'cnsenmble des fonctions go C , lorsque

g parcourt l'ensenmble des fonections de 2 définies dons une partie

de O, est llensenble des fonetions numdriques diffbrentinbles définies
dons une partie ouverte de C(0). Soit g unc fonction de 7 définle
dons lo portic ouverte 0F de O ;3 pour tout point x de O', il existe

une fonetion g'e %i qui coineide avec g aun voisinage de x , par 48fini-
tion de F 3 1o fonction g'GNS est alors différzontiable dans C(0)

et coincide avece gcfé dons un voisinane de C(x) ;Vcomme C(x) est un
noint arbitraire de C(0O'), on en conclut que g«;é esf diffdrentiable
dans C{0%). hselpﬂoqae&ent, uOlt g une fonction ddéfiniec do 5 une partie
ouverte Q0! de O, telle que g‘ac soit différentiable 3 pour tout point
y de O', il existe unc fonction R différentiable définle dans Rn gui
coincide avee gcaé au voizinarze de C(y) (leame 1) 5 utre port, il
existe une fonction g'e %? telle gue g'oﬁé soit la restriction de
h & C(0) ; donc h colincide avec g au voisinane de y ; comme y est un

point orbitraire de Of, on en conclut que ge F .

‘o

Au lieu de parler de fonctions diffdrentinbles dans une partie
ouverte de R% et prolongeables & tout Rﬂ, on pourrait, copmme
dons 1t'Edat 2, parler de fonetions dl;ﬂezen%iables sy une

ortic fermée de R2 . Egt-ce utile 7

Proposition 8.~ Soicnt V et Vf @es varidtss indédfininent différeutlable

réelles. P uﬂe application continve de V dans V. Pour que ® goit 4iffé-

rentiasble, il gpffit qus. pour toute fonetion £ Aiffdrcntinble et dbéfinie

(]

sur V', foop goit diffdérentiable sur V (4

1€

Qv

s
o

lition gue V! soit paraconm-
pacte).
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En effet, soit g une fonction dlfféventlable dé finie dens une partie
ouverte O de V'. hontron° gue la fonction go¢ s gul est définie sur la
partie ouverte @(0) de V, est différentisble. Ceei, avec le cor.1
de 12 prop.9 du $1, achdvera la démonstration. Or'», soit xe¢ go(O) :

existe une fonction £, différentiable et définie sur V', qui coincide
avec g sur un voisinage de {x) ; alors, la fonction i’ago est différen~
tiable sur V et coincide avec go¢p dans un vois:.nage de x ; comme x est
un point arbitraire de ~g§(0), notre asse'rti_an est établie.

On géu’s i:raﬁséoser.de méoe en langage m1::»13@,1 is eor.? de la prop.Y du

.'P'r*ogacsiti on G.~ Soit V un_es ace“coolos':.ue sé

®

poré. Soit F un

easemblc de fonctlons ) valeurs dans R, dont chacune est §4finie sur une

partie ou:ve:e'l;a de V. Smgesom aue S'T véz
40

?oriétéssaiv antes @

1..ieles
- ?oar u'une fonction £, & valeux s dans ’E{ K déf*ime sur une partie

(U )‘,_6 I ¢ appartienne
a F, 11 fout ot il suffis gue sa restriction =Y ehag e U agpartiem

U de V zéunion dlude famille de parties: owe”te

o ®

2%~ Quel g_iie soit xeV , il existe un voiﬂinage ouvert arbitreirement

petit O de x s et un homéomomnlsma C de O sur me—' _ber rtie ouverte de i

)

tels que J.'ensemblﬁ des fonczions foC , gue ;ﬂd £ paz*ccurt *ensem"ﬂle

deg fone ‘t‘;igzzs eie ? définies dang O, cit 1'ensenb lc des fonctlons

éifféfeﬁ’smbles dans C(0).

Alorg, il exzste gur V une structure de varifété indéfiniment diff««-

ventisble de dimension n sur R, et une seule, telle que % goit llep-

-

semble des fometioﬁs différentiables définies dans des parties ouvertes

gg_v..

Bl

[Q

s 1a prop.5, il suffit de prouver ceci : soit C un homéomor-
a

thisme dlune partis ouverte C de V sur une partie ouverte de RP tel gue,
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quand £ poarcourt l'ensenble des fonctions de 37 définies dans 0, £0 C

porcoure llensemble des founetions diffdérentisbles dans C(0) ; alors,
guand £ porcourt ltensenble deQ fonctions de Srldéflnles dans une
partic ouverie 0t de G, fo G parcourt llencenble des fonctions diffé-

rentinbles définics dans C(0f).

Seit Gt 1o restriction de G & 0'. Considérons d'sbord une fonetion
différentiable £ d6finic dans G1(0'), ot montrons que f£o0te F .
Pour fout point xeO!, il ex1ste (lemme 1) une SOﬂCtLOE g différentisble
dans C(0) qai‘éoincide avee £ dans un voisinage ouvert 4 de Ci(x).
Alers, %oﬁ e & , donc, dlaprds la propridté 1°, la restriction de

- =%
goC & C'(A), qui est oussl lo restriction de £o6' & Ct(A), appartient

«,

& EF’ . Comme % est un point arbitral

X3

de 0!, 1o proprifété 1° entratne

=
0]

f

gue foC*ﬁ'g: .

Zéecivnroquement, goit £ une fonction définie sur C1{0?'), %telle gue
toCre F . ¢t montrons gue £ est diffdrentiable. Solt yeC1(01).
Soit g une fonetion différentinble dons C(0), ézale & 1 dans un voilsi-
nage de y et & O dans un voisinage de C(0)-C*(0') (leonme 1). Scit h
la fonetion Sgale & 0 dans C(0)-Ct{0'), et & £ dons C1(0%). Illontrons
gue lo fonction heC , qui est définie dansg O, appartient & F .11
suffit de prouver gue, pour toat peint x€ 0, il exicte un voisinage
ouvert de x tel gue la res sriction de he0 & ce voiginoge apparticnne
8 F s or, si =x€0-0', heC colincide dans un voisinage de x avec la
zanc%*oq identiguencant nulle sur O, lagunclile aoppozrticnt & 37 ; et,

si xe€0t, heC coincide dons un voicinage de x avee lo fonetion

0
+3
©
&0
e
g
[—c-h
@]
o
l.-h
(@)
ha
£
D
e}
£
(]
o,
L]
iy
Nt
Q
e
o
L)
&}
o

(£oC1). (g'eCt), gt d8sisnant 1

i3 >,

vl b ¢
i A B < o . ks U LN~ oo $, 0t yonds & LS it -
appartient & J paxr hypothoése, et giell apporiient & O connme

2

& oyl & o8, B & L, 2 s L sn ey e EA-S ? . . 5 . Zoan
rectriction & 0 de g0 qui onperticnt & J 4 et nous ollons monirer
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dans un instant que le n"odal% de deux ionct*on» de F défﬁnles dage

le mBme ensemble est une fonction de 55’ Ceel posé, on peut conclure

- gue h sst 4ifférentisnble aans €(0), Gone gue 1% restriction de £ & un

voisinege de ¥ est dif2érent iable 3 ¢ onne y est un point srdbitraire
de 0, £ est différentiable. '

- Reste & msanrer gue 1e produit de deux fonctions f € §?ﬁ_, ge g
définies dans lo mBme psvtic ouverte O de V appariicat & & (on pourrait
nrendre esci peur hypothise 39 dans 1a DroPs , 2n Supprinent dans

1’hy§ethése ® tes ‘mots Yorbitrairement petit® gui nteant pas encors.
servi | mais i1 ne semblm pas Qu‘aﬁ puisse éviter une hypothiése supplé-
mentoire, contreirement & ce gu'affirme le rappert Senﬁ 2tz). Soit

xe0 . I1 existe un voisinage ouvert U de = eontenu édans O et un hombo-

RE gui tronsforme llensemble

morphisme € de U suw une’ pertvie ouverte de
das *ore tiong de E?’ déxin?es dens U en l'ensemble dess fonctions @iffé-

ﬁe et g a U .

[

rentisbles dans G(U). Soisnt £ et gt les restric

i
C D
4]

ol

‘ , —“5
bna 2t F | ate F, done £t%C ot gloC sont différentiables dems

utu}, done il en est de mBrme de  (£'oC).(gte C) s par su ite, figte g .
Comme X 8% un ?ﬂl” swbiﬁre”%e de O, on conclut que £g. é 3 «

E obline 1a %Tﬁy.C esuwellc vrale dans le css aﬁalgtigue 1

¢ 3. Produits de variétds.

Définition du produii de deux vs x 18 $45.~ Zropogition 1.- Solent v, et V,
des varidtée de dimensions a, gt n, gur K, ﬁ; 2% ﬁ; lzs ensembles de
cortes de V., g% V. . Pour toute corje € E.%? définic sur C, et ftoute

—r:

'1. 2 - T _g SR &
5.,2«; ~1>( ij C.{2,}}) 8¢ 12 porxtie ouveris 642(3@ de llegnace
o . s . % 7 bR,
¥, x¥,. ﬁ{;?* lﬂ vortie enverte C.{0. Y xC {0.Y de % 17 ¢ = ¥ LA
g E :*, Jooh . O bl B LS LAY TA b Woe zg Vi x wf?:\ o-; £ Tats EA }4 S - e &
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Il existe sur V,xV, une structure de voridtd de dimension ng+n, sur K,

et _une geule, telle gue les 0134 C,, forment un atlcs de V,xv,, R '
Zn effet, sotent C,6 6 ,cje G, 0,e ¢, , 03 € €,

G = G, XC,, 0= 0] %0} . Ona (Cn&’)(yi,yz) ((c o Gy )(y,!) ,

(Cae*&é)(yz)). Done C et C! sont différentioblenent semblables. Il

suffit alors d'appliquer la prop.2 du 31 .

Définition 1 - Lo variété introduite dans 1s prop.! glanpelle le produit
des voriétdés V, et V,, et se désisne par VyxVy o

51 ?1 et V2 sont des espaces vectoriels de dimension finic, on
- vérifie auositft que la structure de varidté de ¥y V2 est lo structure
canoniquement ossocibe & la structure dlespace vectoriel produit.

Si (f1 ,:E gecsofy ) est un systine de eocordonnbes dans une partie
ouverte 01 de V1, et (g,i ,g;,,...,gnz) un systime de coordonnes dans une
partie ouverte 0, de V,, le systéaev de fonctions (x, ,xz) ~—>f1(x1),...,
(:t1 ’32) "-’_”fn% (x1),{x1 9Xp) ~== 8y (E5) ge00 (2 ,xg) — gng (xg)' et un
systime de coordonndes dans 01 xo,__, .

Le résultat d'unicité de 1o prop.2 du 31 entraine inmédiatenent
lns résultats suivents :

1. Si V% et Vé sont des souc-varidtds cuvertes de V e'b V,,, les
structures de varidtds de V% x,Vé obtenues en considdéront - V{ XVs soit
comne prodult de V% et V}, s Soit comme sous-variété ouverte de V1xV2,
sont ideantiques. .

2. 84 XK' est un sous-corps fermé de K tel que le dezré de K.sur K
soit £ini, et si V) et V) désignent les varidtéo cur K' acsocides aux
varidtés V, e6 7V, sur K , V%;;Vé‘est 1o variété sur Kt associde 4 la
voridté V.27, sur K .
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3. 51 V, et V, sont des variétés analytiques rdelles, et si Vi,V

désignent les variétés indéfiniment différentiables réelles assocides,

vq.xV' est la variété indéfiniment différentiable. associde & 1a
awiéte analytique ?1;<Vé

2 Appllcatlons différentiables dans un groduz - Eroposit;on 2o ozeng
V1V, 85 ¥ des varités, W une applicotion de W daps V,xV, . Pour ?}v;:_;,;,-

3...2 L 4 Mﬂ&&‘ﬂs, il faub et il suffit gue prie@ et I’l‘za%ﬁ_'z
Soient différcatiablea. ' : :

_ antvons d'ﬁbord gue pr1 et pr2 gsont diLszen%iables. feoit
-(x1,xg)e ¥ xavg . Soient 0 ‘une carte de V1 dé:lﬂie d&ﬁs un velsinage

ouvert 0 A&e x?, 82 une carte de V déflnic éans aﬁ vﬁisinage euvert

n a
17, done eSu dziférentiable ; donc

3 ; est dlrfowcntlahle. De méme, paur Pz,

si © est uae anplieatzcn dlfférentlable de W dans v, ;<V2 , pr1e@
et proey saaz done ﬁlf ér en+1ab1es¢ Eéc;p*oqucmenv; supposons gue
pr1a¢ et prga@ soient &1¢£erea?zahlese Soient % eW (xf,x?)~@(x},
e, ane cawte de V1 d@¢1nln dans un voisinmage 9y de 21, 62 une carte
de V de;lalc dans un voioiﬁa@e 02 de X5, €8 C = C1ﬂ-62 . Ies appli-
caticncz G?opv e et C 2°Pryey  sont différentiables, denc, digspris
la prop.9 du §‘i itapplication ¥ = ((8,epr om)(y),(ﬁgopz9e@)(y)) =

(Go@)(y) _esﬁhdi_gére_tiable., I1 en résulte que ¢ st différentisble.
Gorollaire 1.- Soient ¥1‘g§ v, des varlétés- Ly structure de veri&té
groduit surva éiVé est la moins fine dee struetures de varidtés oui

rendeatmdszéreﬁt“gylgg,les rojeetions 'pr1(g§ T, .
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Ceci prouve gue la déf.1 est conforme ~ux définitions générales du '
Livre I, che-p. IV. B

Corollaire 2.- Soient V, et V, des varidtbés, £, une fonction diffdéren-

tinble sur V,, £, une fonction différentinble sur V, . Alors la fonction

(2, Xy) > 2, (%, }fz,(xg) est différentioble sur V, xV, -
En effet, la fonction (31’32) - £, (ZT) est conmposée de pr, et de £,,
1z fonction (:e:1 922)—}:\?9(3.2) ect composée de pr, et de 52 .

Corollaire B.=- L'anplica‘sion canonigue de V,le;, sur V?x V1 est un

icomorphisne de varidiés.

Tous loissons ou lecteur le soin de sénéreliser les définitions et
résultats préeédents ou cas du produit dfun nombre fini quelcongue de
varidtés.

Tes isomorphicmes canonigues de prodults sont des isomorphismes de
varistdés.

3. Le thbordme des fomctions implicites.- Zroposition 3.~ Soient X,Y,Z des

voridétés de dipmensions n,n', n', @ une application gifférentioble de

XxY dens 2 , v \pplicotion diffdrentisble de X dans 7 . Seient

X, e X yoe’f , tele gque cp(xc,yo)z ¥(x,). Si 1'gpplication y—,w,p(xo,y)

de ¥ dans Z est de zony n' en y,, il existc des voiginares ouverts O

et O x, &t v, dans X et Y , ot une applicotion diffdrentioble 8 de

¢ dans 0! tels gue % 1) G{XG)mfo s 2) olx,0(x)) = y{x) pouzx x€0 ;

5) s x€0 et yeO'! sont tele que w(x,y)=¥(x),on8 ¥y= 8(x) .

[Surrer Y

GCette proposition résulie aussitbt de la propesition corrcspondante
des chap.I-II puisque Z2,,7, ¢t 9(x,47,) adnettent pour voisinoges
ouverts des varidtds isonmorphes & des sous-veriditbs ouvertes de x? ’

i

m § nt
% et X% .
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Corollaire 1 (théordme des fonctions implicites).- Soient X,Y,Z des

variétés de dimensions n,n',n', ¢ unc application différentiable de

XxY dong 2 , x & X ,¥5,e¥, zoch(xo,yo)‘. Si ltapplication

y»t;)(xo ,v) de Y dons 2 est de ranz a' en Vo0 Ll existe des voisinages

ouverts O et 0! de =_ et ¥, Sans X et Y, et une application diffdr ‘n

=== O =

tisble ¢ de O dans 0! Zels gue ¢ 1) 8{x )"ya r 2) o(xz,8(x)) =
pour xe€0 3) sixe0 et ve 0' sont tels gue tp(x,y)=zg, on g
y = 8(x) .

En effet t, il suffit de pre nd.fe pou.z' 1;: dons 1a Prop.3 1’a.hplieatio§§

L & s
* o

Gorollairé '2-'*(ré?=ol'utic>n d'équa‘bioﬁq dépendant d'un varamdire).- Soient

X,Y,% ae& v:wiétés ae ¢imeusions @, m, :3’ o ane‘ lication différen-

uiablc de Xx‘L dans ¥, X éX . J{é L, ye @(x,,, A ) Si l'anglz«

: -—->z?{x A o) 8¢ X dons Y est de rang m enx 9, il existe des

__uverus O* S gde X, ,yO,J\ dans z{ Y et L, et une 8")‘Qli~—

eation dizi’f"z'ent:mbla 8 de O'x S aans #] ‘tclf' g ne 1) e(ys,As.)sz H
2) y=p! 6€y,3i~) A) pour yeO!', LeSl ;s yeO', Ae , x&0

sont tels gue y = (p(x,.;‘.), on g x = 6(y, A) -

En effet_' 2 uplaccas, dans la prop. 3, XX et 2 pa:c YxL Xet T ,
¥ par 'l’épi;;ieation (7, A,x) ——-}{i‘)(x,i; de Y%szx &aﬁsf.g v per
“1'application (¥, A) —v:%'y de T L dans Y , 4?»0 oz (jO,AO), o
par X . Les condikions de la prop.3 sont alers remplies.

j5-B ¢ Un énoned un peu biscornu tel guc la prop.3 sst nécespaire
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Pour qu'an'procédé de ce genrc soit applicable ici, il faudrait, &tant
donné une voridsd V, savoir fabriguer unec epplication différentinble
6§ de VxV dans V tel que x=y<i{=> G(X,y)uu (point morqué sur V).
Tlest un probléme pour le Hso ut-uomuiqswkiﬂtl

$ 4. Bous—voridtés ct vari4té° plonrdes.

Jang ce § et dans le suivent, n et n!. é51gnenﬁ des nombres entiers
Z 0 fixes $els que n'<n . On identifie X2 avee l’ensemble des
points de K” dont les n-n! dernitres coordonndes sont‘nulles,'Kn”n'
avec llensemble des points de K2 dont les a! prenidres coordonndes

' RZR b
sont nulles, et E® gvee K% x ¥R,

=Vfini tion des sous-veriétds et des veriétés plonsbes.- Définition 1.-

Solent Vet V' des varidtés de dimensions n et n! sur K . On dit que

V! cst une sous-varidid de V si les conditions suivantes cont satis-

foites : 1° Llenserdle V' est une portie de llepsemble ¥ ;3 2° pour

tout point x de V', il existe un voisinore ouvert U de x dans V et

une corte C de V 88finie dens U, %elc que U'=UNT soit une partie

ouverte de V?’etggae 12 restriction C! de C & TU' goit une carte de V!

avpliguent U' sur C(U)NEE .
sxemple.~ ©1i ¥ 15t5@g;eapﬁce veetoriel de dipcnsion n sur K , %
V! un sous-gspace vectorie 1_§e,§imensi@@ nt, et&gi on munit Vet V!

de lours structures canonicucs de varidtds sur K, V' est une sous-

Définition 2.~ Soient V et V' des voridtds de dimcnsions n et n' sur

L. 0n dit gue V' est une voridtd plonsée dons V gi les conditions
' 3 Foc) s 2 0 =, 3
cuivontes gont snticfaites ¢ 1Y liensenble Vi cst pne partie de

semr o 17 - b} 7 . - ] 3 A AL E on 2 ] e £ 2 &
ouvert U de x dans V , unc carte C de V définic dons U, et un vol sinoge
SUNEE 9
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ouvert U' de x dans V' contenu dons U, tels gue 1o regtriction C' de C

i 4
& U' soit une carte de V' gppliguant U' sur C(T)n k2

S ions entre les deux notions sont les suivantes : si V! est
_une sous-variséid de_V, V' est plongée dens V , et lfespace-souswgaeent

de ¥t &3t un soucueaé oe de Vo3 81 V' eet plongde dans V., l'inseciion
2

capnonigue de V' dans V est continue. Enfin
Eroposition 1.- Solent V ipe verié®é, V' gue variété pions V.

2our gue V' golit une sous-wvarishé de V, il faut et il suffit cue Ilespace

-iacent de V! spit un sous-espsce de ¥ .
Ls cond tion est ndoecssaire, comme on 1l'a remorguéd. RBéciprocuement
S, g s

supposons gue liespeece sous-jacent de V' golt nn scus-espace de V . Soit
xeV'. Faisque 7' oot plongfe dams V , il existe un voisinase envert H

de x fans V, uhs éarte  de V 4éfinie dans U, et un volsiansge suvert Uf
v

U
de € & U, qul est une carbe de ¥ .. 0n & U'=U, AT, O egt la restrictio

nlongée dans ¥ . Cgei yreave qu'il existe des varidtéds plongdes zui ne
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Enﬁ.n, soient V une variété de dimcnsion n, et V! une voriété plongée
dons V de dimension n j alors, V' est une sous-voriété ouverte de V .

3. Soit ¥ une variété.dimension n . Si V' est une gous-varidté de
Vv , de dimension n', il existe, pour tout x€ V!, un voisinage ouvert U

de x dars V, dec parties ouvertes O et O ge B2 et X' contenant
1tori~ine’, et une carte C de V appliquant T sur 0x0', tecls que
Tr=UNV? soif_une partie ouverte de V! e‘i: que lo restriction C! de C

& U' soit une carte de V! appliguant U' sur 0x{0}. Si V' est une
ve.riété plonuée dans V de dinension n', i1 existe, pour tout =xeV?,
un voisinasze ouvert U de x dans V, des parties ouvertes 0O et 0! de Kn
et Kn-n , econtenant l'origine, une ecrte C de V appliguant U sur ox 0! s
et un voisinose ouvert U! de x dans V!, tels que lo restriction Cf de
¢ & T' soit une carte de V! appliquont U' sur O X {0} .

4. Soient V et V! des voridtés anslytiques réelles, V, et V] les
variétés ina6siniment gifférentiables associbes. 5i V! est une sous-
vorists de ¥ (resp. une voriété plongée dons V), v; est une sous-
voriété de V, (?'esp. une varidté plonsée dans V e

5. Soient V et V! dec varidtés sur K, K! un sous—corps ::ermé de K
tel que [K:K'} soit fini, V, et V) les veriétéo sur K! assocides 2 V
et T!'. Si V' esct une sous-variété de V (resp. une varidtd plonsgée
dens V), V] est une sous-variété de V, (resp. une variété plongée
dans V, Yo

Les notions de va:ciété plongée et de gous-variété sont des notions
de eara ctwe J.ocs.l. On o en effet les résultats suivants :

Progosition 2.~ Soient V et V' des voridtés, V' Stant un sous-ensemble
de V . 8i, pour tout xeV', il existe une sous-variété ouverte O de A
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contenant x » &t une et une sous-varidté ouverte O' de V' contenant z,

. telles _gue 0! poit une variéié plomgée dans O, alors V' est une variété

glongée dans V ..

 In effet, solent zeV', et 0, O' des sous-variétés ouvertes de V LA
nossedant les propriétés de la proposition. Il exlste un voisinage oavert

T ée x dans O, unec ecarte C de O définie dans U, et un vois inaoe owvert U'
de % dans 0', ﬁels que la restriction ¢! de C & UY soit une carte de 0't°
ppliguant T' sur C(U)f@?m (n' désiznant la dimension de V1. Alors,

U et U! sont des voiQLQegec ouverts de x aans ¥ et Y' resgeetivement,

@

t utie carte &e Yi, G une carte de V!, Dlot la p¢opo°1tian.

COTOllal?eaw Soient V et V* des var1étés V' étantwan”iouguensemble_de V

our tout :c&?", % exiqte une sous-varlété cuverte O de ¥ cont tenant
E_nm m‘m

x telle que ¢ GIXV’ solt une partie ouverte de V! ot g__ Gr\V', conszdéré

comme sou<~vur'étd ewverte de V', sozt une sous»variété<de o, alors Tt

est une sous~v :été de V .

En effeb, izﬁmﬁﬁee soum_gaceﬂt de V' est alors an soas-eépaee de V .

. Appllcatlons élfférenuiables dans une variété plonﬁée.~ P“OEOEithE Sow

Soiant V et il éeux Vufiétés 7 ane variéte gloggée dgns V s 1.1 ’injectio

cenonlgam de V aenﬂ V . Pour gu'aae nvglieation ¢ S¢ ée F dans 7 ﬂoit
' 4 gue 1's ﬁnlicatlon i v de de W. dans V soit différen»

tisble. Eééinﬁ gueaent, g1 deq est czfﬁﬁzeatiablc, et si { est continue

{1z gfcmimfe caﬁdftlcn envrainant 12 seconde si V! eﬂt une sous-varidté

de V), ® est aif f rentiable.
Hontrons d'abord que i est différentiable. Il suffit de le vérifier
ioéaiemént 'ééiﬁ 3:5?* I1 e riste un. volsinage ouvert U-de x dans V ,

une earte C éa ¥ a6finie dons E, un voisinage ouvert U' de z Gans V!
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contenu dans U, tels gue la restriction C' de C & U? moit une carte de .
V! anpliguant U' sur C(U)f\Kn (n' désignant la dimension de V')

Lispplication Coi.oC' est l'injection de C(U)I}Kn dans C(U), done

est différentioble. Done lo restriction de i & U' est différentiable,
ce gni Stablit notre assertion.

Donc, si © est différentiable, iep ect différentiable. Rbeciproguement
sunposons iey différentiable, et o continue. Iontrons que @ eét diffé~
rentiable. Soit:xe;J. Soient U un voisinase de w(x) dans V, C une carte
de V définie dans U, U!' un voisinage ouvert de w{x) dans V! contenu
dans U, tels que la restriection G de C avur oiﬁ'une corte de V! gppli-
quant U' sur C(U)NK®'. Liensemble @(U*)c;ﬂ est un voisinage ouvert de
X parce que v est contlnuc, et il suffit de prouver que la reqtrwctlon
¥ de v & @(U') est di”férenulaale. Or, llapplication Ceied de y{U!)
dans K2 es% élffé&entiabla et prend ses valcurs dans Kn .« Done ltappli-
cation Cley de 9(U') danh Kn est diffdrentiable. Dlol notre assertio:

Remarque - La différentisbilits de iey entratne encore la conti-
nuité de © sous les hypothdses suivantes : 1. X est localement
convexe ; 2. Pour tout =x=eV!, il existe un voisinage U de x
dang V tel gque les conmposantes connexes (an sens de la topologie
de V) de UNT! soient des porties relaotivement compactes de V!
(au sens de lo topolozie de V'). In effet, soit y un point de W

tel gue

=

o(y)=x , et soit O uan voisinopge connexe de y dans W el
que {0} U . Alors, ©(0) est contenu dans unc composante connexe
de TNYV', donc dans une partie compacte K de lfespace V'. Or, la
restriction de 1 & K , &tant continue, est un honsomorphisne.

Done 12 restriction de v & 0 est continue, ce qui démontre notre

assertion.
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’ Ccrollaxre 1.~ Soient V une variété V! vne voriété glongée dans V

(resp. une sous-variété de V). Sur l'espace V' (resp. Llensemble V'),

lo structure de voriéié plongée (resp. de sous-voridsé) est 1o moins
fine des structures de variété vpour lesguelles I'injection de V' dons

V goit différentiable. i
Corollaire 2.- Soient V une varlété V' &t V" deux varidtés plonmsbes

Gans V (fesp~ der cus-varidtds de 2yant mEme espece sous—jocent -
’*(resp. mime engenble de Qoints) Alors, ¥ et Yﬂ .ont mfne dimens on,;fi”

etl' pplicetion identioge de V' sur VW est ua isomorphisme.

e 1stenee d'une aﬁraeture de variété ple:véemsur”unwsaus-ensemble.-

'"Le cor.z précédent est un vésalta% a’unieité, que naas allons complé%e¢

Paxr des théoxemes d’exzﬂtenee.

Progosltion gf"’

:¢ L—Oi ’V' uﬂ
Qesaédant la
yropriétc su' ante 5 pouf tout p01nt z de ?', il effgteﬁun‘vozszna,

;Seit T une varlété de dxmenszon 0 g';;K

soufuensembl, de V muni d'ane %opolomle séparée, §%f

2e

“duas V » lne ear%e G de F ﬁé&iﬁlu éans U s &t un ‘

v0131nave oa# t 6' ée X éans v eontenu dons U , tels 3e 1a restrie--

tion C' de G a U‘ soit un homsomerghisme de U' sur G (v')r\?n'

-Ilmexistem 1ezawsurm1}es

' belle gue V’;

cette struchure.

pacn V' zne stracture ae varleté et une seuie

gait lonaée dans: V H 1es G' forment un auias,de V' pour

Liunicitd ..Cwl*e du coxr.2 dz la prop.3. B*%tre pfw b, 81 X €V et

-

yeVt, C, et Cg gont différentiablement sembla bles, done il en est de

méme de C} eﬁaaé . Dloprés la p oD 2 du 31, zA.ezip*e sur V' une strue-
ture de variéié teile que les Gé forment un atlas pour sette structure.
I1 est évident que, muni de cette siructure, V' est une variditd plongés

dans V .
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Corollaire.~ Soit V une voriété de dimension n gsur K . Soit V' un sous-

ensemble de V posgédant lo propriéité suivante : pour tout point x de V7,

L existe un voisinage ouveft U 8e x gdans V ¢t _une carte C de V

définie dans U, fels oue GX(UXF}V!)zcv(U JNE at, Il existe glors sur
V! une structure de varidié ne ge _ Le_gue V! solt une sous-
varidtd de V 3 leg restrictions Cf des GA oux U _NV! forment un atlss

de V pour cette shructure.

Zn cffet, muniésons V§ de 1o topclogie induite par celle de V, et

posons UL =T V', On est dans les conditions d'application de la

prop.4. 1o sﬁzuctare de varidt é ainsi obtenus sar V! £ait une sous-
varidtd de V {prop.1).

Varidtés vlon é & et notion de rang.- Proposition 5.- Soient V et V' des

varidtds de dimensions n et n', v une gpplicotion Gifférentiable de V

dans V', = un point de V . Pour gue lo roma

de v en x goit 6mol & n ,

il fout et i1 suffit gu'il cexistc un voisinane ouvert U de x 1el gue

1 restriction de v & U geoit un isomorvhisne de U sur une sous-varidié
de V'.
Cette proposition résulte augsitdt de 1la prop. 13-du‘§‘1 .

Corollsire 1.~ Scient V et V' des VGIléu de dimcnsions n ef n', ¢ une

injection diffdrentiable de U dans V'. Pour gue © goit un isomorphisme
de V sur une varidté plongée dans V', il fout et il suvffit que, en

tout point = de V, le rans de v goit 852l & 1 .
Lo nécessitéd rlsulte avgeitdt de 1la prop.5 . Sa§§osons pointenant

le rons de ¢ portont Sgal & n . Tramsportont la structure de varidté
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Le cor.1 permet de former de nombrenxz exemples de varidtés plonzdes
(cf. exerc.).
Corollaire 2.- Soient V une variété de dimencion n, V' une variété de

dimcqsion nt nloﬁgée dans V, = un point de V', U un voisinase ouvert de

x dens V , (fi,...,f ) un svstéme-de'cearQOﬂnées dops U « Alors, il existe

n' des fonctions £, dont les reetw ct1ons & V' comstituent un sysidme de

Tulto

coordonndes dang un vois inzﬁe de x sur V.

2

Zn ez."‘fe*L soit i l'lngectwon canonique de V! Gans V, et © 1’anplicatle£
¥ ~1>(¢3(3) v, (y),...,f {y)) de T dans g? ,qul est un 1samorphxsme-deAU
sur ©(T)- L'ﬂnpllca%zon { est de raag~n' en ¥ (eov;ij, done il en est
de mhne dé poz . Deae ile qysﬁ&me de fonctions (iioi fgcl,-~., éi} esf

“de ranw nt ea % . Il suffit alorﬂ dtappliguer le cor.1 de ia pwcp.15 éa§1.

Eiogosit*on 6fﬁ
_ aggllcat*o Gig
1'eﬁsemhle ?1'

naint de v

Soient Vet V! éesmvarié?éswégmg;g@ggfggg.n gﬁ nt, @‘ggg

= 1@ de V dans V', z &a'gointuﬁe'?’; Suggcsbﬁs gue
@(x) ‘soit non vide. Alors, si @ egt de rang r en tout

T ?1 cat por%ear dfune struc%ahe ae ﬁcaauvarl té fermée de v

(et, nthzcllcmemﬁ é*ane se%lc), de ggu =ion n—r'. x”
Otobherd, V? es éﬁiée ent fermb. Bus ulte, coik yé:vg. I1 existe

(3 ?,pfe@.?3)'des partiss ouvertes 0,07,0" de KX, Fﬁ”* ®2'? ontenant
ltorisine, ane_éaf%eF de V appliguent un voiginage ouvert T de v gur 0 AQ!
une carte G' d& V! appliguant un voisinage ouvert éelz Sér 0x0%, de fagor
gue Cly) = éQ,O); eﬁ de fa a§ ga;..$9b@c>G soit la projection de 0x0O!
saf son preéier facteur. A
donc du cor: de 1z prop.l N |

Par cxemple, soicut V upe partic ouverte de K7, e% x,;xz,...,xn
01t ?i un sous-engemble non

m

ues gur ¥ .



5.

Rétroctions

vide de V défini par des Gguations f(x1,x2,...,xm)=0,..,,
fs(xq,xa,..ggxn)zo, ok les I, sont des fonctions différentia-
bles sur V . 5i le rong du systine ‘(£?9f9,§.,§fs) est de

rang r en tout voint de V1, V1 pecut €tre nuni dfune struciture
de sous-variété fermée de V . Ce procddé pernmet de former

-

des exenmples iomporitants de varidtds.

{.I'.:

ifférentiables.~ Proposition T.- Solent V et V' des varidtés

==

V! Stont un sous—ensenmble de V . Pour gque V! golt une veridté plongde
dgns ¥V , i1 %

-~

dons V goit diffdérentiable ; 20, pour tou

fad

point = V',.il existe un

voisiname ouvert U de x dans V , un volsinage ouvert U' de x dans V!

contenu dans U , et une opplicotion différentioble ¥ de U sur U?,

tels gue ¥(y)=y pour yeTU! .

e 2.0

in effet, gi ccs conditions sont “ewgllcu, la restriction de i & U?

{.')_l

est de rang en x 8201 & 1o dinmcnsion de V', done V' est plongée dans
V d'aprds le cor.i de la prop.5 . Réeciproquencnt, supposons V! plonsée

dens 7 . Lo condition 1° est satisfaite (prop.3). Soit x un point de

V. Solent U un voisinage ocuvert de x dans ¥V, 0 et O' des parties
. . Lnt . on-nt .. .
ouvertes de K* et ¥ contenant 1'oxri~ine, C une carte de V oppli-

03

quent U sur O O0F, U! un voisinoge ocuvert de x dans V', %els gue la

it une carte de V' aoppliguant U' sur C.
L
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T : ' . o ok ) '
~ i'injection canonique 1 de V' dans V goit différenticble 5 27~ pour

tout point x de V', il existe un voisinage ouvert U de x dans V et une

apolication diffdrentiable ¥ de U guxr TUNV!, tels gue ¥{y)=y pour
ye TNV, _

In effet, ces conditions assurent gue 1l'espace sous-jacent de V!
st un sous-espace de V .

-

Corollaire 2.~ Sgicnt V ¢t V' des varidtés, £ unec application différen~

on

{fa

tiable de V dans V', VW lc graphe de £ dans Tx V!, g L'avoplicat

x ~>(z,8{(x)) de V dons V , gui es} biunivogue. Par uraasgort de struc-

ture, g permet de définir une structure de varidts sur W . Alors, W_est

une SO&v*V&Zldt“ ferméecde V;<V*

nA effe 5, W es% ferms, puisque f est coacﬁnae (ré¢érence 7). Soit i
l*injéction caﬁonicue de ¥ dans V;aV' ‘Pour x:éV', ea a (xog){x) (x,£(x)
éonc_'(§ 3 aﬂop.?) 1og est une aﬁyl cation éiéié cn%zwol V}dans
V;‘:V*7 et p@r Qalte i st une onplica %ioﬁ aif £¢ rcntiablc Q-V dangs VY xVt,
Bnsuite, s i.’r, xg; Itapplicat sza; de TxV' danms U a6 ‘iaie p“‘r
x,y)=(z,f(x)}. On = sl {x,7)=x , done gov est une applieation
Giffé _f’eﬁ‘f'issle‘t de TxT' dans ¥ (loe. eit.), et par suite ¥ est une
aﬁnlle tion @ifféy enﬁi;ble’de VAV! dans W . Le cor.2 éot done une

conséquence du cor.t .

Gorollsire 3.- Soieat Vet W des varidtés, V' unc varidté plonzée dans V.

Pour qa'&ne gpplication v de V! dons W goit diffdrenii able, il faut et

il suffif owe, pourw te&t point xe V!, 1l existe un rcigiaage ouvert U

de x doans V , une spolication différentisble ¥ de U dans ¥ , et un

o7
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En effet, 3upposons dtabord cette condition remplie. Soit i ltinjecw
tion camonigue de U' dans U, qui cst iffé rentiable. Yo restriction de
p & U' cot égole & Yoi , done est dlfié catioble. Comme x est un poini
arbitraire de V!, on cn ddduit gque ¢ est diffdrentiable. Réciproqguement,
supposons guc ¢ solt diffdrentisble. Soit x un point de V'. Il existe
un voisinage ouvert U de x dans V, un voisimose ouvert U! de x dans V!
contenu dans U, et une anplication diffdrentiable 0 de U sur U, tels

-

que @(y)=y pour yeTU'. Alorgs, U,U' et Y=0.0 vérificnt les conditions
du corollaire. ‘

Corollaire 4.- Soient V et W des varibidr, V' unc sous-veridts de V .

Pour gu'unc soplication v de V! dans T soit diZfdbrentiable, 11 fout
g Le 3

et il suffit gus, pour tout point x€V', il existc un voisinare ouver:

U de x dans V gt _une applicotion dif Crenthhlr v de U dons W, tels cue

Y(y)=oly) pour yeUNT!,

Ln effet, con restrei~nant convenablement los

0
<
o
‘-h
0
l«h
i
£

0
@
0
e |
®
o
d
o3
&

cor.3, on peut supposer gue UI=GNV!I.
Por contre, il n'existc pos nbeessairoment d'application &
rentiable ¥ , dé8finic danc un voisginage ouvert de V! relative-

ment & ¥V, appliguant ce voiglnase dans W, et prolonseant Yo

Tronsitivi$é des variditds plonsdes.— Proposition G- Soient V,V!,Vn des
voridétés. Si V' est plonrbe dans V ¢t VM plon~de dans VY, alers Vn
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Corolloire.- Solient V,V',V" des varidtés, Si V' gst une sous-veriété
de V et V" une sous-varidté de V', glors V" est une sous-varidié de V .

Bn effet V" est un soas~esnacc de V! et V! un sousmespace de V
done V" est un sousc-espoce de V . :

Proposition 9.- Soient V une varidté, V! une sous-variété de V, ¥7 une

yeriété plonmée dons V et contenue dans V'e Alors, VR egt plonsée
dans V'. -

bOlent iet. ; 1es 1n3ectzons eanenlques de V" dans VY et de V! dans v.
Liinjection eanonigae joei de VY dans V est Qiffé i ble. Gomme V‘ est
un sous -espacn de ? il en. résalte que i eqt continue. Alors, 1a prap 3
prouve gque i cs+ élfférenblable. D*aatre part, 1e raag de 301 est Sgal

& la dimension de V“ donc il en eﬂt de m@mc du zang de 1 . Dlok 1a |

?rep0Q1ﬁion._ "

Ccrellszrg 1.- Scleﬁt V uge varlété, V' et Ve des seus—variétés de V'

avee V“C:;V* Aleis Y" eSa une saau—vaflété de Vo

Zn effet, ?” esz alOﬂ un qousuespaee de Vi,

Corollaire ?.- aeient V uvne vaxiété V! une soas»variété ge ¥V de dimensi

B

nt. Seit VN vas varlétc n?oaJCe dans v, de dimensxon nt>nt, azant méme
ens embie de points que V . Ale?s, aﬁun’, et 1eq v;riégés VY et T sont

idenblaues;

En effet, T" et plongde dens V'. Done n"ga' et par suite nf=n't.
Diod le corollaire (n°i ,,Vmquue 2). |

Exercice poaz-le chapitre sleb%l H cﬁApeut rsm@laeér 1’hypeihése
"de dimension aM ;{n' “‘par ”dénombr ble a l‘lﬂ;lﬁl” (au melns pour
K=R ou~c). Car 1t'injection canonique i de V" dans V! eat aleézeatiable,
donec, si n"a , 1i(V7) est éaigre, ce gui est absurde par le théordme

de Baire.
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Pronoeition 10.- Soient V une varidté, V! une sous-varidté de V . Alors,

V' est sous-varidtd fermbe d'unc sous-varidté ouverse de V .

In effect, coit a! lo dincnsion de V!'. Pour tout point x€V', soient
U, un volsinagc ouvert de x dans ¥V, et Gz une carte de V définie dans

U,, tels que 1la reotriction G::,_ de C, & Ué = UXOV' soit une carte de
V¢ appliquant U:,{ sur CX(UX)(\ zt, Soit U la réunion des Ux guand x
porcourt ¥V . L'ensemble U est une partic ouverte de V contenont Vi.
Tl suffit de prouver {(dtaprds la prop.%, ou dircctencnt) que V' est
fermbe dons U . Soity y U-Vi. Il cxipte un xeV' $el que ye¢ Ux . Comme
anv* = U;z est fermé dans Ux '9 il existe un voisinnge ouvert de y dans
U’x qui ne rencontre pas Uz’: s done qui ne rencontre pas V. Ceci &tablit

notre agsertion.

7. Produits de variéiés plonsées.- Froposition 11.- Soient V, et V, des

voridtés, Vi et Vi des voriétés plonmées dons V, et V, respectivement.

Alors, V% x Vi est plonsée dans V1xv,,',

Soient . et n, les dimensions de V1 et Ve, n{ et ng les dimensions
de ‘V{ et Vi. Soient x,€7V,, x,€V, . Pour i=1,2, il existe un voisinnge
ouvert U, de xi dons V,, une carte C; de V; définie dans Uy, et un

veisinoge ouvert Ui de X; dons V;_ contenu dans Ui s, tels que la restric-
3 é

ne
tion €} de C, ) Ui soit une carte de Vi oppliquant Ul sur Cimi)nK £

Alors, l'application (y,,¥,) —=(C, (yi),cg(yf})} est uvne earte C de

Vix V. @éfinie dens 61;<U.H dont la restriction C' & U%,x.Ué est une
e - é T,

y M, 9
carte de V! xV} appliqusnt Ui % UL sur (G,’(‘Z}"?)x CE{UZ)}P’;(K 'xXK 7 )

I1 en résulbe que 'i’}'!l xﬂé est une sous-varilié de U?%U?, dtod la
- 7, T
proposition. (On utilisers un automorphisne canonigue de X =~ °

).
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Corollaire.~- Soient V et V des variétés, V% et V' des sous-veridtés de

V1 et V, respectivement. Alors, Vix V) est unc sous-variété de V1)£V2.

En effet, 1l'espace V{)cV' est un sous-espacec de V ;<V ”

Exercices.

i

1. Soient V une varidété sur un corps K locaolement connexe, V! une varidt«
plongée dans V, cde dinmension n', et vérifiont lthypothise suivante
pour btout x&Vt, 11 existe un voisinage U de x dans. V tel gue les compo-
santes connexe*,(éu gens de la topolorsie de V) de TUNV! gsoient des
parties relativenent conpactes de V! (au éens de 1o topologic de V).
Soit V" une varidtd plongde dans V et contenu dans VI, Alors V" est
nlonsée dans V1. (ﬁai@onﬁer ccmﬂé dans 12 prop.7, en:éﬁyliquant la
Zemorque du n3). In déduire gue si V% o mBne ensemblevdebpoints qué v
et o une dimcasion aftz2nt, les varidtds V' et VO sont ideﬁtiquesQ

2. Soient V une variétéd anslytique rdelle de dimension.n s V! une varidte
indéfiniment différentiable réelle de dimension nign , qul soit un
sous-ensenble de ¥V . Supposouns que", pour tout »poin‘!: XEV!, il existe un
voisinase ouvert U de x dans V, une carte C de V définie dons U, et un
voisinage ouvert U'! de x dans V! contenu dans U, tels que la restriction
C' de C & U' solt une carte de V' appliquant U' gur C(U)ﬂKn'. Alors,

il existe une varidté analytique »éelle V% et une seunle telle gque V!

6

oit 1la varidié indéfiniment diffdrcntiable associbe & V% et telle que
V; soit plonsée dons V . Znoncer et démontrer 1la proposition acnalogue
pour les sous-varidtds.

5. Soient V une variété indéiinipment différentiable rbelle de dimension i
V' une voridté annlytique réelle de dimension n'<n , V; la variété

g{;

inddéfiniment différentioblec 2ssocile. Sunposonz gus ?' soit plonsde dans
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Alors, pour tout =xe¢V', il exicte un voisinage ouvert U de x dons ¥
une ecorte C de V définie done U, et un voisinose ouvert U!' de % dans V!
contenu dans U, tels que la restriction Cf de € & U' soit une corte
t » e 56
de V! appliquent U! sur C({U)NEY . Znoncer ¢t démontrer la proposition

analogue pour 1lés souc-varidids

3
4. Pour +téR, on nose s £(t) = & s &{t) = “zfz » S0it v lfapplico~
+5" ‘ T4t
2. lontrer gue ctest une injection

, donc un igomorphisme sur une varidté
analytique rdelle V plensée dans RE‘ Liontroxr que V est llenzemble des
points (x,y) de B” tels gue (x2+y2)~xy = 0 (leconiceats de Bernouilli).
Zn déduirc que V est unc pértie compacte dé &;o_SOit ¢ ll'application
(x,v) =(y,x) de B° sur B°, et ¢'= 0o . llontrer que @' est un isomor-
phisme de R gur une variéts V! plongée_dans R“, gul a p8me ensenble de

points que V mais qui est distincte de V .

¢ 5. Voribtés guotients.

1. Définition des varidtés ouotients.- Définition 1.- Soient V et V' des

varidtés de dimencions n gt n' sur X ._Soit B une relation d'dguivalence
D

3 %7 <7 ~ o 5 PR s B 2 a3 %7 & s T s z
ge V gur V! 3 2% pour tout point x de V, il existe un voisincse ouvert
o ===cTmmor =T
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(ﬂr dﬁsir ant la projection de O0x 0! sur son premier focteur)

b) 1fannlication de p{U) sur O ddduite de NeC paxr possage su guotient

suivant 2 egt une carte de V'. ‘
Ixenple.— Soiemt V et V! des variétés. Sur Vx V', soit R la relation
d1équivalence "z ot y ont m@me projection sur le prenmiexr facteur® .

Alers, V identifiée canoniquement & llensemble VxV!/R , est varidté

Remarones.- 1. Lo condition b de la 4éf.1 exprime en perticulier que
E(J} est une r 4ie ouverte de V'. La définition entralne alors aussitét

aatre que l'esgace gvotlent ?/? s et ensuite que 1a relatzon d'équivqw

lence R est néeessai“ement c*épa:eé et ouvevtea

2. Lcs elasses a’écwival ence suivant R pewveat &%re munics de structure

de variétés'qg_gen font des soas;variétés fermées de V de dimension n-n!.

S-HSaiéat V et V! des variétés_analytiqaes réelles, Vé g% V; les
varidtds indé*inimemt différentiables assocides, R une relation d'équi;
valeﬁce sur V . 81 V' est varidté guotient de V pav R,VV% est variéié
guotient de Vé par R .

4. nezeat T ot V' des variétés sur K, K' un sous-corps fermé de K %el

R uyne relstsew é'é nivalence sur V . 81 V' est varidté gnotient de V

par R V’ est qulété guotient de V1 par R .
Ls noticn ae veridtd guoticnt est une notion de carascidre lecal. On o
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Proposition 1.~ Soient V une varidté, E une relation d'éounivalence

sur V, V! une varidté dont l'ensemble de points est identique & l'ensem-

ble V/R . 8i, pour tout =€V, il existe une sous-variété ouverte O de

V conitenent x , et unc sous-varidté ouverie OF de V! contenant »ni(x),

telles gue O' goit voridété guoticnt de O par la relation Ro induite por

R dans O, aloxs V! gst variété ouotient de V par R .

in effet, solent =xeV', et 0,0' des sous-varidtds ouvertes de V,V!
possédant lces prop rlé%és de la proposition. Il existe un voisinage ouvert
U de x dans O, et une carte C de O 4définic dans U, eppliquant U sur
une partie ds 2 ge lé forne S = §27 s gL étant unc partie ouverte

gy .
K21 telc que 3 a) deux points

de ¥ ot SV une partie ouverte de
u et v de U sont congrus nmodulo R, si et senlement si % (C(u))=H(C(v))
( 1 d8siznant l= nrojection de S2 = S2' sur Se ' ) 3 B) l'application Gt
de p(U) sur §1 4bduite de T C par 'assage au guotient suivant Ro
est une corte de O'. Alove, U est un voisinage ouvert de x dans V

C est une carte de V et C' une corte de V', ce qui établit la propositior

b

Applications if' rentiables définies sur une variédid ouotient.-

Proposition 2.~ Solent V et ¥ des voridtds, R une relotion d'dguivalence
1

proicetion eanonigue

il fout et il suffit oue ll'awnplication wep de V dons W goit différentis-
ble.
Sunnacens dinhard an e A3 FFAvrontiand ot % 33 -
w il }ka«J__u A _ZBC%,.G. kiia.e {? S01%T grLIICrentiantle 1 monTIron iue {f CQ
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Eécip?oquemant, supposons gue pa@ goit diiférentiable, et montrons
que p est différentiable. Il suffit de le vérifier localement. Compte-
tenu de la dé£.1, et du fait qu'une ecarte est gn_isomorphisme, nous
sommes ramenés & 1'assertion suivante, qui est bvidente : soient O et,ﬁé.

ot o
e 3 80it ¥ une applicatien de O

; _
des parities ouvertes de g2 6%t ds
dans ¥ 5 soit ¢ la yrojeetion‘de 0:40 sur O ;_alors, 8i Yog est

-differentzable W esu élfférentiahle.

:ﬁ-—:m

suz V. Sur 1’esggee V'-
fine des stractures de vaxzétés pour 1esgne;1§s -3 ost éi;férentzable.

Cere  airem2.~ saiegt V une variégg B Ui__.l,[";, 8
LA et V” des variétésl u0ulents_de V 2 R. AL rs, V' et V“ ont méme

Y* une varlété c&otzeat ée V ggg.u, p 1'

&lﬁEhSlen e% 1'appllcatzon identzgue ae V*}ggg‘vﬂ gst un 1samcrnhisme.

on parlera &onc désermazs de 1a variétéd quo»ieat (lorsqa'elle existe)
fﬁ*une varzeté v par une relation d'éaurvalenee 2, et c*est elle désormais
qs'en ncteva j}R ; aau£ mentfan expresse du conﬁraire. ‘
| dllaire §.~ Saient V et V &euz vaziétés, 1 ggg;;@;gﬁ;ggﬁglégg;zg
lence. dans V1, B, u;eﬂ;elatio;,T

V?/Rq .1 Sozt @ nne“a,;lzcatien»di

ffére:tiablebée V1 dans V2 ¢
comnatible avec E% et 5, ._Z*agglieatiog & de ?} éaas'VW dédul%e ée @*
par passanes Qua cuo%ieats &8t alors é féfentigb; . ’ 5

Ba effeg, soleat Py et ga 103 eapllcations caaeniques ée V? aur T
?; et de V2 sur Vg . ' On & Wep1= p2°@ I'applicatiea pgo? est
dl;iérentiable donc Y est différentiaﬁle.
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Définition 2.- Soient V et UV des variétés, ¥ une opplication de V sur V¥ ,

R 1g relation d'6auivalence sur V définie par © . On dit gque ¢ est un
honomorphisme, pour les structures de varidtés, de V sur V si la varidté

V/R existe et si l'application de V/R sur W déduite de v par pesssce
au guotient est un isomorphisme de /R sur ¥ .

Lorsqu'ancune confusion n'est possible, on dlt sussi que v est un

homomorphisme différentiable. Un homemorphisme diffdrentisble de V sur V
est une application différentiable de V sur W (prop.2), gui tronsforme
les ensembles ouverts en cnsenrbles ouverits, mals la réeciprogue n'est

pas vraie.

{A couse du uéaouulcmcn% voriétés plongées, sous-varidtds, il n'est
pas indigud dlintroduire d'autre notion). -

A csuse de la prop.t, la notion d'homomorphisme différentiable est
une notion locale : si ¢ est une application d'une variété V sur une-
varidété VW, et si, pour tout xeV , il existe un voisinage ouvert U de x
et un voisinage ouvert U' de ¢(x) tels que la restriction de v & U soit
un homomorphisme différentioble de U sur U', alors ¢ est un homomorphisme
de V sur ¥ .

3. Existence de ls voridté guotient.- Proposition 3.- Soient V une varidté

de dimension n , B pne relation d'éguivalence séparde et ouverte sur V .

Supposons vérifides les conditions suivantes
4©

- Pour tout point x de V, il existe un voiginaze ouvert U de =

dens V , gt une corfe C de V définie dans U, , gppliguant U, sur une

- £ 4 s - 2 »—~3
portie de K° de la forme 0_ X Oé . Oz étant une pertic ouverte de KO

% . Yiepn ! 4
&t O} une pertiec ouverte de K B, tels gue deux points u g3 v de U,

solent congrus module R gi et seulement si <?TC?(Q})= (0 (v)) (T dési-

snant la projection de KU gur K2 )e
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29 51 xeV gt x'e€V , 1'application d'unc portic ouverte de O sur

une vartie ouverte de O, obtenue en foisont corregspondre, & un éildément

- de 0#; un élément Ox' lorsque lsurs imsgeg réclprogues psxr e gx et

7o G,y ont dons une pfme classe dtécuivalcence, est diffdrentiable.

Il existe slors sur l'egpace guotient V/R = V! upe structure de

variété de éigéasion nt felle gue lo voridtd ¥t goit 1o varidié ouctient

de V par B . _;_ags applications ¢ddvites des ?aﬁ}, pazr_vsssage au guotient

suivont R forment un atlag de Vi,

En effet, comme R est séparde, llespace V! eat séparé. Soit p la pro-
jeetion eznonigue de V sur V'. Comme R es5% ouverte, p(Ux) est une parfie
ouverte d,c:z' Liespace V!, et l'es?aee p(T,) s*iden%;i-_z"ié on gquotient de
ltespoes U;z par la relation d'équivalence induitie par R pur U, - L'appli-
cation Cx? déduite de To Cx par passage au gquotient suivant R est un
homéomorvhisns de p(U, ) sur O . Séi_.ent x€V et %1€V . Io conditien
2% exprims exachement que Cl et G;c, sont diffdrentinblement semblables..
Alors, digprés 1o prop.2 du §1, il existe sur V! une structure de
voriété de dimension n' telle gue les 'Cz_'{ forment un ailes de V'. Ft i1
est immédlat gue cebte varidtéd est la varidts guotiént de V par R .

Corollsire.- Soient V une voridté de dimension n sur X, T' un groupe

lo relotion d'éguivalence, supprosde génorde,

définte par T . Supposons vérifibe 1a condition sulvonte :+ pour tout

xeV , 11 existe un voisinoze ouvert U_ de x dons V et une carke C, de

V définic sur U_, zpoliguant U sur uhe partic de K de 1o forme

: i 2 . “ > n' \ = e % . , 2
0, Oé ’ Ox étent une ';?81’%1& guverte de XK e_’i; {}22 une portie csuverte ds_

nl : > S ,
K", de %elle sorte cuc deux points u gt v de U, sont consrus modulo R
si et seulement gi W(C_(u))= W(C_(v)) (4 @&8sicnont ls projection de

z
f . .
K sur K% ). Il existe slors sur l'espece V/'é? upe structure de variété
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elle gue eette vgrlété soit la varidtd quotibn% de V par R . Les appli-

gtions déduites des 7700 bar possage au guotient suivent R forment

Q

e par I’ , est ouverte. Il suffit de vérifier
de la prop.3 est satisfaite. Solent done xeV ek

x'€V . Solt G (resp. G!) 1la partic ouverte & U, (xresp. U%,) formée
La
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ion
» & un point t€H , le point
{81t X K “ﬁ?) soient contenus
dans une m8me classe dtéguivalence. I1 s'azit de prouver gues f est
différentiable. Ilous alleons le vérifier localcment. Soient donc u un
point de H , u'=f(u), v un point de G tel gue QT(CX(?))zu » ¥! un point

de G' tel que 7T€GK,(V’))=H’ - Les poinits v et v' sont congrus moduls R.

3

Soit done g un Slément de el gue gz{v')=v . Ltispplication

]
C=0C_,og est une carte de V définiec sur g{U'), done dans un voisinage

ouvert de v . Cette carte est différentiablenmen
-1

senmblable & C_ . Dene
%
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il faut et 11 suffit oa'il exigte un voisinuﬁe oavert U de x tel gne ls

restriction de v & U soit un homomorphisme de U gur une sous-voridté

de V! de dimens ion e

Cette pzapqsiticﬁ résulte auseit®t de la prop. 13 du 1.

Corollaize 1.~ Pour gue le rans de ¢ en % S0it 678l & 1o dimension de

s il ?aat et il pnffit qu'il oxiste un volginose ouvert U de x tel

que la rc“tﬁie‘i on de

5

2 U goit un homomorphisme de U sur un voisinege

ouvert de @(x)

éorolla1ve - Sclent ¥ et V! des variétds de dimensions n et nt, v une
pzc;cctﬁsn éi“‘ feﬂtlasgg

'. Pour aquc ¢ soit un homomorphisme

de V gur V1) 11 faut eb 11 suffit gue, enm toub poind x de V, le rang de

Hm
<
b -
i -
-

® soit égal g n'. |

| "La ﬁééeééi%é ré§a1£e aas'itﬁﬁ au eof;é;.SgpﬁbSOné‘main%enant le réﬁg

oient R 1a relabion d!éguivalence sur ¥ aéfinie

par ? . é% % I?azp:icatidn de lfense@bié @fﬁ sur V! déduite de v par
passage ou quotient suivent R . Transportons la strueture de variété
de ?f'é.%fﬁ pox 1;aéﬁliéatis§ dé . On est ramend au cas of ¢ est la
projeetion caronique de V sur %fR }*Le corollaire rdésnlie alors de la
Brop.d &b aavéazgééézé local @e 1a notion Ge variété quotient.

Eﬁ;i i Gn voit donc gu'au dédoublement varidtéd plongbe-sous-variété

ne senble pas correspondre un dédoublement de ls notion de veridté guo-
fient |

| S— )

d
Corollaire %.- Séilent V une varidté @e_éiméﬁsion n, V' une varidté

guotient de V, p la projection cononigue ﬂe v szf V*, % un point de V

o

x'=p(x), (£,,85,..4,% ,) 2o systime de ccwéenﬁﬁeﬁ dans un voisinese

ouvert U' de x'. Alors, les fonchions £,0D , £50D,000,f

partie dlun syetdne de coordonndes dans un
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En effet, soit v l'application 'y~—¢(f1(y),fg(y),a..,fn,(y)) de U!

' o - &
dans K2 , aul egt un isomorphisne de U!' sur @(U'). Ltapplication p
est de ron~ n' en x (cor.”), donc il en est de nfme de Yop . Donc le

systlnme (f1op, fgop,...,fnop) est de rang n' en x o Il suffit alors

dfaoppliguer lec cor.2 de 1lo prop.15 du § 1 .
5. Sectiong différentisbles.- Froposition 5.~ cnt V et V' des varidtés,

) g 2

R une relation d%éouivalence sur V . Suppo

o]

ong gue W?CHQemble V¢ soit

identisue & lfensemble auotient V/R . Pour gue V' goit ls varidté

emacTE o

quotient de V por B, il fout et i1l  suffit gue : 1% 1a pgojectieg

- pour tout point x eV,

¥J0
S

d

ff{érentia

fto

canonicque v des V sur VY go

il exipte un volcinore ouvert U' de plx) dons V' et une avplication

@‘ffézenﬁiab;g:sigg-ﬁ‘ dong V telle que slplz))= = et plsiy))=y

vour ye€Ut.
1 effet, si ces conditions sont remplies, lo projcetion p cst de

rang en x 6zale & la dimenéioa de V', done V! est vn“létA guotient de V
dlaprds 1lc cor.2 de la prop.4 « Réciproquenent, supposons que V! soit

varidtd quotient de V . Lo condition 1% est catisfoite (prop.2). Soit x
un point de ¥V . Soient U un voisinazse ouvert de x dans V, C une carte

e V définic dans U, appliguant U sur une partie de K2 ge 1o forme Ox 0!,

a
0 &%tant une partiec ouverte de K- et Q! une partie ouverte de K-

nt nt
4
tels que : o) deux points u et v de U sont consrus npodule B sl et seule-
ment si (C(u))= ¥(C{v)) ( 9 désirnant in projcetion de O X 0! sur son

n~of L B s 3 7S 3 ¢ L. y N \ 2 - L O prea——. 1
gne C{x} est lloririne de X%, de sorte gque O 0 =Ci. Alors, l'anplica~
.
E |
P -4 # - X B -~ P T o~y - e 2 A 4 = = - oy ..',.-
fjon g§ = (CeC? posside les propridtds de 1o propocition.




63

Corollsire.- ooiem V et W des variétés, V' une veridtd cuotient de V ,

P 1z projection canonigue de V sur V!. Pour gu'une applieation ¢ de W

~

g
dans V! goit différentiable, il faout et il suffit qye, pour tout point
€U , il existe un voisinage ouvert U de x dons W et une application

En effet, si cette condition est vemplie, la resiriction de gadl
est différentisble. Comme x est un point arbitraire de W , oﬁ en 4éduit
que @ est'différentiable» Récié?oqaememﬁ, supposonc gue v sclt diffé-
rentioble. Seoit xe W . Il cxiste un voisinage ouvert TU' de o(x) dans V!
et une @ﬁ@LiC&%lOﬁ différentiable = de U' danc V telle gue pisiy))=y
pour yeU'. Alors, U = = ;(B’*) et iét'z 8ol véziﬁien‘é les conditions |
du corollnize. | )

6. Transit ivitd §es veridtds guotients.- Proposition 6.- Soient V une vprzé £S

R et 5 des relations d’équxvqlence sor V S & nt moins £ ig gue R ;'

Supposons que 1s variétsé quotient V!;VfP exiche, et oue, T désirnent
1a reletion dtdguivalence a/? sur V', la variété guotient V¥ = Vi/T

-

existe. Alors, T® est 1o varidhé gquobient de Vpar 5 .

s &

EZn effet, soient n,nf,nﬂ les dimensions de V,V!,V9 ; les projections
canonigues de V dans V! et de V' dans V! sont différentiobles ot de
reng nl,a%, done la projection canonigue de $ sur V¥ ggt ﬁié‘éfenﬁiaéla
ot de rans ntf { Diod 1a proposition.

de veridtés cuotients.- Proposition 7.~ Soient V., et V., desux

existe des ¥ariétés guotients V) = syfﬁq . ?; = ?2!32 « Alors, il
existe une variété guotient W de VoxV,par E,%xR,, et 1'application

n g > £ - = 7 r 4 P o - 5 P % %
cenonigue de VIXVY gur ¥ egt un isomorphicwe.
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In effet, ltapplication canonigue de l'eance (V}/E )><(VQ/R ) sur
ltegnace (V%><V9)/QR,;<RQ) est un homéomorvhisme H puisgue R, et E

sont ouvertes. Tromsportons & (V,x7V,)/(R, xR,) lo structure de Vﬁriété
de ( 1/ /R, };4{73/2 ) por cet ﬁOW“OfOfphluﬁe : nous obtenons une

voridté WV , et nous allons nmontrer,

(¢

e gui établira 1o preposition,
que W ezt la vazidtdé quoticnt de 31;£? par Rg)éﬁg . Soient By + P
ns cenoniques de V, .V, et ?Qyé?ﬁ sur V} V' et W .

© >
81 x, &€V, et zyeV,, on a '({"ggzg}}z T({E {z 1}999{&9) ) de sorie

2
&
D
(v}
©
e}
P
[
et

(h1
[5e)
[
(6]

o
Tete
£
ooy
[
[
-
£
P.l
‘1;
(0]
el
K
o

8
Jete
l..d

existe une section dlfféreﬁf

o

tiable s, de V? définie sur un volginnse ouvert de p?{xi) et telle que
s i1 existe une section diffdre entioble 8, de V, détinie
sur un voisinage ouvert de pg(xg) et telle que }sg(pﬁ(ig))zxg. Alors,
lfanplication ,E((y?,yg)) —7>(si(y1),sz(y?)) est unc section diffdéren~
tiable de vé;;vg défin?e dons un voisinage ouvert de
B((p, (%,)1p,(x5))), telle que S(E((p,{x1),pn(xa)))) - (2y4%,) -
Diod la.proﬁégiiion; ' .

Tous iéemtifierons désornais les varidtés (Vi/ﬁz))<(V2/Rg) et
(V1;<Y2)/Xﬁj;a32) par 1'isomorphiste cononigue de la prep. § .

8. Sous-variétés dfun guotienk.- Proposition 8.- Solent ¥ une va:iété de

dimencion n , B uge relotion dtéguivalense sur V ftellec gue la variédté

cuotient V*z%{ﬁ exigte et solt de dimensiocn n', p la projection eano-

£
; o - ™~ % S
nigue de V gur V¢, ?% un sous-cnsenble de Vt, V. = g(?{}9 R? 1o relstior
3

d
. 8'i1 exigte sur V! (resp. Vg) une

structure de varidtd de dimension n! (resp. n,) gul en £ait une sous-
varidté de Tt (resp. V), 1l exisiec sur v, (resp. V) une siructure de




24

~ 65 -

Soit xg{71. Soient U un voisinage ouvert de x , 01 et O2 des parties
ouvertes de KB et ga-n! respectivement, ; et %, des applications
différentiables de U sur 0 et O, respectivenent, tels que ltapplication
Z °:>(?"€z) ‘ﬂ“{z}) golt une carte de V, tels que la relation d'éqaivau

lence @é&finie par ?} sur U soit 1o relation d'éguivalence RU induite
par R, et tels qgue llapplicatlion dédulte de {Q par passage an gquotiént

o

saivant‘ﬁg soi

peut 8tre mainie dtune st

t une carte de V' définie. sur Ti=p(U). 51 V% {resp. V?)

we de variété de dimension n} (resp. n?)

P

¢t

qui en fait une sous-variétd de V' (resp. V), nous allons monitrer que
v?fiﬁ {resp. V%f?ﬁ!} peut @itre npuni dtune structure de vazlaﬁé de |
diménsien’ n, {resp; nl} gui en fait une sous—variéié de U (resp. U*),
ﬁum”vgf\ﬁi est 1a varidté guotient de 1o varidié ?éfﬁﬁ par la relation

induite par B dans V1F¥E 4 et gue n-n! = niung « En verta-de la prop.t
6t de 1z %raa.ﬁ du § 4, 1s proposition sers ddmontrée. On voit dond
gnton peub se 1iﬁzbe: au cas 8 Vi est é&e partie ou%erte de Kn', ol
V est de 1o forne YVix I E Z étant ané partic ouverte de Kn«n*, et ol
R ést la zrelation é'éqarv .lcnce dont les clacses sont les ensembles
§W}>><z ; Geci poséd, si Vi est une sous-variéts de Vi, V= TInE st
une sous-veridté de V (§30p=7}§ V) est 1o varidtd qaotieﬁt'ée v,
par 21; et n-nt, ﬁgm%} sont égaux 3 1s dipension de % . Réciprogue-
ment, SupDoOsSOnS gque ?1 s0it une sous-variété de ?, ét montrons que V
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Vtx 2 c:Kp, scient xi ,xi gooe9Xy forment un sysitdne de coordonnées

sur 71, les asuires, soient xj sX 5 s 5%y , 8tant des fonctions
) - 1 2] n-p
diffbrentiables de 311,x15,...,xi {34, cor.2 de la prop.5). Si un

2 o
point de Vix 2 oppartient a V,, toutb point de VA Z gui lui est congru

-yt o Py £ ;
nodulo X appartient aussi & V. I1 en résulte que X,i.4s%p1yps° 9%y,

ne menvent faire portie de xa j ,;,4,xj . On peut done supposer
i v~ P

que  34=1, 3572see0sdpy = BLR . Liensemble Vi< V! = &% est alors

o)

défini per des Sgunations de la forme x1=fz(zgﬁ49 Xhﬁ£9°°’fxn')5

az: fg(x}}:‘_! 3 Xh_l.gscoégxﬂg}g-sﬁg Xh =‘ fh(zh_g_.g 9Xh+2,c'o ,Xa‘)
f1§fg,b.,gfb étant des fonetions différenﬁiablas définies dans une
| . e ¥R

partiec ouverte de . Done (8§ 4, cor.2 de la pPropP- T), V{ peut

8¢ve muni dtune siructure de varidté qui en foit une sous-variété de Vi.

9. Beecollement de variétés.- Soit (V,) ;ep tme fonille de variétés de
dimension fike n . Soit V une variété somme des varlétés T, . I1 existe

une partition (O, )gc T de V formbe de sous-vexr

fdo

4tés ouvertes et ferumbes,
et une famille (£ }féil d!'isomorphismes de V, sur O, . Solt R une
&

uivolence séporéde sur V , telle gue boube classe dtéquiva-

deux indices disiinets guelcongues, on déoignero par é&z; 1a pariie
de 0@ formde des poinmts x teles gu'il existe um point ¥y , de la classe
7
dtéquivolence de x , appartenant & O, 3 dtoprts Llhypothlse sur 2
& tout =eh, ., correspond cinsi uny de A, . et uaseul ; on dési-
7 i
enern par h, , llornplicotion biunivogue de A, 8SUF &, . ainsl
définie. Danvelons (Top.zén.) gque llespnce guotient V/K stanpelle
liespace obbtenu par recollcment des O, le long des A, ou moyen
des h¢y, . Supposons qus, pour tout couple 4tindices ¢ ;& digtincss,
{ %
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A,, soit une portie ouverte de Ot , €% qae'hiéc $Olu un isomorphisme de
1z sous-variété ouverte Azx. de Qi sur lg sous-variéité ouverte A, .
de Ox. . On saitu(loc; ¢it.) qutaslors B est une4relétion~d’éqﬁivalence
ouverte. Les co@ditisns de la prop.s sont Svidenmment satisfaiteé‘avee

n'=0, en pzehant, pour tout xeV , une carte C_ de V définie sur un -

voiginage cuveft ﬁ de x contenu dans celui des ensembles G, au 11 con-

Dy

tient x . Il existe done uvne varidhd votient V R' de dimension n
) 3 ¥

4

qufon eppelle lg varidts ebteﬂae'ﬁap'?eeollcmeaﬁ Ges voriétés 0, le

long ces A cx 24 wmoyen deg hdgg . uOl? p ia projeetion eanoniqae de ¥
sur g/n . Les ensembles 9(0 ). constitunent un reco&?remem% ouvert de V/R .

Lo restriction de p & Otfes% une appiicatien Lrlvoque gifférentisble
et pgrtoa%,&e rang n de Qb sur P(Oz)é done un isomorphisme de O, sux
p(o@).’ ' o ‘

| Réclg*osacamnt, soicnt une varidts, (U )zx‘l uh recouvrement o&#srt
de v, Ri une va-lété soamr des VaFthGS O, - Il,exzste une partltﬁen
de ¥ en soas;variétgs ouvertes Oz ; et, pour tout €I, un iéemarphiém
f% de O; su T, - Qiséns qaé dsuxz paiﬁﬁéi ze0, et ye Og sont éq&iw
Vaienté si faiz} (g) ééfiﬁit cinsi sur V une %elatioa,é'éqaiQ
valence du tyge’éoﬁsiéérr plus haut, et 1o varidté quotient de ¥ par R

est isomdrphe & W .

voisiﬁ’”e ouvert isono orphe & une sous-varidté ouverte de X—. Done W

ouvertes de X .

w

peut s'obtenir par recolle regéide S0uS vST'é%é
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§ 6o Variétds fivrées.

1. Voridtés fibrdes.~ Dfinition 1.~ Soient ¥V,B,F irois voridiés, p ung
application continue de V sur B . Supposons que, pour tout point €3 ,

3 .

il existe un voisinare ouvert U de b dans B, et un isomorphisme £ de

e "1-'-' s 2 - P
1o veridtéd UxP gur 7pl(U), sous-varidié ouverte de V, tel gue

p{f(x,y))=x pour =xeU gt yeF . Dons ces conditions, on 4it gue V

F =
est une voridété fibrée de base B , de fibre typiguec F , et de projectio

p sur B . .

L'espace'scus-jeeent de V est alors £ibrd, admgt pouxr base l'espace
sous-jacent de B, pour fibre typiqgue l'espace sous-jacent de F , et
pour projection p sur B . L'espace fibré V est localement triviel.

Soit B la relotion d'éguivalence sur V définie par v les classes
dt'équivalence suivant R, clest-i-dive les'fibres de ¥V, peuvent &tre
nunies de sirnciures de sous~-varidtds fermbes de V isomorphes & F .

I=s projeetion'p est un homonorphisne différen%iable'de V sur B ; autre-
ment dit, la varidété quotient V/R existe, et l'apylication dddnite de
D par passagé‘au guotient suivant R est un isonorphisne de Y/R sur B .
ermple;.« Conciddbrons lo voaridtd BxF , et soit p la préjection sur

le premier facteur B . Cette voridtsé est une variété fibrde de base B,
de fibre typique F , dc projection p sur B . Tne telle varidté fibrée
est dite trivisle. '

Définition 2.~ Doient V et V' deux varidtés fibrées de base B, de fibre

tvpigues F.F', de projections v.p'! sur 3 . Unec application biunivogue

£ de V sur V' est sppelée un B-isomorvhisme de 1o variéié fibrée V sux

1a varisdtd fibrde V' zi ctest un B-isomorvhicme de systdmes fibrds

-

(Top. pbd.) et si e'cet un isonorrvhisme de varidids.




Soit x€3B . Ia restmctlon de £ & p(x) est une application diffécen—»
tia’ole de la sous-varidié p(y) dans V1 (é 4, DZOP« 3), et _
£{ p(x)) = g'(x), donc cethe restriction est unc application différen-
tiable de ' p {xz) sur p'(x) §4‘~, prop.3). De mlme, lo resiriction de
‘_3“. a ;’(z) est une application différentiable de ~g'(x) sur -g(z).
les fibres de V¥ et V' sont done isonorphes.

Sslczﬁ: v tme variété fibrde de base B , de £iltre F , de projection

p sur B, et B! me; sous-varidté ouverte de B . Soient V'= p(3'), et

p! la vestriction de p & Vi. Alors, V' est une varidité fibrée de base Bf
de £ibre typiqué F &t de projection p' sur B'. Jour tout point bEB ,
i1 existe un voiwiddze ouverd B! de b tel que le varidtd fibrds V!

précédente 20it Bi-isome rphe & nne varidsé ©

i
Proposition 1.~ Scien*& Bet F dcay varidtés, V un ensemble, p une appli-

cotion'de ¥ sar 3 . Soient ('U,L) . T bn zecouvrement ouvert de 3, g%,

. .- & P 3 —1
"Qoa:f" ‘baa‘s +€lI, 6, une application biunivogue de U, x¥F sur (T, },

== ﬁ
telle aue ple, (.&,Y)) x pour xeU gt YelP . Supposons vérifide la.
ccaa*tion ..;alvan‘se é __;:_ 7 et % sont deux indices de I tels c;‘_ae
TN Ua # ﬁ 800, est une appii cation difidrentiable de la varidté

(T, N T, )X F da'ae_ -elle«méme. Alors, il existe sur V gne structure de

voriété et une seule telle ome, pour fout €I , (T ) soif une

ouverte e V e _gue 8 soit un isomorphisme de 1o varidté

U, % F gur 1o variétd p{U_ ). Pour cette structure, V gst une

wpiaind AR S& L >3 o 3 A B8 e —r : —— 2 omem N 3
voridts fibrbe de bose B, de fibre tvpligue, de projection p gur B .

Zn effet, les endles p(lf )} forment un recouvrement de V . Pour
-4 ,
tout ¢eI, transporions & p(U,) par 533'@ struchture de varidté de
, ‘ _
. . g -
U. %x F . En observant que l'application identigue de p{U@‘ N p{b}é}




+5

1
peut s'écrire 6 of eoe )oe ou O o( 6 oO)c s on voit que cette
application est un isomc?nblﬂne de p(U )rx p(U ), considéré comme

gous-varidté ouverte de p(U }, sur p(U N p(U )}, considérs comne
sous-varidté ouverte de p(U ). Il existe done unc structure de voridté
et une seule sur ¥V telle que les (U ) soicnt des sous-variétés ouver-

tes de V . Il est inmédiat que, pour cette structure, V est une varidsd

fibrdée de bhase B de fivre typigue F de nzojection sar B .
3 3 $ l}

Promosition Z.- Solent V et T deux vworidtds, R unc relotion d'éouivalence

=

«d
o
fote
el
v
fmt

sénarde sur V . Supposons vwérifide la condition suivante : pour tout

xeV , il existe une voridté Z gi un isomorphisme £ de 1a voridtd Z xF

sur un voisinase ouvert U de x soturd vour R, el que les

des enserbles- { } x ¥ , o& z porcourt Z, goiont les closses d'Souivelenc

smvavit_.u cam;ertt;es dans U . Alors, il existe unc ve 1été’guﬂflent

=V/& . Sc‘it D 1&.,@11& tion canomigue de V gsur B . Lo va“"lr'té v est

£ibrée de base B , de fibre tvypique F , et de projeetion p sur B .

lontrons é*abo:ﬂ qae l:zs conditiongc de 1la prop.3 du g- 5 sont remplies.
h

1icme £ de ZxF gsur

1
ensembles %5% A F , o8 z porcourt Z , soient les classes dféguivalence
b ;

& 2 A Al ~ % S EA=2 & Yoo 1 - 2 X e

et £ , on obtient une carite C_ de V, définie dans un voisinoge ouvert
P-9
= s s £ ® = - E 2 % O .

O, de 2 , et qgui sctisfoit Svidenment & 1o condition 1° de 1o prop.3
&

F SR 5 3 s = = -
du 95 . ilaintenant, solt x' un autre point de V, auguel on associe de




-
NEL 0f He

L B
un voisinage ouvert O L1 de x" Pour wérifier la condition 2° de 1
prop.3 du § 5, i1 *aut démontrer que l'application d'une partie ouverte
de Z sur une pertie ouverte de Z! obtenae en faisent correspondre,
& un Slément t€Z , un S1lément t'€ Z!' lorsaque .«f:(%_t} x}F) = f'(i’e’} )x.’E"f;
est différentiable. Or, ceci résulte du cor.3 de la propi2 du § 5, |
puisque cetie é@?liéation stobtient & partir de l'application ‘é'af
de ZxXF dans 2'xF por passage oux quobienss. Ainei, il exisie

nne veridté quotient B = V/R. Soit b = p(x)e B . L'application de Z

L)

sur une partie ouverte de B déduite de Par ypassages aux guotients
est un iséubrﬁhiéne' d*ayréé le cor.3 de 1a prop.2 du ¢5. I1 en xésalﬁe
aussitdt &e V est unc variété fibrée de base B, de fibre typigue ¥ ,

j
2. Cvcv@“s d ffézentiables.~ DéZinition 3.~ On avpelle proupe diffdrentisble

de_di#eﬁeieﬁ n sur K un groupe G muni ?i dfune siructure de varidis de

dimension n gur X telle gue 1'application (g,%) =>s% 1.gg G *G dons

on’ dit anssi qué 1s structure de varidté esh coppatible avec la
@t?ac+uz de groupe. Dans ce cas, 1la t0§¢105i~ de & est aussi compa-
£1ble avec 15 siructure de "“eape de G . On parlera done du groupe

topaloziaue sous-jacent auv greupe éifférentiable G .

8i G est vn grounc &ifféreﬁtiaulf, les translaotions & droite et &

gauche, et l'goplication s —» s~ , sont des auiomorphismes de la

varidté G .

&

Exemples de groupe différeptisble.- 1. Le sroupe 2dditif X7, mani de 1
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2. Le groupe multiplicatif ¥ , muni de 1la structure de sous-varidté
,ouverte de X, est un groupe différentinble.

3. Le rroupe multiplicatif (non commutatif ) des guaternions # 0, identi-
£ié & unc sous-voridté ouverite de R@, est un sroupe analytiQue réel.

4. Soit T vn cepoee veetoricl de dimension finie sur X . L'encemble

ZY dss ewndomorvhismes de £ est un espace vectoriel sur K, donc est
woniguement dfune structore de varibts sur K . Ie groupe GL{IL)

&
&
I
fde
(]
{3
-t

des antomorvhismes de l'espoce vectoriel T est une por iz ouverte de

Qf(ﬁ). Considdrd copme sous-voridtd ouverte de E, clest un groupe

différentiable sur X . En effet, soit (e.) <3 e B0E base de E . Ia
i‘tgign

<
donnde de cebte base permet d'identifier of(E) & Llalgdbre I (K) des
motrices & n lismes et n colonnes sur K . Solent Xij{G‘) les S1dments
dtune mntrice ¢ de il (K} 81 o¢g-& GL{E) e T e GL(E), les Xij(ﬁ-?%)

sont des fonctidns rationnelles des z, {¢) et des 'xij(t') dont le

3
dénominntenr reste non nul sur GL{E). Dlod notre asserition.

Soit G un groupc analytigue réela Hlnnissons le. ~raupe ¢ de 1l2 struc—
ture de voridité indéfiniment différentiable as ocif é 1a structure de

varidté annlytique de & . On obticnt Gvidemnment un groupe indéfiniment

. Soit ' un soup-corps fermé de K

tel gue le depré de K sur K'Y soit £ini. lunissons le groupe G de ia
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Soient G et H des groupes différentiables. Hunissons le groupe GxH
de 12 structure de varidté p:oduit des qulét&s G et H . L'application
({oyw)sloys 7] ))--}(6"6" ,'t’z'"") de (6 xE Yy X {GxH) dans GAH est
&videmment dif~Crent1uble, de sorte que G xXH est un groupe~différentiable

appeldé groupe différentiable pro&ait des groupes G et H .

Soieat-&ﬁun groupe diffdrentia le, G*' un sous-groupe de g i Bupposons
G! muni dfune struetuve de variété telle que &' soit une varidié plangéé
dams G . Alors, &' est un groupe 4iffdrentinble. En effet, G'x G' est

ane,variété'ylongée;dans GxG . Lta ﬁplic ation ({s,t) —g.st“1

dons @ s'obtient én composent l'injection canonique de G!'x G! dens ‘

-1 e G-xG3dané G 3 elle ést'donc

GxE é%ii'ﬂ“nllcaticn (s,t) —>st
'difféééntiable- Eér suite, ltaopplieation (s,1) — s’c“‘1 de Gix §!?
dans G7 est différentiable, ce gui prouve noire assertion. Pour véri-
fiér:é&e is varié%é @' ést plongée dans la variété G, il suffit de

e

vérifier que llin*ection canonigue i de @' éuns ¢ est ifiozentiable;

et gue son rang cn e {61ément neutre de §) csat egal a la dimen 31on nt
de G ; en effet, comnme les traﬁslations dtun groupe différentiable
sont des vﬁomevghlsxes de sa strueta re de variété, i est alors de

rang n' en tout point de @1,

i
o
Pl
3

snt- G un sroupe d'ffér“ntiaﬁle, G, un sous-groupe distinsué de G,

osons ' mnuni dtune structure de

4

de I'x E?M, PR

1ayd 3 b} - —d A 5 s A3 PRI An wpBend DL min st . z
est qguotient de la varidtd G , 11 suffit de vérifier gue la projection
£ - i # 3 =55 A o e § Y E 3 pan —— 7 Z &
canonigue de G sur T est différentisble et gque son rang en e {Elément
2 5ob o ' e | b | 3 & - 3
neutre de G) est ézal 4 lo dinmension de IT7 .




Définition 4.— Soient V une variété sur K, G un groupe différentiable

b

sur ¥ . Supposons gue G opdre (& droite on & gauche) sur V, et soit
p(s) L'application bivnivogue de V suxr V définic par un dlément s de G.

On dit gue G onbre Giffdrentinblement sur V 51 1'opplication

1

(s,2) —>p{s)x de &=xV dons V gst diffdérentiable.

Lorsgu'il en est ainsi, les anplications p(s) sont des automorphismes
de 1o structure de variédtéd de T .

Proposition 3.- Lfaprlicstion (g,x) - p(s)x est un homomorphisme diffé-

reggiable de GXV sur V.

Zn effet, soient %€V et se G . Concidérons lfapplication
¥ — (s“1 ,p(s)y}.de‘v dans GxV . Cette application est diffdrentisble,
et s composée avec l‘appliéation {(t,y)—>p(t)y de GV dans V est 1l'ap-
' plication identigue de V . La proposition résulte aleors de lo prop.S du§5.
Si V! est unec va.fz.été plongée dans V et stable pour les opérations de

G, G onbre di‘ffére; iaol‘,ment sur V', dtapzts lo pr op-3 du $ 4. Dérouler

sur K G on "voug dlf érentiable sur ¥, opbrant & droite sur V, p une

appli cation cozﬁ'lnae de V sur B, r 1l'application ée GrV sur V définier

per les cnératioas de ¢ (on posern r(s,x)=xs pour qeG et xeV).

Sunnosons guc, ponr tout voint BeDB, il exisie un voisinase ouvert U
de b dons B, et un isomorphisme £ de 1o varidtéd UK G gux lao variété

el
p(U), tel gue pl(f(u,s))=u gt f£lu,s)t = £(u,st) pour uel , 8¢C ,

te€G . ¥ans ces conditions, on 4it gue V est une variétéd fibrée principale

& droite de bagse B, de rroups structural G , de repére gséndral r , de
projection p sur B . On d8finit de facon analosue leg varidiéds fibrées
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Jans ce § toutes les variétée fibrées pvlnclpales convidérées
sont des variétés fibrées principales & droite.

Ll'espoce V est fibré principal. D'au tre part, la,vaxiété V est fibré"
-de base B, de fibre typique &, de projection p sur B (déf.1). Ces '
remarques jJustifient la terminologie employée.

Le sroupe @& opere diffézentiablement sur V et sans point fize. Soit
R 1a relation &*éguivalence sur V associée é_p . Les ¢las ses dtéguiva-
lence suivant R ne sﬁnt antres qué les cla ses a’zﬁtran31tivité pour G.
Si,x eV , }.'appliea‘z:ion s:—>xs dé ¢ dans ¥V est un 1somorphisme de la
rariété G sur la classe de x saivant R .

Exemple.~ Considérons la vari&té £iltrée %riviale B;;G . Soit
l*apijlicé.tidﬁ de (BxG)x ¢ dans BxG aéfinie p@z ii'((ia,fsf)'t)s(b st)
pour DEB , s é{} €6 . On obdicnt unc var#cf‘*é fivrée prlncipe,le gui
est dité triviale.

BCfinltlon - Soient V et Ly des v331étés fibrdes prlacipales de base

B de aroapa s%wuetaral ¢, de n”eweeu1o P et ' gur 3, de vegeres

généraux et r'. Une aaﬂlicntlen blggrvoquc ae v sur V! est anvclée

un . B-isomorphisme de lo varidté fibrbe p&lnc;@ale V gur ls vurlété

Zibpde Erincigale 7' g1 ctest un 3—i30@9¥

principouz (Top. pdd.) et si clest un iéomoréhisme de #aﬁiétéﬁ.

Soit V une varidié fibrde piiaci§ale de ﬁase B, de groupe structu-
ral G , de projection p sur B, ce repire géndral r . Eoieﬁtvﬁ’ une
sous-varidié ouverte de B, Ti= p(Bf}, p! la re %3is§iaﬂ_&e pav,
r! 1o regtriction de r 2 G}é??iuﬁlors; V' eat une veridté fibrée prin-
cipale de base B’; de groupe structural G, de projection p! sur B!,
de r;iézé général rfe Pour tout point bBeB , il ex ziste un volsinage

ouvert B! de b tel gque la varidté £ibrée principale V! précéddente soit




(b

_..‘t;...

~

Proggsition 4.~ Soient V unc vazxidté, G un sroune différentiable opérant

& droite sur V, de tzlle sorte gue la re;atiog;§9égaivalence R définie
par G soit séparde. Supposons gue 1o condition suivante soit vérifide
pour tout x eV , il existe une varidté Z et un isomorphisme f ge 1a

varidté ZxG pgur un voisinare ouvert U de % dans V , iel gue

flz,s)t = £(3),8%) pour =ze¢Z , s6C , éG . flors, il existe une
voridts

yustlcnt B = V/? . Soit p l'applzc tion e@acniqaé de V sur B .
La vqriété V.gst £ibrée pri a;e & droite, de baséfs, de zroupe

strictural G de ﬁfcjectieﬁ p sur B .

L2 nroposition est une ccnség uence iLn’dzcte de 1o prop.2 -

Soit P un e varloté flbrne @xiacvpa e ée base B, de groupe structual G
“de nzoweetloa js) sur B, Soit @t un sous~groape diétingéé de G, et suppo-
sons gue le zreuge anotient différentiable qu? existe ; on désignera par
s 1'image éanéﬁi@ae dens GfG* dlun éléaeﬁtvs de G . Soit dtautre part
Pt 1o base de P considdré conne Systéae fibré principal de groupe struc-
fural Gf. Rappelons (Pop. péd.) que ies opdrations de G dans P passent

aun guotient, de sorte gue G opére & droite dans P! : leg E1ldéments de G

/G

Z

aingi, P! est un systéue £ivré principal de groupe shructural G/Gt
H 35 2
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de varidté sur P! telle que P! soit la variété quotient- ’P/LL . Par pqssaffe
aus qao‘sients, £ d6finit un isomorphisme £ de la variété U x(C/G') sur

1z variété '(b), tel que f'(.}.,s)t = 'P'(U.,ob), et p*{£'(u,8))=u .
GEu: fmw...g QUE F

Ceci orouv& aue P! est une variété fibrée principale de base B, de

3

grouge strac%aral G G', gui sera dite déduite de P par aassaﬁe‘aa

-y

guotient. Si P est la varidté fibrde principale triviale BxG ,

Pt gtidentifie can oniguement & la varidté fibrée principale triviale
B x(€/G'), comme on le voit tout de sulte.

Soient P e% E’* des varidtds fibrées prinmecipales Iriviales de base B,

q:;

de groupes s*‘av- weturanx 6,6, de re epdres zénéraux r,r! de projections
?,p! ;u:" B . Dans l"enseﬁble PAPY, ccas'idércﬁéi’ems'emble P" des couples :
(z,%1') oh T€P , x1& P! et plz)= pi(xt). Soit p* Ttapplication

(x,x!) ﬁﬁ(x)zﬁf‘{:{i) dé?“ sur B . Seik G _‘l'e g?éapé produit GXG! .

Pour (x,xt)€ Bw et (s,é‘)éG”, posons r"((:'z,éi'*)' (s,s8t))=(r(x,s),

»f(x! éfﬁi{))’ On sait {Pop. pda. ) cme P ent un systdme fibré principal

de }oé.ée 3 , de groupe stroctural G, de repdre géudral rf, de pro'jeétién
p* sar B . Pour tout point B de B , 11 cxziste un voisinoge ouvert U

de b dans B et des I}’mwmmohz.sa:es £, £!' des veridids fibrdes m’*meipa‘ies
trivzales TXEG , bx(}' sur les ?ariétés ﬁbrées pz'incipales p(U), |
p’ (0). Ia var ié-&é p{U) X p' (U) est une soz;s-varlété ouverte de 1=
varidté P XP'. Soit g l*apglma‘bioﬁ }(a,e;u?;s*') > (£{u,s), 2 {u',s?))
de TxGxTxG! sur ﬁé{ﬁ}xﬁg'iﬁf}, ui est un isomorphisme de varidtés. .
Soit V llensemble des Sléments de UxGxTUXG' de la forme (u,8,u,8') ;
il peut €%tre muni dlune sw;ct:}ra de va,;ié:’%'é -csz.-zi en fait une sous- |

e £ £ 03 i H T P P P~ - & ram P I 4 -
varidtéd de UAGXUXEG'. Lo restriction de g a V est une application g

=

oy

1 1 4
p{U) = p'{U)) = »p%{U). En vertu de ls prop.4 du éx’%—g

MJ

sl o o =3 e & Gavp -y Tieem Lo .‘ Sy o 'l e Z e g
P peut donc &ire nmuni dYune siruciture de va £81% une

- <
té gui en
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w TB = |
sous-variété de PxDP'. Ltapplication p" de 2" sur B est alors continue.
Zn outre, 84 est un isonorphisme de la varidté V sur QZS"(U), considdré
comme sous-~variété ouverte de P". Soient enfin ¢ l'isomorphisme de,
UxG@" sur V défini par olu,(s,s')) = (u,s,u,st), et £ = gioP -

I1 est claoir que p"({£%(u,(s,5!'))) = u et £7{u,{s,8!))(%,%!) =

= £%{u,{o,5*)(t,t')). Donc P" est une varidté fibrée principale de

-

base B , de groupe structural G, de rcpbére géndéral »%, de projection

p" sur B, gul sero dite prodult fibré deg vorididés fibrdes principales

P et P'. Il est clair que si P et P' sont les voridtds fibrdes princi-

F‘.

pales triviales BRG et B ARG, PY giidentifie canoniguement & lg
variété ?.ii. neipale triviale B xGW.

4. Varidtés fibrdes associbes & unc voridtd fibrde principale.- Définition 7.

Soicnt P une variété fibrée prineipale & ¢

roite, de bese B, de zroupe
gtructural ¢ , x —=xs l'avtomorphisme de 1o varilté P défini par

1'818ment s ge G, p 12 projection de P spr B . Soient F une varidié sur

<,

laguelle G oplre différ eﬂ?i“blcmf‘n‘c g souche, v — sy l'antomorphisme

de F a6fini por 17'61ément s de G . Solent T gpe variété fibrde de hose

B, de ib:fe typlgue ¥, de pr oqcc tion g sur B, et » une application de

PxF gur E . Supposons guc, pour tout point beB , il existe un veisi-

nage ouvert U de b dons 3 un U-isomorphisme £ de 15 voriété f£ibrée
b4 L=y

triviale UXF gur 3_.3 L e——————

veridtd fibrde principele triviele UXG sur 1o varidid fibrde princi-
pale bmiwicle T G gur 1o wownihil Fihnbe ariraina - p(ﬁ) " tels cus
Zo S = = - = == P e

r{gl(b,s),x) = £(v,sx) pour beU , s¢G , x¢F . Dons ces conditions,

on @it gue E est une varidéié fibrde acsmocide & P de ~zroupe strucitural
ﬁ% ’

- <
G , de replre génbral r .
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,L?ri échangeant les mots "& droite® et "3 5auche“ dam ls définrbion, %
on ob%icrzt les varidtés fibrées ossocides & des variéiés fibrées
principales & zauche. | _ . ‘
Ltespace E est uh espﬁ;ce £ibré assoclé & l'espace fibré prinecipal P .
Pour tout x€P , llapplication par 'tl&.,lle y—->r({x,y) dc F dans E est
un isomorphisme de la varié’sé sur q(p(x) o considéré comme sous~ -

voridété de E . Cet isomorphisae, que nous noterons r_, est appelé le

re;ﬁéré ecrz'espon&aﬂ‘s & x . Soit p(s) l'aaplie tion y—>s5y de F sur F ';

pour xéP et S€G , ona rxs '.,- r o p(s) I:e wepére génCra.l est an

homamrphwme alfféxep i ble de T ;cF sur E , conme i}. ’*"ésul*se de la
prop.3 . |
E:r;emgle.« Censz.é’.érons ila vaz* fz.brée @ri&&ipﬁle trivia}.e Bx@ e’B
é 3’.’ brée t :s‘.vz.a}.e .::-:I‘ . Scit r l'ﬂpplica:hma tie (ExG)xF su
Exi&‘ aéfinie i}ﬂ'f’ r((b,s),x) (b,8%) po;u " bEB ¥, sER xeF . On
obtient aingi zme variéte £itrée associbe 2 Bxc » qui sera dite ifrivisie
Soit I une vﬁxlété £ibrée associée & u_.ne vari étv ..:Lbz‘ée prineipale P ,
de fivre tyy ;;’e F, de groé;'e structural [ , 4 base B , de repbre zéné-
ral r . Soient g et p les projections &»é_}‘f} et P Fespvctivamem sur B .
Sci_egt_«B"‘ m&e’soasmvariété'cﬁﬁeéte e B, B! = q{B?)g Pi= Q(B’), gf 1a
vestriction 4& g & T!, p' 1o restiietion de p & PP, r? la restriction
e & nssocide & la varidié

truectural 8, de
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Torsque G opdre identiquemcat sur F, il cxiste (Top.pédd.) un isomor-

vhisme canonique i de E sur BAF , -qui se dédult
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o B0
in outre, 1 est un icomorphkisne de variétés. In effet, il suffit de
prouver gue ltanplication (y,.x)—(p(y),x) ect un honomorphisme diffé-
rentiabls, ce qui résulte aussitht du £2it que p ect un homomorrhisme
diffbrentinble.

Provogition 5.- Soit P une veridié fibrde principale de baose B, de psroupe

structural G, de projection p gsur B . Soit F une variété sur loguelle G

Giffé gouche. Soient B gt E' des voridtés fibrées

reatiablencnt &

g
acgocides &4 P , de £ibre typigue F, de repdres nénderoix r,rt . Il existe

une application biunivogue £ et une seulc de E pur EY telle gue r'=for ,

et £ est un B-isomorphisme de 1o voridtd fidrde E sur la voridté fibrde BY.
VOn a vi en Top. péd. que f existe, est wmigue, et est un B-izomorphisne
du svystine fibre E sur lc systdme fibré E', Conne r"esﬁ'diiférentiable

et que r est un homomorphisme ¢ifférentiatle de P><E{-§ﬁr E-, on voit

que f est difidxr cnti ble. De a#me, £ est diffdr 1tiﬂale. Done £ est un
igsomorphisme de varidétés.

Le résultat préééde 't est un résultat d'anicité.- Etablissons mainte-
nont un résultat L’c zistence.

Propogition 5.~ Soient P une varidté fibrde n.1nc1pcle, B g2 base, G son

groups structurel, » 12 nrojection de P sur B % —>%s l'outomorvhisne
b 2

de lo varidtd P 4dfini por 1'41d8nment s de G . Soient P une varidté sur
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aggage au guotient une application différentinble g

donc définit

de E gur B . Alors, E est une Vﬂriétéfibrééassgciéeé P, de base B,
de fibre typiogue F, de zepdre ;énéz'a; r et de projection g sur B .

hcﬂ:)'ﬁ"—"lOﬁS d’abord gue R et séparée tontrons en eﬁe% gue aeux

éeizzts (x,vv) et {x',y') de PxF non congrus modulo B posstdent des
volsz.nages ouve'r’ta disjoints saturés poaz' R . 8% p(x)f—p(x'), soient
U et T des va:.blmrfes ou.verts disjoints ae pi{x) 2% p(x') dans B .
Alors,‘ p(%’);ﬁl“ et p(U')xF sont saturds pom:- R, ouverts et diaaomts« :
Sabpo ons mam'%'eﬂﬂnt p(z)-p(x!) - Par défmzuion des veridids fibrdes Al
nrinm pales, on peu't alérs se raaener an cas ox&. P et une veridité | _
ks mc* nale 'E:m_vwl»- de la sorme BxG . Alors R est 3.a relation d'écsaiu 3
A ve.lf*nce a&%inic sur Bx@ xF par l’applz.cation t? de BxG XF dons B;&F
gui transforme 1'é14uent (b s,x) en 1'élément {b, sx) Ceel prouve notre
assez‘?;mn. A

‘Ct:ci posé, oit beB 11 existe ua voisinmge ouvert U de b dane B,
et Lsﬁ mesvnhwae z de la varlété :r:z.%srée afinczpale trivz.ale Ux G sur
la varzété fi%rée 'ormmpale (b). Soit h 1*=sonoxph1sr1e de lo varléi:é
Tx ums‘ sur 18 va:srié‘cé p(ﬁ');cF ad ;inie par h(a,s,x)u(é(a,s),x)
pour ué€ G,se¢ , xeF . Soit o 1*application de TAG xF sur UxF
déf? nie par 1?(21,0,3) {n,8%x). Cette application définit une relation
ﬁ'éqazvaleme Bt sur UxG xF, dont 15 transfornmde ;afw h est la relation
d'éaaivalaaee a1 induite par B. dans p(ﬁ) x¥F . En vertu de la prop.3,
ii{ iste zmc vara.été qaotient de L’x(} *F par B', et 1l'application e;,:!
de ({?xéx?)/ﬁi sui U xF d6anite de ® par pasesge an quotient est
un isomorphisue de variétds psr lequel nous s identifions désormsis

UXP et (E'xGxF)/R', 11 on vésulie dlabord gu'il existe une variéts




R

quoticnt de .%(U)x F por R,. Conme R est séparée ot ouverte, la prop.3
dn § 5 nmontre qu'il existe une varidtsd quoticent E de PxF par R .

Leg opplications q et r définies danc 1'énoneé de 1= proposition font
de £ pn eyctine £ibré associé su systdme £iberé principal P . Si f désipmne
liapplicntion de U XF sur (-;_)(U) xF)/R déduite de b par possages aux
guoticnts, £ est un icoporphisne de vaxr iCtes, et il est clair que clest
on U-igomorphisme de systémes fibrés. Done E cot une variété fibrée de
bage B , de fibre typique F ; de péojecfion g sur B . Enfin, pour

nelU, gselt , xeF , r{zglu,s).x) ‘est ic elosse de (g(u,s),x) module By,
done aussi celle de (g(u,s)s”‘,sz) = (g(u,e),sz} ; et £{u,ex) est 1la
classe modulo R, du tronsformS por h de (a,é,sx), c*¢§t~&~dire de
(zlu,e),sx) 3 donc ,r{g(ﬁgs)fx) = £{u,sx), ce éui achdve lo démonstration

Corollﬂzre 1o boient P une vax iétéwf;bréem'?ggcig-le de base B ,.gg

£ 0UDe *ﬁxmc uwal G, F une voriété sur 1ﬂgarlle G o g\re différentishle-

ment & pzuehw, B un gvotine ;iaré ﬂnsocié a P

g

de base B, de fcpé & z8nsral T . Il existe alorg sur E unec stracture

de varidtld et wne seule pour loguelle E est unc voriétd fibrée associde

L=

& P s de fibze typigue F , de ~roupe struchural G , de repdre géndral r .

En effet, coit BE' une voridts fibrée associde & P, de fibre F , de
repdre réndral r! {(prop.5). Il exisie (Top. péd.) une applieation biuni-
vogue £ de E' gur ¥ tellec gque 1r = fer'. Zn transportant & E por llanpli-
cation £ 1o structuxre de varidté de E', on ovtient une siructure de
varidté sur © répondant & 1o question. Lfunicité rdsulie de la prop.5 .
Corolloire 2.~ Soit P une voridsd fibrde principale de syoupe structural
¢, de vepbre réndral r . Si on f£ait opdrer G

lotions & gouche, P noub 2ire concidérée comme variftié fibrée ossocide

& P , de fibre typique, de replre séndéral r .
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En effet, on sait (Top. péd.) que P est un systdme fibré de fibre G

associd an systdne Fibré principal P . Bt » est un homomovphlsme dwf‘fé-—
rentisble de PxG sur P ( prop. *3). '

Soieat ? une va:ciété fibrée p"-incipale de base 3 , de pvc;gection p
s'u.r B, de -'Proufe structural G , (F )1<=?<n des variétds sur lraoualles
¢ opdre différentiablement & gauche, (E )1 e des varidtés fibrées
associées & P, q’? la projeetion de EJ sar B , »? 1e repére général de
E‘} . Soit (x? sXppeee s Xy 1)—-;a. X4Xye+0X, 4 une application de
fo Y PRTIES: i dans F%, telle que (sx1 )(sxz)...(szn___.3 )=S(X1fé-*th__1,} ':
- pour se@G , xTeF1,...,xneEn. Soit beéB . On s2it (Top.pdd.) qwii
ezisté une application et une seule de Aq’ {(b) x-f;?‘(b)x .}Zé ~1 {v)
dané —1;1(,0)’ que nous noterons encore (y1 ,y?,'...,ya 1)—3’3:15:2-.;.%__1 )
telle que, pour tout +tep(b), on ait .c (z ).rt(xz)...r:d (x, ) =
= rp(®y) Xpeeexy q)e Bnfln, S @ ,055e00,0, sont des applications
dlune varidté ¥ dans B ,32,...,3‘““'1 telles gue q o9 =g otpz_...-q,wtgo
on 'neﬁberavencere P1Pse ey 1 L'application = - ¢ (=) (x)eiep, 4ix) =
= @ (x) de W dans B® ., | ' i '

Proposition 7.~ Si l'soplication (x 3Epgeee g%, )-—-,g—:»}:f 2...5:1{1__1 es

b

différentiable, et si les @; sont différentisbles pour 1<ign-1 ,

alors P, &8 est diffilrentiable.

En effet, il suffit de vérifier lo diffdrentiabilité de c;zﬂ localement .

Conne qnotpn = qu Py = o= Q‘“J‘o 9, 4 ©S% continue, on peut se ramener

au cas oh P est une variété fibrdée principale triviale Bxgw-, -ou_ les E’)
sont Ges varidids fibrées triviales Bx}f‘_’; s BVee 'z?’?‘ ((b,s),x; }:(b,sz)) }
pour DEB , el , x},é‘é‘l} « On g alors &;a?(z}z(ﬁ:(z),ég(x}}@oui‘ ZEV ,
ok ¥ R ezt une application différentisble de ¥ dans Bfet 9, zine eppli«
cetion différentiable de ¥ dans FQ y pour 1<V £ n-1 3 e% L;Jn(x)a

= {1;:{;:),91 {z) 8 (X)"’"n (x}), ce qui prouve 1la proposition.
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_ Soient P une variété fivrée principnlec de boge B, de poojeetion p
sur B, de zroupe structurel G , F une varidté sur laguelle G opdre dif-

Acventhblfmvnt & rcouche, E unc voaridté f£ibrée ossocibe & P, de Pivre

tyoigue F , de projection g sur B , de rcpdre sénéral r . Soit P! une

Y

veridétd plonsée dans F , ctable pour G . On s=it (Tompéd ) que, i beB,
ltimaoze de Ff por un repdzc E défini pn‘ un S1ldnent te‘p(b) est indé-
psaéagte éu choix de % . Lo révmxon Et de ces lﬁD”CG est un systlme

fibes ée base B, dont 1o progeet;on p! sur B est lo restriction de P a
Et, de Iibwe %ypiqﬁe'ﬁ', assoceid &4 P . Dfaprés lc corel de la prop.5, il
existe sur E' une gtruciure de voriété ¢t une éeule tellé_que E' soit

une voriété fibrée nssocide & P , de fibre typlgue F . Alors, B! est une

varidté plonndée doans E . En cffet, il suffit de le vd ?1-1cr localenent,

de sorté gulon peut se ramencr au cao ok P cst la voriétd fibrde princi-
palé triviele BxG , et ot E est 1o voridtd f£ivrde trivisnle BXF , avee
»((b,s),x)={b,s%) pour bed s 8E€G , xeF . Alors, Z! s’ide?ztifie a
Bt x F'', ce gul wrouve notre assertion. On voit de méme, que si F! est

—

nne nartie fermbe (vesp. ouverite) de P , E' est unc poritic fernde

ey

resp. ouverte) de & , et que, si F' est unc sous-veridété de F , E' est
une sous-voridtd de B .
dpintenant, coit R une relation dtéguivalence sur F, telle que 1=

veridté quoticnt Fius E/E cxiste. Supposons les Srations de G compo-

tivles avee & , dc corte que G oplre différentia ablenent sur BN, voit

be 3. On sait que, si tef%(b), 12 transformfe de R pox r, est une rela-
tion d'équivalcnes R, sur g(b) inaé neqdante éu cheoix de + . Il existe
sur & une rclotion dtCquivalence § qui induit Ry sur chaque fibre mé(b}s
et liensenble guoticnt Eﬁzijé cet cononigucncnt auni d'une structure de
syotioe fibrd de bose B, associl &4 P 4, de fibre PU. Diaprds le cor.l
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de la prop.5, il existe sur E" une siruchture de varidié et une seule telle
gue E" soit une varidté fibrde associde & P, de fibre typique F¥. Alors,

Y

e
E" est varidsé guotient de E par S . Comme plus.havt, il suffit de fairve

la vérifies twon localement, et cvest inmddisi.
Soient F?,Fg,...,Fn des variétdés sur lesguelles G opdre 4iffér
blement & gauche, et FO=F1;<32 Xess xB}L. Le groupe & opdre diffdrentiso-

& s

blement ;'gaaehe sur Fo - S0i% E. une varidté fibrde associde & P et de

ity

ibre tgﬁﬁquc Fi « Lo variété Eo est appelée la variété produit Fibré

des varid étés - *,,22,...,35 . On sait que, pour tout b€ 3B, la fibre cor-
reg;gndaa%e(éé E éfidegtiaie éaﬁoniqueméﬁﬁ au produit des fibres eorres;'
pondantes d& By By, e B, .

Enfin, soit T une varidtd fibrée de base 3 , de fibze typique T , de
groupe structural G’; assotide a la varidtd fibrde pzihcipale.P ; de
répféfe géﬁéréi r . Soit G! un ééae-gzoage éifféfenti&bie distingué dé.G,
wbiSSé&ﬁ iéeaﬁiguemenﬁ sur F , tel que:lc groupe gquotient différentiable

4= %/G' existe. Soit 21 la Varidté fibrde principale de groupe structural

)

G déduite &e P pQ? passase au guotient. Le groupe G? opdre différentia-

t se@l, on g Tog = Fyopls)=r_ , done'r

dé’iniu, pér possage au quotient une . applieatzon.r1 de P?;cF sur E .

alement sur P . Pour =xe?P

On sait que E e&% un systdme fibré sssocid & Pi’ de f£ivre F , de repire

géndral r, . Dlantre part, puisque r et l'ayplicaﬁion canonigue de P sur
$ & A

C'.)

P, sont des homomorphismes diffdrentiables, il en cst de mfme de r,
1646 fibrée

cibde & 12 var

-
l oo

4 b
Ceci prouve qué E est une varidié fibrée,ass




5. Variétés de revBiement.

%3

Proposition 8.~ Soient V une varidté, G umn

groupe diseret proprenent discontinu d'sutomorphismes de V, tel cue la

dtdognivalence & définie por G soit sépord. Il existe une

» 1o projection cononigue de V sur B .

Lo voridtd V est fibrde principole, de base B, de rroupc

Structural &,

iisjoint de

{2
()
Jem?
i
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o
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M
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i
Joud
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ble ; et, sur chaque encenble Zs, transfornd

et hin)e @

ionc différentia-

de u par un

6ldment fixe de G, =x de sorte gue 7 est diffdrentinble. Il en résulte

gue £ est un isomorphisme de sur U .

prop.4 son% rempliss, eec gul achdve lo démonsitration.

1cs conditions de lo

Réciproguenent, il est clair que si V est une variéts fibrée prinei-

pnle & ~roupe structural discret G , G oplre dans ¥ comme zroupe

nronrenent discontinuce ftauntomorphisne.

en Jisont que V sst voriéié de vevBiencnt de 3 . Lersque
de p &4 unme partic ouverte U de V est unc spplication biunivogue
gur p(U), clest un iconorphignme de U gur p(U).

el 5 sy e e, - P P i 8 3 8% g 2 o~ ~ ST e
discret proprencnt diceontinu d'hombomorphiscnmes de ¥V, B 1
2 ] i e o = e A A m s A AL -] . = T3 2
d'égnivalence, gupposée séporle, d46finic por G Lt




~ &7 -

—

7 lo projiestion canonigue de V sur B . Supposons B muniec d'une utractaxe

de varidété de dimepsion n . Alors, il existe sur V une structure de
varié’cé et_une seule telle cue V goit varidté de revRiement de B .

Zn effet, 81 V et V' sont deux varidtéds :cépondan‘s & la gquestion,
ltapplication i&en“siq.ue de V sur V' est locolement différentiable, ainsi
.que l'applica"iovn réeiproque, done est un isomerphisz-:e, dlolh le résulist
dfunicité. Dis strc part, solt e 17'8lément ncutre de G . Tout point x de

V admet un voisinage ouveri ﬁ1 tel qu_.e Uiﬂ S(U )ﬁﬁ pour age , done tel

{»ﬂ
)

gue res 'E:ri “‘ci on de p & U soit ¢ ,m homeomom*hisau 3 et i1 exisite un
voi | sinage oave'"t [if et U1 tel que p(U) sori: l'ezv emble de définition d'une
carte de B. aoz_t Z{ Nenqemble des couples (U C), ot U est une partie
cuverte de ¥V ’nelle que 1la eqﬁrlemon ct.e p & U soit un aoméamorphisme

de U sur p{T) et ot C est une cmte d.e 3 dé_{inie sur p(U‘. D'aprds ce gqui
"ﬁécéde, les parties U “Fo ment un recouvremnb de V . 81 (G,C)e % et
(T',C')e I , les resivictions & U et U' de Cop et Clep sont différeﬁ--«
tiablement sem ’i'ablés puisque C &% €' 1e sont. Diaprés ls prOp;Z da §1,
il "exis‘té sur V une étrueture de varidtd de diﬁensioa n télle gque les

s:f (U,Cle Zé s ong
(s(U),C)e /4 s et s transforme la carte Cop de U en la carte Ccp de

€

Cop forzment un atlas de V . Soit se@

“w e

s(T) ; done & 33u un automorphisme de la veridté V , &% 11 suffit
dtevpliquer 1a yrep.S |

Exercices.
1. Soient P une varidté fivrée principale, s et o' deux sections diffé-
rentiables de P . Pour tout x sppartenant & 1a base B de P , il existe

un éidment $(x) e% un seul du groupe str ucmﬁal G de P tel que
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2. Solent P une varidété fibvrde principale & droite de base B et de
groupe structural G . S'il existe une seetion différentiable de P s 11
existe un isomorphisme de la varidté fibrée principale & droite Bx @

{2

ur P . Déterminer les auntomorphismes de la varidté fibrde principale

Q‘;t

roite BXKG .

de V dans ¥ et P telles gune
Qoo = poy . Alors, il existe une application @ et une seule de ¥ dons ¥
n

est diffdérentiable.

3 7. Exemples de voridtés.

1. Boules et'sphéves guclidicnneg.~ Proposition f.- Une boule ouverte de B%

est une variéié enalytigue »delle isomorphe & Rn
En xet pou:e xe’{"", posons F(y)zx(H-M g )"'1/2 (oz&[i !

désigne 1ﬂ norme euclidienne), ct pour y ¢ ﬁ?@fteﬂ”nt la boule ouverte
B de centre O et de rayon 1, posons gz{y)= y(1~ '#ﬂ )"4/2. Alors, fog

et gaf‘ sont respectivément les pplleatlons 1deatigues de B et R® s

"\

et £,z sont analytiques. Donec £ ect un isomerphi' de R® sur B .

Comme les similitudes sont des automorphismes de la variété BT |, 1s

- . * i
Pronosition 2.~ Le zroupc anolviisue R%_ est isomorphe ou groupe
analyticgoe I .

Zn cffet, l'application x —>1log x est un isonmorphisme dn groupe R;_
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du groupe R sur le groupe R » ¢t ces applications sont analytigues.
Corollaire.- Un demiwespace ouveri de RP est _bne variété enalytigue
réelle isomorphe & R% . - '

En effet, une 31m11i tude de R® transforme un demi-espace ouvert en

m—? R:
Soit £ lo fonection analytigue définie sur En-par
s 3
f(x1,x2,...,xn)= x;+x§+...+x§- . Ia sphere S _ est définie par 1'équa-
tion £=0. Or le rang de la matrice ﬁ 8. ng of g est égal & 1

axi & ag amxn
sauf awp point de ecoordomndes (0,0,...,0) gui n'appartient pas & Sn 7°

Done Sn 1 beut 8tre munie &'une structure de varidté analytigue réelle "

de dimension n-i qu* en fait une soug-vqfiété

f"‘:

fermbe de RN . Quand on
parlera de- 1ﬂ vuriété analvtique vénlle Sn_q‘sans pééeiser, clest
'toujou.s de cette varidté qu'll s'sﬂlra. |
Ideatificns 1@ vawlcte analytique véelle c & lq vauléte @nalythue

réelle R?. Le sous-grouve U dun mvoupc mal*ipliCGﬁl? G s'ldenzlzie a‘Sq,'
“done & une soaQ—variét efmﬁe de R . Doac U est un sous-groupe analyti-

gue réel de ¢* . ' 1

Identifions le corps K des Q&éterhiensiréélé é 34, cé‘qai munith

dﬂuné structure aé variét onalytigue rdelle. Le so g?oage maltiplica~
'tll des qua%ecn1ons de noi ‘me 1 stidentifie & SB’ done éAane sous-varidté

fermbe de K . Done ée sous w@“OHL“ est an sous groupe analytique réel de ig

, %
tion 3.~ Lo varidié Lﬁ est fivrés ppinczgnlc de base S 1 de

ot
e o

» 12 projection de R sur Sﬁ~1

.3:

. S = =
centrale le zepére geugwwwmétantmlj pplication (%,x) — tx de R, x R-

dans Rn .4§Wabgiieatioﬂ x —=>( == !Xg ,g:xn ) gst un 8 _,-isomorphisme

de cette varidtd fibrée principale sur la varlét fibrée principale

triviale SﬁF1 % R
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En effet, il est clzir que R ect un systdme f£ibré principecl de base
Sn 1 et de sroupe structural R+ » 1o projection et le zepdre général Stan
les opplications indiquées dans 12 proposition, ci que l'application
x —-,(E%“—, = “) est un S, _,-automorphisme i de ce syctdme fibré princi-
pal sur le systdnme £ibré priancipnl t”iviql Sn,1"3: - Dtantre par:, les
applications = ~7'>ﬂzl\ et X —> === ;zﬂ
tiables de Rn dans R et S -1 respectivenent (ear l'application

sont des applications diffdren-

p:4 —e>§-—F- est une anplication différenti sble de 2 dans B,) Dia tre B
mrt, llanplieation récip_cquc de i esi lfapplication (x,%) —s tx de
'8, (XK, sur R, , qui est difffrentinble. Cecdi achbve la dSmonetration.

Corollsire 1.- Im svhdwe S, est isomorvhe & la voridté cuotient de R;

n-1
par 1z relation d'équivqlemce dont les celnsses sont 1es éemiuaroites

ocuvertes d'crlglne o.

Corollaire 2.~ Lo variété Rn gst icomorphe & la varidtd chsn q -
o effet, »éi' est isomorphe & R (prop. ). %3

Cerollﬂlve ).« Le_groupe analytique rdel ¢¥ eot ikomowghc au Q?cdui
des sroupes nalztlguec réels T et h+ .

En effet, 1’ somo:phlsmv de 1ls prop.3 est icl un isomorphisme de

groupes.

o Cel : : % ' . '
Corollaire 4.~ Le groupe analyticue réel K o5t icomorphe su produit des

, . ) .
groupes anelytiques réels S, gt Ry -

3 =
Propos ltlon 4.- Soient H un nvphzulﬂn de Rﬁ passant gaz 0, 2 un_point
¢

[w ]
[

nters etlon de S no1 2vec la droite o:tﬁo onale & H pessent par O ,

e

= Sn 1~{a§ Lg projection utcwéogreraiq e Ge point de vue =2 est un

isomorphisme de 'y sur H .

Zn effst, on veud sunposer que H est défini par 1'Gguaniion e et
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5 ,yz.f:?:__‘(x_xa) x:[z#ia-}-mgfr”y
Uxil® +1 o+ 1
de soxrte gue les applieations x =y ety — = sont analytiques.

‘2. Toreg.- Paigons opdrer % dans R per les translations. On obtient un groupe
proprement Giscontinu dtavtomorphismes de R . Il existe done une varidté
quotient. On 4éfinit ainmsi sur le tore T une structure de variété &

uné eimeLSLOn gui en fait un groupe analythue réel guotient du groupe
analytigue réel R .

ik

Le groupe T, muni de sa structure de groupe analytigue produit,

s'zdeqtzz;e canoniguenment an groupe anmlytique quotient B!/in

Pwogosx tion S.- L_M

esmaeH«%oane_etﬂdeﬁvariété) de 4 sur E . L*a-nliemtlon déduite‘

de la préeééente par gassage au guoticnt modul Z est un lsomorghzsme
de 7 sur L '

llG&thﬂ x-ﬁ>e(x) est un hohomorphisme (pour les :

stﬂuctur

En effet, 1*applieatlon x-—a e{x) est une anplleatlon analythue
de B dans GMB s partaat de rang 1, et spplique B sur .U . Ceci p_ewve
18 premiére assertvon, et la deuxléae résulte aussitﬁt de la gremiere.',
Cn identlzie le plus souvent les groupes analytiques T et U paxr

l'lsoaofpﬂlsme de 1= prop.s .

2. Zspaces projectifs réels.- L’application Z—=-x de Sé éﬁr Sh g pbu: _
carré 1'identité. On peut ainsi faire opdrer le groupe 5/(2) danms S_ ,
et.on oatlent un grcupe proprement discontinu d'aatomorphismes de 1=
varidté S . I1 existe douc une variété quoticnt, ce qui définit sur
1tespace grojeetif réel P, une structure de varidté analytique réelle
& n ézmenslens‘ ‘Ia varidté S# éét fibrée prihpipale, éé~base.9g, de
groupe struc%ural z/t2) (8§ 5, prop.B)

Ragpelonc &'avbre part que P s'zaeatifie aussi & un quotient de R 1




L\

- G2
Propasition 6.~ Lo voridté R* est fibrée pwlnclpﬂle de bage P _1s de

groupe structurgl 1 R” y 12 projection de R Sur Pn 4 Stant lo projection
noniouc, le ”epeve général Stant l'applxeatlon (t,xj-ﬂ>tx de

J‘-Rn @Pﬂ. e
La projection eanonique p de Rz sur ?n~1 est composée de la projeec-

tion centrale de R; sur 5, 4 e% de la projection canonique q de St

sur P, , . Dlautre part, soit =xe€ ‘?n-“i' Soit 7 un point de Sn-'l tel que
a(y)_x . 801enu b un vowslna e ouvert de x dans Pn 4 et V un voisinage

ouvert de y éanc s hel cac 12 restrlctlon de g &V soit un isomor-

B 1
nhzsne de A sur ﬁ et soit fa 1_3?31 ion réeiproque de Usuxr V .
Pour nelU et teR posons flu )= (n). Il est clair gue £ est une
application de UxRB sur p(U) = R* . Soit f l'application de —5{3)

sur U;;R définie par I, (z)= (q( ), € }{zﬂ ), €, étant égzal é +1 sgi

Z
i—_ e.V s & -1 8i FE? e -V . Agois £ et £, sont des 2 applications
réciproques 1'une de 1'a utre, et toutes deux analytiques (on notera en
particulier que sz est constant au voisinage de chaqae point de p(U))-
Enfin, on a p{f{u,t))=u et f(u,f)t'z ttiglu)=£f{u,tt!), ce qui achdve
1le démonstration. |

Les vaviétés zzbrées principales S et En+1 de base ? ne sont pas |
1somorphes & des v;rlétés fivrdées principales triviales puisgu!?
elles sont connexes et de groupes siruchturauz non connexes.

Une applieation lindaire projective de de P, dons P, provient d'une
application lindaire biunivogue de B®*! gans R™' par restriction &
Rz+1 et passaze aux quotients, done est 4iff érentlable. En pnrtieulier,
une traasformétion iiné aire nvogeetive de P est un antoporphisme de

1s variété'Pn .
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Une varidtd llnéalre projective V & p dimension de ?n provient par
passage an qUOt1eﬂt dtun sous-espace W & 2 pH czmcn sion de REH

ir

privé de

liorigine. Comme W est une sous-voridid de R V peut 8tre wunie dlune

n+1?
structure de variété gui en falt une sous-varidiéd (fermée) de Pn & p
dimensions ( 5 B .8). En o outre, comme un antomorphisme de g+t

transforme ¥V e BP+1 s on voit que la variésé V est isomorphe & P .

jo
Proposition T.- Dans Eﬂ, le complémentalre d'on Lvyerolan a*qiectif g

est isomorphe & BT .

o

Par une tronsformation ilindairve projective, on se rambne au cas ok H

provient par passsze aun gquobient de E; . Lfensenbls Ciﬁ est alors 1fim -
ge canonigue éans Eé'ée ’hémmsahaﬁe A de Sn_'é ini par x,,,<0, et la

resﬁrictiéﬁ a 4 de la p”OgCC%lG? eanoalque de S str Pﬂ es% tn isomor-
phisznme. 305& g H est ioomowahe a i . D’aa re §art; lo restriction & A
de la projection s%efeoﬁiéphiqae de 8_ éué ke ést un isomofphis&e de A
sur une boule ouve srie de Dﬁ. Lo zroposition résulte quFS de 12 prop.i

Eropos*tior 8.» T’anplieg%ieﬂ t —>»2% de B sur R définit par possage o

quot 1@&%8 une application de T = 5, su S8,, puls un isomorphisme de P

1
sur S, .

S0it p 1's pplication canonigue de R sur T=8,. Soit ® l'application
de S? sur 51 déduifte par pagsase aux quoiients de ll'application % —2%
elle est différentiable ef partout de réng 1 . Bi u=p(t) et ul=p(t?)

ont mBre image canochique dans P » on a t=%t' {(mod.1) ou .tztw-%

(mod.1), done .2¢ = 2t!' (mod.1) et per suite p(St)zp(Zt'). Réciprogue~
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_ Ce dont on pourrait encore parler s espoces projcctifs conmplexes,
grassmenniennes, varibtés de Stiefel, sroupes classigues, Zittrutt

fibrations de sphlres en Sphdres c..

Exerecices

1. Soient ¢ la projection canonique de R sur T, « u.n nombre irrationnel,
¥ e x —> (€Cx), ¢(tx) de B daus T2-
Dontrer que ¥ eut une injeetzon analytique pa.;tout de rang 1. lontrer

gue, pour +0L.a. nomore réel a , la restriction de ‘w u ]-—a, -l‘a[ est un

womo.fphisne de ]-a, -ta[ sur une sous-variéts de ;2

gui est un ensem—

ble rare d g T“‘ . Lontrer que ¥ est u.n isomorpﬁzsme dn groupe analyt:.w
gue R ouz u.n froupe analythue G plonoé dans ‘1‘3. acntrer que G est
migre ct mtovt aease dans "2, et n'cqt pas une csoau-vazié‘bé de T2
Hontzer qae, pcu.z touﬁ' point x€ G, il existe un voismage ouvert '0' de x
dans '.ﬂ” tcl quc lcs composcntes counnexes de UNG (gcur la topologie de
T-) soient ve.&otlve:zent compactes (noar 12 topolozie de G). En déduire
guz, si on minit @ dfune gtructure de varidté ﬁaalytiqae de dimension

2

#1 qui en fasse une varidté plongzde dans T, cette structure est
ldentique & lo structure préeédente (utiliser l'exerc. 1 du 24).

2. Dans B~, soit B la relation dtéguivalence pryZ = pr,lzf'. Soit R' 1s
relation dfdguivalénce indui tu par R sur S1 . lontrer gqu'il n'existe

pas de varidié quotient de S? par R'. (Comparer avee 1la prop.8 du §§).
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Bésultets gqui doivent firurer aux Chap.I-II dans

les cas indéfiniment différentiable et_analytigue.

Soient O une partie ouverte de K“, {0 )161 un reeouvrenent ouvert

de 0, v une application de C dans Kn Pour que © soit différentiable,

il fout et il suffit que les restrictions de ¢ aux O soient différentia-
bles.
La conposde de deux anplicatlon~ diLférentzﬁbles est différentiable.

Les applicatlons multilindaires sont différentiables.
Soit © une applicﬁtlon différ entiﬁhle blunzchue dtune partie ouverte

de K2 sur unevpurtle ouverte de g%, s1 @ est di?férentiable on & n=nt.

-1

Les mnpliea%ions (x,y) — i#y &t - x de K;:K dans K et de K

dans K sont diffé?eatlahles. Fonctions exponeatielle, logarithmigue,

nuissance pour H=R .

. - A : ng n
Soiznt 9’01’02"°”0p des porties ouvertes dlespoces Kn,K seee K P

Pour qiu'une application ¢ de O dans 0,X0,X... %0, soit différentiable,

il faut et il suffit que'les applieations priog goient différentiables.

Beng (e ¥) € min (rang ¢ , rang ¥). Cas ok rang (Poy)= rang v ou
rang ¥ . Le rang est fonetion semi-continue inféricurvement.

Théorinme des fonctions implicites (la portie "unicité" du théordme
étant dnoncée comme dans la présente rédaction : elle me paratt préfé-
rable & celle de liftat 3 du chap.I).

Une applicstion &a rang aul est constante (dans les bons eas).

Les px cp‘?) et 1 - du §1 dans le e¢as des partics ouveries de K,

o emm 2 o wm 2o ma s i T S 470 e B pan




