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Comwentaires .

Ce Chapitre, premiére pierre d'un grandiose édifice, a pour but de donner
les notions indispensables sur les varidtds fibrées et les variétds P(m)(v);
Comme on ne saurait parler de variéiés fibrées sans.parler de groupes de Lie,
et qu'on ne sagurait parler de ceux-ci sans montrer qu'il en existe d'autres
que GL(V), on a donné dans les %% 1 et 2 ce qui est nécessaire et suffisent
pour assurer gue "tous les groupes connus® sont de Lie, sauf bien entendu
ceux- du reste peu intéressants ... - qui n'en sont pas. Il ne seumble du
reste pas mauvais de coumencer une théorie des varidids par des choses $1é-
meﬁtaires, méme si celles—ci peuvent 8tre récupédrdes apres coup i l'aide des
rarteux-pilons ¢ui suivront.

On est prié de ne pas considérer ce Chapitre,eﬁ ceux qui le suivront com-
me une rédaction en forme (d'ailleurs, l'sbsence des ornements canoniques ne

ranguera pas de frapper les fideéles); on les a rédigés plutdt comue des fas-




cicules de résultats, en donnant toutefois suftisamment de détails sur les dé-
monstrations pour que leur reconstitution coupléte par les lecteurs ne soit
qu'un exercice trivial de dmessage de 1l'&ne-qui-trotie, et en s'arrangeant pour
énoncer les résultats dans un ordre cohérent,

A part la définition des variétés et les résultats éléumentaires sur les
fonections differentiables dans g2 , On ne suppose rien connu,

Ayvent décidé de sa propre initiative de renire publics les résultats de ses
nombreuses cogitations, le rédaeteur ne s'est pas crii 1ié par le plan adepté
¢ Pelvoux en juillet 52 ;.11 nten ellt évidemment pas été de méme, comme 1'ex-
périence 1'a toujours montré, si l'on avait di écrire une rédasction officielle,
1s respect des décisions prises en Congrés Stant, coume chacun sait, & la base

du fonctionnement normsl et efficace de notre institution...




7 I, 81
§ 1 - Vecteurs tangents.
1l = Soit V une variété différentiable. On désigne par D(V) l’ensemble des
fonctions différentiables réelles définies sur V ; c’est une algéebre sur A,
On appelle vecteur tangent & V en x toute forme linéaire f-— X(f) sur D(V)
vérifiznt 1’identité

X(£g) = XMB)a(x) + DX,

Tl est clair que l’ensemble des vecteurs tangents & V en X est un sous-es-

pace Gu dusl de D(V): on appelle espace vectoriel tangent & V en x et on
le note 17 7(x).5i X est un vecteﬁr tengent en x; on a X(f) = O pour tou-
te £ de la forme gh, ol g et h sont nulles en x; en particulier, X(f) = 0
gés que f est nulle au voisinage de x. Cela permet de définir X(£) & mZme
lorsque f n’est définie qu’au voisinage de x.

2 = Soit (§i) une carte de V autour de x, de telle sorte qﬁe toute £&o(v)

puisse, au voisinage de X, s’exprimer différentizblement au moyen des Ffonec-
=1

tions § : on supposera pour simplifier
(1) ' 21(:{) =0
pour tout i, et, pour f& D(V), on posers
(2) x ()« 2L ;
| i 2%

il est évident que les formes lindzires X, ainsi oblenues sont des vecteurs:

tangents & V en x; de plus, soit X un vec;ck.eur tangent & V en x, par ailleurs

quelconque;G’aprés la formule de Tzylor on a une relation - .
£=f£00) 4D % (051 4 g

ot g est de la forme g’g" avec g’ et g" nulles en x; vpar conséquent X(g) =

O et il vient, en tenant compte Gu fait évident qu’on a sussi X(1) = O:




X(£) ﬁz:oc 1.x.(0) i
ou ol = X( fi) est une constante. On déduit de 1a que l’espace vectoriel.
tangent & V en x est de dimension n = dim(V), et que les (2) en forment une
base.

3 - Soit © une apnlication de V dans une variété W 4, et soit X un vecteur
tangent & V en x; pour g& D(%) posons ¥(g) = X(go@) s il est imwédiat de
voir quion_ définit ainsi un vecteur Y tangent & 7 auf point y = 6(x); on dit
que Y est 1’image de X par 6 . L’application X—s Y ainsi définie de V"% (%)

dans )~ (y) est évidemment linéaire; c’est 1l’gpplication dérivée de © en

x, notée 87(x). Le rang de ©’(x) s’appelle rang de @ en x . Si © = Y° P est

comnosée de deux applications gO et L/' il est claif qu’cn a la relation

e'x) = $r[e]egita

dite théoréme des fonciions composées,

4 -~ © étent une application de V dans ¥, telle que ©(x) = y, prenons une

carte (§ 1y ge V sutour de X, et une carte (yj} de ¥ autour de y, d’ou des

hy

relatiofis ?}J = sd(€> pour définir & ; 3 ces caries locales sont associées

(ncg) une base Xi £ ‘_? a £ (X) de Ilj’(}{,) 4 et une Ibase Yj -8 g -3 %—gg(y)
05 &

de &Tg(y)o Cela dit, on vérifie sans peine que, par rapport & ces bases, la

matrice de 1’application dérivée 67(x) a pour terme générsl la dérivée par-
tielle B@jj Bg 1 caleulée zu point x,

5 = Du n°4 et du théoréme des fonciions implicites résulte que, pour que &
définisse un isomorphisme dfun voisinazge de x sur un voisinage de y il faut
et il suffit que 8%(x) soit un isomorphisme de ¥ *(x) sur U~ 2y

8 ~ Soient MX ¥ = UxV une variété produits; z = (x,y) un point de i, et 2
un \}ecteur tangent & ¥ en z; on définii slors un vecteur X tangent & U en x

en posant, pour f€ D(U), X(£) = Z(f@1); de mdme on définit un vecteur ¥
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~ tangent. L V en y en posant Y(g) = Z(1®g) pour g€D(V); cela dit on vérifie
en prenant des cartes locales que Z —» (X,Y) est un isomorphisme de 1'easpace
tangent W '(2z) sur le produit 2L (x)x U'(y). On dit que X et Y sont les

composantes de Z suivant U et V; ce sont dvideuwent les images de Z par les

projections canoniques de Z sur U et V,

§ 2 - Sous varidtéds.

1 - Reppelons gqu'une varidté de dimension n est un espace topologique V muni
d'un entier n (;m!qu’en termes.,.) et d'une famille D{V) de fonctions rdelles
définies sur V, avec les axiomes suivants:

(VD 1}: toute fonction f définie sur V qui,‘ au voisinage de tout point de V,
peut s'exprimer différentiasblement au moyen de Ffonetions de D(V) ; eét
elle-méme dans D(V): |

(VD 2): pour tout x€ V il existe n fonctions Eig D(%f) et un ouvert U con-
tenant x {els que: 19 y —» ( ?i(y)) soit un homéomorphisme de U .sur
un ouvert de R" ; 2° toute £ € D(V) s'oits dans U, fonction différen-
tiable des %i o

2 - Soit E une partie d*une‘variété V, et désignons par D{(E) la famille des

fonctions définies sur E et possddant la propriété suivante: pour tout x€E

et toute £€ D(E) il eviste g € D(V} telle que £(y) = g(y) pour tout YEE

assez voisin de x. Il est visible que D(E) vérifie 1l'axiome (VD 1). Si D(E)

vérifie (VD 2) pour un entier p on dira que T est une sous-variétéd de dimen~

sion p de V. On peut alors munir E d'une structure de varidté difiérentisble |
(dite ™induite® par celle de V), et il est clair que l'injection de E dans

V est une application difidrentiable.




-

3 - Soit E une sous-variété de dimension p d'une variété V de dimension n; en
un point x de E choisissons une carte locale (fi) de V et une carte locale
(?j) de E ; U étant un voisinage assez petit de x dans V, on aura dans Env
des relations vj = ‘fj(f) . §i = gi(v) 03 les £J et gi sont différentiables
dans des ouverts de R et B® . La matrice (ij/bgi) gtant évidemment inverse
¢ gsuche de la matrice (bgi/ay)'j) on voit qu’eﬁ nuuérotant convenablement les
coordonnées on peut supposer le jacobien de &71“3.9 7}-" par rapport i §1"°‘.’°”
; P non nul au voisinage de x; il en est de u8me alors du jacobien de ? 3o sin
?p ?pJ";,.,.., g e par rapport & E‘l yosey §n ; bar suite les fonctions '715
ceoy ?pg fp"'l,.“, § " forment une carte de V autour de x, de sorte qu'on
peut supposer )? J = ?3 pour 1% j<p, cs que nous ferons. Dans ENU on aurs

glors. des relations §’p"“1=6 1(§1,“.3§p)g.“? §n=gn($1,.;.,§p)

et ces relations caractérisent les y€ E assez voisins de x (car si y €V les

vérifie, et si 1l'on désigne par z le point de E ayant, dans la carte locale

E 1‘,“., §p , les coordonnées Eﬁ(y)g onn voit que y et z auront mémes coor-
données dans V, d'ou y = 2z et y€ E). Prenant coume carte de V autour de x les
fonctions §1,,M, %p L Eprl_ bl fl,“os fp)“e” %n - gn(§3',a.., §p) —ce

qui est évidemment permis - on en conclut que pour tout x€ L 1]l existe une

carte (E‘ ) de V sutour de x telle que, au voisinage de x, E soit définie par

des gguations g Bed il iah = fn = 0, Il est clair que cela caraciérise les
sous-variétés de dimension p.
4 - Le n® précédent montre que l'injection 2-de B.dans V est, en tout point x

de

eS|

une application de rang p ; donc 1- appliqu-e isomorphiquenent 1l'espace
tanrent '%’(X} gur un sous-espace de l*espaee tangent U (%) ; 81 B est 4éfi
nie au voisinage de X par des équations <~ = O ( p+1£i€n) ce sous-espace

i
b
3£/ (x) , 1€ 1<p.

rang constant p 4d'unt
4 =
s e 1

riété V de dimension n
er gue touie -

Constante définit
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nit une sous-variété % de dimension n-p de V, et _que pour tout x€: le sous-

espace tangent & = en x est le noysu de ©°(x), Four x€ 3 choisissons en ef=-

fet une carte (fi) de V autour de %, et unz carte (y j) de 'V wutour de y =
o(x), d’ol des relations !7 J = Qj(f) au voisinage de x; comme ¢ est de ru:y
p on peut supposer le jacobien des &J (1€ j< p) par rapnort aux §i(l £idyp)
non nul en x, et par suite, comme le montre le raisonnement du n°3, choisir
la carte de V de telle sortie qu’oh ait é‘v’j(f) = E.'j pour 1< j£p ; le rang de

& n’étant pas P 3 on aura zlors
e y
B(S 50c0y §p§e'3 );
ot EL,..., EP, Y

i
@

Quels que soient i et j au voisinage de x, ce qui veut dire que les fonctioas

= , au voisinage de x, ne dépendent que de 51“93 Epo Par conséquent 3
est défini su voisinage de x par des relations § e Cte (1€£ig p), d’ou les
pronriétés annoncées. |

7 = Soient W = UxV wune variété produit, 2 et F des sous-variétés de cimen-
sions p et q de U et V3 il résulye alors immédistement Gu n°3 que L% 7P est
une sous=variété de dimension p+q de . 5i on munit en outre agF el ZXPF des‘
structures différentisbles induites nar celles de U,Vsy4 4 il est clair que
S XF s’identifie & la variété produit de I et T. e

8 = ¥otons enfin les résultats trivisux mais utiles que voici: soit 3 une
sous-variété de Vs pour qu’une apnlication de 7 dans 3 soit différentiable
en tent gu’snplication dans la varidté 3; il faut et il suffit qu’elie le
soit en tant qu’application dans Vi d’autre part, itocute sous-variété de =
est une sous=variété de V , et les structures différentisbles s’?induisent

transitivement,




O,

§ 3 ~ Zxemples de groupes de Lie. .

1 =« On appelle groupe de Lie tout groupe & muni d’une structure différen<

tiable telle que l’application (x,y)—p> xy“l soit différentiable,
Per exemple, soit V un vectoriel de dimension finie sur R, et consiaéw
rons le groupe FL(V) des automorphismes de V. C’est une partie ouverte,-%
donc une sous=variété,; du vectoriel éf){V} des applications linézires del
V dans V ¢ si l°on représente chaquexzéii&VE par sa maitrice (§ (u)) par
rapport 3 une base de V, les fonctions 513 forment une carte de Ju{V)
{i.e. appliquent isomorphiguement GL{V} sﬁr un ouverti d’un espace cartés=

- ’4 “33 Q 3 i = - -
. Or les coordonnées de uv — s’exprimenty; au moyen de celles de u et

Seest?

sien

(T

dé celles de v, par des fonctions rationnelles dont les dénominsteurs ne

sfsnnulent pas dans GL{V} ¢ muni de la structure différentizble qu’on

<

ient de définir, "L{V) est donc un groupe de iie.

Cn notera que, pour qu’une application x —3 ul(x) dé’une variété U dans
ni{V) soit différentiable il faut et il suffit que, pour tout ag£V, l’u
plication x —» u(x)a de U dans V soit différentiable.

2 - S0it ¥ un sous-groupe d’un groupe de Lie 3, et supposons que ¥ soit

en mlme temps une sous-variété de G; alors H, muni de la structure diffé-

rentisble induite, est un groupe de Lie. Cela résulte immédiatement du
fait que la structure différen tiable de la variété HX H est induite par
eeglle de Gx G ( 24n°7),

3 - On dit qu’un groupe de Lie G opdre (& droite) différentisblement sur

une variétd V si lion s’est donné une applicstion différentiable (x,8)—>

x.8 de Vx 3 dans V possédent les propriétés slgébriques bien connues,

- - ° 5 * o ? @ s /.3. s TA
pie, pour V vectoriely le groupe GLIV) opere différentisblement (& gauchd

sur V.




4 = S0it G un groupe de Lie opérant différentisblement sur une variété vy
pour un x &V considérons le sous-groupe H défini par la relation x.8 = x

(groupe d’isotropie, ou stabilisateur, de %); alors H est une sous=varicté

de G (donc peut &tre muni d’une structure de groupe de Lie). Considérons_
en effet l’application 8 : g —» X.8 de G dans V, et, pour tout aeG, les
appliceations ta ! s—» 88 4 et T, ¥-—> v.a , qui sont des autom. des
variédtés G et V respectivement. T1 est clair qu’on & l?identité
8 egaag 6,00
d’ot 'en appliquant le théoréme dec fonctions composées la relation
Ss(sa)oté(s) = 6 (x.8)067(s) -
comme les applications dérivées 'béﬁs) et a‘;(xas) sont des isomorphismes
surs; on voit que &67(sa) et 97(s) ont mdme rang. Par suite € est une apnlica
tion de reng constent, d’cd 1mméd1atement notire assertion,
5 = Btant donnés un groupe de Lie 5 et un vectoriel V de dimension finie, on

appelle représentation lindaire de G dans V toute représentation différen-

tieble s ~» I'(s) de 3 dane le groupe de Lie GL{V). On peut alors falre opé-
rer differentlablement sur V par la formule {agS)—~j> i(s~lya | D?aprés le
n® 4 on peut done, pour tout a&€V, munir le sous-groupe des s tels que ii(s) =
= a d’une structure de groupe de Lie {(induite par celle de @),

A partir de la représentation ¥ de G dans V on peut construire une repré=

sentation (dite contregrédiente de la précédente) de G dans le aual V? de v

9
~ 3 o) == T4 £ © ‘.ﬁ
gu moyen de la formule g —» “i(s 1?; plus généralement, soit TP(V) 1l’espace
; g
vecloriel produit tensoriel de P espaCes £gsux & V et de g espaces égaux 3

V? s on peut définir de fagon

(D

vidente une représeniation de o dans cet es-
ace a partir de 1ls représentation donnde |7 ¢ on obtient ainsi un moven de
° H

5 D et 2 A Syy 4 & ot Ao e T2
former, & partir de 3 et d’une representation de G, des sous-groupes de Lie




de G. | d
6 = Le lecteur est prié de faire trotter tout seul les groupes classiqués,
et méme, ei Ll’envie 1l’en prend; les groupes algébriques, sans omettre de
remarquer que leur structure différentizble est induite par celle du GL(V)

qui les contienty, et donc par celle du 99 (V) correspondant; il est en ef-

fet utile de savoir que, pour vérifier qu’un élément d’un tel groupe verie

7

différentizblement, il suffit de regarder les éléments de sa matrice.

7 = Soit A une algebre {agsgociative ou non) de dimension finie sur R. Soit

g

1l’application bilinéaire (x,y)—» xy définissant la structure de » j f -

Y

sfidentifie & un élément de T-{aAj; lui appliquant le n®5 on en conclut gue

le groupe G{A) des sutom. de l’algébre A est de Lie , et qu’il opére giffe-

rentisblement sur A, vu que sa structure différentiable est induite par cel-

le de GL(a).

3 4 - Espaces fibrés.

"Pourquoi avez-=vous voire menion rasé
comme cela, dit-il au baron d’un ton
de calinerie, C’est si beau une belig
barbe. = Fil c?est dégofitant", répon-
dit le baron,

1 - Soit P une variété sur laquelle opédre un groupe de Lie G, et soit T und

sppliecation différentisble de P sur une variété V. On 4dit que F est un gspaq

ce £ibré princinsl de base V et de groupe G si les axiomes sulvents sont

vérifidéss
(PP 1): cuels que soient u,v¢€ P il existe au plus un s€ G tel que Vv = ucs;
(FP 2): llexistence d’un s tel cue v = u.s équiveut & T{u) = TW(v) 3
(FP 3):

pour itout ouvert U suffissmment petit de Vy, il existe un isomor-

c

phisme (non csnonigque) de la variété T?{U sur la variété U xG qui
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transforme T en (x,8) —> x et les opérations de G en (x;8)—> (x,88);

Par exemple, .le produit Vx G peut® &tre considéré de fagon évidente com*
me un fibré principal de base V et de groupe G; un tel fibré principal sera
dit irivial . TR
2 = Soient P un fibré principal de base V et de groﬁpe G, et F une variété
sur laquelle G opére & gauche. On peut alors faire opérer G dans PX F par
la formule

| (0, §).8 = (u.sy,s7t.8)
d%o uze relatisno d’équivaience sur Px F; nous désignerons par I l’ensemble
quotient, ot allons montrer comment on peut le munir canoniquement d’une
{structure différentiable,
3 = Désignons par T 17élément de B qui correspond au couple (u, §) de
PXF 3 chaque ué P définit ainsi une application’ﬁ de F dans Z; cetle applid
cation est appelée un repére dans % , et 1l’image WU(F) s’appelle une fibre

3 [ ~ 3 3 3 &
de B, Bn vertu de lfaxiome (FP 1), u est une spplication biunivogue 3

d?autre part la fibre u(F) ne dépend que du point x =17 (u) de V, car la
relation du n®2 montre qu’on a

G?E(%} = W(s.§F)
on éerira done la plupart du temps F(x) au lieu de U(F). Il est évident que
les fibres F(x) sont deux & deux disjointes et ont pour réunion I tout en-
tier, de sorte qu’on peut définir une application Tr _, de 3 sur V par ia

i 5

condition qu’elle appliqué la fibre F(x) sur le point x. Cetle application
se déduit du reste, par psssage au quotient, de 1l’application (u,;g = (u)
de Px F sur V. |
4 - Soit, dens V; un ouvert U vérifiant (FP 3), d’ol un isomorphisme f de

Ux 3 sur 7r (U) vérifiant




47)

e £(x,8) = x ; f(xs8).t = f(x,8t) 3
posant u(x) = f(x,e) on définit une application de U dans P .telle que
To u(x) = xy et il est clair que f est donnée par
f(xy8) = u(x).8

Cela dit, tout élément de = se projettant dans U se met, de fagon unique,
sous la forme u(x) (§’ )3 on obtient ainsi une application biunivoque

e (%, §)—> ;G:)(F)
de Ux F sur l?’ensemble ;i(U)c,E ; cela permet de transporter & cet ensemb-
le la structure difffrentiable- de Ux F, Comme la structure diffé.rentiable
ainéi définie sur T: ;(U) dépend & priori de 1’isomorphisme f nous la dési-
gnerons provisoirement par 5(f}) ., Il est¢ clair que léapplication ‘R“E est
différentiable pour S{f).
S = Soient meintenant U’ et U" deux ouverts de V vérifiant (¥FP 3}, £? et f¥
des 1somorphlsmes de U?X G sur ’n’l(U?) et de U"R G sur Tr‘l(U"), il leust

correspond (n® 4) des apnlications u’(x) et u"(x) de U’ et U" dans P § et

d’sutre part f’ et f‘" définissent des structures dlfferentlam es S{f?) et

=1 =1
S(f") sur les ensembles T (U’) et 7 _(U'). Posons U = UW/AU" ; comme Tr’
. = = ‘.—.l
est différentiable pour S(f?) et S{Ff%) on voit que ‘Tr’..(U) est ouvert dans
=1
chacun des ensembles T {Jﬁ} et iiﬁ(‘{f"), on va montrer que les structures
=1

différentiables S(f?) et S{(f") sont compatibles dens T_(U) .En effet, ces
.l.!
structures sont obtenges en identifiant cet ensemble avec Ux F dune part
N ) i '
gu moyen de l’gpplication {(x, é 2 uﬁf”}«ig}g d’autre part su moyen de
P .

éxgg}«—} ut{x)( 5:}; posant u'(x) = uw'(x%).s(x) on voit que la seconde
structure se déduit de la premiére par l?application (x;%}«-ﬁ’(x?s(x} a§ 3
de UXF sur lui-fieme; donc tout revient & faire voir que, dans U, s(x) est

? 4

fonction différentisble de ¥; sutrement dit & étsblir le résultat qui nous




F

occupe lorsque © = P ; mais alors c’est une conséquence triviale de (FP 9,
6 = Du n°5 résulte l’existence sur = d’une structure différentisble unique
induisant les diverses structures partielles S(f) . iuni de cette structure

bl

de veriété, E s’apnelle llespace fibré de fibre F associé & P.Il est évi-
9

dent que la projection 7FE de % sur V est différentiable, et partout de -
rang maximum; que chaque fibre de 7 esl une sous=variété fermée de =; qu’en-
fin chaque repfére u définit entre F etqziF) un isomorphisme de variét_éo
Foter aussi que, si F est le groupe G opérant & gsuche sur lui-fheme, lz va-
riété E s’identifie canoniquement & P.

7 = Pour chaque fibre F(x) de B, on a en générsl une infinité d?isomorphis=
mes de T sur T(x), & savoir lesu avec Tr (u) = %, et ils se déduisent les

el

uns des autres par les opérations de G sur F. Il s’ensuit que itoute struc-

ture algébrigue sur F invarisnte par G se transporite canoniguement zux fi-

8 - Soit £ un espace fibré de fibre F, assccié & un fibré princinal P de
base V et de groupe G, Une sprlicastion ¢ d’un cuvert U de V dans § est

une section de E au-dessus de U ei licn = ﬂ;e (x) = = pour tout xeU, Une

=

section de E au-dessus de V s’apnellera une section de Hy sans auire préci-

sion, L’axiome (FP 3) montre qu’on peut toujours former des sections au-

dessus d’un ouvert suffisamment petit .

)

~ 3 s ° 2 '3 - 2 a - 2 %’ pe
Soit & une section de & ; pour tout u€P il existe un S&€F et un seul
t

i

I E PN <N . x 7, % = Iy & . s
tel que u{S) =0(x), x = T(u); posant & = © (u} on défini

application différentiable de P dans F qui, d’apris le n® 2

dentité

réciproquement une telle epplication conduit de facon évidente & une sec-




§ 5 = Opérations sur les espaces Ffibrés. d

1 = Soit P fibré principal de base V et de groupe G, et s0it © une appli=
cation de ¥ dans V3 dans 1’ensemble produit PX W soit Q l_”ensemble des -
couples (u;y) tels que T (u) = 6(y) ; G opére sur Q par (u,y).s = (u.s,y),
et d’ezutre part on a une application Tr de Q sur ¥ par (u,y)—» y .Soit A
un ouvert de V au-dessus duquel P s’identifie 3 AX G, et soit B = ;l(A);
alors il est clair qu’au dessus de B liensemble @ s’identifie & BX G ; on
en déduit; par des raisonnements anzlogues & ceux du §4§n°5, 1’existence
sur Q d’une structure différentiable telle que : 1® § soit un fibré princi=

pal de base W et de groupe Gy 2° l”application 8 s (uyy)—> u de Q dans P
soit différentiable., On dit que Q est 17image rempraque Ge P par &,

2 = Soit maintenant un fibré I de fibre L associé & P, et formons le fibré
F de méme fibre L associé 3 Q.Pour §e L et v= (uyy) € Q considérons les
~ ; -~ )
points u( §) & 8 et v( g} &€F 3 en vertu des relations
) ~~F
% UQS(g gu(s g)‘; 0 ¢ o8

il est ¢lair que u(é} ne dépend que de ( §>? d’od une application, gque

Noue?

&

nous noterons encore &y, de ¥ dansg E. Il est clair que, pour tout ye&'d, &
définit un isomorphisme de la fibre L(y) de F sur la fibre L{x) de Z, ou
x = 8(y). Comme au n® 1; on dit que F est 1l’image réciprogue de E per &.
3 - (PRODUIT FIERZ} Soient P et @ deux fibrés principaux de mBme base V,
de groupes G et H: dans PX Q soit R 1’ensemble des couples (u,v) tels que

T (u) = W(v); on a une application évidente de R sur V, et d’autre part.

{

on peut faire opérer le groupe GxX H sur R par (u,v).{s;t) = {u.s,v.%),Soit
U un ouvert suffisamment petit de V; su-dessus de U, on a un isomorphisme f
de UXG dans P et un isomorphisme g de UXH dans 9 (axiome (FP 3)); 1la

formule (x,{(s,;t
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vogue de UX {Gx H) sur la partie de R située au-dessus de U. Dlod par les

o




raisonnements usuels une structure différentisble sur R qui en fait un:

fibré principal de base V et de groupe Gx H, On dit que R est le prodmil
fibré de P par Q.

4 - Plus généralement soient E.un fibré de fibre L associé &4 P et F un -
fibré de fibre If associé 3 Q ; faisons opérer GXH sur Lxii de fagon évi-
dente; alors le fibré de fibre Ll associé & R s’appelle encore le produit
f£ibré de = par F; il est évident que, pour tout xeV, la fibre de x dans -

ce produit fibré s’identifie canoniquement au produit L(x) x :i{x) des Ffibres

de x dans % et F,

5 = On peut encore former d’autres fibrés associés & R, Par exemple, et
conservant les notations du n® précédent, supposons que les fibres L et i
soient des vectoriels, sur lesquels G et E opérent par des représentations
linéaires )\ et F, son peut alors définir une représentation de GxH dans
le vectoriel N formé des applicatione p-linéaires de L dans .y d’ol un fibr
associé & R g pcur:xﬁig.ia,fibre N(x) de celui-ci s’identifie canonique-
ment su vectoriel des. applications p=linéaires de la fibre L{x) dsns la -
fibre I1(x)., On pourrait sussi se restreindre sux spplicstions multilinéai-
res alternées; ou symétrigues,; etc... |

6 ={PRODUITS TENSORIELS ;...) Soit P un fibré principal de base V et de
groupe G; soit s —» l(s) une représentation linéaire de G dans un vectoriel
F , et s0it 8 —» 1"?{(s) le représentztion contragrédiente dans le dual ¥X

F? @e F 5 s1 E et E? désignent les fibrés associés & P, de fibfes F et F?,
lz fibre F(x) du second s’identifie canoniquement au dual de la fibre F(x)

Gu premier. On dit que 2’ est le dual fibré de Z.

7 = Soient maintenant X,et A des représentations de G dans des vectoriels

Letl 4 et soit YV 1la représentation de G dams L&’ = I donnée par
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le fibré de fibre N associé & P s’appelle le produit tensoriel fibré des

fibrés E et F de fibres L et if associés 3 P. Pour tout x€ V, la fibre du:

pramier au-dessus de x s’identifie canoniquement au produit tensoriel des
fibres L(x) et Ii(x) de L et I%, Si ¢ et T sont des sections de E et Fy -

on a donc une section de leur produit lensoriel fibré par x-s»¢(x)® ¢ (%),
& = En combinant les procédés déerits aux n°® 6 et 7 on obtient d’autres

espaces fibrés; que le lecteur fera trotter & loisir.

§ 6 - Algdbres locales attachées & une variété,
/ B
1 - Soit A une algébre associative, commutative, avec unité, et de dimen-

sion finie; sur R. On dit que A est une algibre locsle i A posséde un

idéal mEximsx I tel que A/I soit de dimension 1, et tel que ™1 = ¢ pour

un entier m; le plus petit de ces entiers s’appelle le rang de a.

2 -Une algébre locale 4 posséde un seul idésl maximélg a savoir I, Si l’on

identifie les scalagires );ER aux éléments >\ o1l de A on peut écrire 4 = RBI.

Pour tout a€ A il existe slors un scalaire ao et un seul te.l.'que |
a = a@ modulo I g

on dit que a, est la partie finie de a. I1 est évident qize a—> 8, est un

homom. de A sur R dont le noyau est précisément I.

3 = 50it B uﬁe sous=algébre contenant 1 d’une slgdbre locale Ay d'idéal

maximal I3 alors B est une algtbre locale d’idéal meximal J = BAI (tri-

vial). De m@me; toute algdbre quotient de A est une algébre locale. |

4 - Soient A et B deux algébres loczles d’idéaux maximaux I et J; alors

A@B est une algtbre locale d’idéal maximal A®J + I@B (trivial).

S5 = Etant donné un entier n, soit Rn 1’galgébre des séries formelles sur R

par repport & n indéterminées Xi. (1€ i€ n); celle-ci posséde un (et un seul)




4 ....'..‘»/ 7 ¥
idéal maximal I , formé des séries sans terme constant. L’algebre
R{m) = R /Im+l
n n
est évidemment une algébre locale de rang m. On désignera toujours par
Xi 1?image dans cette algdbre de 1’élément Xy de R, 5 il est clair que
tout élément de Rgﬁ) s?éerit, de fagon unique; comme polyfiome de degré

: é; m en les X{ o A

Le groupe des auntomorphismes de R(g) sera désigné par G(g) s c’est un
groupe de Lie 4 etcC..s
6 -~ Soit A une algdbre locale de rang m et d’idéal maximal I3 alors quels
que soient les aié I (1€ idn) il existe un homom. et un seul de rlm)
dans A qui applique chague Xi sur a:i ;s et c’est un homom. sur si on lui-
impogse d’appliquer 1 sur 1. Toute algébre locale est donc un quotient de
R(ﬁ) pour m et n convenablement choisis. (Le rédacteur s?apercoit qu®il
vi;nt de déeonner; c¢a n’a d’ailleurs sucune importance).

7 - Soit maintensnt V une variété de dimension n. On dit qu’une £€ D(V)

posséde un géro d’ordre m en un point x de V si, dans une carte (et done

dans toute carte) sutour de x,¥ et ses dérivées paftielles &lordre < m -
sont nulles en %, Cette terminclogie n’est pas conforme, mais est commode.
Cette propriété signifie encore qu’on a une relation £ = floegfm ou
les £, é{D{V} sont nulles en x. Si donc on désigne par I(Vix) ou I{x)
1*idéal maximal de D(V) formé des fonctions nulles en x, on voit que
les fonctions ayant en x un zére d’ordre m constituent 1°idéal I(x)™,
8 - On posera

D™ (v;x) = DV/T(v;0)™t

les éléments de cette slgdbre seront appelés les éléments de fonction

d’ordre m en x ¢ l’imasge d’une £¢& D(V) dans cette algébre est la partie

principale G’ordre m de f en x.




¢ o= 501T (G 7) (LS 1§ 1) unle Carce Ge v 8UulOUuL Ue Xj LOULE L UiVv) pouv

se mettre (formule de Taylor) , avec unicité, sous forme d’un polyfiome de
degré & m en les §i - fi(x) s modulo une fonction ayant en x un zéro -
d’ordre m+l . On en déduit qu’il existe un isomorphisme de 1’algébre loca-
le R(';;) sur l’algébre D(m) (Vix) . Un tel isomorphisme s’appelle un repére

de rang m en x. A chaque carte ( §i) autour de x est associég un repére
(m)

B M n
pale d’ordre m de § 1. §i(x) en x. On obtient d’ailleurs de cette fagon

de rang m en x 2 celui qui applique chaque Xi €R sur la partie princi-

tous les repéres de rang m en X.

§ 7 = Les espaces fibrés principaux P(m) (V).

1l = Soit V une variété de dimension n. On désigne par P(m) (V) 1l’ensemble
des repéres de rang m aux différents points de V . On a une application
évidente de p(m) (V) sur V; d’autre part; en composant un repére u avec un
automorphisme de 1’algébre R(';;) on obtient encore un repére (de méme ®orde
gine") , de sorte que le groupe G(’I’;) des automorphismes de R(ﬁ) opér_e sur |
1ensemble P (V) .Les axiomes (FP 1) et (FP 2) sont évidemment vérifiés,
2 = Soit ( §1) une carte de V, i.e, un isomorphisme d’un ouvert U de V sur
RE ; celle-ci définit en 'chaque point x de U un repére u(x) de rang m en x.
La formule (x;8) —> u(x)es détermine alors un isomorphisme de l’ensemble
UxG(g) sur l’ensemble ‘;;l(U) c p(m (V), 4’04 une structure différentiable
sur ce dernier ensemble. On vérifie immédiatement que les structures dif-
férentiables zinsi obtenues sur les divers ';r (U) sont compatibles entre
elles , et par suite sont induites par une structure différentiszble bien
géterminée sur p(®) (V). uni de cette structure, p(m) (v) devient un espa-
(m)
n

ce fibré principel de base V et de groupe G ;s c’est 1’espace des repéres
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de ranz m sur V. Il est clzir que si (g" i) est une caz"'?.‘e d’un ouvert U
de V, et si uf{x) désigne.puvwr chague %€ U, le repére de rasg m en % asso-
cié 3 cette carte, x—> u(x) est une section (différentiebie) de #iM){y;
au-dessue de U,

3 = Désgignons maintenant nar D(‘m} {V) la réusion des diverses algdbres

2
s

loesles D™ (V:x): nous allons mentrer que cel ensemble s’identifie canc~

z a

niguement & 1l’espace fibré %, de fibre R(ﬁ) = F, sgsocié & P(m) (V. En
Fud
effet. chaque repére ug€ P(m) (V) @éfinit d’une part un isomorphisme u de F
sur la fibre F(x), x = T (u), de 3, d*autre part un isomorphisme u de F
sur D{m) (Vsx): d’6d un isemorphisme de D(M) (Vsx} sur #(x). lequel est in-
e ~, . .
dépendant de u {en vertu de la fermule générszle ueaif) = u(‘s&f 3}, done
canonique., De cette fagen on cbtient 1l’identification anncncée entre les

Yensembles fibrés® =T et D(m) (V). Celz permet évidemment de mumir pim (v}

d’une structurs différe,tisbie; on cbtient =insi 1’sspace fibré des é1é-

ments _de fonction de reng m gur V.

4 = Pour f€ D{V), soit g(m) (x) ls partie principsle de rang m de £ en x;

alors x —> #(M) (x) est une secction (différentisble) de D(m) V)« 8. 0.7,

§ 8 = Tenseurs.

1 = Sur une variété V de dimension n; considérons d’une part un £ibré
prinecipal plm) (v ¢ @’autre part un fibré principal Q de base V et de grou-
pe H. Formons le produit fibré R de Pim) (V) par Q, espace Tibrd priacipal
de base V et de groupe G(g)x H ; soit A une représentation lindaire de
celui-ci dans un vectoriel F ; formons le fibré E de fibre P sessocié & R,

=

Cela fait; toute section d’un fibré %tel que I s’appellera ifenseur fou misux

x

chemp de tenseursg) de rang m sur V.




Py e

Par exewple, pour toute f € Dzvij i’application X —> f(m)(x) (§7,n°4)
est un tenseur de rang m sur V.
2 _ Soit A une représentation lindaire de G(g))( H dans un vectoriel 7 ;
restreinte &. G(g) et & U, cette représentation définit des représentations
p et ¥ de ces deux groupes dans F ; bien entendu, p et i commitent et on g
A (¢,8) -_-p(()“)i&(s) pour (&€ G(;n) , SEH . On. en déduit qu'on peut encore iden-
tifier les tenseurs d‘*espece A aux fonctions T(u,®) , définies pour Tr(u) =
T (s), L valeurs dans P, et vérifiant l'identité

T(u.g ,v.S) =f)(0‘)"11~'3(s)"1‘1}(u,v) "

On peut évidemment effectuer sur les tenseurs des opérations analogues &
celles que l'on peut efiectuer sur les représentations, Nous nous garderons
bien de les expliciter icif ou ailleurs). Le cas le plus intéressant (m=1)

scra traité en détail plus tard.
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Commentaires,

Ce Chapitre, deuxi®me pierre d'un grandiose édifice, a pour but de résumer
et de compléter les résultats généraux exposés par lWell sur les variétés prolc
—pdes en géndral. Les seules innovations sont d'une part une étude soignée
(relativement & la rédaction Weil) des lois de cowpusition , étude gui permet
de besucoup écleircir la question des identifications canoniqueé telles que
»VAv\rV§§A. pour V vectoriel, dtzutre part une étude des prolongements des espe
ces fibréds en liaison avec la notion de connexion infinitésimale. Ie résultat
le plus clair est la possibilité de définir de fayon enticrement correcte le
transport paralldle d'un $ldément d'un fibré d'un point X de la base en un
point infiniment voisin de x, et de s'en servir pour définir des opérations
analogues & la dérivation oovariaﬂte (mais dans le "rang un"). 3ien entendu

1'intérét de ces considdrations n'est pas encore tres clair dans le cas géné-



ral, i.e. pour le calcul de rang quelconque; mais pour le calcul de rang un,
gui sera traité en ddtail plus loin, il devient possible en les utilisant de

justifier entidrement les définitions classiques des dérivées covariantes

(y compris extérieures), i.e. la formle approximative gue voici :
dT(x) = T{x+dx)-T{(x)
dans laguelle il est entendu que T{x+dx) est ramené au point x par transport

paralisle.




§ L = roints d’espece A d’une variété, 7

1 = Soit V une variété différentiable. Pour tout x€ Vy; la formule £ —>
f(x) définit évidemment un homom. de 1’algebre D(V) sur le corps #A ; le
noyau de cet homom, est 1’idéal I(x) des fdnctions ayant en x un zéro -
d’ordre 1. La correspondance entre x et 1’homom. en question est biunivo-
que,

2 - Soit maintenant A une algdbre locele (Chapolgg 63n°Ll). On appelle

A=point de V proche de x tout homom. de D(V) dans & qui; pour chaque f €

D(V), applique f sur un élément de A dont la partie finie est f(x). On
désignera ces A=points par des notations telles que x’ ; étant donnés un
A=point x? et une £€ D(V), 1%4lément de A que x’ associe & T sera désigné
par l’une des notations suivantes:
£(x?) s Af(x) Aigf(x)

(dans la troisiéme la letkre x est une varisble lide), Si I est 1?idéul
maximsl de A et si x® est proche de x on =

f(x?)= £(x) module I .
3 - Supposons A de rang m, et soit x’ un A-point de V proche de x, Alors

f(x?) est nul d2s que f 3 en x un zéro d’ordre m+l § car on peut alors éeri

re £ = £,...f ;1 ol chaque f; est nulle en x, d’ou £, (x?) € I et donc
fix)y e ™ *1 s comme annoncé. Par passage au quotient on obtient done un
homom. (qu’on ide,tifiera le plus souvent & x’) de 1’a2lgébre locale

p(m) (Vsx) = D(V)/T(x)0*L
dans A ; réciproquement tout homom., non nul de p(m) (V;x) dans A provient
d’un A=point proche de x, et d’un seul.
4 - De 13 et du Chap.I, § 6 résulte que, étant donnés une carte (§%) gev

autour de x et des éléments s’ de As pour qu’il existe un A-point proche de
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x tel que fi(x’) = 5l i1 est nécessaire et suffisant qu’on ait alssgl(x)

modulo T. = ey

P

5 = 51 %7 est un A=point proche de »y alors on a une relation f(x”) = f(x)
+ L{f, ou L est umz anplicaticn linéajire de D(V) dans A (et en fait dans
I} vérifiant l7identité

Lifg) = LiAgixy + L{AL{g) + £Ix)L(g).
Réeciproquenent une telle application définit un A=point proche de x.

6 - Soit x

zn A=peint proche de x, et seit of un homom. non nul de i dans
une algebre '!oca’le By en ecmposant x’ avec & on obtient évidemment un L~

peint proche de x; on le note K =x? et on dit que c’est une gpécislisation

de x2
7 - Prenant a = n(™ (Vix), i1 est clair que 1’homom. canonique de D(V) dans

A d&finit un A-point prochz de x: on l’appelle point proche de x canonigue

ds_ranz m. IL ast clalr gque, pour toute algdbre locale B de rang € m, tout
B-point proche de x est unz spécialisation du précédent.
2 = Prenons en particulier V = R, Soit 2 1’application identique de R dzhs
R 3 81 x? est un A-point proche de x, le n°4 montre que x? est parfaitement

Géterminé par 1°élément 1(x?) de A, et qu’on peut choisir celui-ci arbitraj

rement pourvu que 2 (x’)= x modulo I. On identifierz toujours x’ =vec

1’é1lément 2 (x?) de 2.

S = Soient 5 une application différentisble d’une variété V dans une varié-
1€ Wy et x7 un A-point de V proche de x €V 3 composant 1l’homom. x° de D(V)
dans A svec l’homem. g —» 2°%2 de DY) dans D(V) on définit évidemment un

&

A-point y® de ¥ proche de ¥ = 8(x). On dit que y’ est 17imzre de x’ par 8.

£>4

> € D(V), y® sfidentifie & un élément de & (n°2),

P <4

Jjustifie; dans le cas

et

e
gui n’est autre que 6(x?) vu que 2°6 =2 , Cec




général, l’emploi des notations 6(x?)y... pour désigner 1’image de x’
par 8.
10 -~ Si © est composée d’apnlicationsy et ¢ , on a trivialement la rela-

tion e(x9)==\p[¢(x’{] , qui s’aponelle théoréme des fonctions composées,

L )
Y

8 2= Veriétés prolongées,

1 - Soit A une algdbre locale de rang m, d’idéal maximal I. On désignera
per Hn(A) (mort aﬁ Haut-Commissariat) 1l?ensemble des homom, non nuls de
R(g) dsns A. Si u est un el homom. , u envoie 1 sur 1 et les générateurs
Xi (1€i€ n) de R(ﬁ) sur des éléments 8y de I, qu’on peut évidemment choi-
sir arbitrairement; d’ol une application biunivoque de Hh(A) sur le veqt0=
riel Ix...x T (n facteurs) ety par transport, une structure différentiab-
le sur H'n(A)° Pour qufun uEEHn(A) varie différentiablement, il faut et il

suffit qu’iyén soit ainsi des éléments u(Xi) du vectoriel A. On en déduit

(m)

n
Hn(A)g y opére de fagon différentiable.

que le groupe G(ﬁ) des autom. de R s qui opére de fagon évidente sur

2 - Soit maintenant V une variété de dimension n. ZTtant donnée une algébre

locale A, de groupe d’autom. G(A), on appelle syvstéme fibré d’algébres

locales de type A sur V tout espace fibré de fibre A associé & un fibré

principal P de base V et de groupe G(a). La fibre a(x) d%un tel systéme
fibré est évidemment une algdbre locale isomorphe(non canoniquement en geén:
ral) & A.
Txemples: 1° le systéme trivial VX A4 § 2° l’espace fibré D(m}(v)S associé
5 PM(y) , ge fibre Rig) (¢f. Chap.I, § 7).
On peut naturellement effectuer sur les systémes fibrés d’algébres lo-

cales diverses opérstions; nous les étudierons azu fur et & mesure des
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besoins.
Les systémes Tibrés d’algebres locales de fibre A seront désignés pur
une lettre telle que ﬂ: ;5 toutefois le systéme trivial VX A sera dési-
gné par (A).
3 = Soient A une algdbre locale de rang m; V une variété de dimension n,
et ‘74‘ un systéme fibré d?algébres locales de type A sur V, associé 3 un: -
fibré principal P de groupe G{A)., Soit Q le fibré principal produit fibré
de P par plm) (V) ; le groupe structural G(a)X G(!g} de Q opére de fagon

évidente et difTérentiasble sur la variéts H‘n(A) des homom, non nuls de

R(’nn) dans A, Le fibré de fibre Hn(A) assoeié 3 Q sera désigné par la nota
tion _ : » 0%
'

et appelé le prolongement &’sspice F- de V,

Si J‘&' est le systdme trivial (A), on derirs 2V su lieu de (A)V,
4 = Puisque lz fibre de x dags le fibré n{m) (V) de fibre R(ﬁ) associé §
P (V) nrest sutre gue 1%zigdbre locale DM (Vsx); il est clair que la -
Pibre de x dans Y~ v s’identifie canoniquement & 1l’ensembile deg homom, non
mals de D™ (Vsx) dans la.‘fibre A(x) @u systéme fibré ‘746 o Autrement dit;%

1z fibre de x dans V g’ldentifie canonicuemsnt § 1°ensemble des afix)-

poinis de V prochss de 3

8i en partisulier j@' £s% le sysidme trivisl {Aj, augusel cas a(x) est

canonicuement isomorphe 3 Ay la variété v g’identifie 3 19 ensemble de
tous les A=-poinis de V,
5 = Soit (§1} une carte d’un ouvert U de V 5 si U est assez petit, on a

un isomorphisme £ de Ux A sur la pariie de Ji{ situse su-dessus de Us par

~da
2
n

<q's . — : . : ; s " (
ailisurs; ia carte considérés détarmine un igomorphisme de Ux R'ﬁ) sur

i3

!

la partie de D(m) (V) située au~dessus de U : cet isomorphisme associe 3




x€U et & 1?é1lément £(X) de A (f polyfiome en les Xi)l”élément de p(m) (Vix)
obtenu en appliquant f aux parties prinéipales d?ordre ﬁz en x des fonc=
tions §i= fi(x),, En composant cet isomorphisme avec l’isomorphisme f - .
correspondant 3 .7@ on voit que chaque point x’ de A V se projettant dans
U est caractérisé par n éléments al ge A, savoir ceux qui, par f, condui=-
sent aux éléments Ei(x"‘) de la fibre A(x), Si la carte considérée appli-
que U sur R (ce que d’ailleurs nous supposerons toujours réalisé) on
obtient ainsi une application x’ — (ai) de la partie de V située au-
dessus de U sur A¥ ...x A (n facteurs) (le x€U dont x’ est proche est
donné par Ei(x) = partie finie de al s etc...); et d’aprés la théorie
générale des espaces fibrés, cette application définity par transport,; la
structure différentiable de v auadeée;us de U, _

Si en partieulier(?% est le systéme trivial(A) ) alors' 1l%application x?—
(gi(x’)) de A V dans Ax...x A définit la structure différentiable de A v
au=dessus de U.

6 = Plus particuliérement encorey prenons V = R, auquel cas (§ 14n°8) 1l’en=
semble AR s’identifie & A par x> 1 (x?); 2 application identique. Comme
2 est une carte de R (valable dans R tout entier) ce qui précéde montre
que l’identification de 2R avec A transforme lé structure différentiable

de AR en celle du vectoriel A. | o :

7 = Soient V et W deux variétés, © une application de V dans %, et d%fi

un systéme :é"ivbré d’slgébres locales de type A sur W §soitj% son imzge
réciproque par € : c’est encore un systéme fibré d’algdbres locales de type
A sur V, et & se "reldve" en une application 8 ée?% dans o@ (Chap.I,8§ 5,
n°2), qui, pour tout x, est un isomorphisme de la fibre de x dans .7{' sur

\ 7
la fibre de y = &(x) dans 0’3 Soit alors x’€ V,; proche de x&V 5 on peut




— () o= ,‘5‘/‘)‘\—-
alors définir 17imsge ©(x?) de x’ par © , qui est un point proche de &(x)
et de meme espéce que x’, puis composer 9(x?) avec 1l?isomorphisme é de la

fibre de x dans .7?3 sur la fibre de ©(x) dans CB on définit ainsi une -
J

application de A V dans W qu’on appelle prolongement d’espeéce .74' de &
et qu’on désigne par £ . Bien entendu, ® n’a de sens que si .7{' est

rd & ] . & v 4 n
image réciproque par & d’un sysitéme fibré ¢/% de base i,
Sien par‘clculler%’ est le systeme trivial VXA 4 il est cl dllg' /?s fj=
R o |
dentifie canoniquement 3 l”_mageﬁpar 8 du systéme triviagl Ax W 3 on ob=

tient alers ie prolongement d’espéce A de © ; ce n’est évidemment pas au-

tre chose que 1’application x’—3 ©(x') de Ay dans A% . On la désigne par
Ag s ou simplement par € si aucune confusion n’est & craindre.

& - Les prolongements de 8 sont des spplications différentiables, Pour le

démonirer on peut se ramener au cas olU les systémes Tibrés 7{' et 0’3 sont,

s . 4 =1
triviaux. Soit alers (}?J) une carte d’un ouvert ¥ de 7 3 HEIEIXMTVEEN{NY) .

au-dessus de ¥’ la structure différentisble de ™ est définie par l’appli=

caetion y° — (}? U(y }) dans AX...x A 3 pour éitablir la différentisbilité de
b tout revient donc & établir celle des applicationz x’—» ?Jg@(ﬁ} de Ay
dans A, sutrement dit, % étsblir le résultat cherché pour une £ &D(V), iizis

S g i e 5 ‘ . G 2 53 : '
si (§ ) est une certe d’un ouvert V? de V ; f{x?) est un polyfiome en les

ﬁ)\

z i 2 5 3 i P R4 s . - e 5
§ (x?) dont les coefficients sont des fonctions différentisbles de x =T (x’

ce qui établit évidemment notre assertion.
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§ 3 - Prolongements d’une variété produit. 7%

1 = Soit W= UxV une variété produit et soit z = (x;¥) un point de %, Si
des fonctions £€ D(U) et g€D(V) ont en x et y des zéros d’ordre m il est
clair que la fonction f@ g€ D(¥) a en z un zéro d’ordre m., Par passage &u
quotient on obtient donc un homom. canonique de 1’algébre locale

p(m) (U; )& p(m) (Vs sur pim (%3z)
(le fait que 17homom, soit sur est évident si 1l’on prend des cartes de U et

V autour de x et y).

0

]

= Soit A une algébre locale de rang m 3 tout A=pecint 2z’ de ¥ proche de z
définit done un homom. de plm) (t:v) plm) (Vsy) dans A 5 puisque chacune des
algeébres plm) (Usx), p{m) (Vsy) se ﬁlonge canoniquement dans leur provduifb teg=
soriel on déduit donc de 2z’ des homom. de ces algébres dans 4, autrement dit
des A-points x’ et y? de U et V proches de ¥ et ¥y. Il est clair qu’on a lia
formule

f@glz’) = £(x)gly’)
pour £& D(U),g€D(V): que 2z’ est entidérement déterminé par le couple {(x?,y?);
qu’enfin, d’aprés le scholie célébre, on peut choisir arbitrairement x¥ et y?
3 = On obtient donc de cette fago:é une apélicatian biunivoque et canonique
de 1’ensemble %y Ay sur l’ensemble.produit AUx v . Cette apﬁlication est
en fait un isomorphisme des variétés correspondantes comme on le voit (A.Q. T,
.en prenant des cartes de U et V.
4 -~ Soient maintenant x’ un A-point de U voisin de X; et y° un B-point de Vv

2. 2

voisin de y (avec 4 et B quelconques). L’application du méme scholie permet

d’en déduire un (A@ B)-point de ¥ proche de z

[t
(1))
(3
£
4]
‘h—l
)
(]
ot
(1)
(D
=y
Joed
&
)
B
et
W

condition d’envoyer les fonctions £@ ¢ sur H(x")® g(y’). Ce (A®B)-point est:

<




ne conduit pas 3 tous les (A®B)-points de i, it

Lon

,.//
Moter que pour A = By le A-point (x?,y’) de ¥ se déduit du A@a-point
x’® y’ par spécialisation (considérer 1l’homom. cagmonique de A® A sur Aj),::
Probléme mis au concours - Etendre tout ce qui précdde zux é;, stéhes fibrés

d’algébres locales,

tq; 4 = Prolongement des lois de composition. _
1 - Soit u une application d’un produit Ux V dans une variété 4. =& Pour
toute algébre locale A, u sz prolonge en une application de A(Ux V) dans- ..
Ay ot par suite (§ 3) en une application de PUx AV dans Ay , En particulier

toute loi de composition interne définie (et différentisble) sur une varié-

- 1€ U se prolonge en uvne loi de composition sur AU; _

2 - 51 une loi de composition interne (%,y)—p u(x,y) dens une variété v
est associative (resp. commutative) il en est de mBme de ses prolongements,
Supposons d’sbord u associative; lfapplication (X4552)~3 u[x,u(y;z)] est,
composée des apvlications (x.(y,2))— uix,ﬁ(y,z}] et (x,t})—> ulx,t) ; son
prolongement d’espéce 4 est donc (théordme des fonctions composées) donné
‘par (x?3y7,27)— Au[z%“l‘u(zﬁgzé’ﬁ s mails éﬁapz’és l7associativité de u Uap%
plication considérée Se compose aussi des applications ((x55) 32) —
u{u(xgy}?z;[ et (t,z)— ult;z}; de sorte qu’un rsisonnement analogue montre
que son prolongement d’espéce A est domné par (x?,y°,27)— Au[éu(x%y?)gg%g

A

ce qui établit 1l’associativité de %u ., Si u est commubative, désignons par

8 l’aponlication (x,y)— (y;x) de VXV sur Vx V¢ on a ues = u , d%0 par

prolongement fucls = Ay 3 comme le A-prolongement de s est évidemment (x?,y°

> < 25 + e L 4 A, s °
—» (y7,%’) la commutativité de “u est établie,




‘e

On péurrait bien entendu démontrer des résultats analogues relative=
ment & la distributivité, aux éléments neutres, etc...

B
3 = Si en particulier 3 est un groupe de Lie le prolongement & G de la

loi de composition de G fait de B un groupe de Lie, dont G est un sous=

groupe. Si p est une représentation de G dans un autre groupe de Lie 1,
l’extension. d’espece A de p est encore une représentation des groupes prolo
2bs- (8. 0.7.):

4 ~ Prenons maintenant V = R, de sorite que i g’identifie, par x’ 2(x?),
a2 A. On va montrer quci module cette #dentification, les lois de composi-
tion x+y et xy sur R se prolongent en celles de 1l’anneau A, Désignons par

x’ Ly? le prolongement & A de 1la

oot

oi de composition x+y ; pour £& D(V),
£(x?} y?) .es’c 1a valeur au point (x’,y’) de A(RxR) = ARX4H de la fonction
(x,y)—> fx+y); prenons en particulier f = 2. ; alors fx+y) =2(x)+ 2(y)

(2@ 1 + 1®12 )(x,y) , et comme (x’,y’) est défini d’une fagon générale
par g®h{x?,y?) = g(x*)h{y’) il vient

2A(x? L y?) = 2(x?)y?)+1(x?)2(y?) = 2(x?)+2(y?)

ce qui démontre notre assertion relstivement & 1l’addition; celle concez:;nant
1z multiplicstion de prouve de fagon znalogue. On voit donc que lgidentifi%
" cation de AR avee A est eompamble avec les structures algegrloues naturel-
les de ces veriéiés.
S ~ Prenons maintensnt pour V un vectoriel de dimension finie., Par prolon=
gement on a sur Ay une structure de groupe additif; en outre, la Loi externe
(3 ox)< Nx permet de faire e’gérer AR = A 3 gsuche sur AV éui devient

done un module & gasuche sur I1’annesu A. Yous allons voir que A%’g muni de

cetle structure, s’identifies canoniguement sy msdalv A®V{ et non, comme

1’avait dit le KEX l'sitre.

G
¢

& V& A). “renons pour cels une base ‘iei} de V et




b d i e -u'/ 5 “T
pour x€ V posons x i(x)e schaque x°€ AV est déterminé par lesg élé-
y

ments § (x?) de A, qu’on peut de plus choisir arbitrairement($§ 1,n°4);
posant

%? ?;Z §i(x;)®ei
on obtient donc une apnlicaticn biunivoque de AV sur AV, laquelle, ne
dépendant évidemment pas de la base choisie, est canonique. Puisque les
fonctions fi sont additives sur V on voit comme au n® 4 que X' ¥ est
compatibles avec les structures additives de AV et de AB YV, Commé d’rutre
part ées Ei vérifient §i(kx) = 2.(\) fi(x) on voit par un raisonnement du
méme genre que pour N’ QAR, x”e.AVg 17é1ément ¥y° = AN'x’ de £V vérifie
g%W)g‘LQﬂgi&” gL&,meyfitQW§”QmﬁﬁtdmsA@WQD%ﬁ
les résultats annoncés.
8 - Par la suite; on identifiera toujours Ay avec a®V pour V vectoriel,
Cela implique que; si f est une application dans V d’une variété W, 1’ap pli-
cation prolongée applique Ay dans A@V ;pour la calculer posons f zf’l 1
dans une base de V ¢ on a fi = §§@f‘avec les notations du n® précédent;
si done ¥* = f(y’) pour un A-point y’ de ¥ on sura £fi{y?) = §i(x$}?

s i > o~ = 7.2 by 9 P 7 Wi L - .
puisque x? est identifié & 1 e;,e,nemtzw f”’(yi}@é de A@ VWV on en conclut

e

que

Je/? ;‘\
(&'
LT

l
N
L

%
<
@
e

pour tut A-p L y? de i,

i

7 - Notons enfin que si V est une slgdbre, auguel cas %Y est canoniquement

une algébre sur A, 1l’identification de AV avec A@YV est aussi compatible

avec les siruciures d’zigeé

2 2

Dres sur A de ces deux variétés. Si £ et g sont

dang V, on a en cutre la formule

&

des spplications d’une varisié

Alrg) = Af&g
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§ 5 = Prolongements des espaces fibrés. X
1l = Soient A une algdbre locale; et P un fibré principal de base V et de
groupe G. L’applicationir de P sur V se prolonge en une application T de
AP dans Ay 3 d’autre part 1’application (uss)—» u.s de PXG dans P se proe-
longe en une apnlicetion (u’y8’)y u?.s’ de APx A3 dans Ap qui, d’aprés
les considérations du ) précédent, permet dé faire opérer le groupe 4G sur
Ap ,Comme on a T (u.s) =M(u) dans P il est clair (théoréme des fonctions

composées) qu’on a encore T (u’.g’) = 1 {(u’) dans “P . yaintenant prenons

dans V un ocuvert suffisamment petit U; de telle sorte que P s’identifi

au-dessus de U & UX G :so0it & 1a artie de P au-dessus de U. et soit £ un
9 9

&

isomorphisme de U'¥ G sur B; on & done
Tef({xs8) = x . 3 £lx ¢8) .t = P(x,st) 5

soient B’ et U’ les parties de Ap ot Ay situées au~dessus de E et U respec-

n
¢

tivement; elles s’identifient de fagon évidente &t canonique aux variétiés
prolongées Az et AU done f se prolonge en un isomorphisme (noté encore )
de U?x G sur % et on & encore par prolongement les identitéeg

Tef(x'ys?) = x2 f(x?,8’).t! = £(x?,8°t?) .,
Comme les U’ forment évidemment un recouvrement ouvert de P on en conclut

que Ap est un fibré principsl de bsse AV ot de_groupe “G.

2 = Soit maintenant F une variété sur laquelle G opére & droite; et formons

le fibré E de fibre F associd 3 P; on a une spplication canonique

e J—» B¢ {u, § =

0o
Y
&

%)

e

de Px F sur E, d’oi: par prolongement une application {que nous noterons
encore 8) de APX‘AF dans Az, D?autre part, 1’sppliecatio nfde E sur V se
prolonge en une application 77 de A% dang Ay et par prolongement le grou~

Y

A 5 " -
pe "G opére & droite sur AF ; de sorte qu’on neut

ety

ormer le fibré de fibre




™
AN

“F associé 3 AP 3 on va voir qu’il s’identifie cano;liquement #X & “B.
En effet, 1l’apnlication © de PXF sur E vérifiant les identités
L] °G(u9§) =T(u) 3 e(uos,f ) = e(u,sog )
(Chap. I, §4,n°3) il est clair que son prolongement vérifiera de méme
o(u?, ‘;”) =1 (u’) 5 6(u’.8’; £°) = e(u’ss’of’) 3
d?autre part, on a une apnlication canonique de Apx AP sur le fibré asso—
¢ié en question, qui vérifie des identités analogues; et cette application
définit le fibré associé comme quotient de Apy Ap ;3 on en déduit déja
l’existence d’une gpplication canonique 0 du fibré associé dans AE, dé=
Pinie comme suit: au point ’l;;( f") de ce fibré associé correspond par @
le point o(u?, § ?y de A3, T1 est évident que go est compatible avec les

projeections T sur Ay, Pour montrer que ¢ est un isomorphisme sur des

variétés considérées, prenons comme au nel un ouvert U de V su~dessus
duquel P s’identifie & U\XG par un isomorphisme f3 U? étant 1l’image réci-
progue de U dans AV,, le prolongement de f permet comme on l’a vu d’iden-
tifier AP, au-dessus de Uy & U'X Ag ¢ £ définit d’autre part un isomor=
phisme de UXF sur la partie de E située au-dessus de U; cel isomorphisme
| ?étant dé4fini comme suit: si l7%on considére la section u(x) = £(x,e)
de P au-dessus de U; on & | »

CF(x,8) = olum,§)
cela dity, on voit comme au n°l que ? se prolonge en un isomorphisme de
U’ x 2F sur la partie de AR située su-dessus de U’ , et si 1’on considdre
le prolongement x?— u(x’) de la section x-}u(x) (prolongement qui est
évidemment une section de Ap au-dessus de U’, et est donné par u(x?) =
f(x?;e)) il est clair d’aprés la formule précédente que ce prolongement
de ? est donné par




P
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£x?y §7) = 0lulx’), £7) o
mais d’autre part & l’isomorphisme f de U’x PG sur la partie de AP située
su-dessus de U’- correspond un isomorphisme g de U’ xAF sur la partie du. -
Pibré associé située su-dessus de U’; g associant au couple (x’, §’) 1%é-
lément de ce fibré associé représent:é par §’ dans le repére f(x’;e) =
u(x’)s on en déduit immédiatement que, modulo ces identifications avec
U’ xAF des perties de AZ et du fibré associé situées au-dessus de U’y -
1’gpplication ¢ du fibré associé dans P2 se réduit & l’application iden-
tique; d’od notre assertion; & savoir que @ est un isomorphisme du fibré

associé sur 2. En conclusiom, si % est un fibré de fibre F associé & P,

Ap gsidentifie cenoniquement au fibré de fibre AF associé & Ap, .

3 - I1 est clair que si x—>g(x) est une section de E; son prolongement

d’espice A, x_‘" —p 0 (x?); est une section de Ag,




§ 6 = Prolongement des espaces fibrés.II

Commentaires du rédacteur. Le but de ce § est d’étudier les prolonge-

ments des espaces fibrés lorsqu’on se donne sur 1l’espace de base V un -

systéme fibré non trivial d’elgébres locales. Cette question intervient

dans la théorie des connexions (dans ce cas on a en particulier § consi=
dérer le systéme D(m) (V)) comue on le verra plus loin, Les construcgions
4 faire sont naturellement beaucoup plus canulees que dans le cas du sys-
" téme trivial: de ce point de vue on peut considérer le présent § comme -
un exercice assez chyadé sur les espaces fibrés; il est du reste possible
que les constructions exposées ci-dessous puissent se simplifier, ou, plus
Vraisemblsblement,; s’interpréter en pariie en termes d”opérahons standard

(quoique peut~=etre encore inconnues) sur les espaces Fibrés généraux,

1 - Ravpelons qu’étant donnéds un A=point %’ d’une varidié V; et un homom,
e( de A dans une algdbre locale B, on peut définir de fagon évidente 1le
- B=point o(cx” (qui est une “spéeialisation” de x’). En particul ier, on
peut faire opérer le groupe G(A) des sutom. de A sur la veriété prolongée
AV, et ceci, bien entendu, de fagon @ifférentiable.
Si z? = (x?,¥°) est un A-point dsune variété produit % = Ux Vy, on a
évidemment la formule
Holx?yy?) = (lex?yoly?)

comme il résulte de

X(£(x)gly’)) = (£(x?)) . x(gly?)) .

51 d’autre part 9 est une application de U7 dans V on a

Xe 8(x’) = oo x7) ,

2 = Il suit de 13 que, si 5 est un groupe de Liey, tout «€G(A) définit

un autom. du groupe #G - autrement dit quion a de(x’y’) = (Kex') (X o AD
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quels que soient & & G(A), x’,y’ € Ag . Plus généralement, si G opére a
droite sur une variété V (auquel cas AG opére sur Av) on a

Xo(x?,g’) = (Ko x?).(Xog?)
pour x! € &v , g’ eha. e
3 -~ Soit P un fibré vrincipal de groupe G et de base Vj soit # un systéme
Pibré d’algdbres locales de type A sur V, associé & un fibré principal R
de base V et de groupe G(A). MNous désignerons encore par.?{' le systiéme
image réciproque de?“ par 1’applicatién m ¢+ P—=>»V . Notre but est de

montrer qu’on peut considérer ls variété prolongée P comme un_espace

fibré (non nécessairement principal) de base >t V et _de fibre “a,

Remarquons dés mainter}ant gue 1’zpplication” de P sur V se prolonge en
une apnliication T gde > P sur '%V (§ 2,n°7), qu’on peut consiruire com=:
me suit: soit u’éA P proche de u€ P 3 soit x =T (u)y u’ est un A(x)-point
de P 4, ou A(x) désigne bien entendu la fibre de x"dansﬁ?" ; par 7, u? se

transforme en un A(x)-point x’ de V proche de x ; autrement dit'en un élé-
ment de x V, qui est précisément le T (u’} cherché.
4 - On va maintenant construire un fibré principal @ canulé,; ayant pour-
base ‘f et pour groupe structural une extension de AG par G(a). Q sera -
l’engemble des couples (u?,0°) formés d’un élément u’ de Ap et d’un élément
O de R (fibré principal de bage V définissant A ) 5 avec la condition - -
que u’ et C se projettent au ke méme point de V (bien ‘entendu, pour projet
ter u’ on projette le point u de P dont u’ est proche). On a une applicatio
TJ- de @ dans V comme suit. Soit (u”go')e' 3, se projettant en x€V 5 <&

s?identifie &% un isomorphisme de A sur la fibre A(x) de x dans 54 § comnme

u’ est un A-point de P on peut donc former G ¢ u’, qui est un A(x)-point




de P qui, par m { P—»V ) donne un A(x)-point x’ de V proche de x , au:c,re-
ment dit un élément de 4 V s c’est celui-ci que W fait correspondre a
(u’yg°). On a done

T W,0) =T (Gou’).
Le fait que & soit une application sur provient évidemment de ce que AP
se projette sur AV, ete... |
5 = Cherchons & quelle condition deux éléments (u’,0) et (v?’,Z) de @
se projettent au méme point x’ de *V. Soient u et v les points aa 2P 2.
dont u? et v’ sont proches; il faut évidemment que u;v,0°et T se projettent
tous au point x de V dont x’ est proche., Puisque ¢ et T appartiennent & la
méme fibre de R on voit déja qu’il existe un autom. de A tel que T = Toe;
cele fait, on est ramené d’aprés le n°4 4 résoudre T (0e u’?) =T (0ed o v?)s:
vu le n°l (dernidre équation) cela revient & résoudre ™ (u?) = T (Kev?)
dans AP. Or Ap est un fibré principal de base AV et de groupe Ag jdonc la
relation précédente équivaut & l’existence d’un g’¢ Ag tel que Kev?® =ul, g
ce qui s?éerit

v =k, (u?.g?).

EZn d’sutres termes, la relation d’équivalence définie sur Q par l’applica-

'tion W de Q sur ‘ﬁ’v est encore donnée par la formule
(1) (@ 6) ~ (X "Lto (u?.g?),0ok),
6 - Lz formule précédente conduit & associer; & chaque élément (g’, x)

de l’ensemble G X G(A) la transformation de Q donnée par
(1) (w,0) (g’ x) = (a7Lo (ui.g’) ,0000) ;
& l’aide des formules du n°2 on vérifie immédiatement qu’on obtient ainsi

un groupe d’autom. de Q, le produit de deux transformations (s’, K) et (t%fil
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étant donné par la formle : lL/f);é
(2) (s7500).(t?,2) = (s'(Aet?) 901/5) "

On est donec conduit & munir #GX 3(A) de la structure de groupe définie
par la formule (2) ci-=dessus (structure qui différe de celle du produit) ’

grace & quoi AGx G(A) opére & droite sur @, et opére fidélement comme on

le voit instantanément. On peut donc considérer @ comme un fibré princi-
pal de base ot V et de groupe struztural Aex G(s) (tordu).

(Bien entendu, le rédacteur n’est pas allé jusqu’a vérifier que tous les
fourbis construits sont différentisbles ; on se borne & exhiber le fonc-
tionnement algébrique du systéme).

7 = Pour unv(ss,o&) € Baxe(a) et un g'e?a posons

(1) (s?3t).g” = 8%. (o g%)

il est clair que de cetie fagon on fait gpérer le groupe AG ®KG(a) tordu

sur la variété “a s ce qui permet de former le fibré E de fibre 4G asso- -

cié 3 Q. On va montrer que E g’identifie canoniguement & lz veriété prolon-
gée Py

Prenons en effet un (u’, )€ 3 et un g”eAG . 81 (u’;0°) se projette
en xse"é’v, proche de x€V, 1l’expression Ce(u’.g?) définit un A(x)-point

de P se projettant évidemment suivant x? (qui est un A(x)-point de V),

done définit un élément de ~ P.; d’od une application de § X G dans Y P
et en fait évidemuent sur s laquelle itransforme 1l°’application évidente de.-
Qx 4G sur A V en celle de A p sur ‘7+Vo Remplagons maintenant (u’,5") par

(v?,T) et g? par h’ ;O‘o(uéog'?) est remplacé par Te(v’.h’); pour que les

A

deux points de P ainsi obtenus coincident, il est déji nécessaire que

0 et T se projettent au m&me point x de V, i.e. qu’on ait une relation



T =0%ct pour un ol G(A); il reste alors évidemment & résoudre
u’.g’ = oo (v'.h?) = (Lo v’)o(cke h?)
ceci exige que u’ et ole v’ goient sur la fieme fibre de Ap (considéré com-
me £ibré @ de base AV) autrement dit, 1’existence d’un s’€ 4G tel que
ut = (e v?).8'"1  d%d g* = s’.(xe b?) j
on a donc les formules
T =0ocA 3 v? =ot "o (u’.s?) s g =8’ (Keh?) ,
lesquelles neuvent s’éerire
(vi,xT) = (0WyT). (s, ¢} 3
g’ = (8',%).h? ¢
En conclusion, les couples qui condnisent au méme élément de P que le
couple iﬂu’,d')gg”f sont exactement ceux de la forme
o) (% 00) , (s?,0) :.g?} .

Cela démontre comme annoncé gue P s’identifie au fibré de fibre G asso-
cié & Q . OUF.
& - Aprés ce grand effort, le rédacteur, épuisé, renonce & examiner les
prolongements des fibrés associés & P, ainsi qu’3 montrer que les consiruc-
~ tionms précédentes sont en accord avec le résuliat du § précédent,

Bornons-nous & remarguer que si, dans le cas général, on ne peut pas -
faire opérer‘AG-sur P, on peut néammoins, pour chague x€V,; faire opérer
le groupe A{x)G sur les pointslu” de”gL P proches de poinis.u de P se pro-
Jettant en x ; car Sg opérant de fagon naturelle sur Bp pour toute algébre
locale B. on peut définir le transformé d’un A{x)-point u’ de P par un A(x)-
point gf de G , Aol notre assertion.Bien entendu, u’ et u’.g’ se projet-

st

tent suivant le mBme point x’ de V, et réciproquement.



§ 7 - Bxtension et restriction du groupe structural.

Ce § est un entracte sur les espacee fibrés, qui aurait pu &ére placé
avec sventage au Chapitre T. '
1l = Soit P un fibre prinecipal. de hase V et de groupe G. Soit H un sur-groupe
de G (G est done un sous-groupe de Lie de F, muni de la structure induite).
Faisone opérer 3 sur H ae la fagon évidente, i.e. par (g,h)—» g.h j cela
permet de former un fibré @ de fibre H asrfocié & P. Un élément v de Q est
uvn couple (u.h) , u€ P,h €H, étant entendu que (u,h) et (uog,g’lh) représen-
tent le méme élément de Q. La formule (u,h)°h1A= (u,hhl) permet évidemment
de faire opérer H & éroite sur Q jceci et l’apnlicatianTT’: (u,h)=>T (u)
de Q sur V permettent de considérer Q comme fibré principsl de base V et de
base VATl Ts) . éﬂ&ﬂ#ﬁf— H.

= Les notstions restant les memes, or voit que P s’identifie & une sous
~variété de Q, en associant & u€ P 1%élément de Q représenté par le couple
(u.e) : cette identification est évidemment compatible avec les opérations
de G, et avec la projection MW de P sur V.ILl s’ensuit que, pour tout ve&g, -
il existe un u€P et un hé H tels que v = u.h (v étant identifié & un éléuen
de Q)5 il suffit ég;‘prendre u dans la fibre de v. Bien entendu., u nest
pas unique. ni h 3 mais si v = u’.h’ pour un autre u’€ P et un zutre h’€ ¥
on a une relation u? = uegwl d’ou h? = g.,h 3 en conséquence, la classe C.h
de h module G est unigue; eppelons-la Q?(v); on obtient ainsi une applica-
tion %> de Q dans lfespace homogene H/G , et il est clair que celle=c¢ci vé-
rifie
(1) ¢(v.b) = @v).n .

On dit gue le fibré principal ¢ se déduit de P par_ extension & H du grou-

pe_ structural . Bien entendu, 2 = P si H = G,
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3 - Réciproquement, soit Q un fibré principel de kzse V et de groupe‘H,
et, pour un sous-groupe G de H, soit @ une apolication de Q dans H/G
vérifiant la condition précédente. (Remarque du rédacteur - Ceci suppose
définie le variété différentiable H/G; proximus redactor demerdetur), :
Soit P l’ensemble des u€ Q tels que Cp (u) = & , classe de e, P est invaw
riant par G, et il est clair puisque H opére transitivement dans H/G que
toute fibre de Q rencontre P; donc l’appnlication T de Q sur V applique
aussi P sur V. On en déduit que P est un fibré principal de base V et de
groupe G. A tout couple (ush); u€ P,h€ H, associons 1’élément u.h de Q;
on obtient alors une application de PxH sur Q@ 4, et il est clair que les
couples conduisant au & mdme point de Q que (u;h) sont exactement de la
forme (u.g,g~1lh) ; on en conclut que Q s’identifie canoniquement su fibré
princinal déduit de P ;;ar extension & B du groupe structurzl. |

On dit inversement que P g¢ déduit de Q par restriction & ¥ G du groupe
structural., Bien entendu, cette opération (contrairement & la précédente)
n’est pas toujours possible; et si elle 1l’est, elle n’est pas unique.
Remergue - Le fait que l’équation P(u) = e définisse une sous-variété
de Q se voit com:e au Chapitre I, §3,n°4 et en utilisant la trivialité
locale de Q. |
4 - Les notations étant celles du n® précédent, soit N une variété sur
laquel].‘e' opére Hy, et soit [f une sous-variété de N invariante par G. On
peut alors former le fibré E de fibre N associé & Q, ainsi que le fibré
F de fibre ! associé & P, Ce dernier se plonge canoniquement dans le
premier. =n effet, un point de F est un couple (u, § )y ugpP, §ei,-§ s done
définit de méme un point de E qui, évidemment; ne dépend pas de la repré-
sentation (u,i) adoptée, 3Itc...
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1. £2
§ & = Connexions., I: le cas trivial. £ o
Introduction naive. Soit P fibré principal de base V et de groupe G. Sodit
A une algébre locale (par ex. celle des nombres duaux); on a vu que “p. est

un fibré principal de base Ay et de groupe 4G ., Définir une connexion d’es-

péce A sur P c’est se donner des isomorphismes des fibres de P sur les -
fibres "infiniment voisines". Cela suppose qu’on sait ce qu’est une fibre
"infiniment voisine" de celle de x 5 on pourrait penser que, pour ic? € AV
proche de x4 c’est la fibre de x’ dans AP; malheureusement celle-ci est -
Aq alors que la fibre de x est G. La notion de fibre infiniment voisine ne
semble donc pas avoir de sens., A
Heureusement, il n’en est rien. Le probléme est en effet, visiblement, de
prolonger P en un fibré de base Ay et de méme groupe structural G'que Ps
or i’opération Urestriction du groupe structural" z été inventée précisé-
ment dans ce but...
1-- On am)ellera done éonnexion d’espéce A sur P tout fibré principal de
bese 4V aéduit de AP par restriction & G du groupe structural, et véri-
fiant diverses conditions que nous allons exposer.

Remarquons tout d’abord que; d’aprés les résultats du § précé dent, une
connexion est dé_finie par la donnée d’une applicaiion & de AP‘ dans l?es-
pace homogéne 46/G vérifiant e(u’.g?) = e(u’).g’ . Or dans e l?gppli=-
cation 7T est un homom, de groupe sur G 3il s’ensuit immédiatement que

1’espace homogéne AG/G se réalise comme sous;groupe de & Ag, & savoir

comme l’ensemble des points de Ag proches de e ; nous désignerons ce sous

=groupe de g par la notation LA(G) (L = Lie ...)3 ce sous-groupe est bien
entendu invariant dans 26 s €t sl on le considére comme espace homogéne

module G on voit que Ag opére sur LA(_G)
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comne suit: la transformation de L,(G) définie par g’¢ AG est h'p g=lh’y’
ol g =Tr(g’) est la "partie finie" de g’, In conséquence, une_connexion a
d’espéce A gur P gst définie par la donnée d’une application © ("applic,
structurale” de la connexion) de Ap dans LA(G) vérifiant 1’identité
(1) o(u?.g?) = glo(u?)g’ 9
laquelle se décompose évidemment en deux:

(2) - o(u’.g) = g tolul)g pour g€ G ;

(3) o(u’.g’) = s(u?).g’ pour g’€¢ L (a).
Une telle apnlication § étant domnée, le fibré obtenu par restriction

& G du groupe structural de Ap giidentifie & l’ensemble des u’ tels que
e(u®) = e. Si 1l'0n veut que ce fibré "prolonge" P on doit done supposer en
outre que

(4) : 8(u) 5 e pour u€pP , , |
(Lorsque A est 1’algébre des nombres dusux, on écr'it“e(u+du) s e+ W (ugdu) |
et & est le forme différentielle structurale de la connexion au sens de
Weil 3 on reviendra naturellement en détail sur ce cas par la suite).

2-Désignons par Q l’ensemble des u’ tels 8(u’) = e, C’est un fibré princi-

pal de base AV et de groupe G qui, su-dessus de V, se réduit & P, Ztant

donné x’ voisin de xevs nous dirons que la fibre de x’ dans Q est proche

de la fibre de x dans P. Solent G(x) et G(x*) les fibres de x et x? dans q.

Pour u’€ G(x’) il existe un u€G(x) dont u’ est proche; il est clair que

si 1l’on remplace u’ par u’.g (8€G); u est remplacé Par u.g § donc u’— u

= partie finie de u? définit un 1somorphlsme de la fibre G(x?) sur la fibre

G(x) (on les considére comme espaces homogdhes de G), d’ot, en sens inverse

un isomorphisme de G(x) sur G{x’); pour u€G(x) et x’ proche de x, le u’ €

G(x’) proche de u sera dit 2tre obtenu par transport parslléle de u de x en

x?)
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L,
On utilisera parfois la notation

x:?
u? = C‘x (u)

pour désigner ce point.

DN

3~ Pour obtenir des choses raisonnables; il est enfin utile d’imposer une:
avitre eondition aux connexions, & savoir:si 1l’on soumet x’ & une spéeciali-

sation (i.e. si on le compose aveec un endomorphisme X de 1’algébre loca-

ie A) slors le point déduit de u par transport paralléle en z’ doit subir

la m2me gnéeialisaticn. C’=28% le cus, 4videmment, si l’spplicaticn structu-

rale 9 est compatible sver: les ~pécia’-i%atienss i.2. vérifie

5)) 8ldau?) = e glu?)

pour tout endomorphisme & de A,

>,

(%n réalité, il doit y aveir plus. Y1 est clair, du point de vue naif tout

au moins 12 llenssmbls dzg s-points dPune variédté proshes dfun poin
9 ‘ .

-

; O W Ry )
CIE €87 Wiie variete aigenr

It

gue,;probeblement munis 8o g

®
i
s

ructures canulées;
per exenple; poeur A = nb,

faudraiy

dusux, c’est caneniguement un sspace effine, Il
elors suppeser gue la forme structurale £ est compatible avee ces
structures. Le rédacteur ne les syanit pes découvertes sersit bien en peine
" de préciser plus sa p@nsée}a'

4‘~— Bien entendu, la donnée &’ung commexicn 8 sur P pzrmet de définir le
transport paraliéle dans tout fibré 2, de fibre 7, sssocié & P: pour trsne-
porter de u x en x° le point ds E représentd dmms le “r
point % de F, on transporte u en u’ (et

A — iotons encore le résultat trivial mais iw

mons le produit direct fibré P (snsemble des eounies {ul,u } gui se vpro-

{Bw

Jjettent au méme point de V). Pour se définir une connexion 9 sur P, il est
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6 - Soit © une connexion sur un fibré principal P de base V et de groupe G,
© d'espdce A, Comns on 1l'a vu, @ définit un £ibré principal de base by et e
méme groupe G ; on l'appellera extension d"ea@ce A de P définie par la cone
nexion ©. De fagon analogue on a, pour tout £ibré E de fibre F associé & P,
une extension & 2v , qui est un fibré de fibre F associé ¢ l'extension de P,
Cela dit, considérons une section x —p O (x) de E au-dessus de V. Par prolon-
goement il lui correspond une section x'—> & (x') de A'I: au-dessus de Ay (55,
n°3) ; mais en général il est clair que x' —» O(x') n'est pas une section
de l'ektension d'esptce A de BX E . Pour obtenir une section de cette exten-
sion, il suffit de poser

6(x') = l‘f@‘(x)]
pour %' proche de X. La section & du fibré E , extension d'espice A de E
définie par la connexion O, sera appelée extension oovarisnte d'espice A de

G définie par le connexion €.
7 - I1 est Tacile de calculer g (x'), comme suit. Soit U un ouvert de V au

-dessus duquel exite une section x ~> u(x) de P ; soit U' 1'imege réciprogue
de U dans v : x —=> u(x) se prolonge en une section x° —> u(x') de bp an
~dessus de U' (on surs soin de distinguer 1°opéi'ation de prolongement, qui est
indépendante de toute connexion, de celle dfextension covariante); d‘autre

.part on & une extension cgovardente de cette ssotion, qui consiste & associer

¢ chaque x'& U® 1'é1ément u(x') de Bp géauit e u{x) par transport paralléle.
Comme u(x') et u(x') sont tous deux proches de u(x), et se projettént au wéme
point x* de 2V, on a évidemment une reletion de 1a forme ua(x') = u(x*).g' ou
g'e A est proche de e, i.e. oa g € LA(G)s il s'ensuit que

o(a(x*)) = o(u(x*)).g" |

et coume le prewier membre vaut e (n®i,ég.(4)) il vient
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g' = 6(u(x')) "
Donc
(1) a(x') = u(x').o(u(x"))"? ;
cela dit, soit §(x)e F la "composante® de ¢ (x) suivant le repdre u(x):
par définition du transport paralldle, ¢ (x') a f (x) pour composante par

rapport & u(x') ; utilisant (1) on en coneclut que la_composante de G(x')

dens le reptre u(x') est o(u(x'))~L, g(x) (noter que G opérant sur F, ¢

optre sur Ap ; par ailleurs, cette composante est dans Ap et non , en général
dans F , alors que G (x') est un élément d'un fibré de fibre F ; cette con-
tradiction apparente tient évidemment au fait qu'on calcule §(x') dans un

A

repére élément de “P et non dans un repére élément du fibré principal B

5
extension d'espéce A de P définie par la connexiont).

(Dans I¥X le cas ou A = algébre des nombres duéux, on pose comuwe il a &té
dit o(u+du) = e +W(usdu), @ forme différentielle sur P & valeurs dens
1'algdbre de Iie de G ; au lieu de O(u(x'))”%, £(x) on e alors évideument
f(x) - Wlu;du). E(x), ou du se clacule par la condition que x > u(x)
se prolonge en x+dx —» u(x)+du ; par ailleurs, la section x —> u(x). ?(x)
de E se prolonge en ¥&8% x4dx —p (u+du)( §+d§ ) = u(x)f(x) Py u(x),df(x;dx
+ Qu(x;dx). §(x) ; la différence entre les composantes dans u{x+dx) des
sections 0 (x') et G (x') est alors dg(x;dx) + W(udu). §(x), formile qui

conduit & la différentielle covariante de la section considérée).
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§ 9 - Coonexions, II: le cas non trivial. il
1 - Sur une variété V, soit A& un systéme fibré d'algébres locales de type A,
assovié L un fibré principal R de base V et de groupe G(A)., Soit d'autre
part P un f£ibré principal de base V et de groupe G. On a vu (46) que la

A

variété prolongée 7t P est un fibré de base Vv, et de gxem fibre AG, associé

& un fibré principal ¢ de base '7% V ayant pour groupe structural le produit
tordu “Gx G(A).

Ici encore, nous appellerons gconnexion d‘espéce .7?" sur P tout £ibré de
base ‘*V déduit de‘* P par restriction & G du groupe structural, et véri-
fiant des conditions supplémentaires analogues & celles du § précédent.

Le procédé le plus simple (et sans doute unique) pour obtenir une telle
connexion est de restreindre & G le groupe structural du £ibré principal Q.
or Q est l'ensemble des couples (u',d ), u‘€ AP,cs"eﬁ, avec u' et 4 se pro-
jettent su mSme point de V ; donc pour se donner une connexion il faut aveir
une application & de Q dans 1l'espace homogéne (*exc(a))/6, compatibls avec
les opérations du groupe tordu AGXG(A)a

I1 est tout d'abord clair que cet espace homogéne peut se réaliser comme
produit direct LA(G)X G(A): ceci fait, la loi de multiplication dans le
groupe Aax G(A) montre que celui-'-ci opére sur LA(G)KG(A) suivant‘ la formle

(s',x).(2",8) = (+™ st (o t") ,o(ﬁ)
(s'€L,(c), t'€ “"G, u,/s €G(A)). Donc la fonction © se décompose en deux
applications : |
olut, o) = (@', 0), ', )
la premidre (P étant & valeurs dans LA(G) et la seconde \‘J & valeurs dans G(Aa)
de plus, la compatibilité avec les opérations s'exprime par les formles

suivantes:
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(1) Plur.g’, ) = g"l?(u'.o‘)[y(u',f)g'] i
(1') ¢(tou',07) = ¢pu*,Tox)

(2) ' Yu'g', @) =y, ) ;

(21) V@' ,0oat) = VY(u'ast ,0)ot .

Ces relations généralisent les relations (2) et (3) du n°1 dv & précédent,

2 = Pour nous borner & un seul cas intéressant nous supposerons quefl" est le
systéme fibré D(m)(V), formé des algibres locales D(m)(V;x) ; le fibré princi-
pal R est ici P(m) (v), ensembl? des repéres d'ordre m sux différents points de
V . Au lieu de 1é notation ° m}(V)P nous utiliserons la notation (m)P ; un
&1ément de (Bp est donc un point proche d'un u&€ P, d'espoe D(m)(V;x) ou ¥ =‘
T (u).

Considérons alors une connexion sur (m)P, En restreignant & G la fibre et
le groupe structural de (m)P on obtient, comze au § précédent, une extension
de P qui permet de définir un htransport peralléle . En perticulier prenons un
uEP se projettant en 8 xEV ; on peut le transporter par parall®lisms 3 tout
point dfespéce D(m) (V;x) proche de x; on peut donc le transporter par paralld-
lisme au point _;g(m) canonique de rang m proche de x (§1,n°7), ce qui donne un
. élément %(u) de la variété prolongée (m)p se projettant en g_c.(m)s et proche
de u. La donnée de l'application u —> é(u) de P dans (m)P définit entidre-~
ment la connexion; en effet, celle-ci doit &tre compatible evec les spécislisa.
tions; étant donné que tout point d’espéce D(m)(V;x) proche de x est une spé-
cialisation de _Jg_(m) ; 1.e. est de la forme of e;g(m) pour un endomorphisme ot
de 1'algébre loceale D(m)(V;x), on voit donc qu; la donnée de l'application

permet deA trensporter u en tout point proche de X, par spécialisation,

Bien entendu, la connexion devant sussi &tre compatible avec le groupe struc
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tural de P, 1l'application <b doit vérifier l'identité =% el
$(ug) = du)g .

(Le lecteur reconnaitra 1i un cas particulier de la notion de transformation

infinitdsimale étudiéde plus loin; une connexion sur (m)P est une trans, inf,

u = 4>(u) sur P, & valeurs dans (m)P . ceci semble résoudre le probléme

de 1'analogie entre connexions et trans.inf. posé & Pelvoux; il y a,non pas

anelogie,mais pratiquement identité!).

3 . Les hypothéses restant celles du ne2 , congiddérons une connexion sur P,

définie par une application'dD dans (m)P : soit de plus A une algtbre locale

de rang < m; alors on peut déduire de cb uné connexion d'espéce A sur P, Il

suffit évidemment, pour un u€P tel que 7(u) = x et pour un x'eAV proche &e

x, de @éfinir 1°éléuwent Z:z'(u) de Pp obtenu par transport paralléle de u

(m)

de x en x'. Or comme A est de rang £ m, X' est de la forme X ox ou X est

un homom. de D(m)(V;x) dans A ; nous poserons alors
TE@ e

on vérifie immédiatement que le parallelisme ainsi défini posside les proprié-
tds requises (compatibilité avec les spécialisations et les opérations de G),
d'ou la connexion d‘'espéce A'ch-;srchéea

(5i par exemple m = 1, la donnée d‘'une connexion sur (I)P détermine une
connexion sur P d‘'espice A = nb., dusux, autrement dit 4d'une eonneiion au
sens Weil ; il est remarquable que, dans ce cas particulier, la réciprqque
soit vreie; autrement dit, si on sait "relever” les vecteurs tangents &L V
on ssit aussi, par un procédé ¢évident, relever le point proche canonique de
rang 1 ; il stensuit que la notion de connexion au sens Weil se ramine bien

3 celle de transformation infinitésimale, & valeurs, il est vrai, dans une

variété prolongée "tordus").
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4 - Considérons maintenant un fibré E de fibre F associé & P, et une section
0 (x) dudit fibré. 5i A est de rang £ m, nous pouvons, d'apris le n° et le %
précédents, définir X4 1'extension covariante d'espéce A de 0, qui est une
section & d'un fibré E de base MV et de groupe G, Pour la calculer, prenons
uan x'€ Ay proche de x et un u€ P tel que Tl(u) = x ; si O(x) a2 pour compo-
sante dans le repire u 1l'élément g de ', on sait que ¢ (x') a pour composean
te § dans le repére ‘C;'(u) -déduit de u par transport paralléle en %', Jais
en posant x°' =X ogg(m) on a par définition Z:;Q(u) = Ko d:(u) ; introduisons
alors la variété prolongéde {m)E, prolongsment de E défini par le systéme £ibr
d'algébres locales D(m}(V) (i.e. par l'image réciprogue de celui-ci dans E);
comne dans (m)P) or_i a un transport peralliéle dans (m)E, ce qui permet en par-
ticulier de transporter ¢ (x) de X en gg(m) , 4'ou un €lément a"’(-x(m)) de (m)}z‘

(m)

se projettant en x : cela dit, puisque la connexion sur AP est oblenue

s . = 5 < mj. . 4
par spéciglisation & partir de la connexion sur ( )P il est clair qu'on a le

résultat suivant:

(m) (m))

x' = ol ox iuplique ¢g(x°) = & o6(x

<

" . ] -, (m :
Pour cette raison nous désignerons l'expression a“(;g( )) coume suit: ce sera

lz partie principale covariante dordre m en X de la section & de E.
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{2 = A-applications d'une varidté dans uné AULIE ceeesvvsvscessscsse Do 3
£3 - Le groupe des transforumations iﬁfinitésimales e R D R
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:CevCﬁgbitré‘ troisiéme pierre d'un grandiése édifice, a pdur}but 178tude
generale des transformanlons 1ni1n1tesimales d'une variété, et presente du
_'reste de ce 901nt de e, ia artlcularlte de n'en presgue pas parler° Cn

s“es+ en effet apergu au fait que celLesecl ne jouent de r61e que dens la

mesure ou ce sont des appllcatlons v mé; AV proehas d'un automorpalsme

(pas nécessalrement 1aent1que'} de V § se gui parmet}de‘traiuer,81multanea
ment les uransfo¢ﬂ¢c'et les transi £1nles° |

On s'est assez sensibleuwent dcartd de VWeil, tout d'abord en passant tote-
lement sous silence l'engendrement des transf.inf, 3 partir des trensf,
finies - ce qui oblige, et c’est un avgntage%'é mieux dévisser le mécanisme
algébrigue du fourbi o ensuite en Gonnant des résultats nettement plus for
sur les relevements oanonlaueba En particulier on a demeptfe complétement
la formile (b(m})* : (SF}(”) pcur les sections d‘ug espace fibré associé
& un P(r}(f) (ct méne & des flbres principaux geaeraux) formle gue 7’on
_peut_cons;dersr comme Stant le seul résuliat réellement non trivial de ce
Chapitre. le difficulté réside du reste, non pas dans la théorie des transi

inf, , meis dans 1'étude détailléde. des "éléments de sections d'un eSpsce



fibré” (§5) , étude dont on ne irouve paé tvace chez Weil et qui avait été
abordée par LhGleley dans ses complements & la rédactlon weil( cans le seu.
cas, d’allleurs de flbres associés & un P(r)(V)) On verre apparaitre  dans
ce § des operatlons canulees sur les ilbres et leurs prolongements, et le
rédacteur estime que la question est encoré loin d'8tre bien éclaircie,

ulen entendu oommé dané le Chapitre II, on se place exclusiveuent "ééna
le rang m" ; le zang 1 fera 1° obget du Chapltre sulvant

Le redacteur suralt désiré exposer la theovle dens le cadre des systejes
flbrés d’algebres locales, © Jais des tenzatlves malneureuses pour y parvenlr
1tont cont%alnt & rentrer dans 1a vole vulgalre de 1a tr1v1a11te Il n'enn-

peche que Te probleme se pose, |

Or nt & pas ﬂOﬂ p?as essaye de tralter des broblemes plalsans et deleeta%=
les tels que le sulvant° 501t E un fzbre de base V; on forme le fibré
D(P)(v} des él nts de sectlon dtordre p de B puis le'fibré

p(@) (g

ces elembnts de seciion d’omdre g dm second, puls 1e flbre
r} ;
ol
D(% (v)
p)
des $ldue nts de seghlon é'0rde r du troisidme, puis,....; qu'esti-oe qu'on

trouve?
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{1 - Prolongements successifs.

1 - Soient.V une variété, A et B deux algébrés locales, Toute fonction fé&
D(V) ‘sé prolonge en une applloatlon f de M dans A - cel"le-'-ci‘se prolonge
L son EENEL tour en une application ( £) de b A”V) dans B@A et en vertu d
II,J4 no7 l'applloatlon f -9 B(Af} est un homomorphisme d‘algebreso 31 de
plus f. est nulle an vmsuxage d'un X€V et si x" est un point de B(A'V)
proche d‘un x’ é “A”V lul«-meme proche de xv alors 11 est clair qué Af est

-nulle au v0181nage de x' et par suite que B( f) est nulle en x* 5 ‘Dar cons

quent l*appllcauon £ —> B(‘AI)(X") définit un B@ A-point x“ de v,

2 - L'applz.catlon }r" ~—7‘:* x" est un 1somorph3.sme de (A'V) sur B®A’V 801t

Ay
LY

est alors un 1som01~phlsme ae lfoavert U 4=?7- (U)CA’V sur A@R" | de'c'o’rte
B(A‘J

en effe’t. § un 1SOB}Z€JT‘ph_leB d'un ouver“t U de V sur R , 1'app110atlon

qué 1‘appllcat10n B(A§ ) est un 1scmorph1sme de l*ouvert " = 7?‘ (U')C,

sur B® (L® R l’1) . enfin l*appllca’uop B®A‘§

est un isomorphisme de 1'ocu-
_vert gn - n- (U}C L AV sur (B@ A}@ R ;“ oom la correspondancé entre %"

et ¥ est donnee par 5}(;;"). = ") 11 est clair que notre asserii

est démontrée,

Dans 1a suite -on 1dentlfle re tougours la varidté B(AV} & la varidié
Le8 V au moyen de l'lsomorpm sme X7 --? x* {dis canonlque) SiV est vestc
riel (ou est une algdbre) cette 1den_‘c:;float10n est bien entendu compatible
avec les structures aigébriques définies dans II,%4 sur les variétds prolo
oées, L
3 - S50it )\ : b@a —> ae®b l’isdmorphisme canonigque de B@A 'sur A@B;"il
est clair gue les .varié*tés B(AV):‘z BQAV et A®BV = A(BV} sont isomorphes
les points (ie la seconde s obtezzant en composant ceux de la premiére avec

By

A . En conséguence, on voit que le Annrolongemezzp de "V g'identifie ocar
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niguement au B-Rrolonnement de A'V,,

4 - Reprenons ltidentification canonlque B(AV) = #®AV ; puisque d'une .zﬁa-r-
 piére générale X est identifide & une partie de BX, cette identification
implique 1'ideﬂtifioati6n de'AV & une partie de BQDAV et plus précisémenﬁ
impligue 1'ex1stence d'une projeciion cenonique de BQAV sur AV Il est
immédiat de voir gue l'immersion de AV dans BQbAV 8 obtlent en identifiant
le A-pon_n’t x' de V au B® A-—pon.nt f = l1ef(x' ), et que la proaectlon de
lﬂgﬁv sur AV = obtlent par ”speclallsatlon" & partir de l'homom. b&a w%
b a (b = partie flnle de b) de B@A sur A, |
5 = (Remords de II) Soient V une varlete et ¢ un homomo d’une algebre lo-
cale B dans une algebre lodale A ; ¢ détermine alors une appl;cation

Ty 8 OV - by |

consistant & associer, & tout B-point x" de V;-1e A-—pbin't x' donné par

(*) eu £(x') = o (2(zx"))
~ ce qui s'derit ercore _ _ _ :
(»») L Ao v =C o35 pour £ & D(V).

Con31derons maﬂn’sena_nt une sutre varlote W et une appli catlon de V dans
W alors 11 est 1mmedlat de voir gque (*%) se genena_!.lse s0us 1& forme
{%’r}ﬁ-‘)‘r) o T G°_ G" %

Nous ubll'l serons constamment (***) sous le nom de principe de compaublllw

des nralozvgemsnw:s et des spécislisat :Lonso

6 - Soient une varidtd Vet trois algtbres locales &,B ,C avec un 1’1c'>):cxomB o
de B dans A, r"applica tion G“"v de BV dans AV Se proleonge en une appllcatlon
“(f?’ ) de C’@BV dans C®‘A‘V d*'autre part 0 se prolonge en une epplica~
2 o
“B

tion rj’ de = C@B éans CA = C@A g}e‘v}.dement donnée par ceb —

c@o (b) ); cela dit nous allons démontrer la formile
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Partons en effet de la relation

(*) Ao, = T P pour £€ D(V)

et prélongeonéola; il vient d'aprés le théoréme des fonctions combosées
C®Afoc(0"v) = CO" oC@B:E. .

mais de fagon analogue & (**) , en remplagant iT’par Cc‘,-on & asussi
B0 iy = T OB,

“ d'ou immédiatement la relation cherchée,

§2 -~ A-applications d'une variété
dans une autre _ . }
A ' ¥ ok e
1 ~ Soient X et Y deux variétés et A une algdbre locale, On appelle A-appl

cation de X dans Y toute'apﬁlication ; de X dans AY On dit que T est '!

proché d’une application £ de X dans Y si, -pour tcut X, F(X) est proche de

f(x) En partlculler on appelle transformatlon 1nf1n1té31male d’espace A

de X toute A-applloaulon de X dans X Droche de l'applloatlon 1dent1qus'
ce n est pas autre chose qa une sectloﬁ de 1’espaoe fibré AX de base X
2 801ent' une A»appllcatlon de X dans-Y~et g 1'homom,~canon1gue

: en : a'@a" —> a'al . ‘
de A@A sur A, Par prolomgement; onn obtient une application AF de AX dans
AGQAY; dfou en spéciaiisant par ¢~ une application - .

F=oy ofp

de “x danstY. Celle-ci prolonge 1’applieétion F dé-X déns Ay . soit en

effet x€X ; comme AF prolonge ? modulo 1’1mmer31on canonlque et generlque
de V dans AV .on obtlent ‘“(X) en composant F(x) avec 1‘*homom, a'~9 i@ a-
de A_ﬁans A§§A (31,n°4) si 1'on compose le rdsultat obtenu avec O il est

clair qu'ton retrouve F(x) comme snnoncé,



=)
!
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.Dans la suite on dira que F est 1'sxtension canonique de P, Si F est une
transf.inf, d'éspéce A de X, son extension canonique est une application
de Adeans AX (et en fait, comme on le vérra, un autom, de AX). 5i F appli-
que X dans Y, son extension canonigue n'est autyre que AF°
: 3’“ Soient X-Y‘Z des variétés et considérons des A-applications P et G de
X dens Y et Y dans Z' onn gppellera "composee" de F et G la A~appllcat10n
(1) 2 G*F = GoF = G 5o AGop
de X dans Z, il est clair que la "composée” de deux transf:.info‘d_'espéce A
de X en une troisidme (vous en &tes un autre,etc...); plus généraleient si:
F ot G sont proches de fet g alérs leur "composde” est proche de gﬁf .

4 -~ La loi de composition precedente est assoclatlve, 801ent en effet des

_ A«abpllcatlons F,G,H de X daps Y Y dans Z; Z dans T d’apres la #ormule (1}
du n®3 on a 3

H*(G*F) O"'To HOO’ZOACOF
ot de mime e . ,

(HG)sF = ¢ ot(e aAHosioF = oA(c-T)gA@AH;AGoF :
%XﬁXﬁXf{h§§§"Z§V§m&iﬁ§\(ﬁ§X ﬁﬁﬁéﬁiﬁix%’ﬁéVﬁéﬁ?@ﬁﬁﬁﬁ%@ﬂ%ﬂéi"ﬁéﬁ?@ﬁﬁéﬁl-
ﬁé%iﬁﬁﬁYﬁﬁXﬁ tout revient donc & établir la relation -

A®a;

G"To ch‘"z = Cpo’” (¢T)o ﬂ '.';

A

or posons U="T7, de sorte que H applique % déns Uy d'aprés le principe de

compatlbillte des prolongemunts et des’ speclallsatlons on a

‘dans ces conditions il est clair que tout revient & vérifier l'ldentlte
. goe ot .

O qo (T qp) = T gl y - (U= T)

et pulsque c'est purement local on peut supposer T vectorlel‘ alors*
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Moy : age'@a"@t —> a@a'a"e
Cqp : aRa'a"@t — ag'a"®t ;

a : aka'Ra"@t —» aa'aa"a@t

U : -
Tp : aa'a"@t -2 aa'a"®t - .,
comme annance,
A , b it
Ne pas croite qu'on ait aussi 0 = “(07p) ...

5 - Soient F,G des A-zpplications de X dans Y, ¥ dans Z ; azlors l'extension

canionigue 4de l'appliction "composée” est o'omposée des extensions éanoniqmes

de F et G, ce qul en langage clair veut dire qu on a la formule | '
G*F GQF .

En efzet G desz,gnant tou;]ours 1t'homom, canonigue A@A ~=-> A, et posant

H = G*F on a2

ZDAH = O"?oA(G"Zo GoF) = 0,0t 0o BhaoiE

H=
et d'autre part
GoF o 79‘9"% G’YoA'F -

A@A A

tout revient donc.& établir l'1dent1'ce G e (G"’
—laquelle, aux notatlons prés, & &4é _fi.emontree au n° precédent‘,

' §3 - Le groupe des trn’ansfcﬁrmations 'i_nfinitésimale.s.
1 - Soient V une variété et A une algéﬁre- localé, On .désigxl_e:ra par D 1'al-
g&bre aséooiative des fonctions(réelles) diffdrentiables v»sur v ; alors
1talgebre des fonotions & valeurs dems A s'identifie cenoniquement & DRA,
et l‘appllcatlon a -«-} a, = partie finie de a, de A dans R, s’éﬁend en un
homom. & : de D®A sur D, que nous quallflerons de ¢ om_gue,

Soit slors F une bransiolnfe dtespéoe A de V; & £€D associons 1'élé-

went

q&
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de D@4A; on définit ainsi une application 4) de D dans D®A, qui est évidem-

ment un homomorphisme d'algebres, et qui, composée avec 1'homom, canonique

de DA sur D, se réduit & 1l'identité:
(1) e e Eodp = 1
11 est clair réciproguement que tout homom, CF de D dans D ®A vérifiant
(1) provient d'une transf.inf, F, le A-point F(x) étant 1'homom, £ ~>
s (£)(x) de D dans ek, A .
2 - Soit P 1l’ensemble des homom, de D dans D®A vérifiant (1); comse TeSt
en correspondance avec les trénsfeinf; de V, on & sur 1 uné loi ge cémposb
tion, que nous a}.lons calculer, Soient F,;G des transf, infa , H leur "composés
et considérons les homon, c‘b \.V et © correspondants; on a
O(£) = Prol = Bro T ofaoF = 7o h® Brheor = G‘oA(AfoG)oF

ol a est 1'homom. canonique A@A —> A sdone flnalement

O(2) = ToHY(£))oF .
Prenons alors une base (al) de A ; on aura des rvelations de la fbxjme

d: =3 H(Des,

Wis o2 — YJ(f)Q _
ot les X° YJ sont des endomorphi smes du vectoriel D, aton .A‘(\p’(f))
MYl(£))® 8, en sorte que M (£))or =(M(xi(£))oP)@ 2 = % Xvi(e)ea® 55 4
composant avec J on trouve le résultat cherché, & s_avo;r

: £—> X Y'J(f)@alaa :
En d'au‘tres termes, on voit que si_l'on identifie toute applloatlon linédaird

£ -3 ()@ &; de D dens D@A & 1'élément 1@ 2, ds L)@ A, glors ls Tad

de composition des tfansf.infc se transf’orme en 1‘oppesde de 1z 1ol de multi

plication de 1'algbbre é{’(D)@ A. (Le fait qu on trouve 1'g ggosee de la

~

miltiplication est évident pour des ra alsons fonc uOflelles,..}
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On peut encore interpréter comme suit la lol de composition sur I‘ .
Soit Ct) une application linéaire de D dans D® A; elle se prolonge en une
application ¢®1 de D@A K dans DRAGA ; d'autre part 1'homom, §° de

A@A dans A se prolonge en un homom., 1Q0 de D@ARA dans DB A ; posons

Va4

$ = (180)o(P ® 1)

clest une application linédaire de DR A dans D& A; cela dit, l'application

¢> — q) de F dang o?f(D@ A) trensforme ls malt 1plicétion dans 1_' en

1'opposée de la mul"ti'plioation dans of(D@A}.

")’_.- lous allons mlwte nt d_é'nonirer gue T est un group Pour cela, rvlo.us‘
allons dfabord donner uns caraé'térisation des &léments de cf‘(D@ A) qui ocors
r’esponder‘t & des el ments de T P | | _
So:m“, “une application lindaire de D dans DA ? et ¢ l‘applloatlon
correvspcndamt de D@A dans DA A; alors, pour que Cf) son.t un homomn, d’algebre
—_ : .
il faut et il suffit que d? s0it un endomorphisme de 1'algébre DRA, Dési-
gnons en effet,pour simplifier les nyotati-ons,' par .
' 'O-D. s £@ 2@ 2 -~ fQaa'
A A
1thomom, 1@G de 1l'algbbre D@ A@A dans 1’algebre D@ A;. & est alors 4éfi-
ni par la condi t* on que :

blfes) =0 (c%n(f)&a)

en sorie qa on a les 1dent1ws
Fad

dl(£ea).(g0D)) = D(cke(fg)@ eb)
F(gea). Jlaavle T,(P(2)@a).T ()0 1)
' = G’D(cp(z)é(g)@ab) ;
notre assertion resulte évidemment de 1& . _
(floter gue le calcul preoedenu fait 1ntervenir sans.en avoir 1° a:r.r la
comtatln’ce de A: on utilise eﬁ effet la 1 ion 6"’ (£'g a) G‘D(g'® b)

= G (2 '@ a’a) pour f ,g ' 3®ﬁ ; pour la vérifier on peut supposer ©° =
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£ = f®a', g' = gob' avec f,,géD., a',b*&€A 3 on a glors & vérifier la
relation (f@a'a).(g@b'b) = fg@a'b'ab o) | ,

I1 resulte évidemment de 13 que pour qu'une appla.cat:.on Cb de D dans
D@A solt dans I' ‘o 11 est necessalre et sufflsant que ’C\'é soit un endomora
phisme de 1’algebv'e D@A et qu'en outre(condition (1)) 4) soit de la i‘orme
(2) <}:(f) £®1 ~ X(£)
ou X est uhe epplication de D dens le sous-espace D®I de D@L, ou I est
o 1deal meximal de A, _

Pour eta’ohr aueI‘ est un groupe :L e. que tout 4)611 adumet un inverse -
dans - r crivons (2) sous la xorme CiD «X ou E est l'applloatlon £ -
£® 1 ; dens o"éo (D& A) on surs la velatlon ¢ - X mais il st clair

- gue E est 1'8lément unitd d.egf (D&A) dtautre Dart comme X applique D

dans D@ I, Xk ( pulssance calculde & ,partlr de (X) ) appllque D dans D@ Ik

AT -

en sorte gue X est Y!ll})OuGi’l't « Par suite, ¢ est inversible dans ef(D@A)
soit L{/ 1% ~ppllcat10n de D dans D@ A telle que lii/ soit inverse de $ o Come

T wme c§> est an endomorphlsme de l'algebre D@4, il en est de méme de l? : de
plus la formile (2) donne W QZ :k , d'ou résulte que pour tout £&
D on g k71 . |

W(g)s f@1 (mod, D@1I) .

par suite ;‘dﬂ est dans L et noire 8,ssertior;; est démontrée, _

4 - Revenons aux tra ansf inf. d*espéce A-Q'une varie"té V. D'apres lé rdésul-
té‘c précéden’c; toute transf.inf. &'esp‘éce_fx ée v, soit F, admet uzie "’im‘rer-f
ge" G au sens de la "composition” des tramsfZinf. 3 or celle-ci correspond
.(§2?n°5} & la composi ulon(bes‘xel_he} des extensions canonlques F G de F G

A, ‘ -y X TP y
V . On en conclut que l'extension cenonigue F 4'une transf.inf., d'espdoe A

de V est un automorphisme de la varidtd AV; 1'sutomorphisme rdciprogue diant
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1'extension 1l'extension cencnique de la transf.inf, "réciprogue” de T,

Le résultat précédent s'étend trivialement aux epplications de V dans
A'V qui sont proches d'un automorphisme de V § une telle application 8'0bw
tient en effet en composant un autom. de V avec une transf.inf,

§4 - Relévements canoniques,
1 - 801ent P un fibré prlnclpal de base V et de groupe G, et F une appll-u

cation de V dans A'V Un relevement de P & P sera une appllcatlon i% de P

dans &p verlf-lant : ,
R 1y~ : » A’ﬂ' oﬁ = FoT (T = projection P - V)
] 2) ?(u?.g) = f;(u);g . pour u&P, g€G
 Si elors E est un £ibré de fibre L associé & P, et si 1%on désigne par

1'appllcauon structurale de PX L sur E (laquelle 86 prolonge on 1'ap~
pilca'tlon stmcturale de PX["L sur Aﬂ II 85, ne2). on peut définir ume
appllcatlon B de E dans A’P par '!a GOﬂdlthl’l que - _

| #(e(u, £)) = e(P(u) %)  pour ueP, fel ;

pour des ralsons evn_dentes, on dira que c’est le relevement de P & & B asso0+

cid au relevement deonné de F X P,

Il est clair que 31 F est proche 4 'une- appl:.oation f-de V dans V alor=
1'applloat1-on £ de P dans P (resp.E dans E) dont F est proche est un reld-
vement de £ & P (resp.BE). mm&mﬂx&&
7 un reléd
F: v

P ; on ve montrer

2 - Soient P,V,G comiue plus hant, F une application V -—}A‘V’, et
vement de F & P, D'agpres le §2,n°2 on a u_ne extens1on canonique
V et ‘de méme une extension canonique EX F, AP 7 A

que F est un relevement de F» *P (cons:.dere copme fibré prlnclpal de basg

V) 801t en effet G 1l*homom, canonique A@A—» A ; ona

P = s--oAﬂ P =T QA(m

v ’
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g

cela étant, la relation (R 1) donne par prolongement et composition avec ¢~y

G"V er ATFOA(F) = §0A7T 5
AB®A A : gt L B
meis comme on a G'V o = ﬂ'oO"P la relation précédente s'écrit “MoF

= Folr , ce qui est la premiére condition des relévements. Maintenant, IR
(R 2) donne par prolongement Aﬁ(u’.g') =_Af’(u')ng' pour u'éAP, g"é—AG;
composant avec T, et tenant compte du fait qu'on a @(u".g') .-:0'}(11").;5’

A& AP,, g_'eAG on trouve la seconde condition des relévements.

pour u*&

On a bien entendu un résultat analogue pour les f£ibrés non principaux.
3 - Soient V,Aet F 3 V —> A’\f. Soit B une algébre locale, Par prolongement
on a une application Bp g6 By dans B(A‘V) - B®Ly ; soit '>\ 1l*isomorphisme
cenonique B&A —» A@B ; l'agpplication |

f*‘ g />\-‘f oBF '

de Bv dans A(B"\?') = A8y os¢ alors un reldvement, dit canonigue , de F am
fibré By (1a compatibilité avec le groupe’strucﬁzfal sera établie plus loin)
4 - Les notations restant 'oelles du n°3, considérons les extensions cenoni-
ques ﬁ: &y - Ay et% : A(BV) — A(BV) ; d*autre part, considérons le
prolongement B(?) de F en une application de B(A-'V) dans B(AV); on ve montrex
que modulo 1'isocmorphisme A de B&A sur A®B les applications % et B(;)

- sont identig_ue’éi On = en efiet F = G”,J o*F de sorte que
5(F = Yo

de fagon anglogue on

oA(/Xvo?fF) o Le®y

RES IR

by

tout revient donc & éteblir la relation ,
(2) Ty, o ANAEE < Ny B0 )oBBAre () )~
ueis considérons 1'isomorphisme
oo a@b@a' —> beal®s’
de A®B@A sur B®AQ@A; il est clair qu'on a

?
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B® -1 B
: A’Po(’)\ ) = ,/l V 7
de sorte que pour établir (1) tout revient & prouver
0B
~-0~B o (O\V) -‘/) (o )OHV © 9
ce qul se fait trlvn.alement en supposant v vectomelo
| 5 - Son_ent V une varlete, A ,B C trois algebres looales F une appllca’clon
de V dans V So:Lt i3 le relévenent canonlque de F & BV e'b F le relevement

canonlque de I‘ & C(BV) = c@ BV alors F est le relevement canonlque de B a 'f

A

'C®BV~° En effet, on a F = V oBF ou />\ est 1‘1somorphlsme B@A -~> A@B'

g HBV oC(F) =

de meme on a #
CRA «? A@C* meis si V est 1’1somcrphlsme C@B@[ﬂ -—-% AgC@B le releve-» j

i

/.LBV o (‘}\ V)e(’ng oir /u. est 1'1somorpb13m‘

ment canonique de F & (’-@ By est 1) (’gBF' done tout revient & &tablir 1&
relation 1
- | é
P V= /’LBV (h V)
ce qui est trivial pour V veotorlela

A\f H l"anplicatlon “compoae

6 - Sozent G deux appllcatlons de V dans
alors ; pour toute algebre locale B le relevement H de H & PV est"combose“
des relevements de F ot G, En effet en considérant les. extensions canoni=
ques, on & H o= CQP (%2 n®s) et d‘autre part les §§?§§§XEKX§XE§ﬁ§ﬁX@H§§
BXZUEHEXEAENEY i&é&ﬁi'V?XK%&@E&E&?EE§XVY§A§X§ﬁX extensions csnoniques des
relevamsnts = 1dnnt1flent modulo 1*1somorphlszﬁ k v s SUX ﬁvprolongementq
de f G H (n 4) notre assertion est done ev#dentea :
7 - 801t n la dlmen81on ds V et posons B = R<m) (serleq zormelles mcdula
Im+1) con81dercns le zlbre prlnclpal ?(m}(v) das reperes d*tordre m sur V
5i u-est un tel repere d'or1sime xeiV u est per éellnltlon un 1somovphxs»
me de 3 sur 1'algébre D;,}(V;x}vdes elemenbs_&e fonotions d'prdreu en X
u~t est done un B-point de V, qui ast générigue (par définitidn &e<sé @Gtig

=
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Il est facile de voir qu'on deflnlt de cette fagon un isomorphisumwe de

P(m}(v) BEX Sui une sous-variété ouverte de B

vV, et que, modulo cet is8omolr-
phisme, le groupe structural G(m) de P(m)(v) -groupe des sutom, de B, aglt

sur P(m}(v) par sp901allsatlon ;

8 - Soit alers T une application V —> AV, proche a‘un automorphisme f de

V ; comme tout autom., de V transfdrme tout point générique de BV en un

- point générique, on voit que le relevement canonigue de T a_BV définit,
P g g g

en s 1ndulsant ‘un relévement eaﬂonique au fibré prlnc;pal P(m}(V} le

fait que ce relevemeﬁﬁ vevlfle eﬁfectlveuent s oondltlon (R 2) du n°y

5y est eompatlble, en un sens

prov1ent de ce que 1e relevement F de F &
evzdent, avec les speclallsatlons*'de 4agon préeise, si U est un homomo"
d‘une algdbre locale B dans urie awgebre 1ocale C, et 81 1'on sons1dere 19@
- reldvements aanoglqges de F 227 et &y on a la relation

| Foay <%~>v oF
comme on le voit facllement

Il,s'ensult au851}quep si ¢ est une slgdbre dévrang <iuz/anguel cas-
' C?Zs’i&entifie an £ibré de fibre Hom(B,C) sssocié & P‘“)(V;a alors le reld-
vement canonique de F & V dexlnl directement au no3, est 1dent1que au .
reléve@eni associé au relévement canonigue de F & <ﬂj(v)

Ies résull ats precedeuts peﬁme ttent ev1demmeut de définir des reldvement

s {m
cenonigues % +tout espace £ibré sssocié & un PV ?(v)
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&5 - Eléuents de sections d'un espace fibré,
1 - Etant donnéde une application S d'une variété V dans une variété E,

on appelle partie principale d'ordre m do S en x&V le D(m)(v;x)-point

de E, image'par S dﬁ point x(m) canoniquement proche de rang m de X ; on
9 & i ; _ ’

-S('m) (x) = S(E(m))

cette partie principale.

Si E R S(m)(z) stidentifie 2 un element de l'algebre E(m)(v %)

?

- & savoir, evidemment & celui que nous avons déjx desmgne par S(m)(x)

- au Chap I 46 nQB.

Plus generalement si E est un vectoriel, de base (e Y5 (m}(x) §’idén
tifie & un &1ément de D(m)(\f X)®E ; si 1'on pose S( ) = Sl(x)e avec des
Slé:D(V) on a ev:l.demment S(m}(x) (Sl)(m)(xx}\ge |
2 = Supposons maintenant Gue E soit un £ibré de base V et 8§ une section"
de E aueﬁessus d'un voi51nage de x; alors S( )(x) s anpellera un - element

de seotlcn-de E d’ordre men X ; l'ensemble des éléments de sectlon d'or-

dre m en X sera desﬁgne par D‘m)(v :x) 'et la réunion de ces‘D(g)(V;x)-

- par D(m} (V)

Sl_B V¥ L est un £ibré trivial on ut;llsera les notatlons D(m)(v x)
et D(%)(V). Pour L = R on retrouve D(')(V;z) et D(m)(?) modulo des identi
fiéations.évidentese | '

3 - Soit E un £ibré de base V ; a931gnons par (m)v

la variétié prolongee d
V relativement au systéme fibré d*algdbres locales D(m)(v)9 et par (&)E
la Variéﬁé~prolongée de E relativement & l'image réciprogue de ce systdme

£ibré par 1'application 77 de E sur V (II,56 et §9,n°2), Leapplication TT

'se prolonge en une applicetion (M7 de (Mg sur (Py,

Soit alors S(m)(x} un €lément de D(ﬁ)(¥)¥ partie principale dtordre m
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en x d'une section S..aﬁtmzr'd_ex{ Covime T oS =1~ , application identique
‘de ‘V sur V, on é par. prolongement (m),". (m)s (m)’lf = abpliéétion identi
que de. (m )V oit (m's est 1'appllcation de (m)V dane (m)B dédulte de S par
prolongement' meis comme on & Svidemment S(m) (x) = (m)S(x(m)) on en conc-
lut que 1'élément S(m)(x) de (m)E se projette au point x(m) de (m)v

Reciproquement cons:Lderons un element de (m)E se projettant en x(m) ~
done proche dtun y€E vem:&‘lant 7 (y) = %, Cet element est un homom, G“ :
de D<m)(}3 + ) dans D( )(‘I x) 1e falt gu'il se progette en x( m) exprime .
Aque si on compose avec O“ 1'homom° *‘m)(y) de D(m)(‘v’ +z) dars D(m) (E,y)
on trouve l"automo identique de D( )(V sxYq Pour montrer que (r est de la:
forme S(m)(x) on peut suppose le probleme dtant 1ocal que E = V)&L
, comme al ors, en posant y = (x, %) (§€-L) 1'algebre D(m}(ng) se g}longe
eanonlquement dans D( )(F* y) on voz.‘c que ¢ wdm.t un homom,. de D(m> (L‘
dans D( )( Vs x) 1equel est evldemment 1z partle prlmnpaie d'ordre i en x
-d'une applloa*blon s de v dans L la ﬂec’clon 8 cherchee se constrult a.LorQ

partlr de 1'appllcat10n =N '

En conséquence on vozt que 1'ensemble D(m} (V) s 1dent1:€19 caﬂonmuemen‘-

& 1'ensemble des. pouats de (m)E dcmt la prmectlon sgt de la forme X( )

pou un XEV

, On va en deduire l'e:ustence sur D(m) (V) d'une structure de Varleté
flbree, structure d’a;lleurs plus canulée quton ne pourrait le c_ro:.re &
: premere vue, ' |
4 - Pour s:.mpllfler nous poserons
ou n est la dimension de V.

h

Prenons un y'é'm)?ﬁ se projetiant en ggém} , et un repére ue'P<m}(W;}
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‘d.'origine x, Comme u est un isomorbhisme B —> D(m)(V;x) et comme y' est
un D(m)(V;m)..~point de E, y' s'obtient en spécialisant par u un B-point de
E. Weis soit Q le £ibré pfinciﬁal de base 4V et de groupe' G auguel E és't
,‘assqcié,' et soit ell'applicaf,ion structurale de @ L sur E; oomme" BD 8'ider
tifie, par B , an £ibré de fibre BL associé & B, le B-point en Qués’pion
est de 1la forme Q(v‘ & ) avec v'& Q g & BL; donc on a '
A1) S y' =1 709(1,' 1) |
.?(la notaﬁ (m-uj3 n'es;t autre qu’ une specl&llsation de la notation Ty - .'.};
comme la praggeotlon de y sur (o >V est evzdement Uy o ﬁ'(v ) , on voit 'qué
v est arbltralre woedulo la GODdl‘thn que sa projection sur BV ‘soit un
B-point ggnerlgue (GG’QXaGJ. sont en effet preclsement Eﬁ%ﬁﬁéﬁﬁ&}({;ﬁx@?
cbienus en 'trans&ormant X(&) par un i@omarphlsm de D{m)(v :x) sur B) et qu
vt etan't chcnsn. le . repere u correspopdan‘é est dorme par 1la relation
(BY R e R BT?(V) <(m) - R '
Considéfons _ale_»rs dans Q l‘ensembie R des "vv'v' q-ui se’ projetteﬁ‘t én das
points ’gén'éri"ques de BV comme les. pm nts genemques de B‘V forment une..
sous=varlete cuverte ds BV dtai lleurs 1somorphe canonmuement a P(m) (V)
~ on vort que R est une sous-variété ouverte de Q, et peut Stre c:ons:Lderé
comme flbre nrlncipal de base P<m) (V) et de groupe BG. HOES allons zuontref
qu on neut aissi consuderer R comme un Fibrd prlﬂclpal de base V
TOU_L« é‘abord en composano les progectlons R - BV et BV § V on a une
~pfojec*tion de R sur V. Prenons malntenantdeux_ éléments v* ,-V” de R se pr*o:zf==
jettant au taé‘me point ic cie v sdient x?! et x" léurs pro'jecvti-ons sur BV -
comme x' &t x¥ sent gcnerlq,zes et %roches de Xy dde e:ns te un’ a:u:*:,csma AL de
B, i.e.. un é1éument o du groupe structursl Gim) ¢(B) de: P(m) (V), tel

o =7 > =1 3
que % = Ay (x') ; il s'ensuit que v" et v@é@ i(v') se pr@gettent an mn




74

i 16~ : : 111, §5
point de P(m) (V) ; wais comme R est £ibrd prinoxpal de groupe BG et de
baae P(m)(v) cels equivaut 1’exis'bence dans B | |
ISR R T TN 1(v')g i

FL reeulte ev:.demment de - ‘e qui precede que l'on peut oonsiderer R

G d'un g tel que

co’mme un fibre principal de Dbase V, a:yant pour groupe structural le gx
produ::.t &:Lrect G{B)Y% By tordu suivant la formile : ‘
(4 (a,e)p ) = (g ,pc_"l(g EUN
et ag_r.ssant sur R par la- formule i _
(B) ¥ i A s gl (oz,g)e-oth(v)g :
301t alors y un point de D(m) (V) correspondant par 1es formﬂes .
(1) % (2), un couple (u" § ) € R . BL ddsignons par CP l'gppl:;ca-_- '
~tion &insi obterue de RXBL sur D(m)('\’)z = fadse, < o
(?(v’, g ) = U © S(v' § ) . avec uV oB-‘I“(v') (m) 5
_ et cherchons -3 quelles condi‘b'c ons deux couples (v' f ) et {v*, § ") condu:.
' sent a;x meme ¥ On do:Lt ddjz avoir endemment une relatlon (3) d'o.z ré-a-
sulte que ki . LB e %
Bo(ve, € 0) = Pely, "1(v")1'g' §"> e(oc 1<v'),g' =X, §
| : ~&@£“%39<v' op e 5 ) e
et que par sulte la condition cherchée s éerit _
| Bo(vr,§ 1) = Botvt,a e L EM)
-ma,ls comme BQ est l'appllcatlon s-tmcmrale deflnlssant BB comme £ibré
assoclé a Q 1a relation Drecedente equlvdut
.. “E'-—N gr=d Emy
Cela ec,snt :E‘alsons opérer le groupe stmcmral de R sur L & l’alde

ae _1Ya formule
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(6) (o2 Bt mela(eTh b ) ey
alors on. voit que D(m)(v) s'identifie canonigquement gu fibré de fibre By

. associé o £ibré princlpal R

5 - So:Lt S une section (globale) de E ; il lui correspond une s’ection'.
Slmy i o<m>(x) ' '

de D(m) (V). D*autre part, S correSpond & un homor, S{v) de @ dans la fibre
L , nous allons calculer 1°homom, de R dens By, qui cox'respond & S(m) .

Lfapplication o(x) de V dans E est ERNEETES relide & 1 *homonm, s{v). de
Q dens I par la formile ' ‘

. : SeT (v) = e{v,3(v)) ;

par prolongement il vient e

Bg B (v) = Bo(v', Bs(v'?)); ;._

A @s soz.t v'€ R, et ué P(m) (V) donné par 1a. relation (2); o _a
: B o2 {(v?) = ( 1(X(m))) l Rty
: . uE—;l (m}s(x(m)) _S(rz}) xy,

ot par suite il vient . .
S(m)(x) = ugo®e(’, S(v'))
comme le- second membre de cette relation fait 1nv=rvem_r 1’app11,cata.on

--smmcmrale cie RV L sur D (m}(g }, on parv:.en’c au résultat cherché, & 8avoi:

'que i ‘homoma de R dans BL corresyondant a la sec‘tlon S(m) de D(m){v} n‘?esh

sutre gue 1'application v —> Bs(v?). . -‘ 2

.6 - Considérons en parm culier le eas ou }‘ est urz proau:s.t direct VX L, J.e

£ibré prlnclpal G se reduls&qt & V et le groupe G & son zslemenu neui:.rea :

28 m ¢ e . S ’ e s giatr
L'espace DzL}{—V) ‘stappelle alors l'espace fibré des €iéwents diapplication:

d*ordre m de V dans L. Si S est une section de E, on peut en effet écrire’

8{x) = {(x,8(x))

L.c

s est une application de V.dans L, et réciproquenent;
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comme , pour toute algebre locale A, la variéte Ap s'identifie oanoniquement
A‘AVx‘&L on voit gque S (x(u)) s'identific au oouple forwé de x(m) et de
e(x‘m)) ‘nous convzendrons alors d'identifier le D(m)(v ;X)=point 8&?&&:
S(m)(x) de E =zu D<m)(v x)~point s(x(m)) {*)(x) de T , partie- principale 0
dtordre moen.x de l'a