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ENSEUBLES. CHAP, IT - § § 3 et 6. Etat 8.

—

Bien qué llaccord n'ait pu se faire sur les questions terminologiquée,
on espére que la présente rédaction permettra de se mettre d'accord sur
tous les autres points (7 7 7).

§3. Correspondances.
1. Graphes et correspondances.

D”“FI’TITIO‘V 1.~ On dit gue G est un ;ﬂ;raghe si tout é1ément de G est un

couple, gutrement dit si la relation

(V z)(zeG = (2 est un couple))
est vraie. : : - -

. Si 6@ 934‘; in graphe 18 relatmn {x,y)e & stexprime encore én di‘san“b
-vque ﬂy eorrespon& a x pa:c Gn . o : , =

 Soit R§ ,zg une relatz.on, X et y étant des lettres distinctes.
_aoit G une 1ettre dzstinete de. x et de ¥ et ne fivurant pas dans R .

- 81 3.a relat:!.cn : - :
t3 G)(C est un g c,'z‘-aph'e'et (V XJ (V 1) (R<"> ((xgx)GG))) _
'est vra,ie, cn 4ait que R admet un gaghe (par rapport aux 1ettres x et x)

Le ﬂraphe G- est a.lors v.nique en vertu. de l’axmme é'ez :ensmnaiité, e'z:

s'annplle le gragne de E

x etz. ' | -

Solt Z une lettre distiaete de z et de_x et ne fiﬁurant pas dans R .

Si 1s relation.g»  ' - o
(3 z')(; x)ng)(a = x| )e: )

est vraie, 2 admet_un vraphe 5 il saffit en effet de pfendre paur ce "raphe

nliensemble des eouples z tela qu.e zeZ et R?pr1 ,pra_i (z étant une .
lettre dlstincte &e x,g,ﬁ et ne fi@urant pas dans R). Cette com},iticm est

: remplie si on conna%t un tez'me Z, of ne fz.garent ni .o ni x s tel que




R =>((z,y)e ) soit vrale.
PROPOSITION 1.~ Soit G up pgraphe. 11 existe un ensemble & et un seul,

ct_un ensemble B et un peul, gul possddent les propridétés suivantes

1) la relotion (F y)((z,y)e6) est Sguivalente & =xeh ; 2) la relstion
(Ex)((x,y)e(}) egt Squivalente & yeB . :

Il su.ffif en effet de prendre pour A (resp.B) 1l'ensemble des dbjets
de 1la forme pr,z (resp. pr,)z) pour zeG (g1 0% ) ¢ de fagon préeise,
on a A= é ((3 y)((i,y)a(r)) et B= % ((3 z)((x,y) € G)) ; ces ensem-

bles s’agpellen't ls premidre ﬂt 19, scconde p‘ﬁoqecmon du grnp‘ne G ; on

les dé}szgnc' par ‘vpr,‘(} et p:e?_,C . On vérific aassmﬁt qu.e G C (pr,z(})y:.(przﬁr,
tou_%_ ensembie de couples est donec une pariie d'un produii, et réeiproque~
ment. Sl 1tun des deux engembles prq-G s pfg(% est vide, on 2 donec
G=f (§2 map.E) _ ‘ "
Remzraue‘e I relation izy : 'n‘adme% pas de _ﬁréphe_ s car la
vren irf{ projec ction de ce ﬂramae, s'il exis tait serait 1lensemble
de’ tczzs 3.r‘s obdetb (cf. §1,n07, Rernamue}

wm

FITIITIGIJ Do~ Or:c. appelle ﬂerresascnéancﬂ ea‘Lre on ensembl e & et an enseh

‘ble B un u:n‘plei: }:’ (C,A B) oxi ¢ est un 2 grapue tel gue prfe'c: A et

p.c,:,G C. B

-Gn év—s que G eat 1 sraphe de T A llensedble de départ

et B l‘ensemble d‘arrivee de T

Si (a,y)eG cn dit encsfe gue ?"y correspond & % par la ea:cresp"andanee

'fm : Pou*ﬁ ‘bcnt Xé pz'gG, on c’u.-’" e }_a COI‘fPDPOﬂd&‘QQG T est définie

’ s et pr?C‘ est appeld 1’ezﬂsemale de éefim%-lon de 1% 3

pour taut :y'é p:e,}G_ s ON dﬂ; que ¥y est ane va leur gm.se par T et

pr 6 est ap:ne}f 1lensenble des valeuz?s de 1% .




- %L
8l B fﬁ,‘y;% est une relatwn admettant un grophe G (par rapport
a x et .L)! et 81l A et B sont deux ensembles tels que pr1Gc‘: A

et pr g_c;;_ y On dit que R est une relation entre un &lément
de A et vpn 6lément de B (relativement sux lettres x.¥)

On dit que la corvespondance [ = (G,A,B) est la correspondancd
entre A e% B définie par l1la relation B (per rapport a x et y)

'Sbien‘c G un grevhe et X un enpemble.‘ Lz relation "zeX et (x,y)e Gu
entratne (x,y)e G et ﬂdme’s par suite un graphe G'. Lo seconde p;ojeetmn
de G’ se compose év:t.demmpnt de ’cous les objets gui co:erespondent par G
& des obgets de X . .

DLFI-I”IOH B So;em: G un graghe et X un ensemble.

qal corresnon&em par ¢ 3 des Cléments de X s'

il e 4% s
et se déslr’ne M G<X> ou G(X) e

Soient - I’.-—(G A B) tme comesnondance et X une gartle de A . L’ensembl
PLES e T

G<A~> senete* eacore e de X
; ‘ Eemﬁnes.w 1) “”Lme msm_éfe wecise, @<3’>'jg“6ésif"ﬁe 1'ansemb}.@
.23& _“)(x X et {z,y}é(})). EIous ne O'f’ﬁﬂsu‘ﬂlils qae rarement
dasevm ls ia ‘t:mdue tion dﬁs déflmtiozzs en. langa e ferme.{.. _
‘>) Los petatlom G-(Y} M— (X) p\,uven't pwioib coqdaire &

des ceaxuss.om avcc des no*cc.,twnﬁ 1{1@30&{15_’5@8 f.z}. .aieuremeﬂt

(c .,-1‘%» Reﬂ, que saiv 5’5 1n d&f. 9}

Soit G an g::agh : C‘omme la relatlon ' Jz,y)eG entfaine 'Vé przi} s ons
G<X> c; pr actz.r tevﬁ en 39{3’63_9 X ';; comme ,y)é@ en*‘craine e pr,jc ,f
en'a G <pr1(¥> = pr,,c . On 5 G<¢>-5(5 , puisgue z¢¢ ee:"s un théordme.

St Xc;pr G e‘%: Xégé , on g G<X%ﬂ
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PROPOSITION 2.~ Soient G un graphe, X et ¥ deux ensembles 3 la relastion

XY entrafne G<X,>C.G—<Y>
La proposition est évidente & portir des déPinitions ei de C50
(3 1,n%).
COROLLAIRE.~- 8i ADpr,¢ , ona GAys= PTG .
DEFINITION 4.- Soient G un graphe et x un obiet. On aopelle coupe de G

suivent x 1'ensenble G<§x}> (qu'on désigne aussi parfois par G(x),
par abus de l.éngage).

I1 résulte @ussita{: de €43 (chap.I ,§ 5 n°1) que 1a relation
vE G<{x}> °st Ccsulvalente =) (x,y) €EG ., 51 G et G' sont deux graphes,
1a relation G < G! est done eqm.vcﬂlente ) (‘V’x)(G({x}> c G'<{x}>)

Si T’ _(G A }3) est une eorrespondance ea’cre A et B, pour tout =xed ,

1s ccune de G suivent x s*appelle encore la coupe de I’ suivant = e't::
- g6 noi:e éﬁalemf‘n"s "f<éxj,> (ou T (x)).

2. Gorresnond_ame réciprogue dlune correspondance.

Soient G un zraphe, '&:@r1z§ s B=pr,G ses projections. Lo relotion
(y:2x) e G entratne (x,y)€B x4 3 cette relation admet done un graghe
qui se compose des couples (x,y) tels que (y,x)e@ ..

-

DEFINITION 5.~ Soi% € un grsphe. Le sraphe dont les 61&ments sont les

cougles {:sx?y) tels gue {ysx)e & s'sopelle le gravhe réciprogue de G

et se. éésv"nf‘ por g .

Pour toub eﬁsemble x . G-/X> s"ap‘c-llf‘ 1limaee réciprogue de X ror G.

-4

11 est ow dent gue 1e brﬁahe réczp cgue de G est G , e‘c gus l’on 3

4 . ~i-

. pry G:prgGi, pr, G = pr,;G . BEn p@w'*':.cul:.er, sl X et ¥ som depx ensmmles,

N _

= ¥xX . On dit gu'un graphe G est szme‘crlgae si G—-G- .
2 2 s =

danee cz’z“t:fe A et B, Cemme pr, Gcn

l

FsD,A) est une ro::ees:eem“ace gntre B et 4

9
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gu'on appelle la correspondance réciprogue de T et qui'on note T’ .

T1 est évident gque la correspondance réeiprogue de L' est T

3. Composée de deux correspondances.

Soient G et G' deux graphes. Désignons per A 1llensenmble pz'1<} et par C
1'ensemble pr,G'. Lo relation (Fy)((x,y)EG et (y,z)€EG') entratne
(2,2)€ AxC 3 elle adnet donc un graphe . par rapport & x et 2 .

")LFIJIEEIOH 6.~ Soient G et G' des gv'ap’aas. On sppelle comgosé de G' et _de de

G , et _on désigne por xz’o(} . rapport & x et o de 1s rela~

tion (3 y)((z,y)é ¢ eb (y,z)e g1 ).
PROPOSITION 3.~ Soient G et G dev:z{ gragheg.

L roana
GloG est GoG* .

»

Le cravhe réeliprogue de

En exiet 19, f'e}.:ri'mn ﬁ(xgy) et ét {y,z)é G? "es*c équi%éileﬁﬁe 8
t(z,y)e G e'is _ y,x}e " . -
:P“ovogzexoW'Aﬁm Soient C;,GQ,GB des 7raghe . Ona slors

©G, )G meﬁefﬁ cc - ' :
Zn effet, 3', fe}. atioc
(I yliz,y) e €G, et {Ezjf(zf‘,z}éég et
'eiozze (notamment d'aprés 033  (ch ap.I,$4,0%3)) &
(1) 4yl &)f{x;;" € ,'é-{ et (y,z)ééé' et —{z,t}véi%}.
On vel‘%" de mBme gue la 'rela”gi.ozz {x;:é}ééjﬁ ('G_OG?} est Squivalente &
(x

(2) (T=2)t3y )

&

{x,t) € {G36€éﬁ}éG4 est dguivalente & 1la relation

et {y,z)€EL, &t Iz ,5j€d.)
i v 4

=

?
_ Or on sait que les relations {1) et (2) sont Sguivalentes, ce qui
démontre la g:«fap.ﬁr . :
Le graphe Gga{f}:}se‘-?} se désizne par &3@%20'&? . De néne, si G, ,C{»g,f}y

—

- G, sont des graphes, on pose G&O{Gﬁofégé% )z&ﬁ(z‘-gci}gc@-? « Etc..




R
PROPOSITION 5.~ Soient G gt G' des pgraphes et A un ensemble. On o

(6106) A= ' a<AD> :
En effet, en vertu de C33 (chap.I,§ 4,n°3), la relation
z € (G'0G)L A est Squivalente &
(Iy)t(dx)(zes et (x,9)€6) et (y,z)e0!)
done & (Iy)lyeeds e (y,z)éG')v, ce qui démontre la proposition.

CO:“OLI;AIT;E.- 53 G et G' sont deux graphes, op g pr(Gled)=6' PTG >
8t vz @we)., C~<pz'1f}’>

_ 11 est clair gue si G?’G”G’l ,Gp sont deu graphes, les relatiouns
GG, et G] C &) entrofnent GJoG, < GLoG, .

Soiéi&t naintenant 1 =(G,4,B) et 7 = (gt ,}350)‘ deux correspondances
telles _qu.é i"enéemble_ dlarrivée ée T" soit identique & llemsemble de
dézfzé,é% de 5 ‘Bn vertn du éorollaire de 1a 'p'rop;é-,f on o
pr1 G*aC)c _931G C A ef @ré(é‘?o Gy gyrgé’}‘ .G 3 on peut donc poser
5 :

DEPTOTT: O’T 7 Sezevzt T =iG,2 .b) et TV=tlEr, B ,C) deux corresponds snces

C\'l

2 défi'i ’ 6?1 suivante :

ity

LJ

'{:r—*\lles gua 3.*@%@”1%}1'3'@3@5’21%9 de f sc:z_s z.éeatiqae & 1'evzsenble de

dbﬁg‘s ﬁe I"‘s‘ . Oq a‘we,L S cemposée de T¢ e“s ée f 'y e%-0on note

F"' I’ ;- 13 corregpondance {G'o@ A,0).

il resu.} te nussitbt de 1s prop.5 gque si X est une partie de é s 68 8

(T L 2>=1T'<T (X» . En outre, comme llensemble dfarrivée de

-~ : - : : A

T/ est identique & l'enseuble de déoaz"i; dée T ,1= eorrespamame réeio
' ' 4 4

proqu.e de PoT et T ? s en vertu de 1la prop.3 .

: H*.Ii”IZ_LC»h 8.~ Bi & est vp ensemble, 1'ensemble eﬁé deg obiets de 1g

Forme {x,x), pour xe¢ 4 . s'sppelle 1a disronnle de A xA .




' , -
Il est clair qgue l'on & pr1(Z§A) = pre(zxA)zA «» Le corzrespondance
IA = (AA,A,A) est appelée la correspondance identigue de A ; elle est

- Ba propre réciprogue.
Si T’ est une corresponda-nce entre A et B i IAvla'correspondance
identique de 8 , IB la correspondance identique de B s ON o

TOIA:IB“’T 311"

4o Fonﬁﬁions.

’“IITI IOH G.- On dib gnp!? an anhe F est un “rapac ron3510ﬂae1 g1 pour

Q.l

tout X, 11 existe un obge* au r1as covfcsooacaat t paxr ¥ . On

au'ane covfempondaace f= (E 3 3) est unc Fonctzon si son @rmnnp F es

un.ﬂranhc fo unel et si son cnsemble de dénﬂrt A esﬁ u”el & son

e“aemole de . ﬁé i itioﬁ‘jprfu Autrewen% dit, une ﬁezreSﬁoﬁaance
£= (F A B) es+ une fonotlon 51, qur tout upnartrnant &.l'cneemble &e
(-‘Hf) F

unlqa@ ccrvﬂsponéan+ & x Qar I s'ﬂ;nelle 15 valeur de i poar 1'é1énen+ x

egtmLoncﬁlonﬁelle_eﬁ y ; 1‘ob;e

o d

et se désiﬁﬂe par x(y) ou 'fi~ {ou r(x), on F )

Si f" st uac ;0&6*10&, F son grg¢ﬁereﬁ 2 qﬁ ézémsaérég 1?@&33&%1@ de
,def7q1%~on ée £, 15 atlen ycf(2)~eé% one &quiva Léate & {xz,y)e¥F
(chap.I, §5,a 3.eritire C46).
Be mprgue.u T1 ¢ %.Qrehdfc gqrdc aaz con;aeié;s;gae risqae'ife;;

tzaiuer lfemml sin itané de 1a na+ﬂ tion £{(z) et de 13 notation
l déf.5. Cozeiéérans

par exempic le graphe ré&vit au seul elément 0})

f(X),, (synonyme de f<:X;>) lﬂtrcaalte dans

st

ih-h

inmﬁdlab que c'est le g%aphe d*ane lonctxon f . dont-{?} est
l’eﬁmeubla de définltion et i5¢}l llensemle des valeurs. En

éOﬁﬁ?ﬁo 2 f(z) le sens de id dé;.J, on o donc f(ﬁ) éﬁ} nais

e -~ - L : e




- B

mais on a dtfautre part f<<ﬂﬁ>=¢ , et llemploi de la notation

f(¢) pour désigner £L¢> conduirait ici & une confusion
{ef.exerc.11).

Solent A et B deux ensembles j on appelle application de A dans B
une fonction £ dont 1l'ensemble de départ (Sgel & l'ensemble de définition)
est Gpgal 4 A et dont l'ensemble d'srrivée est égal & B 5 on dit aussi
gu'tune telle fonction est d8finie dans A et prend ses valeurs dans B .

On di% encore gue £ transforme x en f£(z) (pour tout =ze€l), ou gue
£(x) est le transformé de x par £, ou (pai abus de langage) Liimage
de x par £ . o ' :
Dans certains cas, un Graphe fonctlonnel 'agpelle auss1 une famille 3
1ltensemble de aéflni ion s’agpelle alors l’ensemble deg 1ndiees, et l*en~

semhle des valeurq c'anpclle, par abus de langage, lﬁeasemblewdesmélénanps

de 1z famille $ clest surtout dans ce cas qu’oa utilise 1a rotatlon
indicielle f pour 6031wner 1a valeur de £ pour l'ﬂlément x ; Pour ?acili-_
Ter 1*1nterprétatiom intuitive du texte, on alt narfcis "famille d*aﬁsemy
bles" au 11em de nf mllle” Lorsque ‘1llensemble des iﬁdlceg est le produit
de deux ensecbles, on dit souvent gqu'on a une va4111e deable.

Je méme, ane Fonction dont 1*@ smble a?vvriVGe e6t E s'appelle ﬁazigis

une xagzl;e d'éidments de E. Torsque tout &ldpent de B est une zar*ge

d*uﬁ~émsééhlé F),‘an dit'aassirga?bn =3 Uac fa mllle de parties de P .
| Eeué'é@@lcierone soavent,'daﬁs iz suite de ce Traitd, ie mot
tFonction” comme syﬁoﬁyme de "gragﬁe fonctionnel¥, sans
qu*il en résulte de confusion. ¢outeT01s, nous éviterons
cet abaq de langaée auas le pvebent ehapitre.

emgles da ;anctlens’— 1 L’eﬁsemble vide est évid@mmeat un graphe

-

onctionnel § toute fonetion acﬁt 1le bragay est vide a pour ensemble de

o

éfinition et pour e&Semble des valeurs l'cnscmble vide ; celle

ol
44

ces

7

——————
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fonctions dont l'enpemble dlarrivée est vide est appelde lz fonction vide.

2. 81 A est vn ensenble, la correspondance identique de A (n°3) est

une foncetion qu'on appelle l'anglication identique de 4 .

A tout ensemble A est sinsi associde une fanille, constituéde
par llapplicastion identique de 4 , dont A est l'ensenmble des

indices et llensemble des é1léments. ?ar abus de 1snﬁage. on
désigne parfols un ensemble sous le nom de "famille" z clegt
alors de 1la famille aiasz associée &, 1’ensemble considéré

gntil est QLestlon. fA - v'}éiﬂf- J
on dit qa’ane fonctlon 5 est conotante si, qaclu que 501ent ¥ et x!

dans. 1*eneemb1e de ééfvaitvon de £ ; oa o f(x}*i(x*)' ”

801t f uné; Dglicatlon de l'easemble E dans l*ensemble E : Oﬁ ait -

qu*un Slément de E cst 1nvarvant ooz £ sm f(x)~x -~

On dit que' 'az'fonctlcns 3 et g_coinc;&eatmdans 1f,;v est coatena
dans 1es ensem es de déxﬂ'iti:ﬁ'de £ et de P24 ; et si fxx}~d x) paaw_:

tout z:eI:. BeQszeneﬁlens vant mége grayhe eozacident dan° lﬁars ensem-

bles dn déf1n1tion.' Dire qae f=g revaeﬁt 8 dire gue f et £ ont mfne
ensemble de é 1 tiéﬁ:ﬁ_, %ﬁme eﬂsemble d*arrlvée B, et ce;ﬁglaeﬁg
_ dans A - | - o A - |

| Quﬁn& bé éi%Sguéﬁf,é% é ont méme ensen%le de aeflaluion, on
éntédd ﬁéﬁ 1& bien pteﬁdu, que f et g ont des ersemﬂles de
dofia:%von mgemx. aoas ferons constammemt des abus de langage
de eg wenre.

_ szent fu{F B) et ~~~(C G D} aeux foactiens. Biro qae E'C:G i@?leﬂt
5] dlre gue ?‘en»cnsla de déflnltLon A de £ eSu conteﬁa dans llens emsie ée

définition C de g , et,qae z eoiﬁclde avec f dans A . 81 en outre 3B D -

on dit que g est un prolongement de £ (ou, de fagon plus précise, un
prolongement de £ &4 $), ou gue g prolonge £ (& C). Lorsque g e5% appelde




- 10 - ‘
une famille d'6léments de E, on dit aussl que £ est une gous-famille de g.

Solent £ une fonetion, A une partie de 1'en‘sembl‘e de définition de f.

Il est imnédiet que la relation "xe€A et y = £(x)" admet un graphe G

par rapport & x et y , et que ce graphe est fonctionnel ; onm dit gue lz

fonetion de graphe G et ayant nfme ensemble d'arrivée que f est la

restriction de £ & A , et on la note parfois £, + Une fonction est un ‘
prolongenent dfune guelcongue de Ses restrictions. Si deux fonetions £,z
ont mlme ensemble dlarrivée et coincident dans un ensemble E , leurs
restrictions & & sont égales. :

Déflnltz.on d!une fonc’clon par un terme.- 034..- Soment T et A deux termes,

x et ¥y deslmttres distinctes. On su;ggose gue x ne fi;;ure pes dans A ;

et gae T ne fi are _ni dens T ni dens 3 So0it R ls rel tion "xeh _g_jg

¥ =D n, La relation R adr:et un praphe F par zamgoz*t % aux lettres x et ¥ -

Ce ﬁraphe es’s Ionctlonnel. naremierero ee'{:iones% é y S8 deux:.éme

pfojec blon est l'enseuble des ob‘tets de_ 3.a forme T pour r xeh « Pour

_bout xeﬁ ‘, on & F(y) =T

k=l

n effot t, s0it B Wememb.}.e des osgets de lsg Forme T pour el .

On a R = ({z,y) éxB‘ : comme 1° essemglage désign ar AxX B nej
. X
conmc__nt Bl z , 1l y H admet un grap}ze z par rapport aux lettresvet

¥ thi). T1 est clair que 1z rélation "x,y)eF et “,g“a’F ]

entraine Xw_g* 3 done F est un graphe fonctionmel. Le restc du critdre
est évident. A

S5i G est un ensemble ccn‘tenant l'en@emble B des obgetq de la forme T

pour zeé Az ﬂe 11"nrzn’c pas dqns C), 1‘1 fem’czon (g,g,g) se designe

augsi par 3.@ n tatloa §~=§2 (xeh,IeC) ; ltossenblage correspondant

de la mathématique formelle ne contient ni Z ni Z » e% ne dépend pes

du choix de la lettre y vérifisnt les conditions précédentes.
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Quand le contexte est suffisamment explicite, on se contente des notation:
X2 zeld) )x(-.A » £ ->L , ou parfois simplement T ou (1)

* Ainsi, on peunt parler de la fonction x3, 8l le contexte indique claire-
ment gu'il s'agit de 1'application x-a>x3'de l'ensemble des nombres
comﬁleies dans lui-m@me., ;

Exemgles.; 1) 8% 2 est une application de A dans B » 12 fonction £ est
'égale & 1a Fonction x-&f(‘c) (ze A,f y)e B), u'on berit simplement
X‘ﬁ>f(X), ou aussi (Z: )xeea (ctest sartout quand on ntilise 1s dernidre
notatloﬂ gu'on parle de "ianille d’élénants“ au lieu de "Fonction")

2) S01enf £ et z des ‘OanlOQS, telles gie l'encemble dlarrivée de z

soit'—r l'ensemnle de déilnltion de f . Ia fonction z —>f(glx)) est
égs & f g ; . '
3)'ééit & aﬁfeﬁgemblé”de OUglCS. Lbs fonctions z—>pr.z (ze@ ,

B
-A

?G) et Z - ,>prﬁ {zét} 5 yrgzefpra ) sfaggglléa% réspse%ivememﬁ

t,_«].
el

. DP iire et ’a @ecoade Fforietion coordonnds sur & 3 ce sont des appli-

&
m
@@

ations ds ?éaﬁ se premidre et 82 seconde prejEﬁtieﬁ7feg§e tiv ﬁ§ﬂ+
qu’cn gﬂszﬂaa Qq? éri et pr, qu@né i1 ﬁ*ea féwulte pas de eanfus‘ona'
Pour qae 1@ pvemi% _10net on ﬂoorﬂopnée soi% uazvalcﬁz ii fant et i1

u16 iﬁ que G 801” un graphe fonctionnel.

2

e

. Composée de deux Fcﬂc%ions. Edne%isn réei Teg DE o= Proposition 5.- 8i £ est

ie A Gans

e application de B dans C , gof gsﬁ

une apglleeﬁzoﬁ de A éaﬁs‘c .

 Soient ¥ et G les Pranhes de £ et g . 801ent X, z z' deg obgeta tels
gae (x, z)é‘Go {z,w')EECoF . I1 existe des oagets 75! tels que
‘A,Y)e}? (x,y }e_._F ‘,'. (y,z)é(} . (y* z')e(} . ?alsque F est un rrra;_;he

fbnctionge;, on a y=y!, éoqe (y,Z’)étr. Puisque G est un graphe fonc-

tionnel, on en déduit que z=5'. Done ,GcF est un graphe fonctionnel.

i

= : = ﬁ' : : - - : =
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D'antre part, l'ensemble de définition de gof est Svidemment A , ce qui
achdve ls démonstration. ‘

(Avent de recherche si la correspondance réeiproque dtune fonction
est une fonction, introduisons la définition suivante

DEPINITION 10.~ Soit £ ume spplication de A dans B . On dit oue £ est

une ingec%ion, ou gue £ est une apnlication injective, gi deux é1léments

distlnccs de A ont dp“ imades digtinctes par : 4 On dit gue £ est une

orowection, oz _gue f est une Q“lLCSﬁLOﬂ pfo;ertive, gi £(A)=B . On dit

gite £ est une ambvaaculon, ou,que it est une applicqtlon ambiyectlve,

si £ est injective ot pfoloctive.>

Aq lieq_ae dire que £ est lngec%ive, an &it paf?ois gue f est biani-
v0que§_ﬁd li a de dire que £ est p?ogeetrve, on dit parfois que £ est
rie abﬁi' -t on de é sur B s OU une trqasIOfmatlon de A en B p ou une
repréoe at?cn paramﬂtvlqae de B an moyen de A (daﬂs ce dewazer cas,
A gt asn l e l’ensengle des pafametras de cet be représc&%aalon, et ses
elements pﬁeapeﬁﬁ le nom de Barametres) 81 f est amb13ect1ve, on dit
sugsi gue 2 met A et B en “GfZGS?DﬁuaBGC glvnichae. ﬁné ambijéé%iéﬁ"
de é s&r é»s aopcll usSi ane @eraatatloﬁ de A .

e }

Bxen: les‘%_@s 8i AC3B ,,1'a§plieatioa ir K dome B aonh 1e grophe est

iz diagonale de A& cst injective, et s'avpelle 1'application cancnigue
ou llinjcection cononicue de A dans 3.
2e Soit & un eﬁgemble.-afa@nliea%ioa z — (= - de A dans 1s &1 886~

nsle éﬁ de A XA sest une applicztion ambijec%ive appelée application
4 , : .

Yogonale de B . . -

.- 55 Sé;t & éﬁ?éﬁqéééleiéé'ceapléso L}a@plieatioﬁ' z -§§(§rzz . pr?z)'
de G aaﬁs‘ ﬂg est une 2pp _ieatlcn gmbijective fdite caacﬂig&e)

4. Soit A un ensenmble. L?a@nlieaulcn x —(x,b) de & dans A °‘§h}

est une application ambijective
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PROPOSITION 7.~ Soit £ une application de A dans B . Pour gue £ soit

une fonction, il Pant et 11 suffit gque 7 soit ambiijective.

En effet, i f est une fonetion, son ensemble de départ B est égal
& son ensemble de définition, c'est-a~dire & £(A). D'autre part, solent
x et y deux Slénments de A tels que £(x)=f(y). 8i F absigne 1é}graphe
de £ ,yona (f(x),x)e€ I‘ et (f(y),y) 6:‘“%’ s done (£(xz),y) e'.'ZE% ;
done =x=y , de sorte que f est injective, et par suite ambigective..

Réeiproguement, si £ est ambigective, il est immédiat qve F est fonctior

=
nel, et que l’eneemble de dé;lnltlon de £ est éoal & B .
4 1
Lorsque f est amblgective, il en est de meme de'; 1,‘ fof est 1*app11~

cation 1dentioue de A ; et i f est l’applleatzon identique de B .”
Si mne. nermu+atlon esﬁ ideqthue & sa neﬂnatatlon WCeip?oun, elle
est dite invclutzve.' :

4 PROPOSL“IOJ 8.3;Soit £ une apalicazlcn de A dans 3 S‘ll e%iste une

Aagglieation r,(resp. s) ﬁe B dans A telle gu Pef (Tesp. fas) soit

l'aﬁnlzeatwoﬂ ideﬁthae de é (fesp. B), £ esi iq;mc%ive (vesg. nra;ecﬁiv

_Pscz@fcsaemrﬁu, 51 £ est aro;ecbiv ;11 eylb$9 _une agglicatxon s de B

aams A telle g g fo8 soit 1'&3911@&%10% idenilaae de B . 31 £ est injec—

tlve, et si A’#§O§$ i1 eXLSte une qogﬁ;&atlon r de B dans A telle gue

A Lof 501u 1*3?3 cwtiea 1&ea+fqae de A .

B effet _d’zl quQte une applica+ioa T dé B éaﬁsqé telle que rof
soit T?anplica%zoa ident q ue de é 5 l'éusLlfé I(z)_f(v), ok xTehA e
Ve A ; eanaiﬂe X = f(y)) = rgﬁ(y)} y 9 éeﬁc £ est laaective.

Sti1 exlste uae appllcatﬂon 8 de B aanﬂ A telle q&e f 8. soit l'sppli-
fcation identisLe de B 5 en a B f(s{B})c: i) 3B , done £ est projec-
: -blve. Sz_ f est a;ective, ciéﬁz,gnow zswr T le terme g (yéé et

”{y)*z} , On 8 f{ }=x pour zs&B ; 81 on dﬁsl“af pux 8 l*appllcaﬁlon ‘
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x->T(x€B , T€A), o8 est l'application identique de B . Enfin, sup-
posons £ injective, et A # § ; soit a un Slément de A 3 la relation
"(yeA et z=£(y)) ouly =aet xeB - £<A>)" entratne
(x,y)€ BxA , donc admet un graphe R par rapport auz lettres x et y ;
ona R(x)=a si xeB-f<A> s et £(R(x))=x si x¢£<AS. Done la
fonetion x = (‘R,B,A) est telle que rsf so0it llapplication identique
de A . ' -~ ' 4
COROI:I.AIhE.- Soient A et B des cnsembles £ uvne agg;ication de A dans

y & une anglicqtlon de B dans A . Si ‘gof es% 1'9,2911031;1011 identigue

de A et fog l’a nglicat': on iderrt:.gue de 3 ;s et g sont am’aigeetweg

etana g;f.

D? OI“ 11.-- uei‘b £ une 2] nlieatz.on in ec ive (reap. projective)

gg_ A dans B . ffou:be agglleatio r (raspa s) de B4 ans A . tolle tze
rof (fesp. fos} soit 1'anplicatlen 1dezrtigue de A {reap. B) est angelée

'uae rétractz.on (z'esp. sec’tion) assoc:.ée a7t .

Au 1iexz de ré‘t:ee‘,eticn (resp. section), on ait parfois i%;vfex{'sé &
“gauehe (resp. itirdite) ; . ' ’ - |
Si £ est iajmctive {resp. pro:;ective), et si = (resp- s) es% Lme |
: v‘rétraeticri (:eesp. sec-i:z.on) aqsoeiée a1 7 est une sectzon (resp‘ rétrac

£y

' tien) assaciée a r (resp- s). Done ine rétract:.en est ;)ro,jective, une

seetlcn est injective.

Si_f gs_*{; projective, et si s,5' sont deix sections smssocides 3 # :
telléé qae '” s(}}}-‘-— s'ZB} s 00 3 s~s' 5 en e?fet, si- Xe3B , il existe
un yeB tel qae s(x)-s'{y), et on 2 x=f(s(x)) = f(s'(y))-—:y : done
s(x)-s*(x), de sorte gue s=st. Ainsz, unc seetion s est déterminée de
manie,re uniqac par l'eﬁsemble s<3>, de sorie qu.e, par abus de langage,

3.'ensemhle s<A> }.ui-mémo s'arpelle parfois une seetion associée af
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Théoreme 1 .- Soiont £ une application de A dans B, £' une application
de B dops C , gt Zf£,=f'of . Alors i

) S1 £ et £' gont des injections, £, est une injection ; si r,r!
gsont des rétrﬁctions assocides & f et £', ror' est une rétraction

asgocide & f1 A

b) B8i £ et £' sont des projections, 21 est une Droggction ;} 81 s s'vf,L 

sont des sectlons ssociées é f et f', Sos' est _une section asaociée 2 f .

c) 81 f est une. in;ectlon, f cSt une ijjection s 81 r1 est une

rétractlon associée a f1, r1of’ est une rétractxon associée g 2 .

d) Si f1 est une p?o;ectlon, £ est une 00 eetlon ,._; 31 est upe

sectlon associ e a 51, f'os1 est une sectlon associée a £

| e) 8i £1 est uae p&ﬁaectlﬁﬂ et fi une iqiect%on, f_est»une _ro ectio; :

Demonstratzon-— 3ﬁ31gncns, pour uout enueﬁble E, par I 1’@p§1icaﬁﬁsn

identhue de E «”f,

, "‘a) On a rof = IA et vl £1 ='Ig';‘doné (roxtjot ff6f§='rezsef'z Tof =

"Si_f”é% £1 sont des injections,'£1 a8t donc une iﬁjectién, d'aprés is
gée?iévsi A f ﬂ . et de ?agon évwdente ai & = $
' B)ACﬁ a fos = ZB;et f’aS'uIF ; dene (f'of}e(Ses’)~f'oI es'- f'ast g

.

- Sivf et £V sent des p&ogectiOﬁs f1 est éonc une prejeetzcn d'apres la

prop.8 . - ‘ : : :

e)ona ;".'éof?- =:A ,'-ae,ac- (riof')of =ref, =1, .54 f1 sot u.ne '
1njectien, f est dorﬂ une lngectxoa, dtaprds is prop.S si A f ¢ et ée
fagon évidente si 5= ¢ -

e TR s

c”
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d) On a £1&§% = IC s done f'o(fos1)= f1051 = IC . B1 f1 est une pro-
Jection, £!' est done une projection d'aprds la prop.8 .

e) On a £,08, = Iy , et £' est une ambijection d'aprds d). Done

-1 -1 -4 -4
fo(si0f?) = ( £'0£')ofo(s,0f)= £10(f,08,)0f! = P10l oft= flof! = T. .
1 1 1 C B

51 £1 est une projection et £' une injection, f est donec une projection
dtaprés la prop.d . '

£) On g r, of ; A s et £ est une ambijection d’apres ¢). Donc
: =1
(for1)°f' = (for )0f’°(f4=f) = fo(r cf )of = foI o f =fof = IB .
Si f1 est une injection et £ une pr ogection, £! est donc une injection,
d’apr%s 1a prop.8 si A % ¢ , et de fagon évidente si A = ¢ {car
alors B = 24> =§) .

PROPOSITION 9.- a. Soient E,F,G des ensembles, g mue E

'préjéétioa de E sur F , ¥ une application de E dans . g’ \\\.¥

Pour gu*ll existe e agﬁlieaelcn h de ¥ dans G telle \\E&-.
g e L= hag - 11 fout et iltsaffit qae.la relaticg : ““*%;“‘4%53

,g(x)cg(y) (o& % €E , y€E) entralne 1s relation

~ f(x) f{y) Lfappllca+10ﬂ h est uniguement détarminée par £ 3 si 8 est

unemsectionﬁasscciéewé E,0n8 h= foy .

b. Soient B,F, G &es enuembles, g unehzn@ectlonude B dans E = une aggl
catlon de G dans E . Pour au'il existe une :

anglieatlon h:de G éaﬁs F telle gdue £ =gen ,
il faut et 11 sufu gg,,g f(G)Cg{F) L’aggli—- : g,

cation est anlcuement céterminée par £ ; gi =z

<= .
est une rétraction sssocide 3 g o 0n 8 h = rof. P

%

a. 51 ¢ = heg , la velaﬁloh g(z)ug(y) (o&:xe&;, Yy €E) entratne

éﬁiﬁemmeﬁt £(x)=f{y)s L% l'on g, poar toute sectlan s associde & g ,
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h = ho(ges) = fog , ce qul montre que h est uniquement déterminde par 7.

Réciproquement, supposons que la relatlion g(x)=gly) entraine £(x)=£(y)
solt & une section associde 4 g , et posons h = fos ; pour tout = E€E

on a gls(glx)))= glx), done. £(s(glx))) = £(x), c'est-i~dire
hig(x)) = £(x) ; on a done bien £ x:hog >
b, 84 £ =goh , on a évidemﬁent f(G)c:g(F), et, pour toute rétraction
r éssociée é g s b= (rog)oh. rof ce gui montre que h est uniouemenb
déterminde par f . Réciproqguement, supposons que £({G)c g(F) ; sozt r
tne rétﬁact;on associée a g ,et posons h = rof s pour tout xeG , il .
exiéte un vyeF tel qae f(k)é?(yj,‘dohc on & ,‘ ‘7,
h(x)) - 0(r(£(x))) = ”(r(”(y))) 8(7) £(x) : a donc bien fmééh‘.

Lonctzons de dea& afguments-- On aggelle fongtlon &e deux arguments une

_:0tctzon dont l'enoémale de dézf ‘_on est an ﬁseﬁble.de ccagles tou,

ce gut ﬂcvzeaﬁ'au ﬁéme, une parﬁl é' a pE oéazt) Sozt une telle

fonctvea : si (ﬁ,y) est un mlﬂmcnt de l*ensnmo?e an dCfinzticn ge £ ,
is vaLear f((x,;)} de f an polnt y) se &ésiﬁne en général par £(x,v)
S6it 7 ane zonetlon de éeaz ngments ﬁ son eﬂseaale de déflﬂlbi&ﬁ,

C son ensemble é*arrivée. Soit A 1A Noemsle des x hclg qae (2,y)5<L >

L'qng&icnt?aﬂ :z—%x(agy)gzceay .1f ;;eii sfa ypelle_l{m :;iqagggg
ﬁazt1a11e &éte?aiaée par £ , 1 Eiv 11,vulﬁu£ ¥ daMsecond<grgug§gt?
' et on 19 gészbne par f;y » Ou Lapiemenﬁ fy ; on g f { J=f{x,y} pour

tout x tel aue (z§,)£2ﬁ . BeAmémﬁ soit B 1*@&63&%76 des y tels gque

(y,y)é‘z} : ufaaplcht on y —>1 (233}’), y%B, : ¥ &.Q_y)@u s Stappeile

lﬂaﬁnlleatls, varti elle détermgﬁée par £ , relative & La'valeuz % O

e

ggg@g%; et on la désizne par fg
1t , ane .

£ ty) = £(z,y) vpour tout y el que (x,y)eD .

s ou simplement t_j;ons

|




B
81, pour tout y (resp. x), liapplication particlle f.y (resp. fx.)

est une application constante, on dit que £ ne dépend pas-de son premier

(resp. second) argument ; cels signifie donc gue £(x,y) = £(x',y) si
(x,y) et (x',y) sont dans D (resp. f(x,y)=f(zx,y') si (x,y) et (x,y')
sont dans D). ‘ '

Solent v une application de A dans C , v une application de B dans
D . L'application z - (ulpr, z), v(prqz)) de Ax3B dens CxD

f"appelle ltextension cax:zoamque de 7} et v au.; ensembles prodai‘i:s. et

se dCs1gne p‘“""fDio, pa,r ) nosation UxV (malgré la confusion qui
peut en r‘osul“fser avec le pvcauit des ensembles 1 et v) ;3 l'ensemble de
ses. valeu.re est u{é} # v<B> Siun et v sont des applif*atlons
injectives (res;ﬂ LO‘EGtiVES), uxv est une s,npllca‘s;an lngectu@
(:’ées‘;o{p:r:‘éf%éc‘sive). 3i u et v sont am’t*igec‘é‘:ﬂfw,' uxv est ambijeetive,
'e‘tv l’ééplica%iéh réeiprogue de uxv 65t "g; ;;":; « Soient u’ tne
apglic %ion 2 C dans B , +v! une a'r*z)lv cation de D dans F : on = 3

(tx-vt)oluxv) = {ufou) x (viev)

; : - : ; By " e i Hﬁ
Bn exercice s si £ est une application de & sur B , £ £ est
l'application identigue de B 3 on seé de:zcnée pourguoi ¢a figurait

én proposition dans les rédactions antdric sures.
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& 6. DRelations d'équivalence.

Tous cesserons désormais d'utiliser les lettres italiques graesses pour
dési~ner des nssemblages indéterminés ; le contexte permettrz au lecteur
de discerner senes peine les ossertions qui s'appliquent & des lettres
ou des relations indétermindes.

1. Définition d'une relation d'Sguivalence.~ Soit Rix,yi une relation,

x et y étont des lettres distinctes. On dit que la relation R est
symétrigue (par rapport oux lettres x et y) si la relation

R{x,y§ => R {y,x{ est vroie. Les relations R%x,yi et ng,xi
sont zlors équivalentes.

Soit 2z une lettre ne figurant pas dans R . Cn dit que la relastion R
est transitive (par rapport aux lettres x et y) si la relation

(Rgx,yz et R §y,z§ => R ix,vzg est vraie. |
Exemples.- La relstion x=y 25t symétrigue et ‘cré,nsitivea Lz relation
XC¥Y ést transitive, mais non syaétrigue. Ia rél@tiﬁn INY = }»5' est
symétrigue, mais non transitive.

Si R gx,yg est & la fois symétriqué et tran’si;é‘;%e,’ 'on.dit"q'ue :

R § x,yi est ane relation d'éguivalence (par z-api‘;;_v’&fc_fi:‘haux lettres x et y

; employée comme

Dans ce cas,la notation xf—:.y (mod.R) est Paff??,?

synonyme de iRé x,yg ; elle se 1it "x est & Ay modulo R

(ou saiivaa%h_ R)" 'Si R est une relation ’d'équi#al'egéé;fdn a
1’;%:&:.;3@ = .{R%x;x% et '.Ii%y',yg 9 | v : '

.Soit R”% x ,yg une relation. On d_i"s gue la :ée_latioiz R est réflexive
gans E (par _i'appo:ct aux lettres x et y) si les relations R gx,x§ et
x€E sont Squivalentes. S'il n'y a pas de confusion possible, sur E ,

on dit simplement, par abus de lansage, que R est r&flexive.

On‘ appelle relation d'éguivalence dans B une relation d'équivalence

-~ réflexive dans E . Si E%xgyé est une relation d'éguivalence dans E 5

* . = e B S e e - ¥ - = i =




0
ona R gx,yg =2> ((x,y) € ExE), donc R admet un graphe (par rapport

eux lettres x et y). Réclproquement, si la relation d'équivalence
Rix,y} admet un graphe ¢ , la relation R}x,xg s aui est équivalente &

(dy)r %X,y% » 8% aussi Squivalente & x€pr,G , de sorte gue R est

une relation d'égquivalence dans pz'1G .

On appelle ggulvalence dans un ensemble E une correspondsnce sdmettant

L pour enéemble dtarrivée et pour ensemble de départ, et dont le graphe #
est tel que la relation (xz,y)e P soit une relation d'équivalence da‘ns a
Exemples.- 1« Lo :cela,tion 4x-'y est une relation d'éqaﬁfivalence gui nfadmet
pas de graphe, ca:c la premiére pﬁ-oaectlon de ce graphe seralt "llensemble
de tous les objetat. ,

2. Ie relation =y et er" est une z'elation d’équivalence dans E
dont le graphe en‘b 1a diagonale de EXE . '

T Ia relat:.on "11 existe uné aopliea‘clon ambigeei;ive de X gur ¥" est
une relati.on d*équivalence qu:{ ntadmet pas de graphe.
A T ‘ r.elatio-_n ﬂx_eE et yé E" est une rélation d'é&quivalence
dans E aém;ie' grophe est Egz .

5. - Sunpescns ACE . La ?’ela‘biorf :

' (xefs—-A et y-sz:) ou Az b e yel)

est: une z'ela'blon d'équivalence dans E .

6. @ Ifa 'velation "tel et yéZ et x-y est &:urisi‘ole par 4 " est
- tne rela‘i:mzﬂ a’égawa}.&me dans Z.,

f"RO?O“I“I{ﬂ ‘I.«- Poa.e ca'une correwondance I" emfe X e'i: X ao*t une

équivalerzce dans X , ,.1 faut e il suffit gue les condltions suivantes

soient vémfiées : a) }’ est llensemble de 88finition de T ; b) on =
: 'L ""'

f‘-» . ';c)ona I’gf =T




Solent T' une correspondence entre X et X , et ¢ son graphe. 81 T
est une équivalence danse X , on a (x,x)€ G pour tout xeX , done X
est l'ensemble de définition de I’ ; 1ls relation (x,y)€G est équivae-
lenteié (y,z)e & , done & (x,y)e“& , de sorte que G -—:"é , done

T=T ; les relations (x,y)€@ et (y,z)e @ entratnent (x,z)e€C ,
ce gui montre gue Golc G 35 par ailleurs, la I’ela‘tién (x,y)e‘fﬁ? Ve‘iif:*f?aine

(z,x)€ G , done (x,y)€GeG , de sorte que G GyG ; on & donc

T

G = GG , et par suite = fa (Lee ﬂéelprcqu.emen‘c, gsupposons les condli-

{

tions a,b,c satisfaites. La welation (x,y)eG est symétrique en

e

vertu de b) et transitive en vertu de ¢) ; clest done pune relatio

dtéguivalence, et il rdsulte de a) aue clest une relation d'éguivalence
4 E : } ‘

o

Gans

faT)

Clagsses d'éguivalense ; ensemble guotient.- Soient £ une fonetion,

ensenble de c’iéfinition, F son graphe. I1 est immét‘iiaf;’; gue 1=z relation

"x€E et ,,ré,u -'}a“’s £(xz)=f{y)" es’s une feld:’cian d*é J.iva},aﬂee dans E

nous dwons %e cette vela*tion est la ?ela‘siorz d’eqaivaleme associde

& £ . Elle esz‘;;i g_aivalente » 1a relatian (3 z)((a,z}éﬁ’ et (y,z)s F),

c'est-a—@:«.rea !3 z)((x z)€15 e't: (z,y)é ’.F) ] son graphe est done ?a?%‘

Hous - al“l ons. mznteﬁmt meﬁtrer gue ‘bou'be relatma ﬂ'éguz.valenee B
dans un ensem,ble E équ:s,vaut 3 zme relatw-.on du type pré_c‘édemt- Soi‘t en
‘effet G 1e- frra';}he de R . Pour tout x€E , l'ensemble (non vidé)

x)& ' s’aa‘aelle 1a cls R dfégmvalence de x sm.van‘& R s ctest denc

liensemble ées fyéE tels gue Eg ,y§ : tout enoemble gui peut se mettre
sous la fo:me G(x) poar un zzéE est sppelé une classe dtéguivalence

_(sui‘sraﬁt ;}.) E'easmmlc des cl&sqes a‘éqmvalence suz.van‘b ? (“es‘c«»a» ire
,}_fez;sem"’sle des abge‘ss. de 1a forme G(x) , §ou,.f xek) -s?agpelle llensem.

ble guotient de E por R et se désipne par E/R ltapplication
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x ~»G(x) (xcB) dont 1l'ensemble de définition est B et 1'ensemble des

valeurs E/R , s'appelle dlapplication canonigue ou la projection canonigus

de E sur E/R ; si £ désigne cette application canonigue, on a donc

f(x)zG(f) et par suite =z ef(x) pour tout =eE ; pour tout teE/R ;
one f£(t)=t . Ona slors le critdre suivant g

C55. §oiégt R une relation d'éguivalence dans un cnsemble E , et £
g!agp;icatiogvcagonigug de E gur E/R «Onz: R §x,y§<-‘='> (£(x)=£(y))-

Bn effet (avec les notations précédentes), soient xz et y des éléments-
de E tels que (xz,y)€G . On a d'abord xX€E et yeE ; montrems que
G(x)=G(y). Puisque yEG(x), on a (prop.i) Gly)< (G=G)(x)=C(x) .

Par ailleurs, on 4 aussi (y,x)éG , dlod G(x) < G(y), et par suite
G(x)zG(y)‘, clegt-d-dire f(x)-éf(y). Réeiproguement, si G(x)=G(y) , .

on a "yeé(y)zG(x), dtot (x,y)€ G , ce qui démontre le critire.

EXegp" 1ési-’ 1) Soit R 1g relation d'équivalence tz€ E "et yeE et
x;ﬁf' " dans un ensemble E ;-1a classe d'éouivalence de S:éE est alors
1'ensemb1e {x} ; et 1'applicatien eanonique z— { x}— de E sur E/R
est biunivoque. . :

2) Soien‘b E et F deux ensembles, et B 1a relation d’équivalenee

{(par ranport % et v) e ExF et veExPF et pr.,(a)-— pr,(v)" :
.dans ExF s associée 1 foact:.on pry . Les classes é'équivalenee
pour B sant les ensemales de 1a forme {x} xF . ot er $ 1'applieatlon
= e{x}x? est une applieation b:_univoque de E sur (ExF)/R .

 Soit R une relation d'équlvalence dans an ensemble E . I.*ensemble
quotient E/R est une partic de 'p'(E), et 1'application identigue de
&/R est une gartition de E ( 4,n%) 3 en ef‘fet, si G est la graphe

de R , on a. xeG(x) pour tout XG.E . et si deux classes d'égquivalence

G(x) et G(y) ont un 61ément commun z,ona R§x,z§ et Rg ¥
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done R“’ ,yg y et par suite G(x)=G(y). BEn outre, la relation
(BX)(Xé B/R et x€X et yeX) est Squivalente & Rix,yf .

Réciproquement, soit (Xt)zel une partition d'un ensemble E ; on

H
vérifiec oussitht que la relation (e)(z2€ 1 et xex et yeX ) est
une relation d'équivalence R dans E 3 les classes d'équivalence sm.van'c
R ne sont autres que les mnsem’ole'sx de la portition, e% l'anplication

1 —> X, est une opplication biunivoque de I sur E/R .

. Rcletions compa’cibles avec u.ne relstion d'égaivalence.-. Soient R ix x'§
une relation d'éguivelence, et Pg 2 une relation. On dit gue Pix  §

est com'o@*'ible avec lsa relation d'ﬁouivalence R 23,,:» ; (par rapport

& x), si, ¥y désunant une lettre qui ne f:.f*ure ni dans P, ni dans R ,
la relation , '
A (P{xz§ et Rix,y§)=> Piy}
est viaie. ‘
Par. e-xemple, 11 résulte de 043 {ehap.I, §5.n°1) gu'une rela-
tmn P %xg est eompatible avee la relation d'équivalence x=xt.
__ﬁ.— Soieg'c Rix,x'? : ble E ,
V ng une rela'blon OI!L né figure pas 1a lettre x’ ’ eomgatible (pcdr ranport

‘& x) avee s relati on d'équivalenee R§ -,x'§ 3 alor}s}, gl % nerfig_u; e
: Qas‘da.,ns P §x§ . 1;1 relation " eE/R' et (3 x)'(x‘éf -ef. P §2§ ju

est Sgquivalente & 1a relation '-"f'teL?‘/'R e—‘b Vz)zet = ngé n.

'é'» ui.valence da

. En ef.f.et, soit teE/R ; S':.l existe un a€t ¥el que Pia a$ , pour

tout x€% , on a Rga,xg donc Pg $ .« Done HX)(xet et P {x})

entratne (Y x)(xe % —> P;xé ). ILe récip?oque est év:.dente. A
On dit que la relation 4 c—h/R et (Ix)(zet et Pg i ) est la

v'eﬂat on déc}uite ‘dg ] § §na,r passage au quotient (par rapport éii)

pour },a relatien R . 51 on désigne cette rnla, ion par P';%;_ , et
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81 £ est l'applicatioﬁ cenonique de E sur E/R s la relation
(yEE et I"%f(y)g)(m& y ne fizure pas dens Pi'xg) est équivalente &
(yeE et P{y} ) comme on le vérifie aussitbt. 2

4. Parties saturées.

Soient R ’,x,y; une relation d'équivalence dans un ensemble E , et A

ﬁne partie de E . On dit que A est saturé pour R si la relation x €A
est compatible (par rapport & x) avee R z:c,y{ s 11 revient au mBme

de dire que, pour tout x€ A , la clasge d'éguivalence de x est contenue

dens A . En d'sutres termes, pour qutun ensemble soit saturé pour R ,

il fapnt et il suffit qu'il soit réﬁgnion d'un ensemble de classes
d'équivalence suivant R . _ 4
Soit £ l’application canonigue de E sur E/R 'si A est saturé pour R -,

1a classe d'équivalence de tout élément xe b , qui nlest avtre que

f <{f(x)}> est cintenue dans A , done on a f<£<A>> c A : comme
par ailleurs AC £K2<A>> ,oma A= f(f(ﬁ)} « Réeiproquement,
si A= f<f<A>> » pour tout xeA 1z classe d*équivalence K=f (x)
de x paur R est un Slément de f<A>, et comme K = £<K> s O &
id C_ f<f<A>> A . On voit done que les paz'ties de B saturdes ‘pour
R sont les parties A de E telles que 4 = f<f<A>> . On peut dire
aussz que ce sont les nartlis de E de 1o forme f<B>, ot BC 1:./’2 3
en effet, la relation A = £LB> entratne B=f 4D, dlot A= f<f<A>>»
: (X )ueI est une famille de parties saturées de B , les ensem-
bles U et ﬂ X, sont saturés (3§ 4,prop.3 et 4). Si A est
uné partie eat&rée de E s il en est de méme de C A (§ 4,prop. | ). -

Soit maintenant A uné partie quelconque de E . L'ensemble f<f <A>>

c'ontlent A. e‘t_.est.satu:r'é. Réeciproquemént, si z;.ne partie seturde A! de E
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contient A , on & f(A'} DELA>, dlot A= f’<f<A'>> = £<£<A>>.
On peut donec dire que .’c‘<f<A>> est "la plue petite" partie saturde
‘de B contensnt & (cf.chap.III) ; cet ensemble est appelé le soturé

de A pour la relation R ;3 il est immédiat que ctest la réunion des clas-
ses d'éqguivalence des Sléments.de A . 51 (Xz)‘zel est une famille de
parties de B , A, le saturé de X pour R , glors le saturé de L) ZX@

: Z
est }E% b, (3 4,propé3). -

2+ Applicotions compatibles avec des relatione d'éguivalence.

Soient R ume relation d'équivalence dans un ensemble E , et £ une
fonction dont 1l'ensemble de définition est E « On dit que £ est compafi-
ble avec 13 relstion R si la relation y-f(x) est compatible (par rapport

& z) avee 1ls relatlon jid % ,x'g. Il fevient an méme, comme on le voit
: aussitat de azre que 1a restrictlon de £ & toote elaase d'équivalence

est une anpllcat?@n constante ; on dit encore dons ce*cas que £ _est

constantp sufﬂtoute elasse d*équivalenee sulvant R ;?Ia pmop.9 du 3‘3

entraine auss

C57 o~ Soiént

tlle critmre suivant

une relat1on d*equxvalence dans un ens emb;e

1'anplicqt%on canon‘que de E sur. Q/n « Pour gL'une application £de E

dans E soit eempanible avec R il faut et i1 suffit gue f ngisse se

mettre sous la forme hog = h étant pne agglicauien de R dans F .

L'applicatlon h est uniguément déterminee per £ ;5 i s est une section

asgocide 4 g ,ong h = fos .

On dit que n est l' onllcatlon déduite de £ paxr nasSage 2u guotlen

‘suivant R = _ :
Soit f une qnplleat:.on d'un ensemble dans vun cnsemble F , et soit

f<(E:> = F . Soit R 13 rclatlon.d'équivalenee associde & £ (n%2) ;
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il est clair que £ est compatible avec R . En outre, l’applicafion h
dédulte de f par passage au quotient est une application injective de
Q/R dans F 3 en effet, sl t et t' sont des classes d'équivalence suivant
R telles que h(t)=h(t'), on a £(x)=f(x') pour xet et x'ct' , ce
qui entraine t=t' par définition de R . Soit k llepplication de E sur
A qui 2 mBnme .faphe que h 3 k est une application ambijective. 81 j est
l'injection canonique de A dans P et g la pxogect*on canonique de E
sur %/R ; 0n peut~écrire £ = jokog 3 cette relation est appelée

décomposition canonique de £ .

=1

Soient £ uhe apyliéation d'un ensemble £ dons un ensenble F , R une
reiatipn d'équiva;ence dans E , S vne relation d'équivalence dans P .
Soient u l'opplication canomique de B sur E/R , v 1'application canonigue
de E sur @/R s ¥ l'applicaticn canonique de F sur E/S + On dit que £

E ;5? est comgagiblé gﬁec les relations d'éauivalence R et S
>") 73 St g i : i : !
11, ; ¥ i 8l vef est compatible avee R ; eela signifie que
w| L

: 1a'rela+10n- k*—X" (mod.B) entraine f(x):: f(x')
g/ﬁl__%r_g;ﬂ/g (mod. S) L’applleatlon b de E/R dams E/S déduite
5 : : de vof par passage au quctlent suivant R s'appelle

alors aussi l'apglication déduite de £ Qar gassage

aux guotients suivant ngi S ; elle est caractdrisée par la relation

Vof = holl »

Q. Image réeiproguec dl'une relatioh,d'égaivalenee 3 relation d'éguivalence»
induite. ' ' '
Soieht‘9 une apﬁlieation dtun ensemble E dons un ensemble F , et S
une relation d'Couivalenee dans F ; 8in est 1'apnllcatlon canonlque de

o sur %/S s 1a relation d'éguivalence ausociee & 1'anpllcet10n Wolp

s : : =
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de £ dans E/S s'appelle 1'imoge réeiprogue de 8 par v ; si R est cette

relation, R %x,y? est équivalente & 8 g@(x),@(y)g 3} lee classes d'équi-
valence sulvant R sont les images réeiprogues par ¢ des claesses d'équi-

velence sulvant § qul rencontrent ¢(E).

In particulier, considérons une relstion d'éguivalence R dans un
ensemble E , et soit A une partie de E 3 1'imege »fciprogue de R por
1'injection j de A dans E s'appeile la relation d'éguivalence induite
por R dens A , et se note By - Les classes d'équivalence suivant RA
sont les iroces sur A des clagses d'éoaivalence suivant R gui rencontrent
A . Ltinjection j est &videmment compatible avec les relations R, et B :

' l'applicatiOn h de A/R, dans Q/R‘ déaduite de j par yaséage aux guotients
suivant By et E est une applicatlon biunivogue de A/RA dons E/R s
en effet, si f est l'application canonique de E B sur g/h s & celle de A
sur A/RA . la relation h(g(x))-h(g(x')), pour xeA et xt€l , équivaus
) f(x)-f(x’-), 'done & g(x)-—g(x') Iu'image h(A/RA> est égale 3 f<A>
h et son applieation récip ogue sont dites canoniguee.

7. Quotienus de velatlons dSouivalence.

Soient R se S deux relatlons d’équzvalence, pax rapport & deux
lettres x,y.-?ous dirons que S est Qlus fine que B (ou gque R est
molns fine que S) si 1a velatlon S-%>R. est vraie._ 8i Ret s sont des

relatzons é'écuxvalence dens un méme easeable 08 dlre que S est vlus
f£ine que R swgnl fie que le zraophe de S est contenu d&ﬂo celui de R :
ou encore que toute classe d’équlvalenﬂe sailvant S est convenue dans

une classe d’éﬁulf&leﬁue Sﬂlf&ﬂb R 3 il revient au mﬂme de dire que

toute classe d’éqa;valcnee su;vaa% R est satarée poar S s
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Exempleg.~ 1) La relation "x€E et yeE et z=y" eet plus fine

Que toute relation d'équivalence dans E ; la relation "x€E et
YE€E" est moine fine que toute relation d'éguivalence dans E .

2) Soit R une relation d'éguivalence dens E s et £ une fonetion
dont 1l'ensemble de définition est E . Dirve que £ est compatible
avec R signifie que la relation d'équivalence associbe & f est
moins fine gue R .

~ . Solent R et 8§ deux welations d'éguivalence dans un mBme ensemble B .
telles que S soit plus fine que R . Soient f et g les applications cano-

™

nigues de E sur E/R et de E sur E/S . Lo fonction £ est compatible avec
S 3 s0it h 1la fonction ddduite de £ par‘ passage al quotient suivant S

c'est une application de Z/S sur Z/R . Ia relation d'éguivalence associde

& h dans E/S s'appelle le guotient de R par S et se désigne par R/S 3
ié :i'elé,ticin z=y (mod.R) est Squivalente & glx)=g(y) (mod. IE;/S) s les
classes d'équivalenee suivant R/S sont les images par g des classes
'équivalence suivant 2 . Soit h«-;o hgoh 1a démonstration canonigue
(n°5) de l*anpllcation h j h1 est donc 1'applicatz.on canonique de u/S
sur (.m/S)/(R/S), j est l'anplicatlon identigue de E/R, et h, est une
appli.cai:1 on amoiaectlve de (E/S)/(R/S) sur E/R ‘ I.’appllcatlon h, et
: son applicat:.on réciproque sont dites canoniques. ‘
~ Considérens inversement unc relamon‘d'équlvalenca quelcongue T dans
1tensenble E/S , et soit R Y. reiniion d'équivalence dans E , imsge réci-
‘progue par g de la relation T (ﬁ%) : comme 1a relafién X=y (méd.R)

<

est Squivalente & elz) =ely) _(mo'da&’)", on voit que T est dquivalente &

B




8. Produit de denx relations d’équivalence.

Solent RZ ,yi ot B! §xt,y ¢ deux relatione d'éguivalence,

Désignons par S? ,v§ la relation o
F 2)(Iy)(Fz)(Iy ) (u=(z,21) et v=ly,y) ot RYx,y§et

R'%x* ,y'g) on vérifie aisément que Sju,v? est une relation d'équivalence
gue l'on appelle pzoduit de R et R!' et gu'on désigne par R xR!.
Supposons que R soit une relation d'équivalence d‘m'-* un ensemble E
et R! urm relation d'éguivalence dans un ensemble E', La relation
Sgu.gug est alors Sguivalence &

(gx)(gz’){u:(x',zf) et Rix,f:% et R'éx'.,x’ )

clest-i~dire & (3::)(33{')(%(‘{,:’:') et x€E et x'€E'), done &

neEExE! ; 11 en »6 e R xR!' est une relation dtéguivalence dans

m

ulte g

]

EXE . 81 wp=(x,xz') eé“s'a é18ment de ExE', la relation S,u,v; est
dguivalente & (_-'_(y)(_;[ y')(v-(y,y" et R§ X,¥§ et R'gx',y ) 3 '
si G et G sont les '“.capbes de B et R' ,» cette .celation est encore

équivalente a veG(x)xG'(x') " J.owt:e_ elasse d'éov:.valence sulvant

: Rx R? eat dcmc 1e produ:.t d'une elasse ﬁ'égvivalence sgivan £ R et d'une

claqse d'équwalenee su.ivant R! . et réciproguement.

Soient £ e'{: £ les applicatz.ons canomques de E gspr /R et.de B
sur IC'/?.’, ei: gsoit f’x’r" l*extenalon canomqae de f et £! aux ensembles
prcdaits {$ 5 n°7) s on & dozzc fxf' (x,x!)=(f(x), f'(x')) pour
(x,x')c xL" L'a_mage rcic:apz*oque par £ x£' dtun élément (u ,u') de
(E/R) x(E’/“%’) n'est autre gue le produit nxu! de la classe d'Gquive
lence u suivant R e% de la classe d'aquivalence u! spvivant R? ‘; 11 en

_rfssuli:e oue 19, relation d'dquivalence associee & E£xf' et équivaiente

a R xRt. Llspplication £ x£' peut done se netire sous la forme hog ,
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ot g est 1l'application c'é,nor;ique de Y(Exv E')/(R #xR') et °,°‘ h est une

application biunivoque de (ExE')/(RxE') sur (E/R)x(E'/R') ; cette

application et son application réeiproque sont dites canonigues.

Remorgue.- Soit Péx,x'i une relation ol ne figurent pas les
lettres y etvy' ; on dit que P est compatible agvec les :belations
d'équivalence sz,y§ et R'gx',y'z (par rapport & x et x') si
la relotion (P{x,x'§ et R %x,yf et R'%x",y'i ) entratue
PZy,y'g . Soit Qfu} 1a relat;on (3 z)(d=")(u=(x,x') et
ng,xtg) s i1 revient au méme de dire que Q?lug est compatible
(par reopport & u) avee la relation d'éguivalence S%u,vg 5
produit de R et R!' .




