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Il -
(cdrps de fonctions algébriques) et un rapport sur la Céométrie algébrique .

A ce propog le rédacteur signale que , s'il n'a pas eu lui-méme de trop gran-
des difficultés & Adonner un traitement presque "gleichbereghiigt” des p-adiques
et géries formelles , son colldgue global a 4f séparer nombres et fonctions ,
et cecl pour des raisons qui semblent ¥EIZBYZEXY sérieuses . Ceci ne peut gu'ap:

porter de l’san au moulin de ceux qui veulent traiter les corps de fonctions

-

20 moyen de cOurbes , produits de courbes et jacobiennesg . Cependant le rédac-
teur dem.nde qu'on ne s'enpage pas & la léghre & venomcer & 1° anglogie entre

fonetions et nowbres .
Le rédacteur signale les détails suivante :
a) La prop.3 du § 1 pourrait &tre amdliorde par prolongement de la valeur ab-

solue G'une algdbre normée réelle & sa complexifide .
Les résultats sur les extensions non ramifides (§ 2,fin du n°3) ﬂérltea

s représ wcants multiplicatifs (§ 2,n°5) est inutile pour la suite

de
Celui de T“exnoneniielle XZ (§ 2,n°) ltest presque , n'étaient l'utilisation
e (¥ :X %) gans le th. d'existence du corps de classes local

de lg Pinitude 4
[§ 6,n°7) , et le besoin de ls valeur de cet indice qu'a eu le collenug global.
Pur contre llexponentielle est inutile pour l'inégalité (XK °N(L )} L:X (k&

' L ggloisienne) , qui est fondamentgle pour le'corps de
classes : on peut démontrer celle-ci , so

localement compact

@

it par une astuce krasnérienne (cf.§ 6
nséquence de la Fiihrerdiskriminantenformel (§ 6,n°8) 3 ce
n'est pas nettement plus compllque que la méthode Chevalley . :

d) Le n° dv groupe de ddcomposition est mal Ql@bu (§ 3,n°1) . Il faudrait
ges énoncéds on forme au § 3,m03 .

8

n®l} , soit comue

¥
3 @«

e) Le rddactenr est affold par les amas de cocycles EEF du corps. de classes
local , et ns comprend rien & %Ous ces caleuls . I1 g 1° impression que la mé-
. 3

®
w
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s’
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©
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mples rend les choses plus elaires . Mais il sevrs ravi si
Commissarigt & lg Tonologve algébrigus prend les ﬁz s 2,56t 4-du
On compte et y uwet dﬁ lﬂgwdwe .
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: ; RAPPORT D* ALG ”BHL‘ UNT

DIMENSIONNALLE
CHAPITRE I
ARITHM%TIQUE DES CORPS J%TUP“ ;
§ 1 . Yaleurs absolues
et valuations .

Rappelons qu'étant donné un corps ¥ , on appelle valeur ab’

ol
o A WO R aime 1 o 4" cinei N i N L a ) e NP ar ) 4
aootlc vtion £ de K dans R+ telle que £(xy)=f(x)f(y) . f(xmy)ggf{&)vf(y, ot
que £(x)=0 entraine x=0 ; la distance f(x-y) Géfinit alors sur K une tc ypologi
compatible avec sa structure de corps .

So0it maintenant v une valuation de X dont le groupe des ordres est archimé-

dien , c’est-2-dirs isomorphe & un sous-groupe zdditif de R . Lo fonetion nu-
-y (% :

)
wérigue e "’ est vne valeur absolue sur X : os dit gu'uvme telle valeur abse

lue est valuative .

&MJ

PROPOSITION 1 .~ Pour gu'une va

eur gbsolue f d’un corps K soit valugtive .

il Faut et il suffis que l'une ou liautre des conditions suivantes soit véri-

- a) entraine b} ear #{1)=1 . Réeciproquement la fo
N0

£ 4 VA 4 My ~ 3 3 [T Y e %
{2+b) ) £ (n+1l)Max(£(a) (0} ,.d%oh 2) en Faissnt te

7

n
"N TATDPR ¥ m ; s »»;_“. = . S ik
COROLLAIRE X.- Toute valeur sbsolue dfun corps de caractdrisiicue 120 est va-
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.
£(a*)&L b(a+1) Max(1,2(b)%) . Or on a qah.log a/log b . On en déduit , en fai-
sant tendre h vers l'infini , f(ajggI%zx(lgf(b)log a/log b)a En prenant a=n ,
on en déduit £(b)» 1 pour tout entier b1l . L'inégalité précédente s'derit
alors f(a)%f(b)lo% a/log b s ou encore log(f(a))/iog aglog(£(b})/log b .

Br. échangeant les rbles de 2 et b , on en déduit que log{f(a))/log a est une
cbastante's indépendante de lientier apl . Autrement dit f(z)=a° (on a Ogsgl
car f(a)€a). Dol f(a)=x" pour tout nombre raticnnel x20 ,et £(x)={x|® pour

tout x&Q ERURRXITIR

PROPOSITION 3 .- Un_corps K muni d’une valeur absolue non valuative f est iso-

moroche & un sous-corps de C (wuni d'une valeur absolue équivalente & 1g valeur
absolue usuelle) :

En effet K est de caractéristique O (cor. de 1a prop.l) . Done iljcontient 0
et la restriction de f & Q est de 1g forme i is (prop.2) . Donec le complété
% de K eomtient R . Alors %(i) , muni de lz valeur absolue g(a+b1} (F(a bz))%

%K (i1 fant lﬁl vérifier que f(l+z <1 est impossible , ce qm. se fait
an moyen du développemeﬂtveJ.sérle de (¢~(1+w )2} contient C ; et on appl1~5

gue Gelfand-VMazur .

PROPOSITION 4 .- Soient K un corps , et f une valeur sbsolue de ¥ faisaﬁtv&e

&

X un corps locglement compact non diseret . Alors , ou bien ¥ est isomorphe &

Roud C, ou bien f se déduit d'une valustion v dont le @@rps des valeurs est

Comme X 28t complet , il saffif d‘examiner le cas d'une valuation (prop.3).
Alors il existe un nombre réel strictement positif r tel que l’ensemble des =z
tels que £lx) 4*:? soit compaet . Oﬁ‘ peut supposer quiil existe agX tel que
I(a)gr . Soit A 1'anneay de v comme As, est.cémpae% s 11 en est de méme de A

par homothétie . Comme tout idéal I de A est ouvert ; A/I est compaect et dis-
eret , donc fini . Par conséquent v est disecrite e% son corps des valeurs est
£ .

PROPOSITION 5 .- Deux valeurs gbsoluses f et g d ‘é€1n1°sant lg méme topologle

sur un corps K sont équivalentes (Top.gén..chap.IX.§ 3,prop.5)°.
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PROPOSITION 6 (théor2me d'approximation) .- Soient X un corps , (fi) n valuages

absolues non deux & deux édauivalentes de K , (ai) n éléments de K , et & un

nombre réel > 0 . Il existe x €K tel que £,

Notons X, le corps K muni de la topologie définie par T

LY
montrer équivaut au suivant : dans le produit 1 ﬁﬁi la diggonale D est partout

dense . Nous procéderonsg par récurrence sur n , le css n=1 étant trivial . Com
me f; et fj ne sont pas 4quivalentes , il existe X4 tel que fi(xlj)ﬁfl et
fﬁ(wijx% 1 . Montrons par réecurrence sur h 1l'existence de x, tel que El(xh}{l
fg(xhX?‘l s fi(x;}%l pour ig€h ; pour h=2 il suffit de prendre X,=X5 5 Si
fhhlth‘%l on prené'xh+l:xh s 81 %h+l(xh):1 , on choisit 2z tel que £, 7(2}#19
et ;¢+1=(1J}sz répond 2 la question pour s assez grand . FQ*O&: y=x, g? +l);19

et considérons la suite des puissances ( { M1 /3 elle tend vers O dans £aih

. DVO& un point £0 adhérent &

1 61ag@nale D et conitenu dans la disgonsglie 4'un sous -espace E de coordonnées,
£ Y

On coneclut en vemarquant que D est un sous-espace vectoriel , et en appliquant

1'hypo+hdse ds réecurrence au supplémentaire de E e, 2 E .

§ 2 . Extensions algébriques finies de edrps valuds .

1 . Pormules utiles sur les normes , traces 9'p01yn6mes earaeﬁériétiqaes :
Soient A un énneau commutatif F une glgdbre ¢ omma fative'sur A $2lie gue le
A-module F admette une base finie . Pour tout z&PF lg multiplication par z
dans F est un endomorphisme % du A-module F . Le polyunbme caractéristigue

s

&et(Xglamgi est appeld le polyndme caractéristigue de z sur A § c'es aussi

le ddterminant de 1'endomorphisme X.1-M, du Ex#Eo Al ] -module Pféﬁ Alg.,chap.
VII) , c'est-&-dire de 1l'endomorphism e.@z v multiplication par X-z . Ce PO=—
lyvnéme s'derit det(X.l- Z}:Xj=a1”p e ?)ﬁan {aiéiA} ;
les oéeffieients_al et an sont appelég la trace et la norme de 2 sur A et se
notent T F/A\Z) et Nw/} ;s on g évidemment les formulzs ¢

1) LfF/ﬁfZ):Tr\M o m/aiz)zﬁgtém )

) ?{%E/AEXE(X“Z) est le polynbme caractéristique de z sur A .
) TTF/A(71+22“TrF/A<zl)+TfF/A(“2’ ; TrF/A(a):na pour a4 .



(4) Ny sy (292,000 /0 (29 g /4 (2,)  , N (8)=a" pour
Ve ) Ny Z s = / D JWNam 7\ Y, g N /N8 )=8 poux aﬁ»‘f& ©
P/AY L2 FORANGTIND 4\ A et ;
Dans le cas ob A est un corps , et ¥ un surcorps de %2 A géparable sur A , les
notions de norme et trace ici définies coincident avec celles définies comme

Jugues en Alg.,chap.V ., Il résulte en effet d'Alg.,chap.,

VII que le polvnbme caractéristique de l'endomorphisme M_ est une puissance du

N

2 © © ) 2 = o -1 . x £ o o= ‘d 5
polynbme winimal (irréductible) de z , l'exposant &tant évidenment F' ?/il(z;:g

Lorsque P est composée directe de sous-algdbres F. sur A , on voit aussitbét que

eS|
o

le polyndme caractdristique de 1'4ldment z= (Algorgzv) de st le produit des

polynbues caractéristiques des &ldéments z. de F; . I1 en résulte les formules

i
{5Y ey o4l Y 4 Pl {o )
{5/ !'P /A(<Z~f¢,ao‘,?5«k,j) E‘ /Al\zl/ }‘eoa"%‘fllﬁk/l&\!sz“,
1 &

P

/ 5 «.{ y 3 - 5 *\!;_~ -
5 L\'F/A\ £ By 052y )) “N??x, /h

[
Ze
Cherchons maintenant des formules de iransitiwitd . Considérons un F-nofule E

admettant une base finie , et s0it u un erdomorphisme de E : notons Uy L'endomor

hisme u de B considéré comme A-module . En preunant (ohi{ horreéur) une base {fi)

de P sur A . une base (e.) de B sur F , et (f.e;) pour base {(dite "48lescopique”
var H.Weyl) de B sur A , et en considérant la décom pOS?ﬁlOn en blocs de la matri

blocs montre gue

maintenant que E s0it uns algdbre commutative sur 7 , et @r;&@ns

7 S e 7 %y
. ?73?'3 7 {: A e
AN TE=Rm A AL o
& B // i% .Iil/’ ‘x:g
peo Cn resaris eneces 19 Slaomrnoad "3’““3’1 noY hj@%ﬂ o @4 wafls Y
86 < g L. iealce Sllule =Gh LS UVUEIASA i CL PYEL =J0D o oL Qﬂ.‘-:fi_;/v—
o
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complété , et X une extension algébrigue finie de XK' . Les prolongements dis-

tinets f; de f' 32 K sont en correspondance biunivoque avec les corps guokients

T/M de 1l'alg2bre étendue T—K(Kv) s le compléié Ki de X pour f, étant isomorpl
& T/, .

Lorsque K (ou X') est une extension séparable de XK' (ce qui sera désormais st
g i)

posé sauf mention expresse du contraire) , l'glgebre T est eommosée directe

de sOus=corps (chap. des anneaux primitifs) , qui sont respectivement isomor-
phes aux Ky (auxquels nous les identifierons désormais) . .D'ol

(10) - K = 2] K, k7] _ & |

& ]

D'autre part , pour z&XK , il résulie des formules Gu n°l que l'on a (en po-
sant z=(z;) . z,8K;) : : .
(11} Le polynéme caractéristique de z sur X' est égal au produit des polynbmes
caractéristiques des zy sur X' ,

(11') Idem pour les polynbnes minims x (prendre XK=K° (z,)
(12\’ ‘T‘T-r{/?q Z) Tz‘m/?-o( ) ETI‘K /K (Z 7
( 13) mT /yq(z)—-ﬁm/yqxz)*—z SH’“ /t{c‘\z ) °

Remargve .= Lorsgue K:K“( ) est une extension monogdne , on a ¥X=

EFKK "7’ X1/(g(X)) (g ¢ polyndme minimal de z sur X'} , et T=

=k [ /(,q(X“ - hlors la décomposition dz T en composé direct de sous—
earp§ Ki correspond 2 la &éCOmuo sition de g(X) en facteurs lrfédkcﬁlbl&
sur X' . On en 4éduit aussitdt (11) , (12) et (13) dans ce cas

% . Cas d'une valuaﬁwoﬂ discrite .

Nous supposerons ici que X' est muni d'une valuation diserdte v' (alors £ (=)
[y i-'q )
ag“‘Vii)}.g

et gque Z ést le groupe des ordres de v' . Nous noterons A' et P!
l'aonegu e+ 1'idéal de v' , U' le groupe multiplicatif des éléments inversible
(ou unitds) de A . k*mﬁ"/? le corps des valeurs de v' . Soient X une exten-
sion algébrique flmle de X' (vo; les prulemgements de v' &K s A P, U, ltan
neau , 1'idéal , le groupe des unités 6e'vi . wi:Ai/Pi son corps des va;euis :

est de lg for

i

on pose foz':izkiz (Gegrd résiduel) ; le groupe des Ordres de v.
¢ indice de ramification de v; sur X'y, Pcscns enfin n=% K Kf}

VE leg
niahgﬁ:KiE » Ranpelons (chap. des valuations) que§ %A est la fermeture inté-




. T
grale de A' dans K (= anneau des 4léments de ¥ qui sont entiers sur A').
Lorsque ¥ est complet , le prolongement v.de v' & ¥ est unique ; nous suppri-
mong glors les indices i .

PROPOSITION 2 '.- Soient XK' un corps complet pour la valuation discréte v' , X

une extension algébrique finie de X' , v_l'unique prolongement de v' & ¥ , P

une uniformisante pour v (=générateur de 1'idéal P de v =élément d‘ordre 1/e

pour v) , (ai) des représentants dans A des Sléments d'une base de k sur k' .

Alors les (a_.ipk) (ngg e-1l) forment une base de A sur A (done de ¥ sur X').
o L ..ﬂ

%

Indépendance lindaire : si b‘kajp“~0 \b*

k,%ﬁ“ s i1l y a au moins deux ter

mes de cette somme dont l'ordre pour v est wminimum (chap. des valuations) ; a-

lors 1'ordre des b;i correspondants est mini~um puisque Og kg e-~l , et llexpol

2

sant k y est minimum On met alors ce p én facteur : par une mise en facteur

H;

dans les EX b2° on peum supposer que l'ordre minimum des bij est 0 3 et il suf

fit de réduire modulo P .

Tes {agpk) engendrent A ¢ comme la topologie de A est engendrée par les (AP“%}
il suffit de montrer gue les classes des agp“ mcﬁ APY ( =p© ) engendrent Jff‘/".i?e
sur ER A'/P’ (en vertu de la prop.5,$ 3 du ¢ chap. d'Algdbre locale) 35 or » k é-

tant fizé , il est clair par homothdétie gue les classes des g. k
S q S 1

9
mod PX+L en-
2 _a ie . -
gendrent Pk/?kT* sur A'/P' . D'od 1z conelusion .

COROLLAIRE .- Si X' est complet , oum g n~ef ..

Rappelons ltim po“tant résultat suivant TAL .locagle,§ 2, th.2)

THEOREME 1 ("le'me de Hensel") o~ Soient ¥ un corps eomplet pour une valuatlon

discrdte v , Aet P 1 ‘anneay et 1'idéal de v ; £(X) un polynbme de degré n sur

A gzg et éf des polyndmes sur A/P tels gque gwb 80it le polynbme F(X) obtenu

& _partir de £(X) par réduction mod.P des noaf’ncleuts . et _que ’éﬁ et ¥ { soient .

M
c—{.s

rghgers . 1l existe alo'fg des polynomes g et g° sur 4 , tels que f=gg' , et

que ¥ et gg_solemt obtenus & partir de g et z' par réduction wmod.P de leurs
¥ : : R

coefficients .

COROLLAIRE 1 .- Si f est un polyndme irréductible sur A , T est puissance d'un

polynéme irrdductible sur A/P .
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COROLLAIRE 2 .- Si f est un polynbme sur A tel gue ¥ ait une racine simple of

dans A/P , il existe dans A une racine siwple g de £ telle gue ef soit lag clagse

de a mod.P .

Remarque 3 forme Krasner du lemme de Hensel ,

Soient ¥ un corps complet pour une valuation v » £' un sous-corps de K fi
ni sous ¥ , a un élément de X séparable sur K' &t tel que les conjusgués
a; de X% a sur X' appartiennent 3 K . Si b est un élément de ¥ tel gue
v(baaX§rv(b~ai) pour tout ai%a » alors K'(a)&K'(b) .
Démonstration (indépendante de Hensel) : les conjugués de b-a sur X' (p)
sont parmi les b-a; 3 comme ils doivent tous avoir le méme ordre pour BE
Z v (en vertu de l'unicitd de V) , ils se réduisent 3 b-g s done b-a &
&X'/b) en vertu de la séparabilitd . '
On déduit-de cesi 1la cor.2 de Hensel (en se

& o
racines de £(X) et en prenant pour b un représentant dans X de a¢ ) puis
s

Btant donnd un £1dment 2 d'un surcorps K de X' , nous noterons Z, K”ix) et
” : . i 2 t g

¢, w/gi(X) le polyn*ne mininal de z sur X' et le polyndme caractéristicue FTEXE
L’q-"-—," ~- . ;

sur K' de z considdré comme 414ment de ¥ . Notons enfin h 1'homomorphisme cano-

nique de A sur A/P . Ona , si zgh

(14) h(GZQK/K?{X)):<éh<2)§k/k"(X))e

(15\ h(TTK/Ky{ZB)EEOT?k/ v(h(2>> 9'h(NK/Kg{Z))ﬁ(ﬁk/kv(h(z}}g °
En effet (15) se déduit sussitdt de (14) . Dfaprés le lemme de Hemsel (cor.l)

h(m7 K'<X>) est une puissance de T () ke(Z} s L'exposant dtant €gzal & 1'indice
g £ !g 5

de ramification de K'(») sur XK' en vertu du cor. & la BEBED prop.2 . On en 4é-
: 3 7% ¢ p Trﬁ g

: S 3y y it 1 N -\ VB X (Z,-.».X. b ) o

duit (15) =n remarquant que cZQK/K,(X)_(mZDKQ(ﬁ;) = et ®n(z) )k k=

) -s’f:,g- % o1k
=(y (5 g (XU (B)ET

Etudions maintengnt les extensions non ramifides de X° s cfest-B-dire celles &

telles que e=1 (oﬁ f:n)‘} Etant donnée une gous-extension séparable k" du corps
ouUS~p :

des valeurs k s 41 existe'uﬂ:€%§%énsion non ramifide X" de X .ayant k" pour corp

des valeurs ¢ en effét s en posant kV=k‘(z) , on reidve mggky(X} en un polynbue

unitaire g(X) de degré %X E?"zkzz sai A 5 celui-—ci est irréductible et admet

une rgcine z%f({cdr=2 du lemme de Hensel) : on prené K'=K’(z)} . Dans ces con-

ditions la sous-extensiod non ramifide B¥ est unigue : en effet le polynéme



.

2(X) a une racine 2, telle gue h(z}):E dans toute so xtension de XE ¥ dont

=

le corps des valeurs contient 2 5 4'oll z=2. car 7 est racine simple de h(g(X))

@

.

Le méme raisonnement montre 1l'existence et 1'uniéité (& un isowmorphisme prés)

d'une extension non ramifide de X' ayant pour corps des valeurs une extensi

e
D

0
Q"’ o po bjf"f 1 4 ! -’ v {' 0% née 3 Lramen 4 1 0o oo 2y b 77 = v k. W
separable donnee dae k' (non necessairsment plongée dans un corps des valeurs k)

Contre-exemples varids lorsque %" n'est pas séparable

©

15
=
-
=

On en déduit que , si K" et K¥ sont des sous-extensions non ramifides de X

doy

(‘
=

t les corps des valeprs k" et k! sont séparables sur k' , leur extension

composéde ¥"(KY) est non ramifide : en effet la soOus-ecxtension non ramifide de

K ayant k"(kY) pour corps des valeurs contisnt X" ot XY en vertu de ltunicité.
Enfin , si X est une extension non ramifide de X' 4elle gue k soit séparable

sur k' , et si F est une extension guelcongue de X° le corps coimposé K(F) est

xtengion non ramifide de F : soilt en effet T le corps des valeurs de P ;5 comme

X {(ou X*)

est séparable sur X' ; glors l'alpgdbre diendue T:K(¢Q‘ est ccmphsée directe des

i

s de X . Comme un corps et son complé4d ont méme groupe des ordres

et méme corps des valeurs , il résulte du cor. & la prop.2 que l'on a la rels-

a Yie /": = 2 f_‘z

(‘17) "'“%OZQK K“fﬁ.}tzéé\&‘ézgzi/gqs‘ﬁfi)

(18)  Trype(2)= 3T 4, (2) o Np (2=l I W 2,(2) .
e ()= By w/x (2)=l [ T s

N

On d4duit de la seconde formule (18) et du fait qu& VKWF /%v (z))=n.v.(2) (démon



10 =
En?in les formules (14),(15),(17) et (18) donnent (en appelant h et h; les ho-
momorphismes canonigues de A“ sur k' et de A sur ki s et en notant z un é1lé-
ment de ¥ entier sur A')

{20) kl(cz,,l{/Kv(X)}:Eirg(ch

:( jykf/iv(y/)

(21) h(Try g, (2) )*i‘g‘ e;oTr, /k,,,(]nl\z) h(l‘IK/Kg(z)}:T*g'(I\Tki/ h ey A

5 ¢« Complément : les représent&uts multiplicatifs

Soient X un corps complet pour une valuation discrdte v , A et P l'annean et
1'idéal de v , k=A/P le corps des valeurs et h 1l'howomorphisme canonigue de A

sur k . Nous supposerons que k& est un corps de carsciéristigue pf0 .

Lemme .~ 8i % =% y sont des €léments de A tels gue xay@EPn (ng s alors
s s e
x° P & P75 pour tout sutier s3>0 .

Par récurrence on se horne au cas s=1 : slors x?wyp est.le produit de x-y par

P? 5 alors zeP puis-

'.5:-}‘. E ».~
q'Zza . on g e =8

LT o~ 2 ; =y Mad 111 vanwdasnd o i
D'avitre part ¢ Lorsque g adwet un reprdsentant

" o« L2 > 2 L .
nta 5 catifs de a , soient &, et bn des
K j4TEEN . - = 1 n 5 =
racines p -2ves da g et b dans A : on g kﬂaaﬁ§:§ palsque la racine o -2me de 3




ab est le reprisentant multiplicatif ab , et , lorsque K est lui aussi de
caraetéristique p , a+b celui de a+b .

X

Lorsque k est parfait , tout élément de k admet un représentant multiplicatif

=

Lorsque KZ % est un corps fini avant q éléments , les représensants multiplica

(_;

+tifs ne sont autres que les racines (dans K) HHEEE du polynbdume X9-X 3 dans
ce cas l'evigtence de ces g racines est aussi une conséquence immédiate du
lemme de Hensel .

Lorsque XK est de caractéristique p et que % est parfait , il résulte de ce

2

gui préc*de que lss représentants multiplicatifs cOnstituent un sous-corps KO

de ¥ , isomorphe & ¥ au mCyen de h (h{Kojzk) . Dfailleurs un tel "corps de re-
présentants des clgsses mod.P" est , dans ce cas , ndcessairement égal & K,

vertu de l'unicité des renresgncaa+9 mpltiplicatifs . X est alors isomorphe au

g

corps des gséries formelles & une indéterminde sur K, -

Remarque .- Lorsque ¥ et k sont de caractéristique O , llexistence d‘un
"eorps de représentants” se démontre fa@ilement‘par zorpification sur XI&
lés sous-corps de A et utilisation ¢e Henmsel (cf.chapitre d'Algibre lo-
cale) . Lorsque ¥ et k sont de caractéristique p#0 et k imparfait , on
peut encore fabriquer un tel "eorps de représentants” , mais e'est horr-
riblewent compliqué (et d'ailleurs sans grand ini On pveut aussi

1 tigues {O pour X ,p.

esse liront la thése de I1.S5.Cohen {(Trans.A.M.

) s ou le fagcicule d'Algdbre locazle du rédacteur (Mémorial).

I3 S

dire quelgue chose dans le cas diindgales Gara@%ér
pour k) . Cezux que ¢a intér 0
5.,1946

6 . Complément : expomentielle et logarithme dans les cOrps complets .

Soit X un corps valué oomnle% . On se propose &e trouver des séries entiires

P

exp{X) et log{l+X) , ccnverge 1tes dans un voisinage &e Cde ¥ , et telles que
(x)exp(y) et log{ab)=log a+log b . Un calcul formel élémentsire
montre que , si 0n norme convanablement ces séries {(e.z2.d. & une multiplicati-

e

on prés de X par une constante) , elles sont nécessairement de la forme :

E
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Nous laisserons de c6té le cas non valuatif , qui est relativement classique.
Dans le cas valuatif , rappelons d‘abord que , pour qu'‘une gérie soit commuta-
+tivement convergente , il suffit que son terme général tende vers O .

Lorsque le corps des valeurs IZ k est de caractéristique O , on a v(n!)=v(n)=

=0 3 done , pour que leg séries (22) et (23) convergent , il faut et il suffi+

o

que v(x)»0 3 ainsi exp(x) et log(l+x) sont définies sur 1'idéal P de la valu-

ation v .

2 o

Examinons maintenant le cas ol k est de caractéristigue p#£0 . On =2 alors v{p)

=e ("indice de ramification absolu") (e 1) et v(q)=0 pour tout nombre premie:z
q;i—'p o Le nombre de facteurs premiers p figurant dans n est «s:‘.’lo,o-g , done g(n}
Ainsi nv(X)=g(u)fgv(xn/n)ﬁguv(x)'o ‘

D'autre part , le noambre des facteurs premiers p figurant dans n! est

gﬂ/é§+gﬁ/p%§+o;a+;?/b?j+acoﬁj n/(p=1) . Ainsi v(x"/a!)anv(x)-e/{p=-1) .

Par consdguent le domaine de convergence de 1log(l+x) est P , et celui de
exp(x) est P , 6% u est le plué petit entier $e/(p-1) (on prend m=l lorsgue
k est d2 caractéristique 0) .

Remarquons que v{exp(x)-1)=v(x) et que v{log(l+x))=v(x).Donec , pour tout x
de P on peut"?o.rmer IOg(eXp(}f))ﬁlgg(l-%e}tp(}{)al) 9 et pour tout y de 1+P% on

/

peut former exp(logl{y)] . Un colcul formel facile (ou le princips de prolonge-

4

ment das Idsnititds

-

mentre slors , en tenant compte de

N
]
-t

L&z conergence gbsélue
des séries en cause , que
(24 Iog(expfx)‘i:x, pour x g P-

(25Y  expllog{y))=vy pour y& 1+P% .

g

insi les awplications exp et log sont des isOmorphismes , réei progues l'un

u

de l'autre , entke 1- groupe additif P et le groune mulflali atif 1+P2 {to-

pologiques , et méme métriques) .

Remarques .- 1) Pour agl+P ot x& Pl | on peut définir a¥ par lag for-

tule a¥=exp(x.log(a)) § identités habituelles .

2) Jomre tout élément de Pm+v{n§ est de lg forme nx avec Xé’,?m s tout
1ément de 1_}_mrn+v(n) es% une puissance n-2me jans X . Bsn particulier ,

1crsqu.e K est un corps P-adique {c.a.d. quand k est fini) (X XY est

fini . :



- 15
. Mk :
%) Si un élément AX v de 1+P est tel que log(y)=0 , on a yp e 1+P%

en vertu du lemme du n°5 ;5 alors , comme la fonction log est biunivoque,
m-1

dans 1+P™ . on a yp =1 . Réciproquement , un élément HZ ye ¥ tel que

yp =1 est hécessalrament dans 1+P puiSque k est de carathrlotique |

alors p°log(y)=0 et log(y)=0 ; en ce cas , on a déja yp “=1 ., Ceci mon-
tre avasi que les seules racines de 1'unité qui sont dans 1+P sont les
racines pn“lw%mes de 1'unité .

Supposons maintenant que X soit une extensiocn galoisienne de K' 4 et soit &

un K'-gutomorphisme de ¥ . Bn vertu de l'unicitd de la valuation de X prolon-
geant celle dg X', 1l'auvtomorphisme s conserve les ordres , et est done un au-
vﬁcm@rphisme métrique de ¥ . Done , 8i z&X

(26)  exp(s(=))=s(exp(z)) s log(s(z))=s(log(z))

(27)  exp(Tr(z))=N(exp(z)) s log(N(z))=Tr(log(z)) .

7 . Calcul de (X¥®:x"%)

Examinons d'abord le cas ol X est un corps P-sdique . Remarquons que les 8-
| : q q

cines de 1'unité de X sont en nombre fini. : cels résulte de la remarque 3) du

n°6 pour ecelles d'ordre puissance de p , du lemme ée'Hansel et du fait que le

coOrps des valeurs de K est fini pour celles rire é%raﬁgev & p : elles for-

dfo
ment donc un groupe cveligue V d'ordre W . Chois issons un entier s multiple 4«

n, de ¥ , et d'une puissance suffisgument grande de p pour que , avee les no-

03

. ” : & 4 -3 5 G o = B . 2 me e
tations du n°6 , on ait USC1+P®  alors 1z fonction logarithmique est définic

et biunivoque sur US , ot on g (USSUSﬂ)z(log(ﬁs}:aulog(Us)) . Comme le groupe

10g(U°) est compzet , c’ast un module sur 1'anesn L% des entiers p-zdiques ;
comme ii contient uns pulssance de 1'idégl P , log(US) et A sont des modules
livbres de méme rang sur. A' {cf.prOop.2) : @é sont done des A'-modules isomor—
phes , et on g (log(U 3znolgg(Us}}z(AznA)zQV{ﬁ} ., O q désigne le nombre §'&-
1léments du covps des valeurs de ¥ . D'avtrs part , GOﬂme_V est le groupe des
racines s-mes de 1'unitd de X , on a Kﬁzﬁ%ﬁzﬁﬁzﬁﬁ (U0 =(Usvu? ) (VUR: UB) =
:(Bszﬁsn)(Vs(szUEF) s mais comme V est le groupe de toutes les racines de
L'unité de K, on a VAU"=V? ;5 et , comme il emt cyclique d'Ordre ¥ , le sew
cond -indice est pged(n,N) ¢ 470l (UsUn):qV(ﬁ}pg@é(ngﬁ) . Enfin , comme t@ﬁt

:“': ) 5 o 2 2 :
éig ment de ¥ 0 g un ordre miltiple de n , om g (K7 :X™) =n(U:U?) . En résumé :



(27 pis)

X

Lorsque

(27 ter)

Passons maintenant au second
K est un corps

q=p* le nombre d'41léhents de %

(K&:K%n):qv<n)nopgcd(n,N) .

(V%QV%H) 2 V(n/

o

o

de séries formelles

est contenu dans

8%Ejle sous-corps Vp‘k((mp)) de K

Nous

puissance n->me , il faut que son terme de plus bas degré en soit une
suffit d'apres Hensel p

a) ordre multiple de n , b) premier coefficient pu

1%

(27 quater)

uupposefuns done

est cyel dque 4°

<

=

n dtranger & p

-

Y

14

wntient les racines n-®meg de 1'unité

oun & donc

9

gl

cas de lccale compacitéd , c¢'est-i-dire celui ol

k((T)) sur un¥% corps fini k (n°5). Soit

cn en déduit aussi

puisque n n"ast pas multiple de p . Ceci équivaut &

6%

issance n-éme dans %

Lorsque n est multiple de p , K*2 ¢ (0) ZBATLX
, et B? ne peut &tre d'indice fini dans X ¥

- Or , pour qu'une série formelle soit une

et ceci:

9

©
e

'3

¢ comme

Si ¥ contient les racinss n-bmes de l'unité , q-1 =8t multiple de n et on g

(97 quinguids) (Z%%Yén):ﬂz .

On remarquera que IZ (27 bis) et (27 ter) donnent (27 quater) ey (27 quinqu i%
dans le cas ob %E*z?%@ﬁ vzed(a,p)=1 (car v{n)=0). '

§ 3 . Extensions galoisiennes des corps valmes .
i . Valuations conjusudes . Groupe de décomposition .

Scient ¥' un corps valué par une valuation v s K une extension gsloisienne £
nie de X° G som groupe de Galois . Si v est une extension & X de ls valuation
vl , et si 888G, ves est une valaatiom &e X prclongesnt v* ;IQﬁ dit que v et
¥E vag sont des valvations conjusgudes ds ¥ .

P?QPQJETZO? 1 .- Toutes les valuations de ¥ prolom 1t-v' sont. conjusudes de
l?ﬁﬁg d’entre elles .

Soient v une valuation de X prolongeant v' , ves {(s&G) ées conjuguées et w,
les valuations de ¥ prolongesnt v' et non dguivalentes aux ves . Il existe glor
{§ 1,prop.6) a€ X tel gue v(s{2))=0 pour tout s et que wi(a)j>8 pour tout i .
On a alors v'(N{a))=v(1 T s{a))=0 , et v{N(a}) >0 d'aprés la formule (19 (§ 2

se &
n%) s contradiction . 0 S

Por consdquent =% transport de structure , les degrés locaux £. et les indices

2
S
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T A
grand chose .

Dans le cas général , le complété g , congidéré comme plongé dans le complé-
té i de X pour v , contient le corps de décompositicn Kv s donc Kv g méme v
corps des valeurs k' (pour v) que XK' . D'autre part , le corps X est extension
galoisienne (de degré n/g) de %“ s et son groupe de Gglois est canoniquement
isomorphe au groupe de décomposition GV .

2 . Groupe d'inertie et groupes de ramification .

Soient ¥ un corps , extension galoisienne de K' , v une valuation discréte de
K, A,P et k son auneau , son idéal et som corps des valeurs , A',P' et k'
ceux de lg restriction v de v &8 XK' , et G le groupe de Galois de K . Les au-

2 3 : "‘l“"
todorphismes sg & tels que s(a)-agP (resp. sla)-a ettt pour n zl) EEHE pour

tout ae A appart nnent tous au grouve de décomposition G_ , puisque s(A)C A

pour un tel auﬁomO?phisme » Ilg forment , comme On le voit asinitrottant .

un sCus-groups T {resy. v, ) de G_ , qui est inveriant Gans G, puisque tout é-

V

lément de G conserve les ordres ; le scus-groupe T {resp. Vn} est appeld le
sroupe §'inertis {resp. n-3me groupe de rumifica } de v 3 on a
G> G-v:ﬁ’f.,ﬁ'\‘flﬁ VZ::} o o o;;vr:} o
Liintersection des v, se réduit & (1) 3 comme G est f ini , on en géduit qﬁe
Vﬁz(l} pour n assez grand . Le corps des invariants 4 T (resp. v, ) s'appelle
le corps diinertis {resp. n-®me corps de ramificoation) de XXEX v et se note

o
¥, (vesv. %, } ¢+ ce sont de. exiensions galoisiennes du corps de décomposition
T v _ = -

‘V? V 4 o S o © 0 0 0 ¢
_ 2L 2 n

et hv est égal 2 ¥ pour n assez grand .
Nous QELL ns maintenant diudier la sirueture des groupes quotients G /T T/Vl?
ceosV./V. 4,0. gqui sont les groupes de Galois de K sur K, de K, sur K,

1 14s % = / V-E g
oo Q€ r;v sur KV g 250

i+l i

PROPOSITION 3 .- Lfextension k du corps des valeurs k' , guand elle est sépars

ble , est galoisienne , et som groupe de Galois est canoniguement isomorphe &

v, 3 . : B o T e S
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Fn effet , un automorphisme s &G laisce A et P globalement iuvarignts et
_,- s Y N 2 ol J L b

définit donc un antomorphisme § de k=A4/P ., Le noyau de ¥%X s-» s est édvidemment
b » 8 = MM L2 U
le groupe d'inedtie T . Le corps des invariants d4u groupe des autOmOorphismes &

ien s ‘.’J‘ /5 AT ” P L A . " . 2 o »
convient evidemment k' . Réciproguement 81 ¥ est un élément de k invariant

'rj ¢ A S FEG iy \ “ = - .
Remarque .- L'extension EXXAEXEIBETE k de k' peut fort bien n'étre pas
B = L oy i e o == =

Y4 A

F ) {(T)) , X= exten

+TY+X=0 5 glors ¥ est liextension
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X' géfinie par 1*équati@n séparable ¥°-

radlcielle de k* définie par 1'éguation YZ?X_O} Le raisounement ci-des-
sus montre cependant qu'elle est en tout cas normale et admet G /T vour
v’ & 2

de X, -

Bn zénéral le corps k est

e ovrécédent mountre gu

v est £gal au groupe de Gal
r et dégolite..t)

L v W e P K] i Tey = - 3 2 2 8 o
Comme g?_&KTth é_amfes la prop.3 | KT est extension non- ramifide de ¥

f'.,?'c,\!-- SR 13 = ~1 g £ ‘
{c’est d'ailleurs lag plus grande) , et X est extensbon coumpleétement ramifide

o T 5 7
COTpss - 3 K 4 . I
k' T,
Thm o i
Degré sur ¢ 1 o Tz efe
[0y 5 i ¢ 3
Corps des @ k¢ k! & k
valeurs
Groupe des s
2
s el e’ e7 Z
crires
?;ﬁ;ﬁ(f‘-ﬁé maintoenant -5 =533 o A - EE 3
2550058 MAINLenan 30X ,%J_QJ_ZJ%':; oe regmifticatiOn , en Sviere gant Tonjocurs aus &
9 = P ail U RTINS Yuwas %




un sous-groupe 2dditif du corps des valeurs k
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801t séparable sur k'
Lemme .

o

-,

o= 801t s un €lément (#£1) du groupe d'ineftie T
llanneau A de v

v o le minimum de v( (a)-a) est att
migante u pour v_ .

©
©

Lorsgue a parcour

_t; -~
Soit aeA (on suppose v normée) . C
il existe des b, entiers dans K tels que

1 gue a est une. unifor
azb, +tbyuteo.+b u

a meme cOrps des valeurs k que K

9
» (m@doPn+l}
Ceci montre aussitdt que a-s(a) est congru mod. porl & un 1
douc que via-s(a)) 2Win -
(sinon s(z)=a pour tous a eAd)
v{a-s(a))

et d'autre

multiple de u-s(u) ,
(n+l,v(u-s{u)) . Ceci montre qué sis#fl , on
5 re pa
viu=s(u)) {on a 1'ésalité si ot
Par conséguent

a2 e{u)fa
% 5 en prenant n=v{u-s{uv)) , que
eulement si b, est une unité)
¢« avec les notations du lemme , v(u-slu))
de T , un entier v(s)3 1 tel gue v{a-s{a
2 1
=4 o0 L
tels que »(sg)

9

}?"—‘\ & | 1
© ~€ n-ete groupe de ramification V. n'est auntre
8)Z n+l

est , pour tout sfl
r{s) pour tout agh . On pose (1)
" que l'ensemble des seP
- Les entiers distincis rleirQA{oegﬂhrm parmi les r(s) (sf1
sSont appelés les nowbres de ramification de ¥ Pour v . Les seuls groupes de ra
mification deux 2 deux distincts sont done
V. 1 (=) v V. « wiim i V., 7 et (1) ;
17 2 TmoT
-~ . =7
pour r; €n %‘i+1°1 s On g VE“TZ_ Ll
i A
CPOSITION 4 .- Le groupe quctient ”/?1 est iscucrphe & un gocus-groupe mul
&tif du corps des valeurs k . N
U une uniformisante pour v . Notons h l'homomorphisme canon gue de A sur
- Four teut s @T , considéroms h(s(u)/u) . L'application s=h{é(u)/u)
est un homomorchisme de T dans k (multiplicatif) : en effet nist{u)/u)=
(st(u)/s(u)Yonls(u)/n) (puisque s e+ % conservent les ordres) =h{s(t{u)/u)).
(s(w)/uj=h(%(u)/u) -nis(u)/u) puiseue t(u)/ugs(t(u)/u) (m0d.P) &tant donné
qgue 2 €T . Le novau de cet homomerphisme est 1l'eusamble des s 2
(u})/u -1€? , ottt ~dire tels que s(u%ué—;?g
PROPOSITION 5 .. Pour tout n3zl

els

g
7 =~

gue

autrement 4it clest V, (lemme
s le groupe guotient V,/V,.1 est_isomorphe

L

=
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Gardons les notations de 1z pProp.4 . Pour tout seV, , ona s(u)&uE;Pm%l :
Congidérons 1l'application sﬂ@h((s(u)~u)/um%l) . C'est un homomorphisme de V.
dans le groupe additif de k¥ : posons en effat s{;):u+a8un+l (age;A) s alors
St(u}wuzﬁ(ﬁ(u)~u)+s(u}~uzs(aﬁ/ ( n*1)+a8u4“l@5(a$;a%)amﬁ- (mudoPﬁ+2) puisque
atﬂs(aﬁ)ﬁ ph+l et gue S(uﬂ+1}gun T PZH+EQKPE+2 (en tant que prodult de s(u)-t

est l'ensem-

nzl) sont tous

r0p.5) 3 alors T est un grou

pe cveligue . Lorsque k est de caractdristigue v , les groupes VW/V b1 ‘sont

tous du tvpe (PyDeoosp) .

levurs n'sg gue 4des extensions rdedlubles a? exesmple un cOrpe fini
i g 3§ M

corps algébrinuensnt clos , ou ordonnd maximal , Ou encore.... {Au comcours @

fini (Alg.,chan.V) . Dfautre part relevons le polyndme minimsl sur

m

k
lément primitif de k 2n un polyndme unitaire F de mine Gegré n sur K' . D'a-
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pr’s Hensel ce polynbme P a ses n racines dans K , et celles-ci engendrent ¥

puisque K est de degré n sur X' , et sont simples . Done K est galoisienne et

il suffit d'appliquer la prop.3 .

§ 4 . Grand fourbi global : diviseurs , répartitions , iddles .

~

1. Ties axiomes .

le

Nous considérerons ici un corps X et une fgmille éﬁ de valeurs absoltues de ¥

qui soient , ou bien non valustives

s Ou bien valuatives discrites . Nous sSuppo-

48 Ol les complétds de X par rapport
e

1 que f(x}zi pour

toute a'est pas racine de 1'unité |, slors o PCur tout 1 | x {considdrd
comme f1idment du compléid C de ¥ pour f% 6elfet sous lg forme x =e(a i)

2y est irrationnel . Diaprds 1=z +h. de Kronecker f“cc_uéQOg@hapGVIIg§ 19
prop.2) il existe des entisrs g et p; tele que |qa.-p,l< 1/8 pour tout i .
A 7 J - z

Alors on a £ (%9331 pour tous i . Dfautre part £{x%-1)<1 pour toute ¢
aluative , puisque f(x)=1 . Geci est contraire 3 1'axiome (Q) .
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par "dev.dénom.-deg.num.” . Axiomes (F) et (A4) vérifiés dans les mémes o ndi-
tions que dans b) . Vais il v a bien d‘asutres valuations de X triviales sur k
gue celles de @ o '

A .
d) On prend pour ¥ le corps des fractions d'un auneau normal /, et pour ? une

fanille de définition de A (par exemple la famille des valuastions essentielles

de A). L'axiome (7) est vérifid . Wais @ n‘est pas compléte .

% G s ‘ AT T
e} On prend pour ¥ le corps des fractions rationnelles (& corps de définition

-

suelconque 4 ans Q, j  sur une Varidté Abstraite normale{ét la Weil , et pour P

ig famille des val.uafi.ons #A correspondant aux squs»varié‘cés A de dimension
dim(V)-1 ds V . L'axiome (7) est vérifié . Ia famille @ est'compléte Iorsque

V est compl2te (réeiprogue fausse : enlever d‘fune Variété coupléte V une sous-
variétd de dimension £dim(V)-2) DAIl y a une formule de la somme pour les Va-
riétés projectives {Bezout) , pour les Courbes complétes , pour les Variétds a-
b.zfliennes s €% probablemen%'aussi dans le cas général (intersecter par les cour
bes d'un syS'l-Me algzébrique pas trop mal fichu). s

f) {Analbgue alg«=br1 que du précéddent) On prend pour K une extension de tvpe
Pini d'un corns k s pour @ une famille de valustions discrites de X , trivia- '
les sur k , et satisfaisant sux conditions suivantes : 1) Il existe un recouvre
ment fini (@ ) de @ tel que les @ soient des complementalres de parties fi-
‘mes de CP '3 2) pour teut i , il ex:aste un anneau normal A; engendré par un nom ;
bre fini d'é1ldments sur ¥ , et te.l. que les ve@ soient presque toutes les va-
luations essentislles de A, 5 3) si Py (re-p. P;) est un idéal premier de A,
{resp. Aj'} el que tous les idéaux premiers minimauﬁtvde Ay (résp, A_j) cc.ntentis
dans P, (resp. Pj‘, soient des centres de valuations ve @i (resp. ‘ﬁj) s, et
§'i1 existe un idéal premier M de Ai{Aj:} tel que W mA, =P, e;f ’ﬁ’?ﬂfif‘u‘f’j s alors
les idéaux previers minimaux de A (resp. Ai) contenus dans P, {resp. P,) sont
les centres sur A (resp. A ) des valuations d‘'uneméme vartz.a de @ ﬂé (Aw
concours : essayer de simpl :Lf’zer ces conditions ; %) peut sembler baroque g'nazsf

est 1% pour a:.surer lz birésularité des correspondances birstionmelles aux en-



droits ol Weil l'exige). L'axiome (P) est vérifié .

g) Passage & un sousg}borps . Soient X un corps ¥ une famille de valeaudrs

absolues de ¥ , et Y'!un sous-corpes de X . La famule @ des restrictions & X'
des Pé(} satisfait 5 () (resp. C),(A)) aven @ )

h) Passage & une cﬁ;tenslon de degré fini . Soient ¥ un corps , @ une famille

de valeurs absoiues& de ¥ , et E une extension de degré fini n de ¥ . On prend

ponr famille ?def valeurs absolues de E celled de tous les prolongements de

toutes les £ &P /2 B . Alors lorsque P satisfait b (F) (resp. (C),(4)) , il er

est de méme de ‘g’ la formule #(N{x))= | ¢ (1" (x)) ge! (§ 2)/ démontre aus-
: 4 ol

7’
(C) et ‘"{A? : pou-r- (P) on peut se borner aux

sitdt les assef.jéioas relatives &

valeurs absolééé valuatives de B , les autres étant en nombre fini $ pour xgE,
les coef?:iciél:,’l_“ﬁs, du polynbme minimal de x sur X sont entiers pour presque tbu,z'—
mmvwﬁﬁm tes les ¢ valu_atives de @ ; donec ¥ est entier pour pfeﬁque :
tous les prolongemw-%s de celles-gi , ¢ es*twwdlre pour presque toutes les

g de ’? %; oomvxe il en est de wéme de 1/x , (F‘) est V&V‘lflée par “\E”

i

§ o
3 e chgzsseurs; s
X un

F i
¥
4

Sqi’en-;ﬁ coms @ une famille de valeurs sbsolues de X . On appelle di-
vzseuﬁé de X (’Wela'ﬁlf & @“} une application fpm(f) qui , & toute T@? , falt
-oovresoomi-we un nombre. réel wm(+®) iu sous-groupe additif T Tog(EF(XF7T , qe i:elle
scrta qu.e p?’esque tous les m(f) soient nuls . L'enseuble des diviseurs de K est
£‘v1demmea‘c muni d*une scv-ucﬁa‘ﬁe de groupe adértlf‘ . En ldentlflant avec le

/ .

:ijézv?seur a1 fait correspondre 1 & © et O & toute &ff , om peut done derire

tow’t d1v15eur scus 1la forme D= Sam(f). ¥ T D"ordmalre on se borne zu cas oy

- ne mmﬁon*’c que des valeurs abggi%ues valugtives discrites , qu“on suppose nor-
m.co;;s ; alors les m(f‘) sont des entiers presque tous nuls . Nous ferons d'aily-
197}1'*5 cette nOnvention pour toutes les\ valeurs absolwes valustives de % ,méme
Sl en nantlmt d‘avtres . | '

Exemple : Diviseurd 'un élément de X . Soit x un &lément de ¥ 3 & toute f¢@

faﬁ sons correspondre le nombre réel -log{f{x)) . En vertu de (P) , ceci 4éfi-

nl'é' un diviseur , appelé diviseur de x , et notd D{x) . On g D\xy)mb(x)+p{v)

T s pan e e

z
1o
!
i
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On 4it nu'un divieeur D=2 m(f).f est positif (ou effectif) si tous les m(f)
sont positifs . D'ol une relationd'ordre sur lef groupe des diviaéurs . Ltaxio
me (C) exprime gque le seuld diviseur positif qui soit de la forme D(x) (xeﬂKﬁ)
est le divigeur O (correspondant 3 x constante ou racine de 1'unité (n°l))f

Lorsque satisfait & une formule du produit 'T”Tf(x)f(f)=1 ,‘on appelle de~

, fe .
gré_du diviseur D= Zim(f).f (relativenent & cette formule du produit) le nombre

réel A(D)= v/ ¢)n(F) . L'application D-»d (D) est un-homomowphisme croissant

du groupe des diviseurs dans R . La formule 4u produit erere que , pour tout
x£0 de ¥ , D(x) est un diviseur de dezré O . SR

4 . Réparﬁ1+1ons . Id3les . !

4
?

Soient ¥ un oorps 5 @? une famille gde valeuws absolues de ¥ 3 notons Kf le

corps comoléts dc K pour la topologie définie par fg,é§g et A ltanneau prodult

A= E”?K - On anpelle répartition sur X (relati ivement a.@?) un élemeut X;(X )

de A tel que ?(xf)éﬁl pour presque toute f . Lorsque les non valuatlveq de
é? sont en noubre fini (ce qui a lieu lorsque 1l'axiome (F) est vérifid ; , les

répartitions X forment un gous-annean de A .

Oz gppelle idile _sur ¥ (relativeme % a,é?} un élément I= (af) de A tel que
JO nour +0u+a £ e+ que ~(a€3 =l pour presque toute £ . Les iddles I forwent

un souawgwaupe muLtlpllC&ﬁlf JK de A .

Exmmvle s epafﬁzﬁzons principgles et iddles principasux . Soit x% un élément de

K . L'é1ément (x.) de 4 ddfini par Xp=x pour toute f est (L@rsque (F) est %¥
f bif

vérz?fe} une repartltlon . aope ée répartition principale. at%achée 5 x, et no-

tée X, aLorsque x£0 , X, est un iddle , appele 1aele.prlnclpal attachd & x .
On g Xy+vwn +X et ZiV:X X, On iéentifiera souvent X (resp. ﬁ%'é un sous-EG¥
corps {resp. un sowsagvoupe) de 1l'anneau des répartitions (resp. du groupe Jp
des iddles) au moven de 1'application R

Btant donnde une répartition X=(zf) et un diviseur Dzézjm(figf . on dit que

X est un muliiple dé D =i lton a«log(f(x ))'>ﬁdf} pour tcuté‘_ . LOrsque I=

=(a,) est un igdle , l’aanlca%zon f§,~log(f(a€)) est un lelseur » appelé gi-

vigeurde 1'id%le I , et noté D(I) . Les relations "I est un multiple de D" et
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"D(I)2D" sont équivalentes . On a , pour tout x#0 de X , D(Xx)--D(x) o -On dit
qu'un élément x de K est multiple d'un diviseur D , lOraqu_e la répartition Xx
eét mwultiple de D , c¢'est-2-dire quand D(x)»D .

Lorsqgue toutes les 1’5@5 gont valuatives , les répartitions qui sont multiples
d’'un diviseur donné D forwent un module sur l*aunegu intersection des anneaux
de valuations correspondant aux fe $ . Lorsque é vérifie 1l'axiome (C) (clest-
h-dire est compldte) 5 les réparti,tiéﬁs multiples de D forment done un espace
. veetoriel V(D) sur le corps des constantes K, .

5 . Pagsace 3 une extension séparable de degré fini .

Soient X' un corps , ¢ fpe )= @, une famille de valeurs absolues de XK' qui soi-
ent ou bi_eﬁ non valuatives , cu bien valuatives discrites . Nous les suppaserons
normées de 1lg facon suivante @ si fpe est non valuative , ‘fP‘ est lg restriction
3 X' de ta valeur absClue usuelle de som complétd R ou C 5 si fP° est valuative
on g fP-,'(x)ze"VP’(X) ., la valuation diserdte Tpo étant normde .

Soit maimtenant K une extension a};gébriqué rinie de K' ., Hous comsidérerons
sur K la Pamille é?:(‘f,f} des valeurs absolues Obtenues en normant comme ci-des— .
sus tous les prolengewents & ¥ des for - Wous noi;erous P f P' la relation “fP est
équz_valeﬁte s un prolongeﬂezt de fp.". Nous noterons n 'fe degré de K sur X° 4,

Kp {rasp. »m) le ﬂomplnte de X {resp. K*) par rappord & 5 {resp. fP" s 2t
u{P) le dezrd de X "P sur KP‘ {pour P § P') . Nous noterons e(P) liindice
(fP(KP}:fP(KP? )}, et £(P le quotient n(P)/2(P) . Lorsque fp est non valuative
on g e(.P)zl et f('P}:n/(E) . Lorsque fp est valvative | e(P) est l’ind_iée de rami-
fiéa%ien ds fp par rapport & X' , e% £(P) en est le degré résiduel (§ 2,n°3). On
g les relations ,

(29)  £5,(x")=(ep(x')>2®) pour xrex et B2 . |
(30)  p, (W .Cx)\=.Ta?:(fPf_x)}f(P} pour x&X , et lorsque la rela-ion des de-
grés n= 2. ‘e(P)f(P) zsl: vraie ;5 ceei a lieu pour tout P*' lorsque X est s’épa’ra;'bl'el
sur K* ?-JP{Z},

Ay lieu de % m(f?\,fP a2t %‘; m(fP,),fP,' . nous &crirons %m(?)oP_et -%ﬁm(?’),;

P' les diviseurs de ¥ 2% Xt .
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Btant donné un diviseur D'= %; m(P’)‘P’ de X' , nous appellerons extension de
D! 3 X et notercns ExtK, K(D ) le divisear de ¥ aéfini par
(31)  Bxty, gl }1; m(P') P’ ):§ m(l")»(:P Pre(?)»f’)

Il est+ claib que Exty, g est un isomorphisme croissant du groupe HEE ordonné
1 .

des diviseurs de K' dans celui des diviseurs de K . En vertu de (29) on a

(%2) ExtK.YK(D'§x7))=D(X’) pour x'g X' .

8i K" X'C.X , et pour tout diviseur D" de K",on a

(33\’ Py'th (EX‘EV" 'Kq (D )) uXtKngK(D")

Btant donné un diviseur D=3; u(P).P de K , nous appellerons norme de K 3 X' de
- P
D , et noterons NK/KQ(D) le diviseur de XK' défini par

= 3-? -F e 2 °
(34) Ty g (D) % (Pﬁ?mm_@)) P

11 est clair gue Nxfgg est un homomorphisme croissant du groupe ordonné des di

viseurs de K dans celui des diviseurs de X' . Comnme ;Z:Fe(P}f(P}ﬁﬁ , on voit
o | Pé}?r

(35) Ty, ,{Eﬁmgg(ﬁv)):aem )

Digutre part (30) montre que 1'0n g

(36) D' (N . (x))=Ny sy (D(x)) pour tout xgX .

Enfin , si "¢ X'€ X , et.si D est un diviseur e X , on a

(37) NK,/@( %+ (D)) =N, ;KW(D) :

Supyposons ﬂalntanaﬁt que %? satisfasse & une formule du prodult
f (£p. {x° ))r‘P SR T , 2n vertu de (30) , g? satisfait & la formale
ﬁaPnrodult ?ﬂwm(f?(x )T(P}“ , ot r(P)=F(P)r(P*) pour P%P? . D'aprés la 4éfini-
tion des & egras des dlviseura ., et comme = e{(P)f(P)=n , om a , pour tout cou-
ple de diviseurs D' de K* eb D de X ¢ P§
{33) a(mxt?,QK\D‘)):nod(D“) et é(N?/V,(D)}Bd(D) ;

TBtant donnde une répartition ITELFILZLE X-(ng) (X@,€§QM) , nous appsllerons

exteaéian de X' & ¥ et noterons Exﬁye K\X ) la vépartition sur X déPfinie par

s

X:{x?) ;s o , pour P%?“ s L'élément xp de KP est X5, - Il est clair que 1'appli

cation B Bxty,  €st un isomorphisume de lginneﬂu des répartitions sur ¥° daus ce-
13 L ’ .
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lui des répartitions sur ¥ . Pour un idetle I' de X' , ExtK, K(I‘) est un iddle
ey - g

de ¥ . Bn ce qui concerne les répartitions principales , 1l'extension & X de cel #

le attachée & x' €X' est la répartition prin 1icipale de K attachée 3 x' considéré
comne élément de X . Pour un id%le I* de X' on 3

(39) EX%KV,K(D’(I”)):D(ExtKvyK(I”)) (“extension du diviseur"="diviseur de
l'extension")

Enfin une formule dvidente de transitivitd .

Etant dnnnée une répartition X=(xp) sur X , on appel Lle trace et norme de X &

K" de X , et on note TPR/K,( et NV/Kf<X) les répartitioms (a,,) et \qu%_ de

K' définies par
40) ap,= o) ot BoalTu: (9
p=Z : e 114
T PP* Kp/Kp,
D’avrs les formules (12) et (13) (§ °2) le

*zy%? aux répartitions principales (identifides aus €léments de X) coincident

avec les applications TrK/KV et BK/{Q définies pour les éléments de ¥ , I1 est

elgivr que l'application T&K/{q est une gpplication X'-lindaire de 1%ensemble

des répartitions de K dans celul de K' , pour leurs Structures d’espaces vecto-

N 4y, 65t un howcmorphisme du groupe multiplicatif J. dans le groupe multipli-

catif JKQ : On a enfin les forwules suivantes (oue l'on vérifie comme 1%8ne

(41) Tr s, (2. 8xb.., TiEQ}}:(TfT/v?{Z}}OX* pour zegX .
L/ =5 o AN 2 LS8 4 €
: - e =
{4’ } ‘~§{/”{q{5}f'§vv ';zfiq}}:ﬁo_!;g °
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6 . Topologies sur llespace das vépartitions et sur le groupe des iddles .

Soit (G,) une famille de groupes topologiques , (H ) une. famille se gous-grou-

pes ocuverts distineuds de G . Sur le groupe produit G=?MTG Cn met la topologie
&

pour laguelle un syst®me “ondamentsl de voisinages de 1°€lément neutre est forw
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mé par les voisinages de 1'éldment neutre dans le groupe topologique produit
H:?wfﬁx o Ceci définit sur G une structure de groupe topologique appeléd pro
duit local des G“ (relativement aux H“) - Cette topologie sur G est plus fine
que la topologie produit : done les projections y sont continues . Lorsque les
Gr&g sont tous localement compacts et les Hq bresque tous compacts , le produit

local G est un groupe localement compach .

Scit @iz(PP) une famille de valeurs absollies sur un corps X (ltaxiome (7) &-
tant vErifid) . Wotons Ky le complété de X pour fp . Pour chaque P nous note¥s

rons AP le sous-anneau ouvert de KP qui est II lui-méme si fP est non valugti-
ve , et l'anneau de valuatloa de K Ap correspondant & f, lorsque celle-ci est

-

valuaulve -Considérons sur le groupe sdditif Aﬁgwa ia structure de produit

-

oy i
tions , et |} | AP en sont des sous-groupes ouverts . La topologie du produit
P
local A n'est na& en 2énéral compatible avec sg structure d‘anﬁeau.° mais com.-

g

local des X, {relativement aux Aﬁ) s les sousugwcupes 2dditifs RX des réparti-

me vour toute rdpartition Xégﬁy s 11 existe un voi sinage V de 0 dans mm?Ap tel
que XVg:?m?AP s la topologie induite sur Ry par celle Gu produit TQnal A est
P

compatible gavec la structure d‘annesu de R, . Uz systdme fondamentsl ie VOlSlm

2

nages de O dans By est formé par les ensembles V(D) (V(D) : ensemble des répar
D de K). Le corps K , oas“ééré comme SOUS—-COrpS

titions multiples du ¥ivieceur

de RK s est muni de lg topologie discrdtis lorsgue ompléte (@o idérer

“’V@M
m
(¥7]
o
o)

¢ c'est done un SOuUS-~-cOrps

fermé {Toaagéﬁcgcnaﬁ;1123 de B . Bn particulier R, est slors un espace vecto-

riel %opélosique sur X muni de lg topologie discriéte (et aussi sur tout sous—

-

ecorps de X par exemple le corps ¥ des coustantes ZcrsQi@ toutes les f, sont

valuatives).

Lorsgne K est un corps de nombres algfbfiques s Ou un corps de fonctions
alzébrigques d'une varigble sur un corps fini s Ll'anmeau R, des répartiti-

ons de X est localsment compact (2t done gussi l'espace quotient ﬁy/K

-

sque K est un corps de fonctions algébriques d'une variable sur un

) i (muni de la famille des valugtions qui sont trivigles
sar k) , alors RX {et Ey/Z} =ont des espaces vecioriels "locglement lind-
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. s ; s e : s
Considérons maintenant les groupes multiplicatifs topologiques KP s et dans

i 3 A 5 A
chacun le sous-groupe ouvert Up » quk est KP Lui-méme lorsque fP est non va-~

luative , et le groupe des unités de A} lorsque fp €8 valuative . Sur le pro-

duit 7~T‘IKP considérons la structure de produit locgl relative aux U le

P o
groupe JV des id»les de ¥ Z%¥E en est un sous~groupe ouvert ., La topologie de

)

n'est pas la topologie induite par celle de l'annegu 4 , mais celle de ;K

®

st la topologie induite par celle de 1'anneau RK des répartitions . Par cong

séquent un systdme fondamentsl de vOisinages de 1 dans JK est formé par les

A

tant un diviseur de X , J, . est l'ensemble des

K,D
ion I-1 soit wultiple de D . D'autre part , lors

\{

ensembles JK D suivants ¢ D
iy

id2les I tedY que la répartif
P

qQEaﬁg est compldte , on déduit de ce qui a été vu ci- deésvs queiKﬁlest un

C‘l

[t

sous-grours discret et fernd de JK -
Remarques analogues sur la locale compacitd de Iz -
Gifférentiellas . Pour les corps ge

HQ
-
ﬂ)
w

Clest ici qu'on pourrait introdu

fonetions algdbrigues d ‘une varisble , ce sont les applilications lindairaes con-

tinves ée 1l'espace quotient RK/K-ianS le corps des cOnsiantes K, . Ie rédac-
teur sepﬁemamde ce que sont , en général , ces applications lindaires conti-
nues lorsque les fp sont tCutes valuatives , et téchera d'y réfléchir Q-Dans_ 
la théorie du corps de classes {od Iy es localement compact) , onm gppelle

= 8 z 4 ~ < - '?? TF A = 4 = s c
différentiellies las caractires de JK/K - ¥ a-%-il un moyen de court-circui-

a) Bxty, , est un isomorphiswe de 1'annesn topclogigne R,, (resp. du groupe
X g L E4W =
5 4 = o & = 2 = : - ° = |
topologicue Tf§ dans l'g nesy gap@l@gﬂx,@‘ae & (TeSp. Gans le groupe ﬁQ:QC;leq‘LZ.@ ;

b) Les applications “ww,?w et ”K;?‘ sont des applications continues et ouver

tos Ao a ¥ (a% Ao Aane T our M y o Ty {+ I
tes de Ry dans Ry, (et de Jg dans Jp, pour Ne i) 5 done Try /er (resp. hxykg} ;
est un homomorphisme additif (resp. multpplicati?) de Ry {resp. az} dans By




(resp. JKQ) ;

\

N T s 4 Tt : ; ~ ‘ e
c¢) Par transposition de banq‘K et TIK/K7 (pour les vépartitions) , on obtien

les opérations TrK/K? et Bxty, ,1 sur les différentielles gdditives de K et K'
(avec en plus de 1lg transposition , le passage d'un corns des constanies & 1'a
tre). Pour les différenti91$e5 multiplicatives (= caractéres de JF/K%'et de

JKV/K“%W on transpose les homomorphismes Exty, ¢ ot EK/KQ (pour les igdles).

Il y a des tas de formules plaisantes et d€lectables , transposédes de celles

- <

du n°4 , et dont on trouvers les paradigmes éntre les pages 03 et 107 du bou-

quin de Chevallev sur less fonctions algébrigues .
t

apercoit que le rédacteur du § précédent a soigneusement

caché 3 ses »alheureux lecteurs que , lorsqu'on prend pour?i; famille des valu]
3z

o

des x qui sont multiples de D , autrement dit , si D=Zn(P}.P , 1
- e P '

x tels que”v?(x}éazuEﬁ pour tout P . Lorsque 4 est un anneazu de BESE Dedekind,

on obtlent ainsi tous les idéaux frectionnaires de X , ot de facédn plus préci-

se , on 3 un scm@%ph*“* entre le groupe des diviseurs et ceiui des iddsux .

Ave~ un anneau de Dedekind A' . et l'anneau A des entiers d'ume extensiow séo

parable ¥ du cOrps des fractions X' de A° s 1es opérations Ext et NK/KY




~ entiers d'une exteneion séparable finie ¥ da corps des fractions X' de A*

%
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Regardonc d'abord le cas od X=K'(z) ; soit P(X) le polynéme ninimal de z sur
X . Considérons une valuation v' de K' , et gses prolongements vy & K 3 suppo-~
sons z entier sur l'anneau de v' . Ia formule (20) (§ 2,n°4) donnant le poly-
nbme obtenu & partiv de P(X) par réduction de ses coefficients modulo 1'idéal
. de v' montre que , pour que v' se ramifie , il fant que ce polynbme h(P(X))
ait au moins une racine miltiple (c'est-2-dire que , les (zj) désignant les
conjugués de 2 sur X' , 1’515mgnt (zj~ ) de X' appartienne 3 1'idéal de
v'). D'autre part , la formle correspondante (14) , appliquée aux complétés
de X' et de K pour vy montre que , pour que vl 80it ramifide , il fau.t que le
- polynbme déduit du polyndme minimal de z (2 eK ) sur K' ait une racine mplti-
ple , et , a fortiori , que F'(z) appartienne 3 1'igéal de vi . Ainsi s'intro.!
duisent les éléments P'(z) de ¥ et NK/K,(F'(Z)) de X* . On voit aus'si gue ,
- lorsgue ? vérifie l'axiome (P) gde finitude , les valuations de K' qui se re-

mifient , et celles de X qui sont ramifides , sont en nombre fini : en effet,

les coefﬁclegts du polvnome minimal de z sont entlers pour presque toutes
les v' , e+ on appl:qqe le raisonnement ci-dessus & ces valuations .
Considérons A'antre p-a.?t 1la fOr'!ule {(21)
h('*'rK/K.(ﬁ'))-Z e;-Tr, o/ (83 (2)) ,

Lorsque v;(2)> 0 pour tout i , om en dedmt que v*(Tr(2))>0 . En supposant
les v' et v; toutes normées s et en considérant a’z on a' est un élément de
K' el que v'(a’ 5--1 s On voit que , si y est un $1dment de K tel que vi(y)>
>-e1 pour *out i , on a v'(Tr(y)) 0. Done , si l'yme au moins des vy est
ramifide s 11 y g des éléments 48 y de K non entiers pour vi &YX gont 1g tra-f
ce est un é1lément de ¥ ent:er pour v' . Kfous sommes zinsi amends 23 étudier |
les éléments de ¥ dont 1g trace est enti2re .
2 . La différente comme iddal .

Soient A’ un a'mesu normal (vi,.) ses valugtions essentielles % A 1tannesy des

(v-_p) les valuations essentielles de A . On appelle différente de A sur A* l'en |

|

gemble des x de K tels gue 2X €A pour tout z de X tel que TrK/K' {z4) CA' .¢
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C'est évidemment un idéal entier de A .

COneidérone en particulier les complétés KP et KP' de K et X' pour Vp et pour
Vi équivalente 5 la restriction de Vp 3 motons Try la trace Tra. 2 et A’P

L]

et A?. les anneaux d'entiers de ces complétés . Ia différente de AP sur AP'

est l'engemble des x de AP tels que vP(x) 80it plus grand qu'un certain entler

uw({P) , appeléd lfexposant différentiel de vp . Cet entier est fini , car en ver-
tu de la séparabilité , il existe un élément y de f{P de trace non nulle ; il
suffit alors de miltiplier y par un é1lément de KP' s @'0rdre sufi’isamment grang
nézatlf pour ob enir un élément de trace non entidre .

PROPOSITION 1 .- La différente de A est 1’exzsemb1e des x€K tels gue vP(x')?,
m(P) pour tout P : ..
Il suffit de montrer que "v (z)g -m(P)¥ pour tout P® équxva.ut ) “'.l'r(z;A)cA' "

Passons 4° abOrd au "semi-loesl" : notoms AP' 1'agnneau ﬂ AP des élémentis
entiers sur l’anneau AP' de 13 valuation VP' s i1 est cla1z- que "Tr(zAPp;CAJ'?,
pour tout P' " entraine "Tr(zA)c A' " (puisque A' est l'inierseetion des AP,) ‘
Réeiproguement , supposons que Tr{zA)CA' et gutil existe P! e't ae’AP, tel que ’
: Tr(za)éAP, s alors le tho d'approximation des anneaux normaux X&EHERYL (chap.
des valuat;.ons) montre qu il existe b' €A' tel que Vg, (b?}=0 et que , pour
Q4P | #Q.(b') s0it assez grand pour que. ab' appartienne 2 A 3 glors , comme
Tr(zA)CA* , on g h’Tr(za):'f.‘r{zab’)eA“ contrairement & l'hypothise .
Pour passer de 1% agu cas local , il faut montrer que "Tr(zAP,)c:Af," éqtnvaut
’fTr(zAP)gAP. s quel que soit PIP' ® , La formule Tr(y)- . ?rl,(y) (§ 2,no2,
formule (12)) montre que las seccnde a,ssertion mphque la premlére . Réc.:.proquc
. ment |, supposons que Tr(zAP,)c Bby s ot qu’il existe P{P' et y dams AP tels
que Tr?( ?v)¢ AP‘ . Bn approchant suffisgmment y par beAP {(pcur V’P} s PUis b
var un élément de AP' tel que za soit entier pour BY Q#£P (ce qui est possible
var le th. d’aporoximation) , onm g TrP(za)¢£.1’,; s 'I.‘rQ(za)eRé, pour Q4P , et

Tr(za) € 43, ~ontrairement & la formule rappelée .

PRCPOSITION 2 .- On a m(P)»e(P)-1 . Pour qu'il y sit 4zalité , il faut et il

suffit gue e(P) ne =oit pas multiple de la_ caractéristioue p du corps des va-
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lenrg kP de Vp et que celui-ci soit géparable sur le cOrps des valeurs k ; de

Vps o

Supprimons les indices P et P' pour la démonstration . Notons h 1l'homomorphis
me canonique de A sur k . Nous alloms utiliser la formule h(Tr(y))=e.Tr(h(y))
(y€A) . Soit u' une uniformisanie pour v' : on a ¥(F v(u')=e . Pour z tel que
v(z)>-e+l , on a v(zu')>1, done h(Tr(zu'))=0 , done v(Tr(zu'))=v(u'Tr(z))=
=e+v(Tr(z));;e 3 cela montre que Tr(z)e A’ ., d'olh 1'indgalité . Iorsque k est
séparable sur k' , il existe ¥ dans k de trace ron nulle dans k! $ prenons y
tel gue h(y)=¥ ; c'est une unité : si e n'est pas mltiple de p ., la formule

- hlmr(y))=e.Tr(h(y) )40 montre sussitdt que 1’élément y/u' (d'ordre -2} est Qe
trace mon entidre 3 a'ol 1'égalité e=m-1 dans ce cas . Réciproquement , 1'exis
tence d'un élément z d’ordre —e et de trace nom enti*re implique , en posant
v=zu' , l'existence d'uune unitn y telle que h(Tr(y));0 , clest-2-dire de ¥
dans & tel gue eOTr(§)%O ; ceci implique Tr\j}%O , dfoh la séparebilitd o~ %

aussi que e n'est pas multiple de p

COROLLATRE .- Lawsque le ~0vps des valeurs kff de v?{ est parfait | les relg-

tions e(P)>1 et u(P)>Dsont dquivalentes .

3 . Propriétds de finitude . Différente et discriminant comme diviseurs .

PROPOSITION 3 .- Soient X' un corps_valué complet , ¥ une ex%@asion’séparable

finie de X' , A' et A les snneaux de valuations de X' et X , y un &ldment de

A tel gue X' {y¥=T | et P(X) le polynbume wminimal de y sur X* . On g alors

v(?”v));;m(P)., Pour gu'il y ait 4odlitd , il faut et il suffit gue 1,%,..,

=l {ﬁ"‘

¥ KsK?]) forment une base de A sur A! ,

Soit 2z un élément de X . Eerivoms z=g(y) , ob g est un polyndme de degrd gn-1'
sur K . 51 les y; lgign) sont les conjugués de y sur K s On a , en vertu dezi
lg formule 4'interpolation de Laqrangé

2(X)=Z0 aly; JE(X)/(F'(y;) (T-y;))= =Tr(2P(X)/(2* (y)(X-3)))
(1a trace A'un polvnéme étant définie par coef~icients) . Or , »X)/(3-y) a
ses coefficients entiers . Si v(z/F'(y))> -m(P) , les coefficients de g(X) sonéj

entiers d'anrds la définition de m(P) ; done z=g(y) est entier 3 et l'on en
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déduit gue vfmv(v\);;ndlﬂ « La relation v(7'(¥))=n(P) entraine que , pour tout

z entier , on a 7=g(v) 0% g est un polynbme & coefficients dans A' , c'est-b-

: n-1
dire gque 1,v,.0,v

jvn“l forment une base de A sur A' , nn g Tr(z/P'(y))eA' pour tout z €A (regar

Yn"‘].

forment une base de A sur A' . Réciproquement , si 1,y,..
der le noeffinient de dans l'identité ci-dessus) s donc v{(F'(y)) gm(P)
et v(?'(v))=m(P) .

Conséauences et compléments .

. tier et P'ly) est une unitd (en vertu a

a) Soient X' un corps , (vi,) une famillede valuations de Xf satisfaisant &
'1“axiome de finitude (®) , X une extensicn séparable finie de XK' , (v?) lg fa-
mille des valustions de K prolongeant les vﬁ? Z Nonons y un &lément primitif

de X sur X' , ot F(X) son polyndme minimal . Pour presque toute Vp s J est en-

(7)) . Done les exposants différen-

&
tiels m(P) sont presgue tous nuls . Bn par rticulier il n'y a qufun nombre fini
X

de v qui =on+t ramifides par rapport ® X° . D'autre part , les entiérs m(P)
» aquil ! ¥

aéfi

inissent un 41 v1seuv'$qm(P) P de X . appeléd le diviseur différente de X sur
= b , |
X! (par rap oov+ aux valuations donndes) ; on 1e-note=3§Y o

T

b) Lorsaue {vi,) est lg famille des valustions essentielles d‘un anneau nor-—
i ‘D‘!

mal A' | ot ( ) la famille des valuations essentielles de 1l°anneau A des €14-
ments de K gul sont entiers sur A' , l'ensemble des &léments de K qui sont

Z 22

viseur différente n'est autre gue 1'idéal différente défimi au

=
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as , on g D(F"(y‘v);@&/g? aour tout yg i . Montrons que
l'on g méme (lorsque les corps des valeurs sont sepa%ablee,
(46) Dy pr=ing DF (1)) .

vVEA : -
Démonetration .- 1) Il s’agit d’abord de montrer que , dansy les hypoths -
un %

ses de la provn.3 , il existe y de A tel que lgygoagyn°l soit
s

=8

uns base de A sur A' . Comme le cOrp

7

]

.ﬂ
{

s eurs k est supposé séparabl
sur le corns des valeurs k' , il existe dans X ume plus grande sous-exte
sion non ramifide T de K' (§ 2,n°3) . On a [K:Tl=e , [T:K]=f , et 1le

corps des valeurs A2 T est k . Soit g un élément &% T cbtenu en relevant

ot

un €1ément primitif de k sur k' , =t soift~u une uniformisante pour X .
= 13 = = < : -
Tes &14wente {a'n!) (0<ig £-1 . 0<Li<e~1} forment une base de A sur A’




55
(§ 2,n°3,prop.2). Lorsque e=1 , il suffira de prendre y=a . Sinon , on
prendra y=a+u ; en effét , si G est le polynbme minimal (de degré f) de
a sur ' , G(y)=G(a+u)=6¢'(a)u (mod. P ) est une uniformisante de X puis-

aue G'(a) est une unité ; dome les y \G(V)‘j forment une base de A sur
A' , done aussi les VS (O:gs n-1) , BXIZ puisque y est entier sur A',
2) §zssons maintenant au glo bal . Pour chaque Vp nous avons un élément
ﬁﬁ XEZX yp& Ap tel que vﬁ(H (yP/,*m(P} (H, désignant le polynbme mini-
mal de ¥p gur qu)c I1 s'agit alcors de twouver un éléuent y de A ,tel
gue JP{ywyP;§;2 (alors -(@*’y):m(P) d%aprds le 10 ., Pp désignant le
polvnéme minimal de y suf Ki() et que VP{?V\y) =V, (P‘(yr) , P ddsi~
gnant le polynbme minimal de y sur AY - Or (§ 29n°29f0fmale (211))
Y F(X,”Tm7'PQ( 5 a0 ?”(V}*W“(y)?angiy} - En prenant y tel qu

J

, On

vaV}E%"pour Q4P et QfP' , on aura VPfFQ(y}):vD(y i“’}:O et notre con-
2 : =

Dient maintenant X' un corps , K une extension séparable de degré n de ¥,

R




WY g

=

ne sont autres que ceux de Ay . Considérons le systéme linéaire en (v.) :

2K') et ateX!, on a Tr(z(Za

= P £ ; i /
Trin.v.)=0;. ; en posant Vs gl (a: &X' i1 s'éerit 5 a!l )=
(U3 5)=0; 5 P %;> tebs ‘ahse%K Y s’éorit ;?ﬁaasTr(ulag,
=0. . , et a done une duiutlhm unique dans X puisque 4(u)#0 . Pour z= ¢ﬁ;b4ui
/) N
n

pour tout systzme dfen

C’r‘
tdo
H
G
=

Par conséquent , (v.) est une base de Ay . Comme
]

s lg séparabilité (cf.chap. des valustions) .
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s pour chague P' , de

1éments de A , ce guil est possible per multiplication des éléments § ‘une base
(v.) de AF? aur Al, par un méme élément a'g A' gul soit une unité en P! .
=15 =S5 3
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Remarquons aussi que , si (u;) est une base de 1'anneau normal 4 sur A' (il
en existe lorsque A' est princimel) , c'est sussi une base de Ap, sur Af, (vé-
rification facile par multiplication par un élément de A' d'ordre assez grand
pour les Q“%P?) . On 2 alors D(d(u)):g%/gg ;

Enfin voici les formules de transitivité , o K"« K'eK , K étant séparable de
s ~ p %

deerd fini sur K" (done anssi X sur X' et X' sur E) e
(53) @I//;(w——@‘y/yv“?g'x‘tyv I(( @ q/';{ee)
(54} /ifv/lgu— ?\U/Kw (4%;(/{(4 )‘?LK“-“! {(7% v/er o

Bn effet la formule des discriminants se déduit de celle des différentes par

- prise des N"/K“ des deux membres et utilisation des formules (35) et (37) du

§ 4,n%5 . Ia formule des différentes se déduit aussitdt de la formule loesle
cOrrespondante . Pour dénmontrer celle-ci | supposoné K complet , appelons AQAVQ
A" les anneaux 4= valuation de K,K', K" , m(K,K*'),m(K’, ") et m(K,E") les expo-
sants différentiels des trois extensions , et e(X,X*) 1'indice de ramification

relatif & l'extension ¥ de X' . Soient 2z un é ément de X', et u' une uniformi-

sante de X' . Les relations suivantes sont équivalentes :

V?{Z)‘} =n(l,k0) TrK/K”(ZA)gAN - s /Kvm'f /Kd?ﬁ})iﬁ”
TT'{(?/KQr(T_K/}’“x,(ZﬁL) A'J)QA“ : 9 VPV (TIK/K?(ZA}}‘%':KQ{Z?QK“)
e (e E B i enr S G BERE S e

VP(Z>$=@<K9K )“"e(qe—— >L~\ 9}{&0‘)

En cowparant les relations extrémes , cn en dé&ui% ue 1'on a n(E.X")=n(%,X' )+
P : g o 4" )

=}

+e (XX )m(K' ,;X") . Ceci démontre (53) dans le cas 1deal 6?apres lg définition

4 . Cas d'une extension ggloisienne . Formule de Hilbert .

Scit ¥ une extension galoisienne de X' , ot soit BE V{EVP} une valuation de X.

Notons K

£

7:Kp: Ky les corps de décomposition , §'inertie , de j—dme ramificatioc
=

2 : : 3. v .1l e = e -5 -

de v . Aveec les notgtions du § 3 , oun a Q&Zei{;g“g -9LKT°K23“‘f 9§QK°K@§‘“@ 3 90~

=e¢ . S50it y une wniformisante de ¥ . Comme ¥

b7
O

tons n. le degré gKﬁ?%y : alors n

est extension compléﬁament ramifide de KV s 12 prop.3 montre que l'exposant
i
diefdrentisl w “9K ) est gi*v(s( ~=y) . Ol & parcourt l'ensemble des &léments

s
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: i = : ‘ ‘ et :
£1 du j-*me groupe de vanmification V. . De méme m(K,Kv Ve Lou v(t(y)-y) .
: . d j-1" teV 1.t '
Par conséquent .

n(E, K, -n(BES ) 20 fi(y)-y) .
-l j t‘“v 19'&%‘]

Or , d'apr>s la defznztlon méme de V .y et de Vﬁ , et d'aprés le lemme du § 2,

V

n°2 , on a , pour téﬂf$J_et téﬁﬁip v(ﬁ(y)»y):j . Par conséquent , on a

m(?,wv 1)am(K9KV.)=j(ni“lmnﬁ) . Comme K=K, pour m assez grand , on en déduit
j= i ‘ ; m '
par addition que 1'0n g

KK =,l’l <131 ) = ) oce o 5 ’Ila -1"_,4“‘ o0 o

m(X, T) (n, 1)+2(n1 By )t ee ot it g1 Ry

D'autre part , comme Km egt extension non rgmifide de XK' , et si l'on suppose
gue le corps des valeure k est séparable sur le corps des valeurs k' , la Prop.

2 m@n%re que l’mYposaw% difrérentiel n(L psK*) est nul . Alors la formule de

transitivitd {K3) donne

(55) m(X. X’ Y-ﬁ v d(m,n )y, o in o VY

s

=

Pour ealculer & partir de 14 le coefPicient de P° (v?g dé signant la restric-

p .

. - o ; : g : ; :
tion de v 3 X') dans le diviseur dzser;miﬂaﬁtsg%yve s 11 suffit de remarquer

que HERE , -~our les g=n/ef valuations v, prolcngeant vy, , les exposants aiffé-

Q
rentiels m(Q) sont tous égaux , et les degords résiduels £(Q) tous égaux & f
d

(par transport de siructure!) . Done ,
""z

‘apres la définition de é%/gf s ie co-
efficisnt de P' dans y%/gq est ' '

(56) ﬁeééﬁ{néawl)+2(ﬁlmnz}+ooo+ﬁ(ﬁﬁ°laﬁi)+coo} :

5 . Quelgues propridtéds des sxtensions composdes .

n

Soient XK' un norps , Ky et Kz deux extensions séparables de degré fini de X°,
S

et X leur nOrps composé . Considérons un sous-anneagu normal A' de XK' , ayant

2

_K' pour corns des fractions | =f soient A,,A, et A les fermetures intégrales

de A' dans ¥X,,K, et X . L'annean A4 Aé} =B est ent&er sur A' et admet X pour

cOrps des ?f&@tioﬁs

o

nous sllons £tudier si B est égal 2 A 3 il revient au
ménme d'4tudier si B est intégralement clos . Nous supposerons que pour toute

valustion sssentielle v, de A’ , les extensions de son corps des valeurs kég

sont séparables .
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Lorsque vp, se ramifie dans X, et K, 4 On peut avoir B#A . Exemple des exten-
sions V"(JX} et V?fg Y) (ou V”(J“ et Y?Cﬁ’ 7)) du corps des QéILeS formelles
3 & V1 P 3 Ny e (-
K'=P.({X)) ¢ comme g?;FFG s On ne peut avoir {a 2 £ (Jx )a (g 2%) oh f; et g;
sont des séries formelles 3 coefficients entiers : idem avee V[i. dans 1l'autre

2 . Remarguons que , dans ces deux exemples , les extensions &tudides

sont lindairement disjointes , et X' est complet -
Wous établirons d'abord guelques indgalités s valables dans le cas général .
S0it v un 4lément primitif sur X' de 2 ¢ F son polynbme minimal sur X' , H

A
son polyndme winimal sur X, 5 on a F(y)= (y)quj {sur Ky ) avec G(y)#£0 : ainsi,
(@l

ot}
©
[
n
=

e corps K , on a 1'indgalitd D (J/,f,D(H“(v} entre diviseurs ; d'a-

pr2s la counséquence c¢) de la prop.3 (n°3) om en déduit -

A5 —.1 — < 8c
Appliquons lg formule (53) de transitivitd des différentes aux extensions
gee i {KﬂK29&°) 3 1l vient , en tenant compte de (a)
- o e o e
(e) sublBxty Dy w)eBrty (Dy 2 NgDp,, <
1P 1 2 2 -
_ = - - :
_ \b%aﬂz:lg}{sﬂlegzc>*E’X-“K gza<%°z§29§vf :
Da méme pour las diseriminants (en tenant compte de quelques tr v1a11tés)
2 -~ Z = K = f} g\: e % g >
3 sup({K:X. W2, o . . Tkx 1o 57 KK, I K 2%
4 el e K.TL/KWE,L{”"ZE'KZ//?("ng"’z/" S EOE Wy et [ g”‘ Z/rv -
B : &Y : . a
Lorsgue 71 est non ramifide sur X' , on g é@% /K*t et @ﬁK /kywO puisque les
. ‘ L »
extensions des corps des valesurs ont &£+4 supposdes séparablep s alers (c¢) et

{C& ) ‘C‘f!i}; 7}'9*&}{%7 (2? : "‘i’q‘?z
KK “x- /1

: 2 =
:??7\'“ ?ﬁ;?&e .:. °

K/R1= 5505V g /&

73
néralement , lorsque les discriminants ¢~ =/Z‘ et ‘gg,/%7 sont éfw&ng

gers , la théorie des groupes réticulds (A}g,geaapavz) montre que (¢} et (a)
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ment digsjointes . Si (ai) est une base de Kl et (bj) une base de K2 composées
d'entiers , lef discriminant de la base "t&les copique® (aibj) est

d(a}EKZ xd d(b)ﬂ K] » comue on le voit en regardant des déterminants . Les
formules (d") et (52) montrent alors que l'cn a ,é% gr=An £(D(d(u))) , u parcou-
rant l'ensemble des bases télescopiques de X de la f0 ﬁme (av j) (aiGEAl gbj@A
Ceci entraine que l'on a A=A, zEQE dang le cas "semi- Dﬂ 1% (e¢f.prop.4) . Dans

o)

t0t By, _p. avec la notation Weil) est intdpralemant clos 5 done B est intégra-
1 h rs)

7
og {ef.chap. des valuations s § des entier

w

Par conséquent , on g

Lorsgue X, et K, sont des extensions séparables lindairement

disjointes , de discriminanis dtrangers , 1l'annesu des entiers de leur extensi-

on_compesde est isomorphe au produit tensoriel des arneaux des entiers de Kl

et ¥

(]

E
N

Remargue .- Lorsque X' n'sdmet aucune extension non vamifid e (p.ex. K'=Q

=k(X)) , 1'hypothse gue K, et X, aient leurs discriminants @twajgers entraine
qu'elles sont lindairement disjiointes . Soit en effet x un €lément primitif de
K, sur X' , et soit P(X) le polynbme minimal de x su? X. : notons E& F le corps.

engendré sur K' par les coefficients de P(X) . Le cO0rps P est contenu dans K2 -

et aussi. dans l'extension galoisienne T de. X° engenirie par Ki o Le disecrimi-
2 \ o 2 - = {NE 3
nant @?/Vq est , d'anrds (d) , majord par un mailtiple de | ?i/zv s i1 est donc

STt 5: T Bt Bl = = ; R O S 7 s < 2 a. J
étranger 3 Ay /K e Lz Pormle (54} de *ransitivité des discriminants montre
{‘ 2 o 4 2 -7 7 = i 5 2 . ' o o
alors que %ﬁ?/yq est nul ; done gue F=K' . Par conséquent ¥, et K, sont lindai-
2 4N 2 = Z=

SAE Lo 7
S’:O;fl S o

fka

Lk

81}

renen

5

bélisnnes des cOrps valuds localement compacts .

Rappelons gu'un tel corps X ss% s 80it R ou C , soit un corps valud complet
pour une valeur absolue valuative i en ce cas son corps des valeurs est fini ,

et son groupe des crdres est Z (§ 1,prop.4)
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tique p#0 , les représentants multi iplicatifs des éléments du corps des valeurs
k forment un corps K. canoniquement isomorphe & k (§ 2,n°5) 5 en notant u une
uniformisants de ¥ , ¥ est isomorphe au corps des séries formelles KO((u)) 5
Lorsque X est de caractéristique 0 et k de caractéristique p , K contient le
CcoTps Qp des nombres p-adiques (=complété de G pour la weleur absolue p~adigue;
alors l'anneau de valuation A de X g pour corps des valeurs une extension finic
de celui de 1'agnneay ZTp des entiers p-adiques ; comme Zp est complet , il vésul

te de (Alg.locale,$ Byuo49propo6) que A est un Zpamodule de type fihi ; en par

ticulier KB X est exten n finie de Q s

1 . Une indeoglité fondamentale .

5 z ;
THEOREME 1 .- Soisnt K un_corps valué localement compact et X une extension

galoisienne de degréd fini n de X' : onm a slors

(B My e (7)) g

Le cas K'=R , K=C 4tant imwmédiat Q_nous Supposerons gque la valeur absolue de

K est valuative . Alo=s K est une ext i on résoluble de K° {§ 3,n93). Soit a-
lors L une sous-extension aloisienne de ¥ . BEn vertu de la transitivité des
1 e . :
normes , on 3
T (T¥YY (e, )1
(K EK/? E7)) (BT e (1) (T es.qk/zx(ix“‘))

émontrer le th.l dans les deux cas suivants

|.1 o
C)x

mﬁ

T &cﬁ@

Y]

.11 nous suff e

e =

ension non rgmifide de X' ,

t:ﬁ*

b) K est extension compldtement ramifide cyceligue de de gr premier de XY

°

Clest ce qui résultera des deux propositions suivantes : -

PPOPOSITION 1 .- Soient XK' un corps localement compact valué pour ané valeur

absolue valuative , et X une extension non ramifide de degré n de X' s alors

¢

en notant v la valuation normde de X , toute unité ge %' est norme d'un &lément

de K , §§~§K/¥,{K%) est 1l'ensemble des &ldments de X° dont 1'ordre pour v esi

5 : el - , 5 : 3
multiple de n ; en particulier le groupe guotient IF*/NK/  {(E7) est cyelique

L

d'ordre n , et angendré par ls classe des uniformissntes de K' . Diautre part,
K est unef extension eyclique de X , dont le upe de Galols est engendré par
1'autonorphisme (dit "de Frobenius") qui , par passase gux quotients (§ 3,prop.
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T e : a
3) donne le k'-automorphisme x-»x% du corps_des valeurs k de ¥ (k* corps des

;'

] 7 . 3\
esipgnant le nombre 47 "éléments du corps fini ki) .

Qs

valeurs de X') (q

Le second groupe d'assertions a ét€ démontré au § 3.,n%3 . La formule v(N(x)):

Comme il existe

a)
e
<
0]
Q...J
w
O]
o
©
H
=
)
)
)
S
ct
(o¥
o
w
C
3
&
<
Q@
n
=
<
‘s._J
o
-~
o}
o}
Q
m
o

=nv(x) mont
28 normes de %tous les ordr inl ~ i & 3
de rmes de tous les Ordres multiples de n {(des pulissagunces n-emes dans K

par sxemple) , il ne reste plus qu's montrer que toute uni
£

norme . Or 1lg eplacee Bl A A8 F s j = ¢ e st

r , la classe 8’ de a' dans k&' =25t norme 4‘un élément primitif 3 de
kX (Alg..chan. V¥ 8 11 pav. -d1g +1 23 Vs a1 By s
£ (42g..¢hap.V, b 11,007, du th.3) . Relevons le polynSume minimal B(X) de &

B T " ~ 6 “" 29 5 i =1
ur k' en tm polyndme unitaire P(X) sur X' dont le terme constant soit (<1)%a

Al ors 2 g 8 7 3 © .
alors , d'apr s Hemsel , P(X) = une racine 5 dans ¥ , et 1'ou g N(a)=a®

Q,a 9T - z - :
- o= 50lent ¥' up corps valué pour une va-eur absolue valuative &+

Tamnlamand NS ¥ w3 : 74
rocalenent comnact , et K une extension cyeligue complétement ramifide de de-

= 5
A ks A 3 ; g

e premisy o ds K 2. 0n g alors
2L YICSMAIE S Rt end O e el ik

n normée de X § om g v{K?%}:@Z yar hyp@thése . Comme il y

= ; - » : '
a des éiéments de N(X¥) de tous ordres (pour v) miltiples de ¢ , il nous suf-

Pirg . on notant U o+ ' los srouses das s <
a notans U ey U les groupes des unitds de X et X' , de montrer que

. 7 = -
besignons par @ un entier suffisamment srand de ls Povmne <esdl=
. L slicleY guiiligsgument grand de ls I0rme Jde+0=1 '}>5)@ @mé\fa :

Sps + a2 une i ':"‘—"é < - Ergan ~ r = 3 b =
=+ e 138 3L 8 = et ANe e R P = =3 % / =
? - ce & velle que visla)-a)=d pour t0ut s#l de G .. 5i b est 4
gs z -
silenay '!‘G Ae ¥ 321 ate 7/ =)= : e of =
= Weld Ge A (el gue vip=g)l>m ‘oot mrni+4 (o - 5\ =
4 (S )Vé. s & urie yguixge \S1 _(_f}’_},f s 8% comnme
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N(a)-N(b) BN(a). 2 (s(a)-s(b))/s(a)=N(a).Tr((ab)/a) (mod.p2D)

on a N(b)éﬁN(a):£§%+d s puisque m=(j+d)e~(e-1)d , et que V(Tr((a«b)/a))gg(j+d)e
en vertu de la théorie de la différente (§ 5,n03)

Solt , réciproquement , b’ un élément de la classe N(a)+PPj+d 51 étant suffi=
samment grand . Soit P(X)=X"+...+(-1)"N(a) le polynbme minimal de a sur K' ;
posons Fy (X)}=P(X)+(-1)"(b'-N(a)) , et considérons , dans la clOture algébrique
de X' valuée par un prolongement (noté ZHE encore v) de v s une racine b de
Fl(X) . Comme F(b)=(-1Y(W(a)-b') , on a v(F(b))s.zz v(bas(a)) e(j+d) . Or ,
les b-s(a) sont tous entiers sur A' . Done il exlete gu moins un s eG tel que
v(bms(a));;j+d - BEn prenant jzl , on voit doncrque b est plus proche de . s(a)
aque tous les conjusuéds de s(a) . Ainsi la forme Krasner du lemme de Hensel mon-
tre (ﬁuisque a , et donc aussi b , est séparable sur K7) que 1'on a X!(s(a))=K
€X' (b) , c'est-t-dire K=K'’b) puisque b est de degré e sur X' . Par un change-
ment de nota tlam on peut supposer aue 1?on a v(b=al>»d 3 alors v(b-s(a))=4 pour
tout s%l puisque v{a-s{a))=d s et 190n 2 v(b=a)2_e(j+d}a(eul)&:ej+é:m :

z 2

En rédsumé , la classe de a mod.P™ (m=ej+d assez grand) a pour image par llap-

plication NK/KQ 1z classe de W(a) mod.pr4+d ou4 entiére . Par homwothétie om en

d4duit gue toute classe de U modoP83+& est appligquée par NK/K“ sur umq%laése de
7
U* mod.pri*d

Or , g éagzcnaﬁﬁ 12 nombre d'41dments du egrps des valeurs k de XK' et ¥ , il

ej+d<1 +d

v a (g=1)q classes mod.P?1*% gans U , et (Qal)q3+dm1,classes mod, P! 474

dans U' . I1 ne nous vreste plus qu's compted combien de classes mod . PR (m=ej+d)
& 3

ont la méme image , c'est-d-dire , par homothdiie s comblen contiennent des ¢~

1dments de norme 1 .

Or , comme K est cvelique , les éléments de norme 1 sont ceux de la forme
s(z)/2 d'anr' s le th. normique de Hilbert (Alg.,chap.V,§ 11,.th.3). On 2

(Kgl;S:U““Sl =e puisdque le noyau de K gHi=s

£, o 2
est X' , et que KWé@S/Ul“S est
gonc isomorphe 3 /JKf% qui g e éldments (X dtant ccmblétememt Paﬂllle%) . Ain-
si Kﬁlz se compose de e classes compactes mod. ﬁ $ alors les distances mutu-

elles de celles-ci sont non nulles et | pour m assez grangd , aeux ﬁlaésas dlSa
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tinctes wod .U ne peuvent rencontrer la méume classe mod.P™ . Nous sommes donc

ramenés & compter les classes mod.P™ gl rencontrent Ul”8 o

Remarquons pour cela que si 8(x)/m et s(y)/y appartiennent & la méme classe
mod .P” , on a 8(7)/z €1+P" avec z=x/y , c'est-d-dire z-5(z)e P puisqu’il s'a-
git d'unités . Prenons une uniformisante u de X s et posons‘ulzu A uzzuas(u)
u3:uos(u);sg(u) g ow oy U =l sih).. 8 " (a) 3 on a u, €K’ pour n multiple de e ;

et v(uﬁ)=n . Bcrivons

b

] h [ ] : 1 P 7
z=8' +a1u+wo+a Uytooe 5 OF aueK et an..o si aneP -
: N D v M ] , n N
e+ expromons que v(zus\z)) . Comme unws(u,)):s(u}s“(u}oos“ ](u)(uas {u))
est d‘ordre n+dwg pour n non maltiple de e, 1la relation v(z«s(z;) m entraine
que le plus petit indice n nom multiple de e tel que aﬁFO est pw-G+i . Autre-

: ~d+1 : o :
ment dit , on a z@aK9+Pm Gl o1 réeiproque EEE étant dvidente , les relations

m=~ﬁ-7-¢s

t5(z)ez&P2 " et "ng K 4P ¥ sont dguivalentes .

Or , dans U, il y o (qel}q ~~ classes mod b2 =01 s @% , pour mzje%d 9 Xﬁ%XXEﬁ

= ; = : =2y Mg =
sont représentées par des &ldments de K! . Donc ‘UL wenconnre g d-J

ej+d-L

classes mod.P® . Ainsi , des (q-1)q classes de U mod.p3+d | 13

c—-—-lh 3 o s Il 3
vy en g q{e e qui ont pour image par N /Kq la méme classe mod.P'i*¢ | pop
o TR ¥

: : T TR e i A0S
conséquent il v a , dans U' , XHZIIEIALK 1X§XKE%XK (g-1)g%d™e l/eoq(e 13

o = £ S uA < X = - 2% o2
:(qel)q3+& “/egelasses mod . pt J+E gqui sont composées de normes 4'éldments de U.

Comme il y a en tout (q l)g J+d-1 @lasses,mcdoP*3+a dans U* , on a (U*:N(U))=e,
et la prop.2 est demontree_g QUF!? '

2 . Cohomologie des groupes de Galais .

Soient L une eXféﬁglOﬂ 2&7078183ﬂ% flula d'un corps guelcongue X , aé? sCn
groupe de Galois . Le groupe gbdlien C”@if L } des applications de gfn dans lev
gf@apé myltiplicatif ¥ est appeléd le groupe des cochaines de dlmens;on n de
gﬁ g valeurs dans B‘ .on pose C ({? > = Déflnlssons nn homom@rphlsme a

de CPLL . 1Y) dens ¢t (2. 1%) par la ¢ormule : n
: 7 =\i

<§6} (&f)(sl9°°ﬂsn$‘@ )"f(329°°!sn+'i) .L ﬁ?(sqgo:‘;’s S,%,_!,lg OOSSnx},l)\@L) °

of(slgocgs )( 1}

9

ol re c” , 55€ £ . et ob a® (a6 Lsg £ ) désigne le transformé de a par llau
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tomorphisme s q'On a 1l'important résultat suivant :
(57) a(dt)=1 pour tout fec” .
Ba effet. , d'aprds (56) , (ddf)(sl,o,;sn+2) est le produit de

8
a) (af)(sp,+008,,,) © , c'est-B-dire :
nrd ().,
f(sggcoyslui+Lyooays 2) of(szg.ogs

; cz2 ( 1 i
b) (df)(slqnoss $85 .79 2098 YA )

n3l

?(8399095

S48
o e )
n+2’ %

1)(*i)

n4

s y lui-méme prOduit de

ne i i

=515, a.l)})

)

(
f(sl D 3 4§°°98n+2)(§mrf(“? 29S3J°°13 SJ 19°°9Sn+2)
=3

e a1
of(slsggs3,°°9wn#l)
du produit pour ?_gig de
' : (=1)'e ¢-2 i+
Lgmf - 1)
f(s 9::098 Sl+1goey ﬂ+2) é:%‘?(glgoagsjsj-}lg°°§Sisi+l9 °°9sn+2)( } 5
2 5
o GO = o o \er 2 i
iii1§ 9S lS}“S_’ }-lg S,S +2/ f(31gsogblsl+ls%‘&29bogsnrgé’@ﬁc
E . () 1y
‘g;i‘?f‘;jSlE °9S si+l9 ooggjgjﬂq}l?ccbgsn%g) {Slgéugsisjgeagsm‘lﬂl}(
g% de . }ﬂ?l “d Bl
: =29 g@% 1 (L IR B
f(329°°98 +1ga+2} P(S7“°°9S l+19°°°99ﬁ+7 a+2)( : -
i< "‘”lw/
°I<Slg=°9sﬂsﬂ+1sﬁ+2) I\Slgoogsﬁ}
e oy e -
19099 n+l s c'est-a-dire
( 1)ﬁ 1 y8+1
f(829°°esn+l> ‘ § f(sjﬂ°°9s STL19°°9UQ+1>\ } of( 1googsﬂ}ul o

ga
On constate , en met+ant ses meilleures lunetites et @ﬁ bandant au maximum ses

facultds d'attention , gue tous les facteurs se simplifient , et -qu'il reste
=1 (Le savant Cosinus g beauvcoup travaillé ﬁour pas grand.chese)o
Ecriveons la formule ({56) pour n=0,1,2 :
(56 bis)  (af)(s)=£5"T pour reI¥ .

(af)(s,+)=£(£)52(st) " 2(s) .

(4£) (s, t,u)=£(+,u)5¢ (st,u) ¢ (s, tu) £(s, t) "+
Et , étant donné que nous n'surons besoin de (57) que pour des cochatnes f de
dimensions O et 1 , vérifious encore cette formule dans ces cas partieulieré :

: = ¥ =5 = :
a2) n=0 , feL : {édf)(s,t):&f(‘%}bdf{s*’a}‘aj‘céf{s)xfg{tal}f=8t+1f8°121

3




b) n=1 : (4df)(s,t,u)=a£(t,u)®.df(st,u)".d¢(s, tu).d2(s,+)"1
=£(u) "0 (tn)~%2(4)8. (n)T504( (stu)*lf(s)Qf(t)“sf(st)f(Q%
=1

Une cochaine fe C? telle que df=1 est appelée un coecycle de dimension n ; lees
cocycles de dimension n forment un .sous-groupe , noté n(df 07 ) de ¢ (

Une coohaing £&C” qui est de la forme f=dg (gegcn" ) est appelée un cobord

comme ddg=1l , tout cobord est un @ocvcle% 3 ainsi les cobords forment un sous-

n(éf I*) de VH(Af Lﬁ) e groupe quotient Z°/B? est appelé le

s ' s 3 . , #*,
n-eme oroupe de cokomologie de 4 & valeurs dans 1 . et se note H@(qub ) o

groupe , noté

TION 3 .~ Pour toute extension pglo oisienne finie I 4'un corps K , on 3

=95 o 3 o e s > =~ s ééf
30it T un coevele de dimension 1 , c'est-i-dire une application de 4§-dams L

& -
5 ¥ = x5 =L =4 e S=-1
ment de I° . On a 575 ;% i } %%f(sv}b Lf(s}‘* =g ~f(s) . D'ol f(s)=a

<

e gui montre gue f est un cobord .

[

.= Supposons L eyelique , et soient u un générateur de 4 et x
un aﬁmmart de L te¢lgue e K(S}:l . Posons , pour g entier positif ,
f'aq‘wg‘A“u*°°°+u 4+ ceei est cohdrent vuisque N{x)=1 . Comme -
1t+o. o+ul TE =1+u+oaavvq°l+uq{1?w+aoeﬂuy“ir , O a f{vpuq}ﬁ@(uq)u*ffu?)
et £ estsun cocyele . Lo prop.3 montre auur@ qu'il existe asgl tel que
FuM)=a -+ s.en particulier x=Ff{u) gl s &% o retrouve le théordme
nornique de Hilbert (Alg.,chap.V) . '
PROPOSITION 4 .- Scit a2 un automorphisme de i'extensdon galoisienne Lide X . 1.
lors 1'automorphis de gﬁ{g?;z%} extension canonigue de a est 1'automo rphisme




“"1 = oy S ey Y -‘1 o
nie par g=g. 2, 2, 5 Ol g (8,%)=1 s 8(8,t)=f(8,8,2  "1ta) et gz(s,t)z
]
2

=f(a,8 83,8 - Pormons (dg)(s,t,u) en disposant comme suite/ le calcul :
( A -] N =3 g § 3 =l
1=(df) (s,t,u,8)  =f(t,u,a8) "% (st,u,8)£(s, tu,a) "*¢

(a

(s y'b,u.a}f(ss”c,,u)q
30)(5,%uu):?(t,uya}sf(styu,a}“ f{at.u,a)f(s,+.28)°
1=(d2) (8,t,8,8  ua)=f(%,8,a -ua)S2( 8t,2,87 ua) " £(
(dgq J(s,t,u)" :ffigaga“iua)“s?(stga,a ua)f(s,a,a  tma)’

‘ = i

3 -] -] -1 . i I -5 -3, SR , =1
1=(df)(s,a,8  ta,8  ua) =f(a,a ta,a  ua) °f(saga ‘a8 ua)f (s, ta.a ua) " .

Lt

m

fTls,a,8 tuna)fls 2.2
ik

= \S . =l = =1 =il =
(dgz)(sg%9u§:f(aga ta,a" ua)s (2,2  sta,a 1 o .

5 =

f(a.a sa.a
= =1 <1, e ~1 gl
1=(df)(a.,a "sa,a” ta,a ug)=f(a "sa,a” ya.2 ua

Fla,a

%%, -

)} des homomorphis-

=L & P LT 7N SR 2 et 5 P 5 s f e
mes de & CEns A J8LLT ) . Lorsgue T est un cobOrd ., 21 2 g G %>qu %93’@

ie cohomclogie ¢ de £ : on le noters c?f : 31W51 cc




i A e
est un homomorphisme de 'HZ(({‘,LW) dans Houx(»(f,K“f/N(Lh}) qu’on appelle 1'homomor

phigme japonois .

PROPOSITION 5 .~ Lorsgue L est une extension cyclique de ¥, 1 'homomorphisme

japonois est un isomorphisme de Hz(é 1 ) sur Hom( L.x 2¥m(L ) g

Remgrquons 4'abord le rdésultat suivant ¢
(58) Pour une extension galoisienne quelconque tout cocycle £ de dimension 2
est cohomologae & un cocycle f; tel que fl(lgs)#fl(sgl)zl pour tout 8@{?0
En effet , soit g la cochaine constante définie par g(t)=f(1,1) pour tout t ;
srovs (dg)(s,t)=F(11)%=£(s,1) puisque f est un goeycle (56 big) 5 d'or , en po-
sant f‘lzf‘,(dg)”l s T1{s,1j=1 . Quant 3 la relation fl(l‘,s):i . elle se déduit de
la relation fl(lgt}xfl(lgtu) qui est vraie pour tout coeyecle et qui s'obtient
4 coprimant ié (a£7)(1,v,m)=1 . ‘

Démontrons mainterant le lemme suivant

Lemme .- Soient L une extension cycligue de degré n de X et s un générateur de

son groupe de Galois 559 Alors tout 4lément e de Z‘(f L*‘ est cohomologue &

u

un coecvele £ de la forme F(st,s')=1 pour i+i<n , F(st,8d)=a ¥ pour i+j »n

(0Li,ign=-1)., Réciproquenent toute cochaine de la Torme précédente est un co-

cycle s :
D"anr s (58} on peut supposer que e(s gl)ee(l sl’}&l . Soit g la cochaine de
515’21:131031 1 deflz;i? pa‘w 4;(8(")-»%5“?@(Q +8) . Pour p+ qém , om a (dg)(sP,e)=
=f%?e(s gs)“ppﬁ (st )“hﬁsg a(s 08 )= %Te(s s)s e(sPs 19%’;} — Puur p+azn

9

g Hﬂ%cﬁ-€ %‘* b g i =)
en a (dg)(sP sq) ‘Ez?e(s ,8) ‘We(s 9s} -1 fe(s*,s)=8(s) %E (st gs}s e(sPst,s)
£ad : s-@

Or ., en exprimant qua (de)(sP s,s;;"gs) =1 on voit que e(s gs)s @(sﬁslgs) g
43
ze(s® 9s"’“’“’) “e(s 58 ) : d'oh %ée(s e e(spa s 8) l~e(ap s\~ e(sp 1)=
L@
B

=e(s?,s%)~ : puisque e est —mormallse Done le cobord (dg)(sp s%) vaut e(spgsqg
pour p+g <n et e(sP,s9) 1°e(s} pour p-:—q/u . Par eonséau,en't 1e cceyele f=e.dg
est de 1z forme indiquée , avec a=s(s)ex® |
Réciproguement , si £ est une cochafne de la forme indiquée , on g , puisque
aek  , (df)(sP, 8%, 8T )=ar(s9,6T)p(sPHY, oF “L£(e?, 84T 2(sP, 50" | Prenons 0g

p,qqr--ép_»l’ - Pour p+g+rgn , les 4 fgcteurs valent 1 . Pour pra<<n g+ <0,



0

~1

-1 -l
p+a+rzn , on trouve l.a™".a.17 %=1 . Pour p+qZn 4 q+rZn , on trouve g.l"".1.

a”lzl 8l p+a+r<2n et aoa“loaoa"lzl si pHQ+r 3, 2n .. Pour p+q<n , Q+rzn , on

-1

8 pHa+r<zn , et on trouve a.a”,1.17 =1 . Le cas pra zn 4, q+r<n se ramkne

au précédent . Donec f est bien un cocycle .

Démontrons maintenant la prop.5 . Pour un QOOyéle f de la forme indiquée dans
le lemme , on g 7E‘ﬁ'S)=f('S‘ln“y,-S):a 3 comme on peut choisir arbitrairement a dans
K , 1'homomorohisme japonois applique H?({ZHLW} sur Hom(Z ,X /N(L:f")} . Dfautre
part , toute clisse de soun noyau contient un nocycle f du lemme pour lequel
T(s)=a est une norme 3 soit a=N{b) (b&L*) . Cousidérons 1s cochaine g définie
par o(sd)=pttSte-+s?” pour O<€qggnzl . Le cObO?“d (dg) (sP sq)zg(_sq}spg(sp“*q)“}:

. ~a=1 DHg= . P~ 1 .
ol v b(1+s;-°o+ JePe(legt. oas )+(‘L+sa»m+s ):1 pour prq<n , et

, ; prg-u=1ly .- p=1 U=
s 8§ = i o o ST = T 0o eSS T eo :
b(1+$+0°-s~c )u (l+s+..+ Y+ (148400458 )ib1+8} +8 N(B)=a Your
p+qzn - On a dome P=dg e+ l'nomomorphisme japonois est biunivogue .

-

4 . Transport des classes de cohomologie Ge dimension 2 .,

Soient L une extension galoisianne finie de ¥ " ui g0n groupe de Galois s F
une scus;extenszon galoisienne de T 9% le sou;smgroupe invariant des &léments
de ;;%; laiesant T invarisnt (e/2.4. le groupe de Galois de I sur F). Alors le
groune de Galois de P sur X s'identifie candnigquement 2 éf/%? (Alg.,chap.Vs$§
10) | |

Soit £ une cochaine de dimension n de ,gf; c'est une application de ;f’ dans
% ; , ST g
L . Ba restriction & éé €8% une cochaine de QZ@; - On obtient ainsi un homomor-
S X - 1, oF # "
phiswe canonigue de,(}ﬁ(@égg ) sur Cp(ﬁéﬂgz ) . L'image 4'un cocyele (resp. co-
bord) par cet homomorphisme est évidemment um coeycle (resp. ecobord) . On op-
tient done , par passags aux quotients , un- homomorphisme canonigue de H’"(a(, Lﬁj
Nysg ¥
dans HY (' ,17) .
X s =5 2z ) o 3 = o - . ’\44! 2%
Considérons maintenant une cochaine £ de dimension n de %,/,;éf s ¢'est une

application de (é/%)ﬂ dens F¥ . Pour (slgugs Eiéﬁn s posans f(slg ,ogbﬁ):

s - af
:f(sl;a'wsn) 5 dﬂSigﬂaﬂ“’C la clgsse de s wog . gg comme B QL f ﬁs*’s un
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n R 't ;
élément de C L{fyﬂ ) . L'image par 1'homomorphisme £ -»F d'un cocycle (resp. co-
bord) est évidemment un cocyele (resp. cobord) . On obtient done s par passage

) . . #
aux quotients , un homomorphisme canonigue de Hn(_u(f/%,}?w) dans Hn(ﬂé,L s "

Dans le cas n=2 , on a les résultate suivants

PROPOSITION 6 .- Sgi.ent L vne extension galoisienne finie de K , £ son_groupe

e G i

de Galois , P une sous-extension galoisienne de I , et H 1le soug—groupe inva.-

riant des éléments de gé laigsant 7 invariant . Alors 1 'homomorphisme canonique
de Hg(ﬁ/ff 7 dansg H (af Ly’) est biunivogque , et l'image de Hg({/égglﬂk) par

' B i ! . 2
et _isomorphisme esh drale =1 novan de L'homomorphisme canonigue de H’z(té;& )

Q

§4

s H fﬁfl ) - Autrement dit , oum a 1 suite exagcte
(1) = HQ%/%F%B@HZ%ﬁ"}aagwﬁﬁ”& ;
Scit ¢ Um cCeycle de 45/%‘9 dont 1l’image canonique P@ZZ fgaz s0it un cobord

P
dg (ggC” (5 L}?)) - On weut supposer (58) que 1'om a (s, 1)=%(1 l,8)=1 ; comme

s, %)= =2(t)%a(st) 1‘2( ) . on en d4duit g{1l)=1 . Pour h et h' dans %‘99 on g
(d2)(n,n )‘—f("h h*)=f(T,T)=1 . Doume la restric tion de g & gest un coeycle |,
et o, d'apr s la pProv.3 , 1l existe a,saL tel que g(n ,“a“ =L pour h@g? . Pusoms,

; " - i af ,
pour s céi g(s) =a° 1g ( s) 3 comme o5t est un cobord , on g dg'=4g=% . D'autre

‘J
5y,
[0}
s
o

[F §
Y

vart z'(h)=1 pour hea &) on déduit alors g*(sh}zgf{s) 5 au-

AL .
tre - De 1=Ff(1,t)=

2 4 & 5 2 [3 h © 3
constante sur les classes mod.< , o4 que ‘g"’{h)zl o 8' (%) =" (%) : autrement
ap e =
par Az s c'est-a-dire dans F .
s 3 ks = 1 : B : ¢
Par consdauent g' provient 4'une cochsine de C~( /;ggF ) s et le cocycle F

2 5. 2

dont nous sommes partis est um cobord . Ceci démontire l'assertion de biunivoei-

2 pY . & - “ r,ﬁ o )

Soit fézg(ﬁf/g??“) ¢ et soit T son image dans 44{5@91; )+ Ila restriection de
%% 2 35 est alors un coevele cOnstant dont la valeur b appartient & FF . Posons
\ - ) Y . S < L : .

g(h)=b : alers , pour hh'e . on g (ég)(hgh“)zbﬁ b""b=b , puisque bgP¥ .

- ° 2 "%”\ 73
Done la restriction de 7 & gv 88T un cobord , et l'image canonique de Hz(ff,%sig

dane Fgféé,]; ) es* contenue dans le noyau de ?ig(é L%F@Hé(g‘gfz g
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Reste & démontrer , réciproquement , que tout cocyele fegZz(ﬁfyLﬂs dont la
« 7

restriction a f est un cObord est cohomologue & un cocyele provenant d'un co-

2/ 7 1 e PRRLT W |
cvele de Z (%,/iggﬁfj » ¢'est-d-dire est cohomolngue & un cocycle constant sur

V/'-" N 4 R .] o 7
les clgsses modaqf; et prenant ses valeurs dans P F ., Boit g,iﬂ“(bggL } tel que,
our h,h'e ¥ , on ait £(n,b')=g(n’)2e(un )12 (n) . Nous pouve ipposer (58)
pour h,h'g@ é , on ait £(h,h' )j=g(r glhh') “g(h) . Nous pouvons supposer 8)
que f(1l,8)=f(=,1)=1 ; alors 2(1)=1 . Notons (+t,) un systéme de représentants

(contenant 1) des classes de o/, mod. ﬁ% . Nous prolougerons g & £ en posant
t
1/

. Quels que

lg classe de s
At
=z(n) "t g

-£(t,M')=1 puisque df=1 . Notre asssertion rdsulte slors du lemme suivant @

T ] 4 ) 59 < ™~ g o
Lemme .- Lies notatioms Etant gelles de lag prop.6 , s0it eggzz(gisbﬁ)‘um cocycle
2 5 5 £y L7 g ra 3 w4 <
tel gue e{s,h)=1 pour sg 4 et he . Alcrs els,t) ne dépend cue de s et de 1la

s ”}0 74 ) s“} 3 e 2 ?‘:@ = 2z
cigsse de % moihfgo Pouvr gout se 4, , il existe agéa; ne cenendant gue de

4 _Gou% 1l 8% ST , 2 :

5 by, 3 ’ ¥ c=-1

1s clgsse de s moaog§ s tel que a.=1 et que elh,s)i=(a_)}" . La cochaine e

6 s =
5 P ? 7w T 2 . = .9 - - o e 3 <
1z valeouy e'(s.%) ne ddpend gus des classes de s et % mod. o , et est £ldment
de *;‘? ,
« = 3 - Y g - 7 s 8 s -1 )
et ‘ Fe P T xeik) 2 PRI, i
La relation (de)(s,t.h)=1 s'dovit e(4,h)%(s%,h) els,thle(s,t)7 =1 et entrai-

gue de 8 et de laz classe de + . Posons g (t)=e(h,s) ; on a {dg ) (b,h*)=
:QS{%"Ehgdfhh")algg(h*::fl‘og}he(1h9aa)gls(hJ3) qui , en vertu de (de)(h,h',s)
=1 vausl 9(19%’5}”1e{hnh’izéhos‘:e{hgh‘} (d'z2prds ce qui vient d'&tre vu)=1 (paZ:
hypoth>se ). Done - est un cCeyele de dimension 1 : il ne dépend que é@ lg
clasgs de 8 , &% glzi d'apres l'hypothese § l'existence de g, résulte glors de
la prop.3 . DLe fait que e' est sohomologue & 2 est clair » et aussi le fait
gque e'{s,%) ne dépend que de s =t de 1z classe de %t . Pour montrer qu'il ne gé.
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)l \ ( =] \ =~S ( ) - Yo f “ =
e'(sh,t)=2(sh,t)e(h,t) (a “8t“as) =e " (uyt;e(uﬁc} e(sh,t)e(h,t) ; en é-
A . A Ll A | ud
crivant que (de)(s,h,t)=1 , il vient e'(sh,%)=e"'(s,t)e(sst) e(syht)e(sgh) =
=e¢'(s,t) puisaue els,t)=e(s,ht) (premitre assertion) et que e(s,h}=1 (hypothzg
se) 3 ceci montre bien que e'(&,t) ne dépend que des classes de & et + . Enfin

Py e\ . 2 o . 2 :(_/ P \ 1 L 0
la formule (de')(h,s,%)=1 s'dorit e‘(a,t)l:e‘(¢5,t}e"hyst} e'(h,s) ¢ comme
! “ q [] . i 5 - b iy oy oS AL & " ¢ &4 ‘~h 4 4 ¢ ;
e'(h,8)=e"(h,st)=1 par construction , on en ddduit que e'{s,t)=e'(s,t) , c'es
bdive que e?(sm;};'@‘ﬁ CQFD . OUF! 5 E
COROLLAIRE .- 8i % est d'ordre n , et i ¢ est ua &lément de H («&L*) s 8-
1 o ' s e G- 2N
lors ¢” =st dang 1'ivnase canonigue de @2(%5/ oF § o
Pour tout ?zazz(ﬁfyL’) s posouns f"(s):.le f(s,h) . Alors (af* ) (s,t)=
hgé;g} : ;
R =1 . § 8 T g =L e, 3 i
= (L) R (ak) 12 /55-5 5*’% ) égéf(sngk) g?x(sghﬁ s or , comme {Af)}{s,t.,h)=
e o | . e -1
=1, on & f{%,h)%7(st,.h) =F{a,th) " f(s,%) d“O&{df?>(sgu) =fls, )" § gz(s th)c
o TT T . 3 9 5 ;- g !l
IEFHEAERE .1 1f(s,h) 3 si 1'0on prend t=h' , on = donc (4f N ﬁf( uh“)
A
Prenons pour ¥ un représentant de ¢ 3 la formule précédente montre que la res—
- o s . 3 - - ) fﬂ i .
triction de #7 2 2 est un cobord , dome que £ est dans le noyau de

Hgéﬁ@%}@ﬁ(ﬁﬁ

la prov.6

« Le corol

lzire résulte donc de la seconde assertion de

Nous supposerons désormals tOutes les sxtensions du corps X plongées dans une
wéwe clbture algébrigue £2 de X . La manidre dont ce plongement est effectud
B&E n's vas d'influence sur las groupes de cohomologie sn vertu de la prop.4d.
Soient B et ¥ deux exitensions galoisisnnes de ¥ , ¢ leur extension compasée
£ i pors M N . ]

e et © leurs groupes ds Galols . Les isomorphismes canonigues

Fed "5%’" ?ﬁ' 7 % -'-2-’ <7l -"gg“ ';'2 “’&'«.\ ) ° 2 o P £ 7
Hzfﬁ’aﬁ ) o5 BE(E .07 et I°(F, P ) 7°( € ,0™ (prop.5) identifient Hgaégggﬁﬁ
“ . s;.'”' = 2 £ “{."{i@ . * 5
et i?nggF?E & des erus-groupss de H°(F,C) ¢ & 1l'intersection de ces sous—
. ---‘-2 o —-52%‘\7 -.**';2 7~ ™ % 2 / o 'ﬁ
groupes corresvondent dss sous-groupes H (8.8 Jp de H°( 5 ,B7) et H°(F, T >E
ik "is S - ) =] A—‘ 4 2
de ﬁ (&=,F7") canondquenent iscmoroches par des isomorphismes rdeiproques & o
) . Eg:.

L s T N PR Hamal < - »ng f T{.fg?\ Al 3 - = g (

et ®p p - Une classe de cohomologie ¢ €H%( g ,B") pour lagquelle 2o, ,{c) est
R . e U

‘ 2 0 ° 7 = 2 - w;? 2 e o “
définizs (c.2.d. un 41ément de H(& ,E Jm) ezt dite transportable & F . On véri
fie ; comme 1'8ne gui trotte , la propriétd de transitiviid
{50} - A




o, B
(dans le sens : "si le premier membre est défini , le se ond l'est aussi , et
il y a dzalité").

Btudions eh’r‘in les propriétés "Ponctorielles"” de l“homomorphi_sme japonois{m%}

PROPOSITION 7 .-~ Soient F une sous-extension galoisienne de l'extension galoi-

sienne L de ¥ , ./ . H et ,5/% les groupes de Galois de L sur K , de L sur F

et de P sur X ; soit caHZ([,L*) s 5 80it m le degréd de L sur F . Nokons e=

=pr F(’a) l'unique élément de HZ(-C /;gg ,Fk) tel que cm.-_—;:.F L(e) (prop.6 et cor.).

Notons f(c) 1l'image canonique de ¢ dans Hz(??,L%) « On g alors le diggramme

de commutation suivant ¢

LIK:=F

. - ' > L ————
o’ ] ’ ¢ ke |
PNy (L% L TEK > K¥/Np 4 (L7) > E /My 4 (%)

Exammons d'abord le carréd de gauche . Soit fe ZZ({: L#) un représentant de
e 3 alors g(c) est 13 classe de 1lag T’&StI’lC‘thﬂ g de £ & ?f . Soient "i: } des
représentants des ClaSSéS cie ‘5 mod . % Oomme(hc ﬁ} g(‘h) ?mf(h?gh) e}?
on g Np/zfg(b))-—g:?f‘(h" h) . Or , cowmme (df’}(ﬁ hth)=1 , on a £(n', h‘%t@‘

af(‘(‘? h',h). f(t h’h)ajf( ighq) - Puisque h'h paroourv’;‘;&%ﬂ en méme temps due h',
on a WZE; f(‘ﬁi9~"h}°1f-({;igh?):l . D'ob My g (E(n))= 5:?? £(tsh',0)=F(n) . Ce-
ci &émcmtrﬁ l'assertion relative au carrd de gauche ./ ¢
Passons au c;arré de d:ﬂéite - Soilt toujours f un représentant de o . Comme

dans le cor.d la prop.5 , considdrons _1\8) ﬁ?(s h) s posons g(s,t)=

=(4 m(’&fl)“’“}(s t) 3 la démonstration dudit r«Orollazre montre que gls,t)=

, zi@?ﬁ(svth)f(sgh)e“ - Done gls;,h')=1 (n'g ) et gls,th')=g(s,t) . On peut
donc appliquer & g le lemme & la prop. 6 s il existe des & & ¥ ne dépendant -
gue d= la ciasse de s tels que g(h g) (a. Rl que EL g'(s,t)=
ﬁg(/sg't)(aﬁ)“’sagﬁ(as}“’l s0it un élément de F ne dépendant que des classes de s -
et t 3 ainsi lton peut ﬁ)rendre g' (préalasblement passé au quotient et & l"auto;
clave) comme représentant de ls classe e, ple) . Soig (t;) un systme de repré-
sentants des classes de ﬁ moé %; notons s la »classe de s . On g Z"(‘E)z

:?;Tg?(tigs)z??(g(tiQS)(BS) iatbs(atb)”l - Comme a, ne dépend que de la clas-
£ G{ . & i
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gse de u , et que t,8 parcourt un systdme de reprégentants des classes epn méme
temps que s , l'expression précédente se réduit & 2'(8)= XXEREYEFAEAGAEREAE

9

- : J o
=%7{g(tiws)(aq3 1 . Or nous avons vu que g(ti,s)zjz%(ti,sh)f(tigh} 1 comme
& : ' j

ﬁg est invariant , ceci s'derit , en regroupant les termes , g(tigs)z

7

=?;Tf(tiqhs)f/tiyh)“l s en se servant du fait que (df)(t‘,h,s\:l , ceci sfé-
e

crit avssi §£§f(tihqs)f(hgs)bti - On a par conséquent z'(8)= | | Af t5h, g)o
T Tie(n.a -4 s aﬁ ” AT 2o
o;b,(as;gff hes)) "1 . Comme t;h parcourt le premier facteur n'est autre
2

que P(s) . D'autre pert , on g by TVY (n, s)@,FyyQ en effet , d'aprés la 4défi-
v ’ 7
nition de a, » On a (a )ﬂ ~asg(h ,s)«a ?”r¢ nt,sh)f(h, h}““ 5 d'ol (bs}li =

=a.l, TT#(n, s)h £{h?,sh)f(n?, h) 5 var regroupement de termes , on peut écrire
;, 1

) ° = S = 7/ s . 7 'b?
f(h”,hs) o lieu de f(h',sh) 5 d'ol , en vertu de (af)(h',n,s)=1 , {bs}" =
=8, I T £(h'h sﬁnb puisgue h'h parcourt H en niue temps gque h ¢ ainsi b, est

o - =54
invariant par Za Par hOH&ﬁqueﬂﬁ z'(8)=F( s)zﬂ?(b } 1_;(S;OJW/K(0 ) o On en

conelut gue les classes de EF&&? g'(s) et de ?(s) sont égales mod. NF/K(F%)

ce qui n'est autre que la commutativité exprimée par le carréd de droite .OUR!

5 . L'homombrphisme principal dasuns le cas des corps locglement compacts -

Le cas de R et C &%ant facile , nouys considérerons iecl un corps valué complet
X pour une vaiua%icﬁ discrite telle gue le corps des valeurs k de X soit fini.
Considérons 1l'unique extension nom ramifide Z de degré n de ¥ . En vertu de lg
prépol elle est cvelique ., et son gréupe de Galoié %g est engendré par l'auto-

- gt Ah i g - g ; 1
morphisme de Frobenius s ; le groups gquotient K,/ﬂ(zﬁﬁ est aussi un groupe cy-

cligue d'ordre n , engendré par la classe &@s uniformisantes (prop ;s soit
Lo & 2 S c 5 s 3 7 f = e o 2 g Gads 3 :
VfZ/K 1tisomorphis~e de sur Kﬁ7ﬂ{5¥} gui appligue l‘aut@morpa;sme de PFrobe-

<

nius sur la classs des u 1?0wm1éartes - D'apris lag prop.5 il existe un &idment

¥ . ¥ PP el NN,
.27) tel que %%/K:(QZ/K}* ;s comme Kom( gzg}N{Z )) est

a
4
0
=
k!
®
o

velique 4'ordre n engendrd par. ¥y iz s la prep.5 montre aussi que

v 4 %f = e = z
mg{;,yz } est un groupe cyelique d'Crdre n engendré par ls Glc@s& de cohomolog.
gie g/ Le lemme & la prop.5 manure que 1z classe @Z/? aﬁm%t pour représen-

tant le cocycle £ défini par ﬁ{s'ys ):& pour i+j<n et f{s s9) umlfermlmaﬁ%g




- 55 .

THEOREME 2 .- Soient K un_corps localement compact , L une extension galoigienne

de deerd n de K, et 7 l'extension non ramifide de degré n de X . Alors tout é-

1ément de Hg(g yZ%) est transportable 2 L .,

AL ) , - AP WENIA T )
Comme Sy /% (défini ci-dessus) est un générateur de HZ(&) 2% ) il nous suffit de

s

montrer gque OZ/K est transportable 4 L , Soit T le corps d'inertie de T¥ L ;po-
sons [T:K}=f , [L:T]=e (§ 3) ; alors n=ef . Considérons 1l'extension composde U
L5

de L et Z 5 c'est une extension couplitement romifide de degré e de % , et une

extonsion non ramifide de degrd e de L . On g le diagramme de Hasse ¢

K= MZ&E&
+ L

Soig ?}5 le groupe de Galois de U sur X , et soit ’ngL le sous-groupe des élément
de % laissant T invariant , c'est-52dire le groupe de Galois de U sur L . PUTEZ

Pour montrer que CZ/K est transportsble & L il suffit de montrer que %’ZQU(GZ/K%

©

° e ° ° LN . &
8t dans l'image de 1'isomorohiszme canonique 325242‘./%391 jm%Hz(ZégU%} s Clegt~

Q32

3 . c # %
—dire {prop.6) dans le noyau de 1 'homomorphisme canonique HQ{?,{QU”}wHZ(gé iy )
] : : , ) . %,
Soit ¢y l'image canonique de Cg /g Par l'homomorphisme composd Hgig 07} e

%Hz(%qt}w}ﬁ:ﬁ H‘(‘E{QU%‘:’} E% 7% . Comme U est extension nop rgmifide , et

x

t’

done evelique , de L , il va nous suffire de montrer que l'homomorphisme (g, )°
* s

(de ggz_dang L%@TT//L(L&} (n°3)) est dgal & 1 {prop.5) .

Or llavtomorphisve de Frobenius + de llextension nom rguifide U de L induit

sur % la puissancs so

de l'automorphisme de Frobenius de 7 sur X . 8i g désigne
une uniformisante de 7 et gz le représentant de Cy/x défini par glst,sd)=1 pour

i+i<n , et a pour i+izn , on an ddduit que {cq)' (%) est la classe modulo

4 g4 -
'EU/L{U%} de 1'&ldment E»i g(élﬂsf) » lequel vaut a . Comme a est d'ordre o

vour la valustion norwde de U , c'est un dlément de Hyp L(U%} (prop.1} , et 1%on
g ﬁ{%ﬁ (@ﬁ’(%‘}zl s et done (¢y)'=1 puisque % engendre *Z{L . CQFD

COROLLAIRE 1 .- Pour toute extension galoisienns L de X , 1o FFEEEE nombre d'é-

-

1éments du groupe @2(95 93;&} est multiple de EE:K} .

7

Bn affet H‘Z(’f A9 contient comme sous-groupe 1'image de 32{3 92%1‘; par é)’ison
5.

morvhisme canonique T, 1, °
Hg




COROLLAIRE 2 .- Pour toute extension cyelique L de K , les groupes Hd{dfﬂL*}

i

T i,':f,’i‘” . {1 %’ wp T /as - . - 29 4
Hom{ o, K /NL/K‘L )) et W?/NL/K(J%) ont tous jL:K]} éléments et sont cycligues .

En effet les deux premiers sont isomOrphes (prop.5) et leur nombre d'él éments

. T 2 ; . " ¢ 2 £ : g, T
st mult e de | :Kj « D'autre part le nombre d'éléments de K47N(L”) est

= t " - g % : o ’r “
< ﬁnVﬁ (th.l) . Comme s est cvelique ou en déduit que Homﬁzvaﬁ/N(Lm;} 2
" z T : i 2 2 Frs ' i | 7
au plus 51 %} &léments . Done H (L ,17) a 1L:K 3 éléments , et est par consé-

quent isomorohe Dar"bi L 2 H“{é ,Z2 ) gqui , en tant gu'isomorphe 2
“~9

Hom{ 5 Ll /ﬁ /V\A )) est cvclique

Dans le cas q«ﬁé,al d'une exitension galoisienne I de ¥ , lg classe de cohomol

7 i I ey besmEtn s el & T P 5
(A oL ) . ©btenus par transport & I de lz classe de cokomo-

gppells 1l'nomomorprisme principal de L , et se note ?"/g . On déduit aussi-

PROPOBITION 8 .~ Scient ¥ un corps localemasny sompast o L une extension aa_61w

xtensicn galoisienns de L , o, le groupe de Ca;@is'

rait bon que le ~rochain ridce

montrer oue EREEYRILLIIZ

J,:.

v

o D A ]
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to

Faisons-le d'abord lorsque L est non ramifide sur K 5 so0if [LzKl:n » EL:F}:& H

I3

80it & l'automorphisme de Probenius de T sur ¥ . T avtomoOrphisme de PFrobenius

agse de s modumfp . Comme dans le cas d'extensions non rami
-/y{ﬁrobenius) -classe des uniformisantes mod.normes , la commuta-
tivité exprimée par le carrd de droite est vraie dans ce cas , et 1la Prop.T
montre gue l'on a bien ?W/K:(ngﬂ(cL/;))f s clest-t-dire Cp /=] PQJ{QL/K} en
vertu.de la pron.5 .

Passons mgintenant au cas général . Posons [LiKl=n et Qﬂb]:d - Soient T et U
les extensions no§ rgmifides de ¥ , de &egrés u/d et n . On a @F/K:TFQT(@T/K):
U(GU/K)) (d'anr>s ce qui vient d‘watre wvu) zT?QT(TTSU(G%/K}):TFQU(G%/F
itivité des transnoris) . D'auvtre part MJQL(QL/ ) =1 F I(TL U(GU/K})“

r

g
:TF L<TL (@%/K)) i U(o /K> . Wotre assertion est démonirde .

de degré d de P , W l'extension cowpcsée de V et U : si e est 1'indice de rami-

flcation de F sur X , W est extension de degrd e de U et da V . Disgramme de

s ] 2 L2 :
gue L° restriction au sous-
grou

P — _F A‘_tv AR T RESEEE i v . 3 il A B R
Or SL/FNLL V(@? @¥“?L v{%v Wﬁcwz?/j {d'apres ls premidre partie)
T ¢ ¥g L g Vgl gL : : - ’




- B8
=Ty, (Ty yloy/p))- ”L,w(‘*w/r‘ "L wl (Cy )Ry p) (d'aprss ce qui vient d'étre wu).
D'avtre part JL/V U(LU/V) TJsU(TH W(LW/V)) (premitre partie) =
:q‘Lng(m{j,‘w(c\v"J’/[}{)):TI)‘/‘W(QW/K) o .Pa/" cons 8q1,19106 (CI/Y [( F—lf‘%.._dg (G!N/K'})RY F o E.Yl

£

i o m " & 4 o
NS TrE ette dernicre relation eC Cr /= , S /i ) By ) en uLs e
comparant cette 4 e relat avec ¢y /g TLyW{(CW/K}PKgF’ ; déduit qu
v o={c Ry 5 ie les opération e restriction et de t s] sont -
c1/p (CL/K)RKyfﬁ puisqu pérations de restriction et de transport sont per
mutahles . CQFD

6 . T™ior*mes d‘isomorphie et d'unicité .

Soient X un corps 1ocaéement compact , L une extension galoisienne de ¥ . Nous
g

étendrons ainsi lg déPinition de l'homomerphisme principal au cas K=R,I1=C :

. : . 3 . ¥ I ’ ;
%ﬂ/R(@OnJuQaISGH}chaSSe de -1 moaoR# 3 alors %b/? est bien un isomorphisme du'
groupe de Galeis de C sur R (composé de 1'identitd et de la cnjugaisin) sur

%= % S 03 i L3 " 3
R*VR;:Rﬁ/NC/R(G*) - Les théordmes qui vont suivre sont triviaux dans ce cas .

s . L
. TYHORBYE 3 {théordme 4'isomorphi

sme) .- Solent L ume extension abellenﬁa d'un
corpy localement compact K s et 4? £0n_ groupse &e Galois O_Alorﬁ 1 ‘homomorphisme
Sneipal We 4 e54 un is“mOr hig sur o
Lringips i?L/K est. 1380mCrD qf Bur NT/K(L
Ceei a d€38 448 démo € dans l= cas d'une extension &Wﬁllcue (cor.2 du th.2).

niy
3 : 3 ) 2 B - o g © 3 =5 o
Comme le groupe de Galois of de L est produit direct de groupes cycliques (Alg.

<=

&}

chap.VII) , L est extension composde d'un certain nombre fini un dfextension
cveligues d=2 X . NWous raisonnerous par récurrence Sur a ., S5i L est extension
composée de n extensions cyeliques , elle 25t gussi extension composée 4 'une

extension cvclique Z et d'une extension abélienne F composde de n-l1 extensions

eveliques . Soient gf; et oy les groupes de Galois de L sur F et sur 7 .

s o £ = 4% { XT‘=- ¥ ¥ Y ) € >_~. 1 &
Congidérons un é1idment sg tel que %E/K\S,QEL/K{L ) - D'apris la prop.8 on o

en dégignaﬂv par sm et s, les classes de s mod. Jﬁ et dﬁz g ?%/K{SF}EEP/K{Fﬁstl

( =1 . D'apr®s 1'hypothdae &é;récu_renc@ appliquée & F et Z,
on en déé?l% gue s,=1 e}t s?:l . Par coaséquéﬂt les restrictiodns de s & Z et T
sont les automOrphismes identigques ; aimsi szl.g et %ZKZ est biunivogue . Alors
1'inéoalité fondamentale (X* °DL/K(L >§§;[:: } (n°l,th.1) et le fait que &f 2
[L:K] &1énents montrent que 1/l ( ) W%TL/K\L”; . CQFD

THEOREWE 4 faz&inaii@n et unicité) .- Soit ¥ un cOorps locslement cOmpaset . A ..
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toute extension galoigienne L de ¥ associons le soug=groupe WL/V(L ) de VK

L'application L*®NL/V(L ) est décroissante (pour les relations d'inclusion),et

sa restriction & 1'ensemble des extensions abéliennes est biunivogue : plus

précisément , gi L' et L" sont des extensicns abéliennes de ¥ telles que

NLV/K(L’ﬁ)c;NL"/K(L"ﬁ} s 00 a L'OL" . Bafin , si L est une extepsion 2al0igi~

enne de X , et gi A est la plus grande extension gbélienne de X contenus dans

L (g'est-d-dire le corps des invariants du groupe des commutateurs du Zroupe
: , : - 4 ' '
T s
de Galois o de L) , on a JL/K(L >*NA/K<A ;
La décroissance de l'application L‘#NL/K(LW) est conséquence immédiate de lg
transitivité des normes . Soient L' et L" deux extensions galoisiennes de ¥
telles aue Ny, (Tt ) NLN,/K(L1’5€) , et que I' =0it gbdliemne ; soit T leur ex-

tension cowposée EE,scit s un automorphisme de I sur X y et soient s' et g”

[AVEd

les restrictions de s

L et.L" 5 glors (prop.8) %'“/K(s*} est lg classe
modON(Lﬁ%% ds %i/k(s) la

donc aussi la classe de %Lg/ﬁ(s ) moéoN(L"%z (puisque

“

N(L”?):zﬂfL”f}:BN(L”)} s comms ?Zq/K est un ilsomorphisme , ceei wontre que EE

-

s'=1 implinue s"=1 3 d'od L' L* puisque L' et I ssat des cOrps d'invariants,

La biunivocitd se déduit aussitdt de ceci et du fait que (X%, /V(Q’ M1:x]

lorsque L est abdlienne (th.3).

. &
Soit maintenant %f le groupe des commutateurs du groupe de Gzlois ﬁﬁ de L .

Considérons le diagramme de commutativitd (prop.8)
| A ki £
Vifi ! A
LML) —p EYN(LH
Comae /W(L ) est communatwf s 12 noyau de %i/? contientg ﬁf)E domeaplfK dé-

finit par passage aux qu@tien%s un homomorphisme h de'éiéfj dans KEVE(Lﬁ} H
le composé de h et de 1'homomorphisme canonique éefK%%N{L§7 sur K$7E(A%} est
?A/? - Puisque %ﬂ/ﬁ @8t un isomorphiswe ($h.3) , h est un isomorphisme de
L /L7 dans K?/‘N(Ly’) - Ainsi 1l'assertion Wp o (L9)=N, (A7) équivaut & "h est
% . 2 : :
S n Oeio o 4} h -Ld.T “m” 1 1 3
ur® . c.d.d. B gy L/x &8t wn hemomorb_lsme de sur K /ﬁL/K(Q J" . Comme 1'as
ey

serticn 2 démontrer est vraie pour lss extensions de degrd premier (gui sont

N : . i 2 S5
eveliques) , nous gllons 1a,éemontrer par récurrence sur i :Zj . Comme Ii-est



v B o
extension résoluble de Y& X (§ 3,n°3) , on a AZK (si L#K) . Alors , d'apreés

¢ Yo
< ’ 5 - - s . . k
l'nypoth*se de récurrence yapT/ﬁ est un homomorphisme de @f sur A7/N.
§ E) L 8 B

"

Congidérons un él%ment Qgﬁfﬁdﬁ la Porme b:”f/v(a
s L) L

tel que a =s0it dans la clasge %L/ﬁ(g’ modumﬁ/A(L ) 3 donc b-est dans la classe

: . oy o b g s .
41 rr,r_w, r'.; { 7 7 i 51 ) *;7'1"_1 on 1“ - Z : Jf. v!j: y ‘—.{:3':"7:-,-.-3 d_.f N
ima e e ?IJ/} S) 3//. L J‘p’pi-l- O 34 .. (//\ L ?.. .‘rJ/K\ & geaia ‘ A,,/,.\,.
par passage aux quotients ; autrement 4it (prop,.8) b est dans la classe yz/ (@
moﬂu-f/{ ) ; mais ~omme e appartient au groupe des commutateurs de L 5 cetp
. . v 5

: i " P s L / e ¢ P I
e ¢lasse niest autre Jgus aT 1,L . Par conséquent “A/K(A )Q.JI/K\L ;. et

g
&
&
A0
®
4
1
19}
o
tte
[®)
ks
Y]
.3
D
H
H ©
®
S
12
(=X
D
s
bad
e
L.S
(3]
i
&
5
]
o
n
fudis
©
s
v
b—‘ 4
(3
c.l
4
o
L
o
[
-ty
Q..: N
(.,.v
i ﬂ' ]
3
| (B
<
9




l'extengion galoisienne V de ¥ engendrée par U , et en remarqguant que le carré
de gauche du diagramme de la prop.8 est valable pour une extension //aelconque}
Ceci étant , soit a un élément de H sy & 8a classe moda'_f‘IU/,m(Uh’?} ‘st 8 1'61lé~

7 4 e g e Iy = » . 3 PO \ "
ment de Z’F tel que a:?ﬁ/F(S! 3 comme N(@)=1 par hypothdse , on & ?I¢K(S’:* 2

donc s=1 , et aﬁ}NU/?(U ] - €™

COROLLAIRE .- Avec les mémes wotations , On g RU/v(D (/7(L 1A F/K(Ff} 3
En effet , le ch 6 s'éerit JU/F(U )"NB/K(NI/K(L )’th/K(m Y) 5 il suffit a-
lors de prendre le N W/? des deux membres .,

7 . Le théorime d'existence (nonm "gleichberechtigt”!)

Nous nous proposcns de montrer que tout sous-groupe d'indice fini (ou presque
#* = ) . oo s .

de X" est un groupe de normes d'une extension abélienne de X -. Nous aurons be—

g0in des lewmes suivants :

Leome 1 .- Soient ¥ locglsanme ut ompacﬁ s L une extension ghdlienne de ¥ , H*

jrag-le Jaugr@ume de ¥ contenant L/K( ) s il existe une extensicn abélienne

*
L* de X contenus dans L , telle gu: Ht=N. /K\L” I

Soit Af le groupe de Galois de L , et soit {? le s@usugwoupﬁ deggé 1mage ré=

eiprogue #& par L/K de qg/w?/K\L ) 3 notons I' le corps des invariants dedf

clest une extension abdlienn

L —— zéfé,'

By Al}
ot
%
T [
L™

gion galoisienne de ¥ ¢ s0it an effet s un K-gutomorphisme de ls clfture algé-
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. . X P i ‘;{‘
brique de X 5 on a 8(¢)=C et s(H)=H 5 d'oty ¥

/'\
=]
j—
\_‘

éme d'uniei.

hs —

: ) , s(U)/ch® () /s(c
ZS(NU/C(Ufj}zg(H)ZH:WU/C(UV/ 5 ceci implique s(U):U d'aprts le théo

té (the4) , 2t U est galoisienne sur ¥ . I1 est clair que NU/ (U :3 r/v(d&) s

s

I1 su*Pit alors de prendre pour P la plus grande extensgion abélienne de ¥ con-

tenve dane U (th.4).

THEOREYE 6 (théor me d’existence) .- Soient ¥ um corps localement compact , H

'\rl Y
vn_sous-groupe d'indice Pinitde Kk

il

0

Xisﬁe Dre extension abélienne F de K

telle gue W Tn/V(F‘ ) A lorsque 1'une des deux conditions suivantes est satisfaite

R

¥ est un corps Peadigue .

a)
b)

N
BN

es+ un @orrs de sér i s_formelles sur un corps fini de @ara@téristique g

€

trangdre & n .

R
)

Soi%t R ls corps obtenu en adj:

)
une extension ahdlie ne de X (Alz.,chap.V,§ 11} et , dans les hypothises faites

1'ingi (R’ pyn} est fini (§ 2,n°7) . Soit U Llextension obitenue en a8

ey 1 o . . ® e s Y S V- = 33
Sur lz aombre de facteurs cycliiques G, de R*/®

0w
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K*m 5 Hl contient R*® D'apr:s le lemme 1 et ce qui vient d'étre vu , Hl egt
donc de la PoOrme NL/R(L”) s L étant une extension ebélienne de R . Alors
NL/K(L%ﬁzﬂﬂ/K(Hl) est un sous-groupe H' de ¥ contenu dans H . Op (lemme 2)
H' est de la Porme NFV/K(F”W) y O P' est une extension abéliemme de K . Comme
H3H' , H est done gussi le groupe des normes 4'une extension gbélienne de X
(Lemme 1) . CQFD

8 . La Puhrerdiskriminantenformel .

im
Commentaire . Le réddacteur s'excuse de présenter & son Illustre Maitre un ex-
posé aussi peu bourbachigue . Il a su un mal de chien & comprendre les astuces

de Hasse , umai ét4 incapable d'en extirper le caractire 4’astuces . I1 fait
P

03]

wamafquef que le cas "cycligque de degré premiérﬁ se rédige de facon moins lour
de (mais lsas astuces essentielles y rastev*) $ On pourrait peut-€tre se con-
tenter de ce cas qu1 est suffisant pour le théorime é”existence pour les sé-
rigs formelles (qucl=66880u3) s - et gui peut remplgcer lag déﬁ@nsﬁration de
. XEXFREpl *indoalisd fan&ameatale (coé;ée 1z prop.2 du u%l ; elle-méme assez pé-
nible) 5 il est vrai gu'owm pewa aznsz divers jolis rdsultats éu.cas généy al ;

les simplifications d'exposd seront notées au passage . Au début on me suppose

rien du corps 4z classes .

A} Le point sur legusel porte ls démonstration .

i3 =

Soﬁt K une extension gglpisienae Tinie §'un corps localement compaet K' : no-
~ tations usuelles AP, A¢,P*,k et k' . On se propose d'étudier le groupe quotlanf
K“%/{1+P*h}N{K§3 : pour cela on le ddvisse en KXt X */0' (K™ , en
UK} /(142 IM(E® et en les {14Pi9)N( K*‘/(l@v““’lm(ﬁ) (lgugh-1)

groupes sont finis : clest clair pour le premier (il ¥ & des normes de tous
les ordres multiples de ) : les a4treg sont isomorphes & U*/(E?(1(1+P*}N(Kf3}

et {1+P?Q)/(\1+P*u‘f"l+?“u+l%ﬁ‘Kw3‘ qul sont des quotients de U'/{1+P!) (iso-

morphe & k° ) et de ’1+P“u}/(1}P’u+l} (ls@mOthe & k' additif) . Notous B le
soussgr@upe multiplieatiP N(1+P?u) s les groupes en auesthE sont U? /(1+P (U
et (1 +P"u)/(1+'ﬁ‘u+l)Iﬁ(B } - '
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Pour tout u il existe évidemment un entier v tel que W(1+PY)C1+P'? (nous en
déterminerons un avec précisionm tout 3 l'heure) , donc tel que 1+PVC:B ;s ainsi
W(B, ) (1+P* %) 5N(1437) (14pr 04Dy '”)N(K )32
:((1+P"):(1+P“”“)N(B )) est inférieur 3 ((1+P'%):N(1+PY) (1+P'%*)) . Pour 1a

, et l'indice ((1+PV‘1"N(K*):(1+PN

fonction v de u qui sera d4finie plus loi ln,pous montrerCns que ce dernier lndla
ce est "presgue toujours 42al & 1" |, et nous enm trouverons une borne supérieure
dans les autres cas . Ceci montrera quﬂn, pour h assez grand , l'indice

(K™ ’lJP'h)N(Vﬁ)) reste constant,done (puisque N(X ) est un sous-groupe ferme
de K+ » et par svite intersection de ses voisinages (1+P9h)N(K )} s que N(x¥)
contient un 1+P*h pour h assez grand. : nous déterminerons aussi , dans le cas
abélien , le plus petit h avaat nette propridté ¢ 1'idéal Ph est alors gppeléd
le Fohrer de 1l'extendion .

B) Une mirificque for-ule normo-tracigue .

Soit ¥ un 4lément de ¥ . On g

(8) M{1+x)=14G1 {x)+...4G G, (2} (n=[K:%7])
ot G.(x) est la somme , dtendue aux cowbinaisons J & j des éléments du groupe
¢ S.+8ato S, . Sy i E
2 & Yd 5 " _L
de Galois 5% de ¥ , 3Jes x 2 (sié:éfg notation d'Alg.,chap.V,§ 6, nOlO)
Vi e
Faisons Cpéwﬁf gz sur ces combinaisons {ou éléments de lialgdbre de %2 sur Z)

(s +°°+s?)s 7s+oq+sﬁs s Seit C une eclasse 4 'intransitivité de cet ensemble de

.l

ct

@@wbwn isons , e

z

scit gf(ﬁ) le sous-groupe de %g laissant chaque éldnent de C

invariant . Deux cas peuvent se produire ¢

. ] £ 2 = g 5 X 3 3 V " T £% 2
a) La combinaison S(Qf(@}): . 8 Tigure REFEL dans la classe ¢ . Les &lé-
ments ds C’som%,alars les e mbiﬁa1SOms S(J(C).8) des classes & droite de QZ__

~ 2 Vi
mog . 2(@3 - Notons que anux SO&SangU pes distincts ;79 4 de é}’dOn%eﬁt des

classes C distinctes . Soit ¥ le corps des invariants du sous-groupe i?ﬂ
Gon%fi%utﬁon 2 1& stmme G. (Y} de la classe §'intransitivitd C @OrrGSp@ndanue
¥
est alors éV“demme@+ vafgv\\z ()} .
b) Dans le cas contraire les éments &é la classe C sont des sommes &e plu-

/X
&1
sisurs termes , de lg forme S(;f{c}ggj}+oc.+s( -{Cﬁgsq}  En notant encore X
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le corps des invariants de ZI(C) s la contribution 3 G (x) de 1la classe d'int
' 84 8,
transitivité C est de la forme T_K/yv\nyywn x tx Zoax q)) avec qz2 .

Fn résuné on a la foruyle suivante

: ) 8
“5% 5 16 ot g 1 \
-+ ,&E‘J ( q{i.,,g TI‘K/KP (N’}{ K x S q’/)) °
S : K‘ -Lgoarjuq : %
les sommes 2, étant dtendues & tous les corps intermédisires % entre X et X!,

A

et la somme ¢ étant étendue & certaines combinaisons de q éléments du
Sy 0.8
groupe de Galois ///(q 2)
3 & g ° 3 3 = z 0= _'"“
L'intérét de ceci est le suivant : prenons pour x un élément de 1'idéal 24
8 g

; i = Sxg g
(v;pl} : alors le produit % locx q appartient gu moins & p<V s &%t en tout cas
1 : s

{a) & : E; '“"“5: T LY
(c) I{T.K/Tz((fi_«}-X)w_-% TR /Kg(z w/e(x) )+ = (2% T@/Ae{wz/ztyﬁ)}

»

V41 = g
apparti ymmﬁ;é? el xeP’ (v2l) .-

E%t les termes de la sommation double sont dans des puissances suffisomment hau-

tes de P' pour ne pas géner ..

Cas evelique 4z degré premier aw-On voit aussitdit qu~-9 si xapP’ s OB g
aussi NM(l+x)= =l+Tr(x)+8(x)+75(y) , oh y%épgx (ca resulte aussi de (e} ,
~ecar dci K est | soit X, Sozﬁ Xr),

¢) Une miraculeuse fonection ' quz,ggrﬁrouve Etre lindaire Yar morcesux

T

-

~ Nous supposerons d'abord que K dst complitement ramifide sur X' posons n=

o

_zK K‘g . Notons K le j- %@e corps de rvamif leaﬁion_&e K.sup K j-of n(j):i?:K?E

c'est-5-g1 -e de 1?ansamb1@ des sg f tels que s(a}aangj+1 pour tout agd (§ 3,
2 %f’

no92y comme X est complétement ramlf.ég » 01 a K =K* et n(0)=n . Pour tout

nombre rdal t2 -1, nous poséroﬁs ol t)=n(i), j éésignan% le plus.ﬁetit entier

?% - Bt nous considérerons la fonction

(a) u{v‘;:n‘"}jj n(t;d‘é .

Comme n(t);gl , la fonetion u(y) est st i ctement ecroissante (e% lindaire par

morcegux . puisquevn(t) est eonstaﬁte par morceaux) .
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Considérons waintenant un corps intermédiaire ¥ . La th”

oL

orﬁe de Galois montpe

aussitét que eon j-dme corps de ramlflcatzon est ?(V ) 3 posons E{j%zﬂg:ﬁ(Kiﬁ

;’

i

(c'est un diviseur de n(ji)) . On a encore n(O)—nthﬁlj s d'oly {K:K{}:ﬂ n .
La formule de Hilbert domnant 1'exposant différentiel m(X,K') de X sur X' (§ 5,
n°4) peut s'derire (punsque n(t) 1 pour t assez grand) :

{7 &8

(e) m(xr, K')=] (n(t)=1)dt .
mé

Ly TRE
De méme m(X,X)= Ji(n(t)wl)dt - Bt la formule de transitivisé des dlfféremtes
n(X, K" j=m(K % )Te(Vg?}m(K,K”, {(§ 5,n°3) TTEEFTE donne :
(£) m(&,x") ;“"if (n(4)-5(t))dt ..

Considérons N /?o(l+? ). ok Hv/y‘( ) 5 et aspliosuons-~leur la formule (¢) de

Ny} 74 ' 3 3 . B
Ad )*“§V+l o Dfapres la théorie dz la différente

B) - On g E,{/?(Pf)f B et Lw/y(? 7
(§ 5.n°3) , pour que l'on ait Tr(BFV)e P (resp: TI(PV+13§;P“a+& , il faut et
il suffit gue l'on ait (ﬁ,,ﬁuQVe’m{KQKVE (resp. (n/8)(us+l)- (v+l)€n(X. ")) . La
re 5 et , sauf 2'il y a 4zalité

s on a Tr(Pigpr Ut | sous allons étudier ceci
la formule (d) . Un facile calcul donne alors

(g) (n/z><a+z>4<v+1>:<z/z§

-

dans cette seconde indgalit
lorsque u est 1ié & v par

=2
En comparant avec (f) en en 3da ité éwé%uéief %
. & ’
— o = el in,w e c‘?‘ e
a{m(X, X ) —(n/f) (url}+v+1)) vaunt F (a{%)-n(%))at - §{ (n{%)-0)a% . e'est-b-dire:
I ) oo ves vl
o 1 y =wy \ &
(h) J (B-B(t))at+ | (n(t)-B(t))at .

+'inédgalitd chershés , =t les dnelusions
\ T e s 1 : Tl cU+L
(i) T (P )epr o Tr(F TP .

est n(v')=0(0) pour tout entier v'gv , gt T(v")=n(v") pour tout entier v'avsl:

v"’“K , Ou &neOre KV§£ZE§;KVW s aui est &=

{ 33 z .‘f’ E——Q ﬁhzf b -]
\dJ v = vl

Or . la fonction n(%) est cons

o

ante par morceaux , avec des sauts en un nombre



- 67 -

fini de points entiers Vysoes Vo, (qui sont les nombres de ramification définis

au § 3,n°2) s on pose Vo==d 4 V. 4=+% 5 la fonction n(t) est constante pour

; b P b 2 4 “e T, A
Viyléﬁt%?vﬁ o Done , pour qu'il y ait €galité

1) Ou bien l'entier v est distinct des v. (L€jgr) et alors Z=%_ ,
2) Oy wien v est 1'un des vy (1g 1~@r) , et alors K&ﬁ;iﬁlK/+l 5

D) Application & 1'4tude de (1+P’ /(1+P"u' N(1+2Y) .

Nous continuons 3 supposer X compl&tement ramifide sur X' , et u EIFE et v

1lids par la formule u(v):(l/nh}‘n(t)dt . Remarquons qu'd une valeur enniere de
L8
v peut cOrrespondre une va‘aur fractiounaire de u : par contre

)

s 81 u est &Y=

tier , 7a valsu~ ﬂOrresvondante de v est entidre , puisque n{t) divise n .Po-

sons U, u(v ) L1 & iéﬂﬁ 5 ces nombres ne sont peut-& étre pas entiers .

R&wE 4@&@%%&&? Regardons ﬁ”abord le cas ol u et v sout >0 et entiers) . I1

. résulte de ce qui vient §'8tre vu , et de som application & la formule normo-
tracique (e} , que l'on & (avec xeP
D

(k) N(1+PV)& 14P0% T{1+F

Y

(k") ¥(1+x)ﬁ31+TrKf/z€(§§/ {x}) (mod.r ) Lorsque u est distinet des Us o
: Y T T

(

2y
=
o

W{l+x)z1s ‘¢@ﬁ TT&/Z?£¥K/§(2}> {mod .P?

ui gui sont entiers .

(en effet , les bermes non derits de (e) sont dans pritly dgapres la discussio:

faite en C)) . I1 résulte aussi de cette discussion que chague trace figurantg
o

membre de (k') ou (k") est exactement d'ordre u {pour P') pour un x

Etudions ce que doane (k') . Soit a un 4lément de A* . Ia classe de W(l+ax)

7= r‘*fﬁlx ; z : : g
mod . (1+P %% ) ne depend que de celles de 8 mod.P' . Ou o H(l+ax\“”?+ ‘V)

b5
—~
o
b4
S
e
/ff\
&
®)
(o
o
5]
o
—~~~
)
i
(1Y)
e
=)
63»
m
tv-la

fry et N gnant ce qui est dans a )} . Or on

R
peut supposer Tr (§_{(x)) d'ordre u . Comme v 3 O 1% a’ ier

o

r‘“\

est une puis-

sgnce de la earaeté?igﬁique P éu‘ corps des valeurs k {§ 393039b)} s la classe

-

mod. P parcourt k' tout entier en méme temps que la classe de g mod .
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P' . Done la claese de N(l+ax) parcourt (7+P‘u)/(LJP“ukl) ?uut entier , et
}iigé}gg((1+P*u)eW(l+PV)(l+P”u+l)) est dgal &4 1 .
Voyons mainfpnamf ce que donne (k") , Avec a comne ci-dessus on a N(l+ax)=
= liqéga Tr?(Nﬁ(v‘) (m0d0P7u+l)_UOUT uzui et pour K cRex - On a alors

‘w ~1+1 ‘
) est une pulssance de p , et donc aus-

L‘

! PN L .
nlv, +1)g nin (v ) . Comme u_aﬁﬁyO . n(vj

gl n et E/h(viJl) (§ 3,n°3,b)) . Or , en prenant pour y un élément d'ordre u
2 e /
de P'% | leg avplications a-sl+ax (a@li') et b ~»1+by (b A) donnent , par pas-

: SR A . " \ p 02 1
sage aux quotlents des isoworphismes de k (=k') agditif sy ’1+Pv 1/(1+PVTH) et

sur (1+P’J)/(1+P9u ") . Au moyen de ces isomorphismes ., l'homomorphisme T ge

o

T+ 1 ; +1 ;
(1+PV)/(1+PYY) aur “¢,¢9V)/{1+P“u’ J(ddduis ge N?/zy par passage aux quotients

f.‘}“

& B Spomy g, b}
= " R g 7 A et P LA B e fim B3 5% 3.8 o7 - Az, T p n I 1
se transforme ean. 1l'endomornhisme \additif} de k¥ 44fini nEP zf»%%f%ﬁ@ s O é&

; X

D Yactd - L e D - s . 2 ’1 & T . g 2
est formd XH par les racines de 1'équaticn 2 ;vfz =0 : celle-ci nfes% vas iden

tiquevent vérifide d'aprds ce qu'on a wu plss haut ; son degré est an plus
u{vﬁé et tous les exposants U sont des pulssances de p multiples de n{v,+1)
done 1'c fdr@ du noyau de g est §§n{v?}/ﬁ{vi+l} . Pagr G@ﬁséqgeﬁ% 1'indice dans
k de 1'imase glk) est walv.i/a{v,+1) . Antrement d s 2'indice .

b = = n N S ™ ¢ L = - TN B
=0) & Il ast clair que ﬁ{l¢?;gﬁ¢+?f . Supposcns encovrz X completement romifide.
= e O lm e o = Y = wmryg = ¢4 1 E 4 - g S e 2
S 74 70 "et alors u; V), la groupe d'inertie est un groupe de ramification




B
de k¥ an moyen de 1'isomorphisme U'/(1+P')-%k™ : som indice est donc (ny,q+1)=
=(n(0)/n(1),q-1) (car g-1 est étranger & p) , et est inférieur & n(0)/n(1) .

Done les conclusions de D) restent valables pour u=v=0 ,

Débarrassons-nous enfin de l”hypothﬂso que ¥ est compldétement ramifide . No-

tons K" le corps d'inertie de ¥ sur X' (notations standard PU, A", U", k"), I1 va’

nous sufira ', en vertu de la transitivité des normes s que ltapplication N de
€l+P"u)/(l+P"u+l} dans (1 +P°u)/(7}P"u'1) déduite de My ﬂ,/wi par passage aux
guotients soit une applicatiqn sur . Pour u >0 prenoms x 4'oprdre u pour P! et
ve& A" ¢ alors HK"/K?(1+xy)él+xTr(v) (ﬁong?u+l} s Om conclut en se souvenant
que tout élément de¥E k' est trace d'nn &ldment ge k" (Alg..chap. v, § 11,cor.
du th.3) . Pour u=0 om voit que N(ur/(1+P") )y e U’ /(1+P*) en se souvenant que
.+0ut élément de k' est norme &?uﬁ élément de k¥

On g done le résultat suivant

THﬁGRﬁME\? .= Solent X' un corns 1ocalemeﬂﬁ compact , K une ey% sion galoigi~

R

enne finie de XK' . Notoms n(j) 1'ordre.du j-&ze groupe de ramification de ¥ ,

et pcur tp -1 . posons n(tY=n{J) , j étant le plus petit entier 2% . Soit u(v

e %7 .
;s f il ) o, ]
lz fonction (l/h(O)X} n(t)dt . Scient vy,..,v, les nombres de ranificgtion de .
& . y B L

X (coaoéo les points de discontinuité de la fometion n(t)) . On pose 1+Po=U ,
+P?O~W” s ug=u(vy) : '
) N(1+PV) 14008 | N(l+?v+l‘§i‘ 1+P’m’1’ y |
) ((+2™N(EY: (142 hymE®) ) € (14279 f@(l@" (31427 -7 }]

e)‘L?imdice.((1+P°u§:%(1+Pv)(1%P‘g+1}) est inférieur% é n(v)/a(v+l) . Il ne

¥
o HLOTE 3

c

o

peut dong &tre distinet de 1 gue si v est 1'und des g gui sont entiers
d} Pour uzu, .+l o, ;?ihdiee.(K?":(1+E?u)N(Zﬁﬁ} garde une valeur constante in-

ure & XX [K:X'}

s
ey

)

m

_ _ +1L .
e) Le sous-groupe N(X¥) contient l—;—?‘?% et est d'indice fini @’é:K:KE dans

i
-

- ®
o

Remargae .- Dans le .cas ecvelique de degré pfemler n (comple%ement rani-

. San?

?id) , notoms 4 le minimum de 1'ordre de EXZE s(a)-a (s#l , agl). Liex~

posant différentiel est alors n(d-1) . Ies g-1 premiers groupes de rami-
fication sont ézaux au groupe de Galois , et les autres réduits & (1)

B!
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Les nombres de ramification sont Vo=~1 €t vy=d-1 . On a u(v)=v pour -1g
<v gd-1 , et u(v)=(v+(d~1)(e-1))/n pour vz d-1 . Le sous-groupe N(X")
contient 1+P”d - Peu de simplifications essentielles dans les démonstra-
tions .

F) Le cas abélien .

=4

g

On appligque aiors le résultat suivant du corps de classes : (K‘ﬁzN(K:)) L
Les résultats d) et e) du th.7 montrent que les indgalités données en b) et ¢
doivent &tre toutes EETLEZEIRZE des #Pésalités . Done s u '

THEOR EME 8 .- Les nofations étant celles du th.7 5. Supposons de plus que X.

soit extension abdlierme ds X' . Alors

a) Les ncoubres u; somt tous eutiers ;5 autrement dit v, +1“V est mulﬁiplelde
n(0)/a(v; 1) - i PR )

b) Bour tout uzO0 , on s {{1@?‘1)1&:(?}‘53):(1-;-??“'*“3%)1@(1&?}):((1-;1”@}3(1-@“1‘3‘1)o
ON{1+E'))ﬁn{v}/n(v+l} ' ot B

4 15 3 S ﬁ 08 oo e pk .DvS - 'peu‘r‘=+l' y 2
c) Le plus grand idésl FE P*° el gue N(K™)=314F est P*Y . C'est 13 le

Fihrer ; Sieg! Hellft

9 . Le théordme d'existence ; cas des séries formelles

THéORﬁME 9 .- $S0it ¥ un corps de séries formelles sur un corps fini k & szf

gidments . Pour tout sous-groupe H d'indice fini de Kﬁ'g'qdi contienne unf

ol Y

‘sous-groups 1+P% (c-2.4. un sous-groups ouvert de X ) , il existe une exten—

,s%ﬁ

JeH .

sion sbélienne finie E de X telle que Nﬁ/ (E

pas s’il peut exister des sous-groupes 4'indice i
t pas cuverts . Le th.5 montre qu'il 2’y en a pas

qui soient d'indice étranger & p (car un groupe de normes est ouvert ,
c < -?'s 3

7

Bn cons &eran% 1g ﬁomnasan%a D-primaire EE H'/H9 de K§Vﬁ et un @upp‘émentaxve
HY/H de celle-gi , le fait que H" est groupe de normes -{th.6) et le cor. au’
th.5 montrent qu'il suffit'&e prouver que H® est un groupe de normes , c.2.4.
de démontrer le th°9_dans le cas ou 1l'indice de H est une puissaﬁ@e pj de p »
Par fécérrénce sur j On se ragmdne au cas oY (Kggﬁ)gp . En effet si 4 est d'in

dice pJ ¢ il existe un groupe H' contenant H =2t d'indice P - D@ﬁc 13 eXL%te
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‘ s, ] 5 wl
une extension abhélienne Y telle que NLV/Y(L”’}zH” . Le sous-groupe NL’/?(H>

v . jel ’ & . . :
est d'indice 'pJ dang L' 5 donc , d'aprés L'hypothese de recuwrence s il e-
xiste une extension abélienne I" de L' telle gue NL"/T"( ) NL"/V<H) s done

2, s
elle que NL”/K(LH YCH . Le lemme 2 au th.6 (n°7) montre alors qu'il existe

une extension gbhélienne B de ¥ telle gue Eﬁ%ﬂF/K(E%)CZH s et le lemme 1 au th.
6 qu'il existe une sous-extension abélienne ¥ de Z telle que NP/”/ﬁ V=H .
Nous sommes ainsi ramends au cas o H est §'indice p et contient un 1+P% . A~

lors 4/, s étant un entier assez grand , H non@ieﬁt K%p(1+?“p} . D'aprées le lem-
me 1 au th.6 , il va nous defife.@e montrer que V‘p(l+PS?} est un groupe de
normes . Son inéice_{K%}Kﬁ@{l+k YY) vaut pq(U:Up{l+Pq9)}=pq5{p*l} puisque U se
compose de toutes les séries formelles invarsibles n'ayant que des termes de
dégrés multiples de p . ‘

Conszﬂéwbﬁs un 41lément agp~cP et l'éguation X?=X~ 3 81 x est une de ses ra-

‘cines , les autres sont wvidemment x+1l,..,%+p-1 ; done l'extension ¥(x) est

cyclique de degré p (lorsque x ¢K) . Il est @1 ir que F(V{x}‘;}m.& . Pour mon—

trer que N(X(x))>31+P°P sonsisdrons un élément ¢ d'ordre s de 4 : en pOsant
2 : : 3 - s e ' ‘p # 7‘;&1 p
x=y/c , le polyndme minimal ¥ de ¥y sur K est y"-c"y-ac® , st y esg entier
\ ;D=1 o i 01 5 o
sur A 5 on a v(?”(v};zv(cp J={p-1)s (=i 1a valustion v est normée sur X) 3 4

donc 1l'axposant différentiel

o~
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]
o
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il an résal%e (:émarque suivant le th.7) que le conducieur de (%) comtisnt

V4
g
composée de %Ooutes les K(x) ot xP-x&P®P . ce qui orécdd t la £  ? ina
T tou: es Kix) ou xf=-xe&l s C& QUi précede et le th., d'ording-

S P ast z, N 2 :— A ¢ e Ve e Pl E
“tiom (th.4) montrent que c'est une extension abélienne finie de ¥ , Pour mon-

Or , en notant 5 ]
(PP v;{?:‘ﬁ;rfg—}}:{?=5?3w<13“‘5});—(P*g?:m/{m “5)sW(P)) (car W{P)=p d'aprds
Hen”e”;~qgﬂ+l/_=l 2.6°"" (car 1e noyau de W est le corps premier) zpqgipalj -
Il nous suffira done de ém@n%rer le lemme suivant
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