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.ALG”BJ” Chopitre IT (Mouvelle vexsion)
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Algébre linéaire.

P 2

Bauf mention expresge du contraire, il n'est falt avcune hypothése
partievlibre aur les anpeanx dloperatelrs gul interviennent dans e

chepitre : 1ls peuvent 8tre commubatifs ou non, avoir ou pon un
61ément unitéd, contenir ou non des divieseurs de 7870
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Ce chapiire est consocré & ] 116%ude dtune ea?é i

4 ;..h

groupes sbéllens & C;éraﬁears {chopsI,36,n 9) gi'on gppelle les

moda1e&. Certaines propridtés énoncéeg daus les,pavagraihes' T2 et 5 !
»~§our les modunles valent vour tous les groupes eéExems & ocpérateurs E
on les sigpelers 2y psssoge. On veyvs d'silleuyrs au Chopitre LI gue

E’é%ude_é’nn groupe abdlicn & opéretenrs est toujours équivalents &
celle d'un module asgocié do Pacor convenable su groupe & ondrskeurs
considéré.

3?.» liodules

1. Hodules § gspsces vechoriels. | » :
Ce nuwéfe eom@reﬁd l@ texte des anciens numbros 1 et 2, aumputéd du
nassage sarvaﬁﬁ : 1ibﬁes 458 de la D3

25 Sgaﬁuﬁaéules,.mééales quotieﬁ%s-

e

S0it ’A an apneayu (resp. un snnesh aveo elémcnm uaité}, et soit B

@

&a-ﬁmﬁoéuie {?éspi_aﬁ~émmeékle'aﬁzﬁaife). Si I est un sons~zroupe de B

ok

Stable ?9@?_1e$ 9§é:a%e rs de & (Gﬁa@- fﬁé,ﬁciﬁ}, il est immédist que

13_stféé%éré“ée_ﬁwﬁcdaié de E ({zesps so structure de A-nodule unitairs)
induit sur 1 une structure de A-medule (resp. de A-module unitsire).

It ensem%ie_é , muni de cette structure, est appelé un sous-module de T .

Boi%t F un A-module unitaire sconsidérons sa s%rae%&ée sous-jacente
de ﬁwasdaﬁe {en

sS0uUS mﬁadvzes ée




D

)
En porticulier, tout sous-module dlun espace vectoriel I est un espace
vectoriel, qu'on appelle gous-espace vectoriel de E (ou simplement
Soug-ocspoce de ¥, lovegu'aucune confusion n'est & craindre).
Bremples.~ (GOmmg dans llanclen texte, p.5).

Les propriédtés des sous-zroupes stables des groupes abdliens & opdro-
teurs sont applieables aux sous-moduled d'un module E . En particulier,
8i U et B sont deux sous-modules dé E , leur somme I et lewr inter~
section MNMH gsont des sous-modnles de E .

(Fin db nunéro : comme dans llancien iexte, de 1z
p.5 et 6 premidres lignes de la p.5).

5. Applications lindaires,
DEFINITION 4.- Solent ¥ et P deux wodules par rﬂ*?crﬁ au méme anneau 4 .

s
Q\x

Gn avpelle application lindsire de B dans F (Qg @grgggi thisme dsé ans

F) toute représentotion (ehépsl %4, n% ) ée E da fS B ;'

Autrement dit, une applicatlon 1néaire de E dans E est une applicatiop~
u telle que

ll(x“'Y) &(x)-i-u(y) ~ pour xeE , yeE ,

u()ﬂ.,x),-—:;)&.u(x) pour AEh , xeE . : :
Rémargae.g;giersqae I et F sont &eé_gfoayes abélicns considérés
comme . ‘ | - :

{ {},; % 2 In --Ah.“ s om -;é‘ 2o R i A
in 1}, tout LLGE;L&JL;QL “}Eg_xm:. B i groups U

(sans epéraﬁeur) dans le groupe F (séns opératenr) est aussi uae

ap@li&aﬁigﬁilAAh ive @ ians F , ear la relstion afn.x s ulx }

se démont re ‘per réenzraﬁse sur n .

:l

Exén glesgw {Comme dans 1*aae-eﬂmc version, p.23%1, mais
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mant 1’63@@?13.1).

Rajouter les exemples suivants @



L d

sl Z est un sous-module de F , 1'injection de T dans F est une
epplication lindaire § et l'application canonique de E sur
E/F est une application linéaire.

Toutes leg propridiés ﬂes peprésentations des groupes & opdrateurs
{(chap.I,46, n°® 12 et 13) sont valables pour les ap iong linéaires.

t
Tous allons en détailler guelqués—unes, sang démonstration.

PROPOSITT H (=

Po

sur pn A-module

une applicaiion

B e e P i s P L % 5 « IR A
oolent maintenany b et F detx A-modules, et v vhe spplicstion lindsir:

de & dans F . L'ensemble I = u (0) est un sous-module de E , gu'on

eppelle le novau de i nomomorphisme 4 Litmage u(B)< P est un soug-

module de F . Ie module-quotient E/N sfappelic la co«image‘de u ; par
pasaage au quotta n%, b 86 leit un ibomcﬁphisme de la co-image BT
l*image a(?} ¥omomoﬁg 1igme u e°t ccmposé des tvcis homcmnrph1smes
‘suivants 5 ‘ : '

E;Qﬁaﬁyg 5 gpglica%ionl ean o&zqae d’&ﬂ moduie Gar sohn quabient

E/a‘;%;u@@}; gul est un lsomawnhlsme, :

»afﬁ} ﬁew?','iﬁjestién éa ﬁagumoialu u(B) dans 1@'@6&&19‘37.

Cette dicomp0ﬁ1+1oa glappelle Zﬁ ﬁéGOﬁ?Ow %1Gn eanoa1cse d4tun

hémomcrpaismes nfin, on eppelle £onoyau de 1‘@9&9&06941sme u le moduls

‘quotient E/a(ﬁ); Pour que u soit biumivogque, il fant et 1l suffit gue

le aeﬁaa de u so0it nul ;'?&ur gue Q'appliqae Eegur F | 311 font eb i1
Suiilt qaﬂ lé}gavgu de u uOlt aal

;&OPCSLTIQ“ 2. Solent E et - dcux A~&Qdu s, g bne applzca+1en 1inéswre

de-E dans F ‘ Lf?md~e pﬂﬂ u de @oat sobs wﬂOdUlC AQ‘E est aﬁ so&smméﬁgle

e ':- z : ""Ii
de ¥ ; 1'imege véciprogue u

de %5@% song—nodule de F egt un Scac~uudull

P
a2 3"1
.
’G’. e e
e



COROLLAIRE.~ 81 M est le sons-module engendrd (chap.I, §6,n%10)
par une partie 5 de T , u(lM) est le sous —module enzendré par l'imose
u(s). ;

Bn particplicr, si l'imege u(x) de tout % €85 egt nulle, on 2
aussi u{x)=0 pour tout x du sous-module U engendrd par 5 ?oa
nous réfdrerons parfois & ce résuliat en invoguant le “principe
de prolongement des Naentltes linéaires® ou "principe de prolonge-

ment por lindaritéh

PROPOSITION 3.- Saient E,P,G trois ﬁ~moduﬁcu;'a une application lindaire
de E danis F , v uyne application lindairze dé F dons G . Lt'application
 comvosde Vou e5% une appliention 1linésire de B dans G s

-.;‘

‘inis) de d-modul ?ham@msy—

)
'e
@

-Considérons une suite [(finie on iaf

_ phismes

oc.s‘."‘%E f‘é?"‘“"}@’ — oz 6 B &

'fiﬁéﬁzﬂlézgﬁ §i~-.0ﬁ,éit.qu'vne telle suite esﬁ‘eiaﬁtﬁ ‘51, guels que soient

!”'

s ho momarnhis_es'conﬂééutifs 1,7 de cette sazte 1' 1ﬁe’&é'h est

wé

t;g e au navaa de v =

232‘19“ une applicat%aﬁ l;n4a1re ; s0it ¥ e

nérale, 801t ééﬁnée'uﬁe sulte exacte

Alers i est blanivoque ot geimet d’léeﬁu_'

T e

B ,’@ appliq&ebﬁ sur Bt e% pormet



B J ‘.d . . B
Il est immédint que u, d6£init un isomorphisme

éonoyau de u, A7 ‘noyan de ug'.
IEn particﬁliaW, i m, et s sont nols  (ce gqul srrive notamment lorsque

B, et EAHsont réduits & zéro), u, est un isomorphisme de E, sur EB .

4. Produits de mbdules.

Soit (E,) une famille de modules (resp. de modules unitaires) sur

i)

un meme aﬁneau A (reob. anneav A avee élément unité). On vérifie immé-

e e

d’ateﬂfﬁu que , sar l’cnﬁe prodult E = QJ,E@ s le produit des
= > = S .":'&
structures de module (resp. de module unitaire) des By {chap.I,34,n°5)

est une structure de A-module (resp. de tair e} Huni de

ZL
cette structure, l’ensemkl % est appelé le acﬂale fergs) izit des mod es

Z . 8 _xz(xg), y~(y ) son% deuxz &léments de ce ncnale, on g
» Xty = {i ?+y“) ; qA_s? = {A.% }, pavk_ﬁo&t A,é L
“Bn particulier, ‘ie prodazt dfune famllle d'espaces veetcfiels sur
'dﬂ mﬁmc co?ps X est un espace vectozzel suy K ;;
U& evemyle iapartaﬁb de pﬂoduiﬁ Qe meéales est celal of toas les
o me&ules faete&rs E sant idenulques aa madale & ; gi I st 1’enseab1e,.
_des 1ndices a on.deszmne ee p:céait par la notation 'Az ; on simplemeat
AI q&and aacuﬁe confus a.esﬁ 5 or ainﬁzee ﬁe elémen%s ds ce meéule

= sent lﬂs applieatwoﬁu de I éanﬁ A

ouies les n?ey étés des pfoaaiﬁs de groayes a ogé?9+eufs é%abileg

- -ad Ghaggi_ (§'6 78 '5 et 15) Sﬁﬂu applleahlen aa» prodai-s ée-maaﬁleg;
- ' Soit b 13 pPOQUlt des modules E@.. Pour chague & , soi% p 1*apglzc¢~
'ﬁion_ B “ﬁ%Ea gui, & chague x = (x ) de E ;:asgoc'e s eam§esante x.

i
1tapplicstion p& est 1inéaire, et applique B s .
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PROPOSITION 4.~ Soit B = L-l B, le prodult des modules B, . Ztant donnd
d'applications lindafves £ 3 F —>B, , il

un modu.le F et vne famille

existe une application lindaire f de ¥ dans E et une senle, telle que

'oazi’ pour tout o .
pw"“ (xukuqmmagm}&l&»((

In effet, une telle £ tronsforme nécessairement 1'6ldment € P dans

Y. Bffectivement, llapplication x w(f@(x)), guli n'est autre gque

- {biunivogue ) de 3.(( eést unr so

. compesant .dlindice o .

- 5. Scmme , Somies direccies.

Soit I on en,semble a* indlces queleonqae, et "‘Oin (x )&e I' une famille

"?'_;"ffd'eléncnts d'un A-module I (oa, p.Lus généwalerﬁnt, a’un groupe abllien

SEEES

& opérai:eurs) Lorsqam 1'cnsemble J des indices o tels que X #) est

fini, on convient de note;c Z,z x et d'aﬁpe‘?e“ﬁ somme de 1’/:. fomille
— , 7 : *{E

(x )ael ‘1a sommeﬁ_ ,.,‘Ze“'; x‘; . I.o?*sque z -0 gour -%.:ozzt Vtz €l ,ona
¢ ek par suite (Ci’l@PoI ‘3 2 a® ééf 2}, Z xa—*{). Larsque I

: - el

eq‘b fim non vidc, en *e‘L rohve bleﬁ 1, natiar& cie ssmme dtune 'Fa;r.zz.l}.e

iz‘zie' {ééfin}iev' au Cﬁ“*p..}.} sz o’sservefa, gue lg samﬁz@ , Z % _es-fz ia
% : i #{eXl
?&1»&: camﬂmne aes sommes Z %, pour toutes '}.Qs part‘? es "imes H de
K eH ,
£ 4 tailes que xqf-ﬁ pour o Zie

Bi en qw, }.ﬂ, no stion > %, n's pes de sens pour ume famille
(x

= %é - 7 = 7. .' 2
) 3.e que z, pour une infinité d'indices o , tout au moins
W 2 S .
%aa gue & n’_eg%‘; pas muni d'une structurse topologique



<Q

e { o

(cf, Tog.gén. yChap.TIT, § 4). Toraque ,'daas ce ‘chapltre, nous emploic.-

- rons la notation X, il sera toujours sous-entendu que

-.O sasuf pour un nOmbfe £ini d'mdlces.

On vérific aussn 8% les .Lo.cmules

E £ . -4
(1) x% (‘!{“+ya) = D(Z: ‘&a' + 1-?;..! yoc

et X €

b—’t - .
(2) 7 AA x,) = . % opour. NEA
LEL c(eI ; ,
PROPOSITION 5.- Le gsous-module enpendréd par 1ls vdunion d'une famille

(B,), o1 de sous—modules d'un module T , est identigue & 1'encsemble

des sommes > % , g
el -
un Y}.G*'ibfe fini fi‘lﬂ 1CEE.

s 5;—5’0‘
L]

B pour toyt o , et x =0 sanf pour

En effet, tout sous-médule de B qui conmbiead ia 'éaniéﬂ des E_

i
contient ‘i:aiztes ces sommes : d'sutre part les Eormtzleo (1) et (2)
mcntrent qne 1fen¢emble de ces sommes GSL un c*Guu--mc;ﬁw.ii.e de o
Lcrsque l'encez:ble d*in&rces I est fini, I.C souwrﬂc&ule eagendré pax:

1a réamen &es E n’est sutre gque la somme Z E ads sous-nodules E‘a :
wel
Ce "r‘aiz, jus%ifie la. Iiaﬁswn genérale saivani:e s

}’Flﬁl"io?l’ G~ On avpelle somme d’tme farﬁ 1}.e we}.cangue (r.» )

ael
de sow-—mecmles dlun nodule E s £t on nbte Z Ew , 1e sous,—mcdule
' Kex- - -

: ée E enaenéré }:}ar is r’ew'liozz des E .

DE FI?TZZ?ZG" ?.—w 9n dit gue ls somme dtunc famille (E,) .y de sous-

medu}.e's at sm modale E est ﬂi:éec-te, si %ea’t S1lément de,cé%té'sémﬁ:é ne

peut s'ccvzre gue d'une scule menidre sous 1a forme S x z, - (avee
T XE&L
X, e.a pom’* tozﬁ' % 4,65 x, =G sau.f pour an, nembre fmﬁ gt imﬁees)

Ge'i:‘se définition rfém:r:a:lse iz définitic zz_de la som_me directe ‘é’zmé-
famlle fime de qeusmzrez@ms s sgéfaé:c urs cmaaé'e au Chépli- g 6,:1@6.'

I}. est immnci*at gufune eondi ‘5103 ﬁécess'ai:ce et suf 1‘1e@n+e pour gue
_\la: somme des sons-mo dules E 39&% é'i'wgeteﬁ est que 13 :.e}.é%f;sé

; 2,0 , of =z €E_ pour tout @ , entraine =z =0 pour tout o .



.l'interseqtion de B

“"se réduise & zéro.

e

_DOPOSITIO” 6.~ Pour gue la somme d'une famille (E ) ¢ 1 de_sous-modules

g

d'un module E

solt divecte, 11 faut et il suffit gue, nour tout @€l ,

o~

et de lo somme des sous-modules By d'indieefﬁ¢q

La condition est évidemment nécessaire. Elle est suffisante, car

la relation z,=0 stéerit z, = oz )s
> ﬁg§* 6 i
Associat1v1té de la somme dirvecte : comme dans ltancien texte

 (p.14, lignes 17 & 24).

Si ¥ est somme directe d'une famille (B ) de sous~modules & tout
x E correspoﬁd un élément unigue (xa) du produit ZE L_ s, tel que
x&:b sauf pour unk nombre’fiai" tindices, et .}2 %, “X = Cecl dé;1ait nn

hémbmofphisée‘f' (biunivooae) ée B dano le pvoduit 71” E > L'image ée

-

E par £ est iéASQﬁme di ebe des sous —modulc“ comaosants ﬁi du produit

Ceez eendazt a ane dé;iﬂltlon &e la somme drrecte éﬂune famille de

'A~moaules E _, lo‘sqa'on ne °uppose nlas que 1es E selent des oous~modu1 5

gav 1z no%atxon ﬁ‘zg, ou simplémeaﬁ _é§

J guand g-csn confusi an ntest

& cvaincre. Ie “é1ldments dn msdale 4 sont les applica%ions de I dans

‘ A nulles QQ&L ?cu? un aomﬁr . £ini d'616ments de I .
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Dlune menidre générale, nous dirons gu'un A-module T est somme

directe de A-modules B, relativement & une famille d'homomorphismes

&.
?kOBOML“IO? 7 o= SOLt E un moﬁulc, gsomme divecte de modules Ea relati-

biunivoques iyt B, —>E , si E est somme dircete des images 1, (E,).

vement & des homomorshismes biunivogues 1£:Ea —> L% . TBiant donné un
module F et'une fomille d'avplications lindaires 88y, —> F , 11 exigte
'uq.honomovshvvme gz gt unlseul de I dans F , tel que goi, = g, pour
tout o (Comparer & la prop.4). : :

En effet, i ﬁel'g satisfait nécessairement & la relsotion / .
g é;‘iaiza))ﬁ é? gwfgéia Inversemeﬁt. ectte felatiQA définit bie ua
homemcrohisme g satisfolsant anz condi tions voulues.

6 Fasziillés .szseétraléré.

Supposons ﬂonnéq ua A~nedu1e B , -Bne iamblle de A-modules E ?a . Une

farleG d’homemofnhzsmes i, ~E -—ﬁbu y % une ~&ﬁi*L° d*%cmonorphzsmes

 §-»E-ﬁ>E-~ zoas diveﬁ% que la zamilln @’pd) est une zagzllgvf

.s“eetraie}si eile satzsf it a ; relatieﬂs

;(3) a‘i # identitd, ‘ ‘ "5 -0 pour @ f @

Baas ne eas, Ai est 9383@§§1l0aﬁ10ﬁ ianlvoque de B dans E , e% pa

est aﬂe apglicatzsﬁ de E guz B - Etaﬁt,éonmé un sutre A-module ET,
: et aeq nomamaﬂgﬁismes it Eg-eﬁ>Ef,,§g : E*~*ﬁ>Eﬁ , formant une famille

yeﬂtralu, on di% qu'une application 1iadaire £ de E dans E? est compa~

tible avee 1 s fomilles s;eetraies si

: {:;. % e : = 2 2 -.‘_.; A3 2 ‘.
: {£) iy = et By, ;g}asf _ - .
Ixempleg.~ 1) Soit B le pr oduit, d’&ae famille de modules B .

- s

‘ies projections P, : E—=E , st les ap@Tlca ions 1_ E@ — B

G

définies au ﬁg4, constituent une famille spectrgle, dite canoniguement

5 » - o b b B
attochde au produit || B .
=, o



e b i o Gl

;Vseul B —193“ cemgatible avec les familles spectrales 2 =

fisamerp@e & 1

M

2) go0it E lo somme directe d'une famille de A-modules B relativement

&
& des homomorphismes biunivogues iu: Ea-vbﬂ « Chaogque xze€Z g'éerit
1 - ~ ~ » : ',"\" £ oy " . o T o 1 : -
d'une seule monidre é%: 1,(x,), ot % €E_; ltapplication x — X
est une application lindaire D, de E sur E_ . Lo famille (im,pa) est

une: famille speetrale, dite canoniquement athtachde 2 la somme directe.

L';omOmorvhlshe canonlque de la sommpe directe des E dans le prodnit
{7“ E (nOF) est évidemment compatible avec les familles spectrales

'atcachecs .canoniguement & la somme directe et au produil

PLOﬁO ITION 8.~ 801% donnée une famille spectrale d'homomorvhismes

iyt B,~>F gt p,t B —>E . Soit B' ls somms dizecte deg T, , B )

l(f;’ S—. ezt

&

oo

nrodn

e

t des E_ . Il existe in homomorphisme

% et un gseul B! —» F

23

gompatible ayec Ees faﬁilles spectralés, et un hombmerghisae ? et un -

s

et ga¢ est 1!homemorphlsme canonlqae ée la somme él?eete dans le pﬂcd&lt.

Tx
-

m@ d “ee%e (?@Sfa a& pfoﬁalﬁ} ée

hﬁrécisé, 3’11 '?Lgte ar 1SQVG“§L18“S de T sur. la Qamﬂc]élﬁeete {resp. 1le

’ icdalt) qul sait”eomp $ible avec 1@3 fﬁﬂfllec npecﬁyalgs; Pgaﬁ'ﬁélﬁgvil
fant ei v % ane 2 ( esp--ﬁ-‘éeiﬁ aﬁ'iéé norphis sz
’sar, On ons suiventes g

P) pour Sout swmmﬁ z ei’e:?" = i:i. exigste un xec I | etj:._zrnl seul tel gue

B fx)fy& pour fsaf ¢ ({condition pour que T soit isomorpbs su produii).

L

est biunivogue,



il uboe b hiih | ot it Sl

- Is restricticn 2 E,
_ghisme d hz sur E 51 ‘

AT

(sD) E est enpendrd nar les imapes i“(EU) (eon&mtion pour que E soit
igomorphe & la somme dirccte).

Txaminons le ¢os ob l'ensemble des 1ndicea o est figi Alors lt'homo-
morphisme de la somme direecte des E dans le produit ‘rr E est un

isomorphlsne sur . Les conditions (P) et (SD) deviennent done équxvaﬁ
lentes dane le eas dlune famille finie. En outre, chacune dlelles est

<équ1valente la suivante

(P8D) ; 1,00, = identité (dans le cas d'une femille £inie).

2 mn effet la eondition (PSD) exnrime préeisément que ol est la semme
des images 5 {Z ol = =

1..Sous-modules.sungiémeﬂtaires Zfactenrs digects.

D*FI§I?IG§”8.~ Bané-un mbaule B, on“dlf_ ue_deafvsous-modules E, &%

Ee sont su 1émentai e8y Ei E est somme direete de E1 et Ee

D'aprés la prop.ﬁ powr gueé E1 et Eé aoient supplémentaires, 11 faut
et 11 suffit qie 314-32..3 et E, nE -e (ci’- aassi ehap.I §6
prbp-?). - A - 4
mm:@tw 9.- Sos.ent 31 gt E deuz soas-moﬂules su-""lémentaires de,E. - 'f

e l'application ganonigue B ~1>~/E1 st un isomor-

Ia démanstratioa est 1mmédzate.

Sozent 31 et E deux sau¢~msdules supplémentaires &e B . Sozent '

. 11,12,p1,pa les homomarghismes de la famille spectrale qui leur est

 .attachée. Les relations ()) et la eendltzon (PSD) dennent g

(5) oi1 = iﬁentité, paoi identité, |
p,eiz = 0 = Pped =0 , i1ap1+izopé = 1&en$1té.v
BﬁFIFITTGX 9.- Un eaeomorphlsme s a’un modg;g

est_a -elé un Pro.ee~

teur Si uou =




- 2

Une condition daguivalente est que la restricﬁion de u au sous~modale
image u({E) soit l'application identique.
.81 T est somme direecte de deux sous-modules L1 et Dg s DOSONS

u1ai 2% uaa i 2°Pp 3 Uy et u, sont deux enaomorphismcs de B , et,
 dtaprds (5), ee pont des Ig01eeteurs dont 1o somne est 1'ideg§;3§.

" Réciproquement 3 .

' PROPOSITION O bis.- Soit E un modvle, gt v, vn pro;ccteu; de E .

”:fL'endomorphisme u, @géfini par

ugfx) = Z-iiy (x)

_f;est un ggozeeteur. L'image E; de u1 est le noyau de Us s 1timg g E, de
A'f 1, 285 le noyau de u,, et T est somme directe do B, gt Ep - -

 ¢ont'd'abcrd, on vérifie gque uz(n (X))”QE(X), compte tenu de ’*”ypo~'
“thése u,(uﬁ(x))*ﬂ(x)f §1i u (z)~6§ alers x=u, (=) est dane 1’image
4 de u17, réeip oquement, E1 est dans le noyau de ua, ear azou1~0. 7
n'mentre de m@me que 1e noyau de u1 est 1*zmage EZ de n2 . ﬁnf¢n, la:
‘;ﬁirelatlon x~u1(x)+u2(x) montre qize. E est 1o somne de u' et de La '
- 'et a2

f?ﬁe plus, E, f\? “eést l’intersectzon des Aoyaux de:;" éonc si

f&e%n%,onax 0.
**Jnﬁﬁzﬁtnzog 10#-;0“‘

it qu'un seas—medale 1 d’an module E est faeteur

7}direet s'zl QOBSLde*au aous—nodale supplé@entaize.

£

odale “ admet pas touaaars de sapnléw ntaxre

?1 et 2&) S'il en nossede, 11‘n es ipasmen général

vaute¢oxs tous 1es sapplémentazres d “sou s-nodule
,_xﬁont lsamorphes entre eux, &*ap*és 1a’ prop.g

 PROPOSITION 10.- Pour gu'un seus-module E, dtpn ﬂoéule B goit facteur

'7direet il faaﬁ et il suxfzt qp’zl existe un E;o;ecteu; de E dant T'i nage '

=

vecteurzde

dont le negau

sqit 31 : aa encoze, gu'il existe un_pro



Les conditions sont ndcessalres t prendre les pvojecteufs 1100y o
resp. ] 2Py Blles sont suffisantes, dlaprdg la prop. 9 bis.
j?ROPOSITIOﬂ 11.~ Soit donnde une suite ‘exacte

& ¥

Pour gue ltimage (biunivogue) de i' soit facteur direct de E » il fauk

et 11 suffit que 50it remplie 1'une des deax conéitlons (égulvalen+es)
suivantes ¢ : .
(a) il existe’un.homomqrphisme pl's E—> T ﬁel QueA ploit= iden%ité';
(b) il exis%e zAa bomcmorphiéme 1"’ Eﬂ~a> tél Qﬁe p”ei”*identitéi_' 
Ialsons pur ezemple 1z démonstratian pour (a) 5% (a) est vérifiée,
_1'ap' es% un progecteun aé B , ayant paur image le scu 1=module 11(Br),
'.qui est denc facteur digect (prcp 10) InVerseﬂent, soit u? an pre;eeteur'
”fQé» ayant ‘pour image 1Y(3*) ; 11 ex1ste un homomorphlsme 9"b time
 té%fun seal, tel qae i*op*~a? s en exprimant que u1 est_am-pru;ecteur,

o trouve que p' it est 1'identité.

Lorsqu'uﬂe suise exacte telle que i6) satlsfalt zun eondztiens

';L{a) et (b), on ait pafzois gué clest uns sazte exacte décomgeséea

":‘8. Combzaalsons lznealres bascs dtun mo&ule.u3,

3

Jasqu a pféseat on nta pas eu a supgosev QLe les modales envzsaaés

- étalent ani%alwaa : &t ~'ﬁ111ﬁurs tGus 10 éﬁvlta%s ébai nt valables
'ilpomﬂ 1es,°roapes b@lzcﬂu % rné eufs. Danﬁ 1es éea dcrn1er° pumaros

de ce paraﬁraphe,’an e doaner éea dévelogpcmentq q&z sent‘valables

aﬁ pour 105 modalee uax%alres.-

};,* (:econlcr 1a ﬁéf 5, 9age. de 1'ﬂnczen texte)

(oaivent lﬂs lzunes 8 2 ?O de 1a p.9 de l’aﬂcwea texte ; l'aaéiéﬁﬁé

avcn.z est nam@ro%oc rop. ?2& Ra aaue? la Jhﬁ“rquc Ge la 9.1;)



Ak
'DﬁFIHITIOH 12.~ Dons pn A-module unitalre E , on dit gu'une famille
2 L.Gme 5 B i - > it ' e
(8,),¢ 7 A16k6mento do B eot libve si 1 relation wzr A a;=0 (ot
.A1=0 souf pour un nombre £ini d'indices) gntrafne A =0 pour tout = .

(Suit 1l'ancienne page 10, & partir de la ligne 5 jusqu'd 1a £in de
cette page § et les 11 premidres lignes de la page 11).

'DéFIHITIOﬂ 15.— On appelle base d'upn module unitaire E toute famille

libre gui ensendre B , ob, pac abus de langage, toute pa%twe libre de E

gui engendre £ . On dit gulun module unitaire egt llb”C g'il posséde
une base. : :

“Puisgue tout groupe aoéliea ¢ péut 8tre cons éﬁé comme un module

- unltsire sur l'anneau Z dcg entiers, on a la no ﬁi on de zroupe

« abnlLen leve ¢ c'est un groupe abdlien ¢ qvi comue énmoéule,

est un anble 1ibre. :
- i&emafﬂucu.~ 1) toute 1&&111@ iibfe d'elétents d’UE mcéa¢e unitaire
 5§ est une base du soag~ﬁodu1e qa’elle enbendre. Lﬁ particulier s 19
f;fammlle vide est une base au so&y~m9dale i@} _____

' ?) Tout élemeat e, ‘ d'une base é*an modale 5 est libre. ﬁais*an,'
’J~nodule 11bve peat avo;% ées éléments f@ qui ne son% pas libres :
V;yar cxemyle, si 'aﬁneau A admet un élément anxté le Ammeﬁale

As est libre, pais les divzse&rs de O (u walta) de A ne sont pas
k-ﬁes élﬁments 1?bres de A = ' ' '

53 1% exzsze desg nefaies &nizaires non libres. Par exeuple, soit

*fﬁ un ezvzer ‘g 2 % le groups a&éitif des entieru mcﬂuls n, consi-
”}déré comme Z-module, ne posstde pas de base, car aacun &lément de
he '

: _‘:-;@@ module nlest 1ibre. "“mﬂseiois, on verra su §2 gue =i A esi

un cozgg, %ca% espace vectofiel!Sur,£.§stéaeﬁuﬁe;%ase._



- gy e

& dire que des 4lémenis (e 3. dtun

te I

La g6finition 13 wevient
A-module mniteire F forment une base de B sl tout %e B s'éorit dlume

seule monlére sous la fornme 4;4 «A &, s les .A,e,A étant nuls sanf in
' , el
nembre fini. Teg Jkt stappellent les coordonnées de l'élﬁmpmt par rap-

port & 1o base (e ) 3 Jié est 1o coordonnde d'lmd*ee z .

Y
e
-

Ltgpplication x -ﬁb(.A@) est un Lsomorphlsme de B sur A'*7, gomme -

L 5

directe d'vne famille de modulcs is omorphes @ A , indexée par T .
L=

5-3
o
iy

IROREIE 1.~ S0it B up A-pmodule unitoire aysnt une base B . oaf tonte

applica%ion f 8e B dans uon Awmodalc saiteire F , 11 existe une applics-

,tlﬁn li?a%ll e ¥ e} gne seule de L dans F , qui prolonge £ .

&

Soient e les ¢léments de 1z base B . Llupicité de T est dvidente
z, T : +

\

G

¢ar on 3 ﬁecessaii ment

(9) ?(Z )@,@e

e

e

}.:-_: é":‘e ?I%%'I(g‘g’} s . '
iﬁverseaeﬁb ;a formule {5} ééfiﬁit @né‘aapiieatﬁoa,-?=_ée E dons ¥
e% il'ést 1 mé sdiat que ﬁet e agﬁlleaﬁlcn p%oLsﬁﬁe‘f et ésﬁ 1iﬁéai§eg
ﬁeéardae.u o eas_saz%i plise dn thegréms'i;'zela%if au cas d'une base

- ayant un seul elé&tnﬁ; mﬁﬁ'aﬁbe le sas sénds ol ,_eéﬁﬁté %eﬁ§ s la prop.7

3?2@ G‘? PION 12~ it uge saLte exac+e &e A-modules mnitaires e%

amgi-.ﬂwz‘ =

51 B est un'mgaule Libre cette suite exocte esh leco osde 3§ autrement

‘éit; l'imaﬁe u(G) poscdie an svpnlmmenaazre éaﬁs 4

Pt

a§vém in nfop¢%? ii suifit ﬁe msn%rer 1?e&lsueﬁcm é’ane anplleatzon
Iindaive T B «—%I’ %mlle que. va bolt 1’1dca+11é. Or solt B une base.

;@? 5z ﬁw SQue B es% ﬁ%n 1’3mr~e &e ¥ il ez stc une application f de 3' -
dens ¥ , telle gue  vof soi%sljzaeﬁtitp~ Goit ¥ 17 qﬁ?liﬁéﬁi@ﬁfziﬁ;éife

de © dans F qui prelonge £ (4B.1) 3 voF &St une avplication
% e 2 75,




de B dans E , égale & 1'identité sur B , donc, en verta de l'unlcmté
a;flrmée pax lﬁ thel, clest 1L'identité.

Ilus généralement i

PROPOSITION 13.— Soit v npne application lindsire dfup module 1 ibre E
dans vn module guotient Ej& (G : sous-module de P}« Alors u est composée

-

dfune ainL ation linésirve v ¢ E —2F s €% 8e l'avplication cononiglie

On d6finit d'abord v sur one base de F ; €8 gul est possible, puis
on prolonge v & B , en vertu du $h.t .
. ﬂodula,ées combingisons 1i ires formelles.
On a vu que si E est an A-module libre de base (e,),c1 » E est isomer-
(1)

pne au mcdalg A - I@vcrsem nt '°5iz't i un ensenble QLelCOﬁgi > et A
un anneau ayant un élnmanﬁ anlté. boz% i l'applicatloﬁ caﬂoniaae de A
' : ous-Lsdnle ccmpasant d*lnalce a da pzodait Az,, et soit s

e

: l*image par i de 1*91 ment aﬂité de A . 11 es% clazr gae la Lamzlla (e )

est une base au so&s~maéale é(I) de Ai : on l?annelle'la bﬁsp 0sﬁcn3que
_de Aéml; E*a_plieétloa & —>e de X ssr 15 base caneaiqme nmfnéﬁ é?1qenf“

tifier I & 1o ba e canonigue de ﬁ(z). Leraqa*oa Ealt ce+te identif satiog;

on ditque é;i)?§s€ ie ﬁeaal aes € On blnalson liﬁip feﬁ%eluys‘ﬁés
¢18 neats de I - efficients da&s A . -
??ap?ﬁ“ ie tﬁé&ff% ?; teu é a?wltcazlaﬁ I de liéﬂiéébié i'éaﬁs éa
:A~msdule zni%a@r _3 éé @:01@& ge a’uﬁe seple m@ﬁ‘ﬂ,é en uﬂe arall ation
11&@&139 T du edule‘ %;I) éans 3:.: G%sevveac qu’ane a;gi cation £ de I
ﬁansiéh_v s+ aus?e @v*aﬂ Eam;?ic a’e?éneﬁzm du a@u¢1e-ﬂ P iﬁéezée par I .
“Te ﬁcyau ﬂ l¥ag§1183 on ¥ s‘anpcilc ie ?sealeyéeg_zeia%iegs entre les
Plfncgz: de 1o fe&;lie ﬂanﬁwéé —a! 5lnmeaun de E {iﬁdégé- par - 1). ;
Lorsgue cette famillﬁ engendre £ , on a‘aae suite exacte
0an Sl o L8 oo

s




- ‘i"] i

uni permet dtidentifier E an quotlent A( a/ﬂ . Bonc :

THVO HB 2.~ Tout Awmodule unitoire est isbmorphe‘é un module QuqtiEnt
d'un A-module libre. '

P Ao

~ En effet, tout module E posstde un systeme de géndratéurs, ne perait.-
¢e gue llensemble de tous les 61dménts de T .

C'.’
Cl

“e cos of 1fensemble 1 2 un seul ¢lément revient & considdrer un
- 6lément x d'un A-module unitaire B . Te noyau ¥ oe védnit alors &

1

; S \ = =
1'idéal & zouche de A, formb des A tels gue ,A,x = 0. On 1'asppelle

~

Be dé

(.)s

€F . {(Ce

R
2L

o

l'annvleteur de 1'é13ment

i initicn est valable aussi
Pelf nn noaalﬂ non uﬁvt' B -

FITITION ?4 - On dit gyl aa %agoaa1e uri airc est monogdns olil est

erganéré par un de ses éiéﬁeﬁ%s.

Diapres ce gui précéde, vn tel nodule eot isomorphe au quotiznt

A/, o8 & est un iaéal & zauche de l’aaﬁea& A . Réciproguement,
= : : 5 ;

-

tont @aotient _ésléi ~ est un aa&le ﬁ0ﬁ0”0@8§ car il est engendrd

ol

par ia clausc de 1'61ément unité de & .
B*aprésvle th.b ﬁa'cha@aigigé,-tba% sous-module dfun &«mgc is mono-

g%ne ‘est isomorvhe & unm module Q&Qtiaﬂ+' 5%f§é v UL ek {? ééngrar

deux 1désux & ganche de A tels que ¢ o . Teut ma@ale quatient
édluh modnle moaﬁgéﬁeg_ﬁgj%i est isomor vhe & é.jié’ - 2 8ésiv

gnant un iddsl & gouehe contenant aé‘, et'ést donc meﬁﬁmuﬂe.
11 ne fsudrait pas 5r§ire a??% sous ~module d'un medale monog éﬁ
_ i . 80i%t nécessairemsnt un modazh ;anogéﬁeg Par ezemnle, les iﬁéaax~/
: £

non 9.1 igauz.d*@n aﬁﬁeeaﬁedaz&%a?if A ayent aﬁ slnjcpz unzsé

esn: aes soa «nodvleﬁ noy moaere nes du aumcaaze & .

{Les triv1911tée @ai aeconna*acnt iz notion é*%analeseur dsns l?aacier‘

tex%e iay'iaé pagse 1;, ne ne qemslen* pes deveir Btre coaservéas ici.
Elles viendront & leur place: naturells dans le Chap. des tannesux
prinitifs?). ' :

sy s e et s Sy e a2t B wocs bzt
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$ 2. lodules semi-simples ; espmces veetoricls.

e

1. Nodules simples.

. DﬁFIPITIOH 1.~ On 4dit qu'un module E est simple s'il est ~‘-O et ne
possbde pas d'eutre sous-module gue E e ioi

Cette définition est un cas particulicr de celle que 1l'on
peut donmer pour tout groupe & or pérateurs.

51 x est un élémeant £0 4'un module.simple E , le sous-module engendré
par x est © . Donc tout module simple es% mqgogéne s s1 E est un
A-module simple unitaire, E est, d'aprds le 21, n%, isomorphe &

A i UL dééiﬁﬁaﬁ* un idéal & zavche de l‘anﬂeaa A,
b £ o) ; A

,‘PEOPOuI”IG“ 1o Soit & un_sanedy eysnt un Slément unité. Pour gue le

e
2]
Lo
(i
“

B

(i

fowd
e ]
w

vmocule A /9£ )y OB O désizne un idéal & gaucke de
11 fauu ct 11 SLAf ﬁ 0

TJ'
o e
(D
£
5
»

ue ¢y S0it meFimal dens llepsenble des

& souche # A

Cela résulte el ‘fa % que les °0aswzodules de ~AS/$1' sont de la
".corﬁe 5’/&2« . _ét#, % s "

ﬁﬂ partzeallef, pgu_ qae A Sclu un AnmodLl 51mple, il Iaut et 11

ehe oateaan%‘ o

e
."'S
4 -;.!-..
e 1
(Th
93

svfflt quc & Q01t an ccfg (d‘aﬁipc le thg §L chap; I; ] ) Dans ce

-

eoss teu+ moéu?c s%amle ost iscze:gge 5 é' :

25 u@QLl =5 SCm1~S’mpleS-

st

On a aonna-éa cha agp. 2 une . def?ﬁxzﬁoa d*ﬂn gro ape & opérateurs

*emius*mgle. 409¢ allaﬁh olargir-ee%%e.ééfiaizi ‘dans le ess des
aédnles‘z

DEFINITION :

On dwt‘gu'vn maé@;e esc sem1~slmnle S'll est somme

i3

'alrecte é*unc‘fa_iilglﬂri ie eg i in ') Se moéales simples.

Ies pripe pﬁlrs ywopflétus de@ noaulcs semi»sxmﬂlcs déeculent de 1a

pfopebltwon suivaﬂte Q'




ki o ativiiialdiit i il o o i

d'sbord g UC 1o somme @eu '&giﬁzé

R

- ';5 =

l’:". OPOSITION 1,- Soit T un nodulc, Somme (non néccssairement dwecte)

de sonug »nodalcs Smele g (ae T). Solent ¥ un sous-module de E y £t L

une partic de I telle gue 12 somme de F et des S, (we L) soit dirvecte.

Alors il existe ume portie J de I contensnt T , telle gque T soit usme
somme divecte de P et des S, (ae.J).

oy

Dés

‘-!-

zaons pour un instant par Pfu) la propriété suivante dlune
partie Lide T ; 1z somme de P et des vav (x€ T} est directe. Les parties
o

L qui jouisséent de - P(L) forment un ensemble

ra doné de momtrer gue si J esgt un ¢lément meximal de cet ensemble,
a3

Z est somme éirec%e de ¥ et des 8 (e d).

On nt

93’

; scul

ﬁ.
O

prouver gue E'es% somme de F gt des Sa aed), e%;
pour céla, gue l*on 8 By = F+/;, 6{) poar.toat ael . Clest trivial

gl ged . 5i cx?J : la semre de T+ 3(3 et de S ntest pas directe,
puisqus J est £3x1m21 4 dcnc l zntev@ecbian ae' S@ et de I%—éz; 'Sg
, eq

_ g*est.yés ré@aite 3 SIG} s €t palsqae S et simple, ceci implique

que ecettec inters eetlom es% S 3 clest ce qv’ll follait démontrer.
_Ecuﬁ'alléﬁs e*ﬂrin"” deui eas §gr@icaliefuv e la prop.t . Suppcaans
I

*
Z

L) soit éirecte, of que L solt vide

on s%tien% ¢

de soa@-aaéul s simples S {(xel)

I
'Qaﬁnle crﬂg _é de‘l& féﬁﬁef ;E:_S

GO--OLL&T?’W?:A Te sous aﬁdu}_e

G -
- £¥§i-%' _ - XET
tous deux 1somorﬁhhs au q%OTlcﬁt de E par 5. 1 ?,prép 9)

- o kg

.

e
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‘est saxfisant"

'est de mﬁme de

_CO’OLLAILE .~ 81 B est un module semi-gimple, tout sous-module de B

et tont module cuotient de T sont semi-simples.
En effet, soit I un sous-module de Z . On vient de voir que T est

isomorvhe & 3 et que E/F est isomorphe»é -2 3
<gz &' / ' ¢£§; @
Eyaminons meintenant un deuxi®me cas pdxtlcul1er de la plop 1 3
celui ot F = O On trouve :

TLM ZSUD 2.~ Tout module B : uomme ée sous-modulcs uimples, est semi-

simple. .Plus précisdments si B b o At xamllle de sous-modules

simples 8, (dééI), et 51 L ést_bne paftie de'I $elle gue is soméé des .
Sé'(deiﬁ) soi' iy recte ; alers il existe une par 'e § de I contenant T
telle que B soit somme dirscte des Qﬁ (2 7).

2

3. Caractéri étidn des moaulcs semi~81mp1es-

P;OPOSLmIOT 2.~ Pour ga'un mcaa?e g selt semi-sim Ye, i1 Esa% et 11

saﬁfit gutil qaizsxauue'é'la eon&-“i suxvamte :

i

(FD) tout Gaus—module ée *.est facteav dlrect.

1) condlﬁzan est nécessazre, d?apves 1c th 1._0n va msntrer qn’elle

ﬂ;out d'abord si B satiszazt & 1a eondition (fB), il en

out soub-rodule T de E . =.dn effet,'ialtfs 158 ssaa~ao&ulé:

'njp ogectear u ée E ayanﬂ G psur lmage ; alsrs la

restrlctlon de o “ﬁ'

. eat un preseeteur de i) ayant G neuf' m@ge, done G
est ;aQteur'd oot de ¥ . - ‘ 7_ .
ﬁohtrﬁﬁs tenant qué si B est un sou»—aodule # Q ‘de B , F contient

un moﬂale szm_i’  $01@ xc:r , xf@ et soit g ﬁ élﬂmcnt Weximal de l’eﬁ~

-semﬁle &es couu~nsdaie“ de E ne ﬁoatcnant pas x . Le ma&&in F est sonfe

'dlgecte de 6 et &*un sous meé ule g, écni on va mcntrez qu'il es? 1mp?e;3

z

Sapgosons‘qaevéf'ne sclt pas gim@ie ; E?wag ea ve:tu de la pﬁcpri e

{FD), G! ser 9§£ snmme dzrec»e de deux quacuﬁodalps G et GE digtincts
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A

: de 0} et F seiait done somme directe de G G{,et Gé . Ia composante
‘de x dane 1l'un des deux modules G{ et G4 n! ea’c pas nulle ki dans G
exemple. Llora G~+G' ne.contient pas x , contralrement 4 l’hypothéae

de ma‘cmalité faite pur & 3 cette con‘cradiction whntré que G' est simple-'

Pou:c montrer qu.e E est- semi-—smple, il saffi‘b, diapres le th.2, de
prouver qgue £ est somme de- ses sous-—modules esimples. Or soit E' 1z somme

des sous-modules simples de E , et supposons b';!E - Soit P un supplé-—

e mefzteire' de B dans B I‘ contieat un moaule simple, Altaprés ce qul
précdde, et cee:c. contre dit la déLmltion de BY. Ueci achéve 1=z
démonstratian. ' :

e n°3 pou.rrait éventuellamcnt &tre "wepe.fté en exereiee)

4. Isomor isne de deux modules sem-—sim 1e .
goi'r: S un module semi—sinzple, somme :ii.»:ecte de mo&u}.es simplea
Si (iéI), e% soit T un medule semi«-sinple, somme G.:.recte de modules
- simples };_(k €¥}. Sr1i1 existe usie a:nplica%* on bi,zzn ivogue 2 de I sur K
" A_"'beile*qué, pexz:e touk zeI S seit isema?phe a ?ﬁi)’ les modules -

. et ‘1’ sent éviéemment isomerphes., On va vei: gue lieyzstnme dtune

telle apylleaticn £ est non setz}.emen‘s smflsanﬁe mig néeessaire ;:ueur
-1 isoﬁmrphie des m&ales S et . - : =
"‘""I-IEG e 3 .-_ Soient E H.t'l mo&ale, (Sijiéli et (“k}LGK aea’x familles

, de so{zf4-—moaules six}gles de B s ‘?;cl}.eﬁ gue B soitsommedrﬂeeedes S

e semme dwcc’ce des Ty . ﬁ;ler*s il ez;ste Lme Ggglicaulon bumiv g

:8 de I sa.c K s te}.le ne, pour. tmrb 4E€T S. et “f(i) soieﬁt 1805&92‘2&1@3.
' O ?a ge @orzxev & p‘:swrer 3.’ exis tenee d*unc gppllcatma ‘nmnivogae 2 :

de I dans i’ : te}.le qzze Ll et T@(}_} smeﬁt 1sam0fphes }gear tout i .

I Le' i;héoréme en $8puttora : 2n effet, pour tout module simple I , lten-

sez;ble _I}{ii),des léI .tels que S aeit isar’!e'ﬂp}za a H aure une
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puissance su plus bgale & celle de 1'ensemble K(If) des k€K tels que
T, soit isomorphe & I . EIn échangeant les rbles des familles (8,) et

(Tk), il s'ensuivra que I(M) et K(M) sont équipotents, ce qul impligque
le théordme & démontrer. : _ '
On wtiliseras la hoﬁation suivante : pour taufe pafﬁie Jd de 1, SJ
désigneia la somme directe g%; Si s définition analogue de TL pour
: i
‘'L CK . En outre, dans eeﬁte'démonstration, on noters J' le complémen- -
tplre de J dans I .- _ '
Conswdcreqs 1'ensemble TE des couples ), o& J désigne une

hartle de I , et £ une application bzunlvogue de dJ dans % satisféi—
sant aux deu? COﬁstlOﬁS saxvantes : '

(a)_ﬁf ’i et lf(i) pont isomorphes pour i€ 5 .

(b) 1s scmge de SJ, et de Tf(J) est élrecte (ﬂutrement dit,
1'1wtersecﬁton de SJ, et TF(J) oui ﬁeaulte & %tq} ) L?eﬁsemble <
ntest pas vide i1 su_flt ée pr enﬂre' J’ ﬁ « On Ta nontrcv que ‘é'
:‘contzent un couple (J,*} tel qae J-_, ce qai établifa 1le théereme.
: Déflﬂlssoas dans ‘g ~ uné velﬂtloa dtordre, en poaav%

'(Ji,f ) C;(ngfg) v_ “? Jg et f pfclenoe ¢1'. Il eat zmﬁed

~

que 1’en mble o;;srné 53 esn indu +1f. Soiu ) aﬁ elément maximal.

de ?zb' 5 il s} @i%' de montrer qae_ —1 . o
' Jit . éoi , }.O§J . i posons k, -«]‘U{ig} dor;

@vliqucnc 1@ théordme 1 au sousumodale u- +Tf(J}

aupncsons

= J'“éic} ”

du mdéulé éEwa Tb $ on trouv@ qv'11 existe une @%rtie L de K s eente~
» ég - . . - )
nant f(J), et telle que ? soit sonm- *1fecte de ST, et Iy . Ie sous—

module SJ'+‘L 8 pour SUﬂnlnmeatalxe_ Sg' : Dlag 1e thvoreme i

il 2 aassl pour smplémemaue u.ﬁe somme de modules 1,, tels que k%.’& -
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libre (§ 1,&08 déf. 32}9 iaa£ e

2
o 2B e .

Le module simple 8, est isomorphe & cette somme, ce gui exige que

cette somme a2it un geul terme de , Gvee ko¢ £(J). Prolongeons alors

£ en une application £, de J dans X , en posant fo(io)mko- Il est

évident que le couple (JO,IO, satisfalt aux conditions (a2) et (b),

done appartient & l'lensemble ‘é :

- On 2 ainsl prouvé que si JJI le couple (J,f) n'est pas un é14ment

magzimal de 'ﬁ » Ge qui sch Lwe la démonstration du théorime.
1CD&3QUCs— d01sque les eageables I et X sont £inis, le théorgme 3
réSQlte ée la prop.13, dn chap;1,§ 6 (n°%15), qui est ellec-mBme
une conséqguence imnfélnce dn i:oeibre de Jo“d ~-Eblder. Le Gorol-
laive d§ th. de Jordah-Hblder (chap.I, 35 cor. dn th.8) montre

qulil est imPosSible qae I soit fini et ¥ inf
g

5. Espotes vcct 2 els ﬁhé@rcneswfenéanCStauii

Juqu' l fin de ce paraér phe, on smnposefa gue l’anneau d'opéra~-

-~

 teurs est ph-corps K (commutatif ou. non)

coit L un csnace vectoricl (& = aacLe}Aﬂar K, gt 2 an élsmen% f&
de B . L'anplzca ion 1i'é'iie J& -—f> _A,x de 5 d s £ 44finit une

application li;é iré biuv,vequc du moéale ? saf un sous-mnodule 01mnle

"de T 5 ctest le soacwmadale~éége gar % ;

- Pour qaiune ”ﬂllle a 535 pents non nuls x'rﬂxéZL) s0it un sysitme

o

11 suffit que lo somme dés SOuS—

.'J‘

modvleq gutils cm*ez drent s _t une somme diveote : cela résulte

'iamédiaue nent ées aéflnltie

e

Applle&@aﬁ le tﬁuorime 2 & an e@ﬁqee vee%gz el ; on obtient s
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1 ' : . :
- THZORDIME 4.~ Toub espace vectorlel possbde une base. D'ume £mgon plus

précise i solent T un systéme de générateurs de B , ¢t T une partie

libre de I ; glors il existe ume base B de E

s telle oue LC BCI .
Bremple .- Tout anneau contenant un corps K , et ayont un élénent
unité identique 4 1'461ément unité de K » €8t un espsce vectoriel
sur K , et admet donc une ba-se par rapport & K . Tn particulier,

- tout gureofrs d'un corps K possdde une base par rapport 4 K
#*Clegt ainsi que le corps des aombreg réels R admet une bage

(infinle) par vapport gu ¢orps des nombres ratiommels Q ; une

3
telle basé s'appelle. bage de Hamel. -

Daons le casvgéﬁé;al, il faut éistinguer eqt”e les deux
tructures dtespace vec%a;i 1 d'un surcorps de £ : la structire
'espace vechoriel an

S s &
a
i groite.

sauche, et 1z shructure dicspace veetoriel

e

%gpliqzaas waiatenwgt ie ihécvome ;.

THROREE 5;~ »Tsa% Sous ~esgaee veess iel 7P d*ma\es;accﬂvegterlei e8%

facteur diree % ég T . Dtame facen préelse : 81 B estxqgg bose de B, F
pos ﬁﬁe i sunnlnzhnt”i'e aya 1% pour base ume par rtic de B .
«gzlﬁ, e % ﬁé@z@ﬁﬁ 3 entr iﬂe g - . = =

1 e i s
T3 -MﬂB 6.~ ~Beux bases é*aa mgme espaae vceto“icl maﬂt oauigeceﬁtes,‘

i

e

aagraiscﬁ_ée"liim%é?%aaée'ée'cslt

rf

1éor éﬁc, aer,alicaa en aoﬂae?

sﬂé ﬁeavéile'dﬂmeﬁsﬁfazicn ﬁano bn cas @@rtzc&lx@r. Efaﬁe Xagcn préecize,

7 ve 6émaﬁtreﬂ la onomltzca Duivanﬁe g

£ 3

S1 un ﬂsnzee veeco 1@1 B a 8 une o g8 Finle de n é}fﬁénﬁs,'tc&té sutre

?as le théortme 3, mais

e th.1, de & nonstration
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Il suffit de montrer ceci

gi B et B' sont deu:: bases de E, et si
B a n éléments, B' 4 au plus n élémcnts. Cette mssertion étant triviale

pour n=0, on va la prouver par réeurrence sur n . Solt done n 31 3

‘B! n'est pas vide, done on peut prendre vn lément a€B'. En vertu du
th.5, il existe une pertie Cde B, telle que 2¢C ot que{a},uc
80it une baSe de E . Alors.C n'est pas une base de I , déne C#B , et
par suite C 2 an plas n-1 éléments. ILes souowespacés engendrés par C

et par B‘*{a} resnectivemcnt ont tous deux pour supplémentaire 1la droite

- engendrée par a , donc ils sont ioomowphcs (e' ,pzop.)) En vertn de
l'aypnthcsc ue Iccafrence, ceci lmplzaae que B ~{a} contient aun plus
fi1 elAmcnts, aonc B' contient au plus n é1léments.

Eem&fgaes,« 1) Cette ﬁ~"hodc'de Gémonstrat on'peu%; convenablement
déveléppde, servir su calenl e xplicite des. coordonndes d'ur S1dment

d’ﬁpe bese B par ”83§0ﬂ & unetbase B guand on se donne explici-
tement lcs coordonnﬁes ées ﬂlemea de B! par rapport & B = *oaé
.dCVelapperons ce caloul sous une forme équivalenitec & 9f0p0$ de la
théorie des matrices: (& = _ _

._2}AQ. pcui dsnnev des QXGM§160 de mgdales a@me%tant_deuz beses
fiﬁisé qui n'Oﬂu pas le mﬁme nombre 4'418ments {ef. exere.8).
-@oatefoi%; on verra au Cha@ ItL gue °i an ﬁoéalc unxtQire sur un

anneau commitqtii é possede aﬁe beve de n elnments, toute sutre

base n él“ﬂents-

7:6 Dl“&ﬁ“l@h &*an esvaee vecbo:iel.

Le théoreme 6 ecndult & la définition Quzvante_:

D“TI??aIO” 3 e On 9ppclle élnenslon a?an eurﬂee vecuo*iel E sar_ua.corps_

Z, le nombre ca_élnﬂl d’une bqse gue lc@naue de B . Ia ¢

(7.\

im asion se ﬁote

  dqu E au slmpleﬁent éim . Si d @st une partie gamlcongae gde

"angvggclic rangs &e ! la dimension du Souc-espace veecorlel engendré

par m_.<
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- Bemorgue.— Torsque E est un surcorps de ¥ , le mot Wdimengion®
et la notation dim, E sont & éviter, car ils peuvent préter &

confugion avee un autre sens du mot "dimension" (voir chap Y, ).

Sl on veut éviter toute qmolgalté, on dira de p:éférence ane
dé E par rapport & K . |
Lorsque la dimension d'un espace veetoriel B sur un corps K est finie,

on de 1~no aussi la dine neion de E par la notation [:E:K] .

=

PEOPOSITIOJ 3.~ Pour gutun ance vectoriel & gauche sur K soit de

i1 suffit ogu'il soit isomorphe & K;’ ;

ne sont pas i=o wnhes.A,

et
x5
s

Cela résulte aussitbt de 1a définition de la dimens ion, et du
théordme 6 .
PROPOSITION 4A.- Doms un espsce vechori el E de dimension finie u s Zout

s e Se s el = . Lo e e e
systeme de ménérotenrs o an -01ns n el me n 58 ¢ 2n syetome de générateurs

de E gui o n éléﬁ@nts és% &ae base de E T.f'

Cela Iusalte du ;ai* qae tout stseme de Péacratea:“ eoﬁtiaat'§né

2

~_‘bass (nn 4) et ﬂte £0 %c base & n mlbmcnts.

?ﬁéPOSIElOﬁ e Dans un bspace ¥ectoriel B de éilPﬁalOQ firie n ;,ﬁs&tg

de soaawespaces =P on 2

vartic libre de T g an nlud n 5l£meat$ { bme par%;e:;ibre de E gui o

x
n $1éments est uns base de E-

- -

e

En effet, %oa%e artie 11bre est eontcwae &a 18 une base {%h 4} et

ucute bs%e de & 5 n *1 mestbt

:;OPOSIEIGZ 6.~ Sl uﬂ espace vectovlcl B cat somme alfccte d'une Ffamille

==

-

o =
&1m.ﬁ zi dim.h .

gn efzet, salt B ane base de 2 1= réunlon des B est anb base de D

&
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PROPOSITION 7.~ 81 F egt un sous-espace d'un espace vectoriel E , la

dimension de F et cellec de E/F sont su plug épales & lo dimension de E .

in effet, soit G un supplénmentaire de P s G o m@mevdimension gue
'E/F y et por suite la prop.6 entratne

(1) din F + dim @/F =dim B ,

dloth 1q Pz op051tvon a démontrer.

””0“0 TI0% 8.- Si un egoace vectoriel E cot somme d'une famille de

soa9~espaceu ”Ed , 00 8

_13 leeﬁSlOn ﬁ'uﬁ SOUs S-egpace F ne pca% Btre égalé 2n gue gi F=E

=
ey I

dm E < S din
=4 o == : :
Caxr E est isomorpke & un quotlcnt d'unv somme directe de sous-espaces

isomogphes sux E 41 sscrtloa résalte alors des prop.5 et 7 .

e

GOZOL&ATnE Si un espace vectoriel T est scmme_@’age famil le finie de

soa°~esna663‘dévéimsﬁsioﬁ tinie, B ésﬁ éé dimension finie.
D“FLHI”I Li~On ﬂnﬁe?lp GGQIEGQSlGﬂ d’an SﬂuumGSDQQE F g'un espace
__VEbtoriel'u ,» 12 dimension de ivobpace guo u/ﬁ . On‘ga note

codimy, F',"ea sinplement eedlm i

On sofera gque la codipmensi

D
i3
)
l“
Q.
2
o
4]
e

F ne peut &tre nulle gue si F=E .

Dang tous les cas, la codimension de ¥ est ézale & 1z dimension ds kout

Sous-espace smppléﬁenﬁsire de F . Ia rela“iuh (?} s?éﬁrit

{(2) @im F ecaira;_, P=dinE .

Lorsque B cqt de dimension fiﬁie, la prop.7 s&¢ compldte comme suit .

PﬁOPGSIGIOﬁ'é{n'Si E ept un espace vectoriel de dimension finie n

et la cedlmenslon deEF ne @eat é%re S ale a n qae si F= {Oj-.'

Cela résalte auqsltﬁt ée la felavlop (2).
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PROPOSITION 10.- Soiegt Ft et P" deux sous-espaces d'un espace vectori 1

E . Ong les relations
(3) Aim(P'+F") + dim(F!YF") = dim P! 4+ dim B0
(4) codim(P'+F") + codim (F'NFV) = codim F! + codim F® .

Bn effet, 'soient ¢+ B une base de FY/IFn 3 B! pnc base dlun supplé-
mentaire de PINF" dans F' ; B" une base d'un supplémentaire de

6
Alors BUB' est une base de F', BUB" est une base de P", et

,F'niﬂ"' dans F" 5 B_ une base d'un: supplémentaive de T!4F" dans E .

BUBYUB" .est une base dé F!'+PY ; d'oh la relation (3). De méme,
B,UB' est unc base d'un supplémentaire de F" (dans E), B,UB" est
“ une 'hase 'ci'an supplémentaive ée et B UB’UB" est une base d'un :

_supplémea’saz‘ﬂe de FIn F" $ d'c{z 1s ?‘ela‘c‘i on (4)‘

COROLLAIRE.- Si F est 1'1nters§,ehz,on d’uzze semi’!le Tim.c de sous-—

espgces F, d’anesaee_vectoriel, on 5

éodvm}? < Zz’: codim Ei .
Démnﬂ“watv on par “éc,zs:eeﬁce Sur 1e ﬁombre dﬂs Fé. . & pur‘w de
ia relation ; {4} ‘ '
(Ls, fin du naméro, cemne dans le te,,.te a,r\e;en iﬂp.elme g fdéer:'

nie:fes llgnﬂs’ j__'e a2 p. '58, et ‘f:a pzemlé'weq 11 aes é.r, l‘? P 3 9)'.

Z Ra ng d* une 'gglz,ea,tlcn linéa:.re-

(Repvvenﬂre, ‘:z,}'s p'r'es le texte anclen : pages 3991;40).

> e e vz
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§ 3. lodule des opplications linéaires de B dans F 3
:  dualité.

P

1. Définition de L (B,F

Ztant donnds deux A-modules & gauche (resp. & droite) E et ¥ , nous
noterons éE CE;F) 1l'ensemble des applieationa‘linéaires de £ dans F .
Lorsqu'il sera bon de préciser gue l‘aﬁnéaa dtopératenrs est A , on
éorira sussi éf A(E,F).‘ 8i v-et v sont deux éléments de &£ (E,F

-u et u+y gont pussi des applications lindaives de E dans F ; llensemble

6 (Z,F) est done muni dtune structure de groupe gbélien, sous ~groupe.
de l'enééﬁble 7Y des applications de E dsns F muni de. la structure de

groupe ébélieﬂ définie par 1z structdré'dé'grdupe shélien de Fv(cf;...).

- Or prendrs garde quien séndral, sucune sirueture de A-module
<£Z ntest aéfinie dans F (B,F). TVoir ie n% -

 Soient BT ot Ft deug autres A_medales, et "eﬁenﬁ donndes dées appli-

('1'.1'_

t-\fo

ong lindaires P3E'~>»I , gt FVﬁ»E'. Szg & t@au é1dément @@5@@(39_,9

on assocle 13éléméi% gowef de LB B, Cﬁ aéFinis vne spplication

¢’{~,F) L m L ey, ol est nn homomorphisme de g7 cupes abdiiens,

commc on le v ;izie gussitbt. Si on note of (£.2) et homomorphisme ,

 f: B'—>E et f£'3 Ev—=>E' , g1 F->Ft et gl F!— F¥, on &

De plas, sl =5 et F=F', et si £ et & ”Glﬁvl’i@e't 5, alors c§?(¢,g}

'est l’appllcatxon 1éemu1q de <§3(L ?) 3 fin f1 et f sont des

‘Apﬁlleatzens 11néalfes de ﬁ‘ éans L 5 gi e% gg écs apﬁliﬂatlcns

liﬂéaires ée F dans F', an a



covarlant en . On noteza gue 51 £ est un isomorphisme de E

" en explieitan

De mfme, si B est muni d'uns structure de B-module

2
2

o

&L (2,4,,8) = & (2,,8)+L(2,,8)
(2) . .
56 (£, 51+€§2) = éf(f 184 )+°L(j(f ’gg) ’
dtot 11 résvlte que o (£,g)=0 dés que £ on g est nuls

On exprime l'ensemble des faits préeddents en disent que & (E,F
P gue s

& 1 |

est un ?oncteu, addislf des A-moduleg E et P , contreveriont en E et
’ =

7D

sur B ,

ol

et g un isomorphisme de P sur P!, of (£,g) est un isomorphisme de

: éﬁ(E;F) sur <§5(E*,F'). L'isomorphisme rdciprogue est téf(f"1,g“?);

2. Ogérateurs dans of (B,F)

Sozt £ vn en&oaovpﬁlsﬂe du A_ﬁoéule 5 (e'est~a~di re un endomorpkism=
du grpupe abélien scas-jaeent,vqu; commute avee les "homothéties" de I).
Dlapres la fin‘éé‘h01, f définit un endomorphisme du groupe abélien

QE{E F) 3 81 7 et f' sOﬁt de-*vendOﬂerpa;smes de E P l'eﬁéomérphisme

de .Jf{E F) assecié a7 f‘ s’o%tzent en effectuant é* bosd 1*egéomorphi4;

= <l ]

e assaezé a2 s eﬁcaite cclal aﬂsoc‘ a f . 81 f~£ +f o9 1 endomcr~

nhisme associé £ est 1& nemme ées engomerpbleﬁes asSﬂciés & f? et f

ua &w*twculler, si L eQ% muni non qeu?em ﬂb de sz st c%a de

A- 10&&1@ (& ﬂau»be ou 2 drO?ue)g mais d" st tufc de maaale & ﬁaach

sur un anneaa B*

alors‘ Qf(@,

i(de ﬁaaiéfe que 1ps opér icﬁé de & e% de B commit eqs),

ﬁ nuni d’ane,strae%are de module &'éseite sur B ;
(pB)x) = ol pour PBEB .
roite (de mbﬁieve

&
gue les opdrations de é’é% de B commutent), <§5(E,F) o5t mani dlune

ggy
{4153

S?D
o
&
W
3}
(O
th
o
i
ot
(i)
“é‘%

strnecture de B-module &

({3 {9)(:) = i.g{iz.{i} pour Be3B .
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§i 1a structure de B-module de E ent unitaire, .ﬁ(n ) est un
B-module uniteire. - :
Soit maintenant g un endomorphisme du A-module F ; g définit un
endomorphisme du groupe abélien Jﬁ(ﬁ F) g et g' sont deux endo-

. morphismes de ¥ y llendomorphisme de o‘@ (L F) gesocié & gleg s'ob-

tient en efi’ectuant dt'abord l'homomrpﬁisme egsocid & g puif" celui
asseeid & g'. Si ¥ est muni d'une structure de C-module & gauche

(Ge momilre qué les opéra‘bfuns de A et de C eommutent), ' &£ (B,F) est

. munl d'une structu:re de C—module & gauche. 8i C optre & droite dans

F g opére -droite aans 1B, ,F) Si P est un C-module unitazr
Jf (E, F) est un C-module um.taire. '

~ Supposons enfin que E soit un B-module 6% P un O-nodule sous les
condvtiorzs précédentes. Alors B e‘b c opérent dans o‘ﬁ E,F) ; en opuire,
tout opérateur de B commute gvee- tout’ opé.cateu:c de C . En ezzet dtune

facon générazle, si 4 est un enaamezphlsmc &u A-moc.v.le Bet g ua ende- :

-' - mozgphisme du A—module F dész.:nonf* par £ ' 1’23‘%0&92"63&183;6 mentique

de B par g' 1'automorphisme iccntzqae de E‘ , alars d‘f(.L ,g ) et

‘Jg(f' } commutent ear la .formulc ('i) mem.ce que lcur f‘oﬁpose {da ns

zm ordre quelconque} est &f(r,

Seicn*&: de nouveau. E et F deu}’ Awnodz,lcs {2 f*auche par ewrrple}

' 51 P déswz\e 1e centz'e de 1tannean A : 1es "ha;;zo’méties“ définies

aans E pa.. lns élﬂmems ae T son’c dos néQmoszzﬁme‘S e 1a structure
dae A—modulc, pmsque y {ax) = a{y.x) pour GE A'; {(-5 f“ . Dlapras

ceé qai précéde, ;f,’{E P) posseée une trw*’cure :ie I’-m‘odule ;'ééfiﬁie‘
par les opérahons de I’ éans m_.,Be r:éﬂe, les apr»zations de I '
.dans ¥ dézlm.ssent sur 65 (E F) une strueture dge T -me&.ule. -

,Cgs deux st‘sactues' de 1"‘ mdule scn‘b les mémes & canse de la

_relatiori" - i?(y.xi- = v.0lx) pour Y € I‘ .
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Aingsi c%?(E,F) est canoniquement munil d'une structure de module sur

1'annean (commutatif) I » centre de l'snnean 4'opérateurs 4 .

Lorsqu'on parlera de la structure de T’ -module de "l (E,F), clest
toujours de cette structure gu'il slagira.

1

En particulier, lorsgue 1'annecaun A est connutatif, on g T'= A 3

donc Jf(L oF) est un A—nodule lorsqgue l'anneau A est commutatif.
On'a alors

(aep)(x) = a.ip(x} £ Lp'(oa;x) pour yve f (B,F), afeA, zel .
Revenons au cas général d'un anneau A& quelconque, et de quatref
A~mgdd1es & gauche E,P,EB!',F'. Solent dé nouvean £ une application
AQliﬁéaire de I? daﬁs é, et g une application A-lindaire de F daps P!.
bapposonn gue E et Ef scientveﬂ outre munis d'une strnctnre de B module
& drolte. (resp. & rauebe), les operdtlonu de B cemmatan+ avee naLlcs
de A = daﬁs E et dans Ef. ‘> V _ _
*uOPGSI”IG“ i.~ Sl 1'asplicat10n A llncalve £ ent au331 B~1Lnéaire,

1'anplleat10n éf( g) dp &f(E,F) dans df% 1 Pty est d~11neq1re

DoUT 1es straeiaveh de B~modn1e'é Gaache (resp.va droﬁtﬁ) de ccs moduies.

En effet, selent @ et ol les eaaomorphismes de E et ¥ déiznis par;-‘"
un aéme élément ae B, Par kypot ese on s @cf fa@’ f &'o&;*én ﬂotan?t
e l’aatomaﬂpa 'hiaenticue de F , et e! 1’avﬁom0“phlgne identiqgue de F‘~

L1(£,2)e Lly,e)=Llpet ) = Llgegt g) = éf(so’ e"‘?e‘@(fag%

ce qs*ll fallait démontrer.

uanposons mﬁin*&nfnt que F et P soient des G-nodules a gauche

‘(resp. & dfoite), et qae les cpératlons de C cammaﬁeﬁt avee eelles de A

dans F ot &ans'i .,
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PROPOSITIOH 1 bis.- 8% l'application A-lindsire g est sussi C-lindaire,
l'application <§f(£;g) de ¢§f(E,F) dans of (B!',F) est C~linéaire
pour les structures de C-module ﬁ;ngache (resp.,gﬂgroite) de ces modules.

Lo démonstration est analogue & celle de la pzopel o |
COROLIAIRE.~ L'avpplication L(£,z) de &f(E,F) dansg ,Qf(ﬂ’,F') est

linéaire pour 1eé'stractures de_module sur le centre I?: de l'anneau 4 .

oy

'.2.'Propriétés de Jf(L;F) v1s~a—vzq des naites exaches.

PROPODL”IOT D= Soit %_O}-f>‘” ~”9 B ﬁ%f”'“ﬁySO} une suite exscie

de A-modulés et d'Qpplicﬂtlons linéalres. La sulte:des homomorphlsmes

associés -
{03 — & @n,5) -—.>£( F) T of (51,5)

est exacﬁe.

Cet 5nen¢e co%porte &euﬁ afslrmatiOns, gue nou allons tr aénzre en

3

tdentifiant Z' & un sous-module de I, et E" ag module qneslent ‘%;?'

14 pfeﬁiéré”dit;que 1tspplication éf(@/&’,ﬁ) — L (E,F) egt b;anlchue

s aeaxiééeféit qae~1es_a?plications lindaires de E'dans F dont 12
 restriction & B! est nulle, sont exzactement celles qui sont les imsges

d'élé@énﬁs de Sf(Eﬂ F) &'éﬁseﬁhle de ces éeax asser%isns permet de

éﬁfiﬂlﬂ un 1 oao?p?lﬁme (dat can aa*mue) du ;ronce QCu &p§176351045

llaeaiies ée %/E? éaas ¥, sur ie soasmﬁreapc ée Qf(E,F) fprmé des

..ayplxcations linealreu de B dans F @ont ia fegtrzction'é Ef egt nulle.

Deur céuontrer 13 OpD”lt;Gﬂ, obgervonc d'abefd que l*acpizcaﬁlcn

2

- composée ‘vou est nulle, galuqa’elle esgt dsuoezee & uov -qui est naliel

 Par canqéqueﬁt, u apallque &£ (B +F') dans le aoyaa_ﬁ de ¥ '3 soit £

cette 90§1109t10n de &f(ﬂﬁ F) dans . On veut nmontrer que f est

un isonorphisme gsur. Pour selé on va définir une sppliestion lindaire g
; : : 9 ] &

=t
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 PROPOSITION 3.

nr

J
///

- .
dé ¥ dans L (BE",F), telle que 20z et gof soient 1'identité.
~ Soit donné un élément de I ,'c'est-a~dire une application lindaire
¢ de E dans ¥ , dont .la restriction & E' soit nulle. On définit -
gly)e eﬁ (B%,B) eonme Buit : pour tout =x"EE", soit el tel gue
u{x)=x% ; L'6lément w(x)e F ne ddpend que de x", non du ehoix de x
Liapplication =x© ~»0(x) est une application lindaire de EM dans F
clest, par définition, g(?). On vérifie avssitdt que’ g{v) est une
fonction additive de © .- Infin, il est immédiat que gof est l'nppli—
cation identique de &f{E",?); et fog l'application identique de ﬂ_;_-
Ceci achdve 1z déménstraﬁion,
On noters’ gue , ea Nénéral 12 suite compldte
{o} -,mf(Eﬂ B st F) <= &£ (B ,F) “9{0}
nlest gas exact £ l'hemomozynzﬁme Sf(ﬂ »F) —ﬁ>dﬁ(ﬂ’ F) n’est
'pas, en général, un homomorphzsme au preuief groupe sur le

- seeond- En d'autres termes : si 1'on zdenuzf_e E' & un sous-

1 module de s une anplieatlon linéalfe de BY dans P ne peut pas7

‘tcujeurs se pfnlonger en une npplvcatzon llnﬁafre ée : dans P .;
Il y

cependaat ées cas & ce nrolcﬁﬂeﬁcnu est p0351ble 3

fSi une s&xtb ezaete

H3) 30} -9 * -—:;*» B ——-;e»bﬂ—e,-:'a%o}

esgt déeompesée;

(qutrement dzi si 1?1mage de B! est :act ar diréet

: de E), 1a sulte COﬂrespon&dnte

(4) {0} --;>£{E" oF) -*-‘—-% nﬁ( ,7) L ‘f(-h' 1’) “91’0}

est exacte. Il eﬁ eot notammant ainsi lgrsqve 0 pgg un nodale 11bre.

St 1s suite exacte ()) est éeeonaospv, ona ({3 1,p*0p411} zne appli-

catlon 1inéalre v*: E-a f, telle que v'ev soit l*ldantzté .
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- A0
T3 1nl correaponu un homomorphisme ¥! °Z°(Ll F) —~1>c(?Lu F), tel que
Vov! sqit 1'identité, et par conadguent v est un homomorphisme de
LB, F) ggg. o (E',F) 3 done la suite (4) est exacte-(ét d'ailleurs
déconposbe)., Si EY est libre, la sulte exact° (3) est décomposée, en
vertu de la prop.i2 du g1 3 ceci achéve la démonstratlon.

[Exercice B ai, pour. tout module F ’ 7 est sur, la suite (3) est
'décompasée] : ' e

On o des p*epositlons analonues aux pwopositions 2 et 3, mais gui
coneernent 1a variable covariante de ‘Qf(ﬂ P) A'Lne fagon précise s
3?&0*’0013.10‘7 - Soit {O} —>F -..9? —>F"—->§_G; v.ne suite exacte de

fA-aoéules et &'a lications 1inéaires. Ia suite des hamomorghismes
.:aqscciés : ’ S
- §0} -»J,’(z Ff) --,afw F) = oﬁtz: Fn)
est exacte._*' | e
} un ef;et '1'app11cat1on v»u est nulle, puxﬁqu'elle est associéa ,
& veu = 0_. Pap conséquent, U a8finit une application £ de <§f{E My
aaas lc ncyaa Tde ¥ . IZ f£aitt montrer que % est un isomarphlsme sar 3 -
poui cela on aéfinit ane qnplicatioh lznéaife g de ¥ dans cz?(u,F’),
telle qne xog et gof soient lfvéentlté On 1qisse sb lecteur le soxn

d'achever 1 démo utratzon.

-EBn ﬁenéral vlgiggzﬁggg un homamorphlsﬁe de véf(E,F)ﬁggg'
;ézi= éﬁ( ,Fn}, “n-d'aatres nefmes s si l’sn itﬁﬁ 1fie Fn & un module

quo%ieat de F ,'11 paut GKlSﬁez des adplzcatlonv linéeires de E
d&ns le quotlant Fﬂ,’qui ne pwaveau pas é%we ”remcntées” en appli—

Aeations 11néazres de E dans ¥
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PROPOSITION 5.~ 81 _ubne suite cxacte
(5) {0} - —PF —pr__, {0}

est déoonmposée, lo gulte correspondante

7

(6) %0} 5 L(B,P) —5 £IE,F) —s of (E,F")—> 10}

est exsete. Il en est ainsi, notemment, guand F" est libre.

Démonstration analogue-a celle de la prop.3 .
[:Exercice s 8i, pour tout module E , éf(E,F)-«aan(E,F*) est sur,
la suite (5) est décomposée | . . 4
PEOPOSITION 6;~ 8i E est un éoﬁale libre, 1o siite (6) est exacte

-chague fois gue lg suite (5) est exacte.

Clest une consécuence immédiate de 12 prop.i3 du §‘i ; :
On exprime le conteﬂu des p”OpOSltlons 2 et 4 en Glsﬁnt que <§f( ),

est un fencteaf exact >3 ﬂauche 3 ceei veut dlfe qae, asns ehacaqe des

sitaatlons des prcp 2. et 4, om ootlent une suzte exacte avec tin zéro

~auehe (mals yas, en générql avec ua zéro & éroite)

.4 ?ropriétés dehagﬁ(L,?) v10~d~vis des @ommcs dL eetes et ges pfodait%.

i (Of T (_) : .‘ .

~kei'"ué 0 si o % af
Qﬁﬂ}gt = O si f3 % ﬁg
Qf(? 335), cui envozrn%'

)

'Gonsidéroau'
- .; et les somomorpklsmEQ :@§§2'é5 a’qﬁ) gui
envoient éf(u I) ﬁ?ﬁ§' Qf{h Fp}‘ Ce soat des homsmcrnaismes pour la

strucﬁuzc de mcuule sir le centre T' de 1'annean A . - On 2

e
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W
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TapEup = Jf(p oo borgedp) = Ldentité,
mﬁ aup, Jf(Pa;° 3 qﬁ 33.) = 0 si le couple {(x,B) est distinct

du couple (a',p').
Par conséquent leg -homomprphismes k B et r, ap -constituent une famille

spectrale 3 en partieulier, 5aﬁ.permet d'lgentlfier éf(?a,Fﬁ) a un
souO—module'de'>&f(E F), et raﬁ permet d'identizZier C,Z?(Ea,Fp) & un
module quotlent de - oL (E,F), : : '

On va envlsager le cas spéeial ot la fomille snectrale (1a,p“) satis-
£3it & lo condvtion (uD) dn §1 {n%), ﬁiamlp que 1a famille spectrale
(jﬁ’qp) satisfawt a 1a condition (P) (mBme r&f Crenee), On dirs alors,

—

par abus de leﬁgaﬁe, gue & est sonme cz"ecte des Eé s €t que F est

‘_proauzt des fﬁ :
- Pﬂb?OSI“IOﬂ'?ﬁ—A 81 I est Qomme girecte des E, Gt 1 ¥ est produit des

» 1o famille & eetrale {,, ;o T ) satisfait & la condition {P),

et ééflni" donc un 1samorp isme de éf(E,P) sur ie g

—[T£ (La’Pﬁ)’ : » ‘ 4

DOnnonsunous en effet arbitrairement un s;»temc d’élémcnts

aﬁ e ;f( ,Fp). On va montrer qutil "Xlsie un hemomorphzsme £ de E
dans P 3 et un seul, %ml que G§(¢)~z @ quels qae solent o e B

~ Pour cela, cherchcas f(x) pour un XE€E . Cn 8 .z -‘gs ia(xd),_les

% &E étant nuls sauf un nombre fini 3 pour cha que x, 1l existe un

saul 3* e}? tel que ﬁ y )— z&g(x) poaf tout p s Si on pose
o Hx) = 2: Yo, » On déxlnlt un homomoryhlgne £ &e E dans ¥, tel cue '
qgafOi aﬁ ; et ’esﬁ Vl“iﬁleﬁcnt le erl passible, .

3. Uﬁ 1semcinhzcme canonﬁeuee

ot

Leg nundres préeddents (1 2 4) se zénéralisent & dés groupes abélicns

& opératetrs. A partir

i
Eﬁ
{mx
o}
s
(4
e

{9
i
o
"

iy
o
(N
o]
U}
[T}
G
@
[t
™
=ty
l«,ln

n de ce parsgraphe ;-



'cation ¢ éfﬁ QT) ~e>F : en aosoeiﬂnt & CLWGHC appllcation llneaire i

,wo¢'fso&t it

& drofte. SL

&

on supposera d'une manidre essenticlle qu'il s'a"it de modules sur
un anneaun A

Soit P un A-module & gauche 3 &f(A,F) désignera le module des
applicationg'linéaires de A (muni de s3 structure de A-module & gauche )
dang ¥ . Maia A ent aessl un A-module & dzoite, et les opérations de A
& droite commutent avec les operatlons de A & gauche. Done, d'aprds le
n% Jf(A P) est un A-module & ﬂqache. v ,

A cLaque élément x e 7 associons 1l'application lindaire £ o de A
dans F | définie yar f (4&) =hx . L'applxcatzoq % ~1>¢ de ki) dans

: éf(A F) est une appllcatwon linéaire pour les structures de A-modulef—lu

& gauche, comme on le_vérv?lﬁ ﬁmmédlatement ; on 1llappelle L'zpplica~

tion cﬂﬁoﬁiqﬁe de F Gans éﬁ(A F)
Si F est muﬂi en outre d'une stfuct0°e de B nodule (les opdrations
de B dans ? eommatant avee celles de a), 1’applicatiop~canenique_de 1

&ans afté,i) est Bulln@alre.x

'¢“OﬁOSI?IOﬁ 8, Sl F estun Aumodule unltaiwe, 1'application canonigue

ds P dans af(A,P) est un isomoxphlsme suzxs

Zn e?fet soft 9 cet*e applicatlon cnnonlque. Bniinissons une agp?1~ ,

de & dans ¥ _'Clemen’c :(1}&5‘ o 'Véf"l‘lc amssitﬁ" qu.e cpcxy et

ﬁité‘} done @ est on l“OKoﬁyhlome sar -

Ce gui pfé LeAsn traduzt aisémen t &ans le cas o& E est un A-module

_,ebmoéglc est aamtaxre, gﬁ(é P) est un A~modulc & droite,

«

canoniquenemt 1eomorphe 34 F :,l
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6, Formes 1indaires ; 'dual.d'an module.

Soit T un A4-module & g;'&uche s L (BN désignera lc module des appli~
cations lindaires de T dans A, A 4tant. muni de sa strocture de A-module
o gauche. lbis A est aussi un A-module & droite ; done, d'apres le
nos. A (E,A) est un A-module & droite. ‘

DEPIHITION 1.~ Pour tout A-module & pauche T , le A-module & droite

£ (5, A) s’ﬁnpclle le module dual de E (ou simplement le dusl de E).

Les élﬁmrnts de Q‘E (£,4) g'avpellent les _forme,é lindaires sur B ‘

Défimt? on zsnalogue dans le cas dtun A-module & dro_ite E 5 le dial .-_
éf (E A) est '-161*3 un A»mod:ile 4 pauche.

(Placer ici uag note ds bas de pa e; cone dans le texte
V-znn'vlmé, pehd2).. s u

Bxenm le.-» +5us 1iosphce veotoriel (pax f3’39°f"' au C‘O:"‘Ps E)

ﬁes :enetions numévlque eontlnues atms wn inservalle [ =1 b}
_",';Fl‘ﬂpplieatmn x-—-—af x(t)d‘t ost ane roz:za\, linéaire.*
Inswer ici les lignes 7 & 21 de la pave &3, concerﬂant is xmae -

",/:eanoni_ ge et la notation <x,x*>

: (}Zzex*ehcrzc' 1z &aul de E dans Ie cas ozk E est ‘Hazmeau .8 sm.mi. de =8,

s‘aructure de A—neéule 3z ganche. C’est c‘f(é A), c'est-a~d1re gﬁf (A F),

avee F-.A _. Si l’aaneau A posseae un r=1'<mrnt umté e A»modale &

sauehe F-*A es‘?s um.‘baire &’ap }.a Prop.s Qf (é A) est canorziqu.emené;

- ieomorg;he a & . Hais omsqa’ i1 s'aﬂf‘c a’un anal, on s*mtéxeqse 31z ,

“

strncture' ée modzz.ie a droite de éf (4,4) défmie par la stmeﬁurs de
ﬂoénle 4 droite de la Vai*wble co‘mrisnte ; gar 1'isonorp i‘sme de
RATWS T ssz:r f—&, eette str LC%{&I'E Be transpr‘?te éans ia structure de

a-moﬁa}.e dz'oite de A. En z'asame :

s
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de A dﬁns A . LE vertu de 1a n?ep 1 bis, cetie pgllc tlon est llyéalwe
_fpoar 1es strnctuves de AmﬁoduTes 3 ixcite GQS_Q&&LS%VZJf(F,ﬁ) et

Sg

PROPOSITION 9.~ Si A est un anneau avec élément uaité, le dual dg'

module A_ est eanoniquement isomorphe au module Ad-.
A ,

- Bi on idenfifie Ad au daal‘de‘Ae, la forme bilinéaire canoniqa¢
glexplicite comme guit :. pour xéA9 et zte Ad‘, on &
<(;x,xf>>: xx! (produit dans l'anneau 4).
De mBme, le dual de Ad glidentific canoniquement & A_ 3§ avec cette

identifieation, on a, pour xehd, x'eés :
<< xt, x> = x'z .

75 TraﬁgpﬁoltiOn.

11 zésulte du n ®1 gue 16 dusl éF(E,A} d'un A-pmodule & zouche E

-~

est un foaﬂteuf coatlﬂvafwent de E a ehaqae applieation linéaire u
:,de ;

dans an d-module ”auebc F , est sssocide une oppllcatloa du

".n“ f-i"'" 5

B :
¥ = -
dusl 3 &aﬂc le dual B , & Savoir celle qui, & toute forme llnéalre f

¢ ; T 2 Pl Ai £ o = 2 : ’:‘
sur F , assccze iz forme lindaire £ usur E . Cette app11c3+xcn de ¥

‘dans B n'eét aatée qus'_ci?(a,v z db81unqnt l'aﬁpllcat101 identique -

if-&:&)

’BLFIYITIOJ 2.m On aﬁnelTe 533n pesée d*ane nplicﬂtzon liﬁéalre (F I

d’an A modale danu un ﬁ module f ; et on noke '% l*agg?icatlan

£ uﬁ>f0& du dual de F daas le di@l de ¥ ; élle7esv ﬁ-l;neaife.

3‘»(;:;?) . .
z 1a traapp051tion

est liné91“e yenralés Qtructuveﬁ de _I7~Wm0u!e &e ég( 5) et

-5]? &é31®naat 1e eent;e de A . éa%?eEEﬁ% ﬁ%t on o -

W&,¥¥ﬁﬁ) pour ygf .



= (15) <u(x),a(z*)> <x z'> pour . er , x’é.ﬂ ;

.L!isamdrnhlame conﬁragzédient de apv est §e§ {si v est un Lsomor~

‘:A~Modules 3 gauehe e d'applleatlons ligéaires.

.trans;osées

est exae;e.

Bt Mt e sl e cindat ol e bt s e U RCARREN
v HBIE A IR

b

-~ 41 - : ‘

Ayvec la notation <L % x';> de 13 forme bilinéaire fcndamentale, ‘
la transposée u de l'application lindaire u 3 B ~¢»F est déflnie par
ls formule -

(14) -~ LZulz),yt>= <x,tu(y')> pour xXeB , yle F

confovmément & oe qu'on 2 vu en général (n°1), si u est un isomor~
phisme de B sur ¥ tu st un isomoprz me de’ F sur B? st 1'isomor~

-4
~ phisme réeip”oque ¢6t le transposéd de. w0 o - -

DarIFISEOX‘).~ Etant donné un iaomorghisme u d'gg godale E sur un

modnle F , on snpelle isomorphisme contre

ddient de u (ou agplieation
cgntraggédzente de u}, et on note ¥, 1 tf&ﬁﬁ"Sé»de 1kzsomor'hisme .

_récigrogue dg u ’ qui est égaL, & l*isom0rphisme réeiproque ée tu -

L’isomovphisme ﬁ est dene earactérisé par 1’identité
%

‘fphzame de B sur P et u un isﬁmornhisme e F sur &)..

: 8 Dual d'uﬁ quetzent dnal d'une somme &ireete.'

Appliquens 1a proposztzon 2 (n°3) au eas pagtzculier o& ¥ est l’anneauﬁ=

EA, mini e s stractufe de AunoduleAé ﬂaache é"““A

”'ersul%e ezacte de

La saii;e des spplicetions

&‘.1:

¥

O -9(32) —-—-—>£’ -—->(E)

=5

Iarsqa’en identzfle E1 & un seusumodule de E ; et E g/?1 . 1&

p?ﬁp.?ﬁ gcrmet d‘ldeﬁtlzier 1e anal de E/ﬁ1 & un seuw-mbdule du dual

de B ermé des formes linéalres (sur E} gui s’annulent=sur Et.'
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':mo&phw

général, t_n'est pas une application de B sur (E1)* .

Anpliquons paintenant la proposition 7 i

PQOPODI;IOH 11 o~ 81 un module B est somme direecte de modules E

relativement & une famille dtapplications bimnivoques 1 y les %gansv

transpo§ées ,t(i ) définwssent un isomorphisme du dual D shr le

produit TT(E

.3
51 on identifie T

s

u sovs-module du produit TT‘E forpé des

o

systlimes (xm) tels que xgeiﬁa et 3&20 sauf pour un nombre f£ini

d'indices, et si on identifie le dusl de B au produit des duals
%

g
(B

) la forme bilinéaire fondamentale définissant 1o duelité est
o ¥

donnée par l fornule

65) ‘ <(X’a)’<xé‘\) c_%j < % % >
)

g propositzon 11 trouve s*appliquer lorsgus E'est‘un,maéul

i de

 1$0mor9he au prefuit &é - Saiﬁ danszlc:dval E de E»'

=

vf co*respca& canonlaucmeat & 1*élogmn% de AE dont

£
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FROPOSITION 12.~ Le dnal d'un module libre ayent une base formée de
'nwélémggzgnggm_ggwggmgle libre ayant ung bage formée de n Sléments.

EFTITITION 4.~ 51 T est un_module 1libre ayant uge bage finie (ea),

e

on_awvpelle base duple la base (e!) du module dual définie per les

formules (17).

9. Bidual. -

Bt
=

Seit I on A-nodule & g e 3 son dual B est un A-module & droite,

7’:?3
i

al cb
3 sestt
done ‘il posauoe un dnal (E") , noté aussi B ', gui est un A-module

+*

& gan che. On 1ta 0pelle le bidusl de E . Associons & chaqué zeE 1z
IOfme lindaire sur T aéfinie par =t ‘><:x,xt>. On définit alnsi

afa
P2

une apﬁlicuzlpn, dxte eanonlquc, de E dans E 3 il es+ immédiat qa'elle

est lindaire pour les structures de A-module & gauche.
oo & ‘ =

L biéual B est un foncteur GOVarian% de E s+ si on o une applica-

Y

te '
;5

o iiné ile u de E da as an modale Fo 41 lai-corvespoad une applleatlon_
- s ;
inga ire'de z éans F & saveif 1s % raQﬁposée 66 1z tyanspasée tu -

Cn notérs gue le 513“31ﬁac Daivaﬁ% st comma*auif :

Yor 15 Vs
B 2t P

§m4 >

t'}
L]
0]
e
@)
]

b i
(1% Mgy
i
[iH
1431
e
ot
b«»&’

Les fldches verticales ﬁ ésignent 1¢g homem r; s: g
Vl“n?“ﬁi d'83re Aéfinis.

'Examinags iz cas parﬁic&lie: ok E cst le mezaLe é {1t'enneau & q§aa%

*

un 61ément unité) ; alers E est cononiguement is caeznhe 5. Ay (prop.9),

. ®% ' e = s
ione E es% canenzqub&ena iucme ic & A . &3_0 zé n%&zle ainsi B

é'és . 1*app11e:tloq canonigue de I QﬂﬁS B 5V
ideﬁ% igue de A énns A s+ En cffet clle asgociec & xe&A 1l'application

s
z'—»xx! de & danu A ,*e es ué»‘i?e 1'616ment 4u dual A de &4 aé7i

pféciséaeﬁ“ par ‘el’ meat xTeh_ .
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Gaga .

De4ée cas on passe ailsdment & celul od E egt un module 1i br§ avant

¥ dészﬁnaat 1e eo*ps d*opﬁraueurb. B' 9"&3 18 p,ep.ii et 13 pzon.,9 le

une base finie s une telle base e“) permet d'identifier E & AL 5 dont

le dual est Aé , et dont le bidual est doune Ag 3 1'application cand-—
I
As

5 . *:;‘ & - - - 3
nique de £ dans gon biduzsl E est l'spplication identique de

Adnsi

PROPOSITION 13.~ LO!UQHG E est un mocdule libre de base finie, 1'appli-

cation eanonigue de B dans son bidusl B est vn isoporphi sme de B

et

f3%

sur B

Tt

-

 S81 on identific E &4 E par,cet is omowphism les formules (17)
montrent que si ( : ' ' ' ; '
duale de (e') est (e

boit F un’ autre modulb libre de base finic, et identifions é&ssi F

i

é P Si“u est une applieaﬁion lindaire de E dans F , la transposée
Lo#

tu) aevient une‘ _pl éé{ién:éé“E éa&s E'jiia réiaﬁicg (14) mcnﬁréjQQe
< 'ﬁtuex) ’Y > <l}. X) ,Yt> pear X el , y.i-e F* v

&’qa_il résulte ?a011:menf que ttu 2 u‘x 1z trans p&sée de

tu est
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.'g; E es% de dimension fi é n ; : si
2 . . &, T(I1
tde nne base (e %zeii’ et est donc mﬁomﬁfphe & K ',

aa p"c ait K . Gr ( ) se ﬁlgnbe banonlquemﬁﬁt

'E est 1somofphe & un sous «espace de B (cet

ailleurs du choix de 1la base defu) Digprds la
= 5 . 2 = R ;{{,

o - - b - 1
dimension de T est au plus égale & ccilec de & .,
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ol 2 esc de dimension finie, la px opositlon 12 cst applicable, et montre
que E° o mBne dimension que E .

COROLLAIRE.~ Pour un espace vectoriel § , les'eonditions B ={0} et

z{O},»aon% Sauivalentes.

Rappelons que, dane un espace vectoriel, tout sous-espace est facteur

direct"( éz,th.5). Alors les propositions 3 ef 5 Gnérainent immédiatement;

‘ i e
H%OaEﬂE 2.— Si on a des suites exactes d'esnaces vectO?iels {pur un

méne corps F) et d'anplleatlons dinéoires

0 ~:>a1 — T —> 8, —=>0
0“*5‘1—%5‘ '*-—ﬁaF ~—>0

b ]

les qui'ces sui loar cafresponaeﬂt

Lo — J{EQ,'F) —> L (B,F) —> £ (B, ,F) —= 0
0 —> LEE,) L (5,F) —s of (5,8,) —> 0

Qonﬁ ezaetes.j

SC;JuLAI”H,u Pour hoite suite éxacte

;ﬁs QDliG&olOﬁS trancpesées 0 —>(E,) —> E

Ce corollslre msntfe que si on ide ntzzie u1 & vn sous-espace vectoriel

de ﬁ‘; 1e dial (u1) ideatif QJotlcnt de B par le. ’éoas~espace

(Eo) des formes  lindaires (sur E) gui stannulent sur b1 ; 11 prouve

aussi que toéte forme linéaire sux E1 est induite par nne forme lindsire

sur E .

: 1 ;

THE ““I Fe= L'napllcqsisa eaaonlqaa d’Ln espace vccto*iel ! dons son
o % ‘:' 2 ' g S s ; >

bidual E  est b1un1vague 3 si E ﬂst de ﬁ ime J_lOﬁ finie, c’est un

Hesl

,isbmcrphisge de'ﬁ gur B &
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Ia premitre scssertion signifie que i un x€E est tel que toute

forme linéaire s'annule sur x , alors x=0. Et en effet, si E1 désigne
le sous-egpoce engendrd par x , on sait que tounte fornme Mindalre sur

W

P est induite par une forme lindair

h

sur E ;5 l'hypothleé entratne done

gue le dusl de E1 egt nul, et par suite {cor. du th.1) “1 est rédunit

=]

e
& 0 . D'autre part, si E est de dimension finie, la prop.13 lui est

ppllcabl , G'ot 1o deunxieme gssertion du théorems &4 démontrer.

. S s . L3 4 o
11. Pransposition dans les espaces vechoricls.
el = e iz L v S 2 Tl
Soient E et T deux espaces véctoriels sur le corps K , % u une
=2 * i e e . g L e 7 SVt % _ =
avplication lindnive 8¢ & dans ¥ . Désisznons par I Vimese de v,
par H et C le noyat et le conoyalh de ©t «» On o des suites exascies

{13} o e -=->F -->I «-;»o ,-:'9 o m:»ﬁ P

P b
"’t v

. % £
L'apniicatzon compesée de F'—f>I gt I —E est la tranﬁaosée L

de u . Ies saitcs egacte (10) ééf nis’en% dotic aeq 1somexphlsmes

feqnoniqucs) de g” sur le ﬁoyaa d tu.? de I Asur[;'image de 'td .
&t e ?? svw‘le cepo?ﬂﬂ de .ta . %iﬁgi T "” '“ -

s

A. Si 153 st Lﬁp appllcatlon lzgﬁalwe d*ug esaace vectovlel

dans_un °QTﬁce VGCGO?lel T s le ,ovaa de 1q trdﬁEﬁOSé a es+ eagqg§~

candnigu@m

‘qL iqemozp%e au auui de l*iga“e de a;.

Comﬁtb tcnu du cor. du %h. I, on obﬁzenn §

= - = = e - %
C0-0LLAIi“ 7. Poa:_qa; u se;ﬁ fzunzvocve, il fant et i1 suffit gue “u.
: & e ' - :
soit une a@g;;catzon de- ¥ sur k.
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COBOLLAIﬁu 2o poa.c que u goit une anplication de Egur ¥, 11 fout et
il suffit gue Ty goit bivnivogue.

COROLLAIRE 3,- Le rang de "0 et au molns épal au rang de u, et lui

est égql gi ce rang est finl.

Pour obtenir le corollaire 3 du théordme 4, i1 suffit dlappliquer
le the1 & 1l'image de u .

Remargue.- Le foit gue le noyau de ba est cano an
1
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dual du conoyai de u , sst vrai pour des mod
qaelcoaque‘

im Ort%o on 2 ité.

e g SEe s s fo e e R e e e
ﬂeas dlfOﬁS que deux A-modules (& gsuche ou & droite) E et E! sont.

: sa%isféisaht"aaxAméaes conditions gque la %forme
hilinéga ire cﬂregig' i a‘tre'éé'mcéﬁle % son dual, é savoir e
9002 ebuqua:x*ein d(x,x*) est une ¢enﬂt10m 1inéalre de ¥ 1

_ poar chaqae xel d(x,x') est wne ronctlan lindaire rde‘xi-;

Le @ystome Iormé é*an r-podule & éavcne 2 ; 6e.son»anal 3*;:éf :
aegla.fozge_bllzneazre eaﬁonlqae? dcﬂne:&ﬂ,QXeEplé de coableiaefmeéules
on dusits. . |
 5&5§¢§6§3'&sﬁﬁés B et B! ﬂaglitﬁ par : fonc ioﬁ ﬁ{xjxﬁ),;én dit

'qae deix élememts xe.s &% xfeEE’ sont o“thc"onaua si d{z,x')=0 ;

qu'uae par%xe zéc:m. et une partie d'c:lﬁ aoue:orthagoﬁalesfsi tout
':élnmeﬁt de ﬁ‘et tout Slément de ' sont orthogomaux.  Etant donnde
une parﬁze 1 ée T , l'ensenble des z'e B! orthogonaux & U (glest-i-dire

'erthogenaag a tcus lns nllmﬂa ] de-ﬁ} ést'évidemmsat.an-seasamaéalé de E';

Dans ee*ﬁa a8 sertlon, on peut é?ldbnﬂeat ash‘nﬂer.les.sﬁlesiée E et de EY.
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Les falts suivants sont 6vidents 3 si M1 , le, soug-module ortho-
gonal a'm cont Qﬁt’le sous-module ovthogonal & I . Lé s§as—modu1e

orthogonald 18 réunion d'une famille de parties I est 1l'intersection
des sous-modules orthogonaux aux M, . Bi W est le sbuémmodule ortho-

gonal & upne nén,ie7 HCE , le soug-module N" de B , orthoponal & e,
contient H 3 J" pcu* Ltre digtinet de M , mBme lovsaae m,est déja un
sous—-module (cL. exe%c1ces ..g). Le sous~module OTLL”’ al & WM est

tonjours It ;V"

Sunposons d

qsor@aks que E goit un ssyacs vectoriel (& gauche) sur
ua corns K , Gb au _39_301t 1¢ dual B s 1o fonetion @ étant la forme

bilindaive iOﬂ@&QLﬂﬁle- Si F est un sous esnaeeléé'ﬁg soin orthogonel

“a

-, =
dans 8D
m““O EE 5 Eaaz tout ecasuesnace ¥ ode 1 es&a&e voc ovzv; & , goit

9

F; son OrthOFOQal dans 1c dual L Alors i

(a)-laldime szen_ue O(F) est au 1cinq eﬁale & 15 co €imv sion de F ,

et lai est e ale ﬁlfla ecéla.ns10% de ¥ est ;1aie

inension de (E/F) est an mcinn

le si B/F es st de aimenszan finte:

] s*ensult qae 1'appllcqtlon (%/F ) -—1§1§/F) est gﬂ'iseue?pﬁicﬁﬂ sar.

Diapeds les cozsl et 2 du 34-4 l’aopllea%*on g/ ~—>E/F, est un

is cmgrph__ﬁ suz, donc F~F1 :
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’CO OLLAI | 2o 801t un espace vec*o“1c1 de éi megsion’finié n o, et

- 4Y
Démontrons (e). Soit P! un sous-espace de dimension Pinie de D
son orthogonal F est de codimension p an pluu égale & la dlmrns1on p!
de P' 3 en effet, solent p' &ldmenis eie 5" formant une base de F!
. | _ : oL
P est le noyat de l'application x —:%(<;x,ei;>) de I dans %P ; appli-
cation dont le rang est au plus égal & p'. Or ce xang est la codimens 10%
de T (92, n°7, prop. ). Considérons meintenant 1'ortho gonal O(F),

qui est de dimension p d'ajrds (b). Puisque  O(F) contient P! et est

de dimension p inférieure & la dimension de F', i1 s'ensult gque p=p!,

¢

et O(F)=F!, ce qul achovb ls déumonstration.

CGEOLLAI“Q 1,~ 81 un souu-eopaee P de E et défini comme 1'ensemble

ST

des zares COQMJHS é &n‘systéme fini de formes lindsires z! , toute
~ 3% l 9 LSO e e

¢orme linealﬂe qai s’annule sur F est ccmbiﬁaﬁs o linfajire des x

(ccnséquence inmddiate de (c))

solt E son dual. Pour tout sousnesgace F de E , de dimemsicn'n—p .

l'orthagonal Q(F) gst de dlmen31on D s 8t F cst l’oftLogOﬁal de O(?};

Peur ant soas—espace . de B 5 g2 clmensica Y, 1’srthogenalv 0(3?)

es+Tdejd1me&31on_ 8-p ; 8t 1l¢vthosonnl de O(F*) est 7 .

R et ey

“OLL&IRE ;.v Seient F nt FZ deux soas—espﬂees de B , de ee 1mcnszons

finies:é l'cwihogeﬁal O(F, f@FE) est 1a somme 0(? J+O(F, =

1 ¢ uff t de ﬁcnurer q&e 1z coad imeﬁsisn ée Ff' T est finle, ot
b 8
5/

2
n de G(P }+O

O
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£
fot
o
9;\.4
o
2
Pre.
&
¥

,."5
}-Ah

‘ cbr ce dernier st ¢onteny dane
1tqz+hag§mal G{f‘1 p), et il suffi ra alczs ala pllqaer (e) Or on &
1es'reihtiéns : '1 - .

ecdlm(r rxy2) = <':<'3<2~I*ira.'»",i + codim F? = cgﬁim(ﬁ +F23

2 1
dm(om )+0(r,,)) = dim O(F, )+din 0(F,)-din(0(F




v o “vo“
en vertu de la prop.10 du § 2 . Lep termes des deux seconds membres sont
resﬁectlvencnt éfqux ear O(F )f\O(Fz) est Ll'orthogonal de P AT,

Donc les premiers membres sont égaux, ce qu'il fallait démontrér.

Le the5 pernmet oe caractériser les hyperplans d'un espace vectoriel E

clest-i~dire les Sous-espaces de codimension 1 .

PROPOSITION 14.- Pour tout byperplan H de 1l'espsce vectoriel ¥ , il

existe une forme lindaire K' telle que H goit l'ensemble des zéros de x' %

-

cetie formm 1in3 ire est uniaue & un fa tcar sealaire nop nul Presg.

. Réciproguecment, pour toute'forme lindaire x!' pnon identiguemsnt nulle,

l'ensemble des zéros de z' est un hyperplap.

En effet, on n'a fait gue traduire (a) et (b) pour un P de codimension
i, et {¢) pour un 2 ds dimension 1 .
Si B est un hyperplan, et z' une forme lin

anlle stannnlent sur H , on 4it qae'la relation

les 418ments x de H , est ube éqaatich de .
(x!) est une famille de XGLQ@S lindaires sur ;‘éf'éi B désxmnm le
soasw33§ace“veétofiel des z € tels*qae x‘{x)-o pour toa% o , on-dit

=

gue léS'?eZatiens x}(z)=0 Vii ent un svstéme dtéqusa ticns du sous—nspaee

. D*apres 16 ﬁh 5, (6), teat ooas esgace vectcLlol de B geu%'étre

. dé;lnm par Uﬁi

-'m‘

ﬂwtﬁme é'égaaﬁloas. 81 F est de coalmﬁnﬂioﬁ'fiaie P,

¥ peut ftre défi' par un systege de p ég uaﬁxans dont 1@@ preniers
memhres sont ﬁe fowaéé liﬁéairement indé@endant631; cels, résulte des
points (a) e% {b} du th 5 . Réei proquement, taatﬁsysﬁéae de p équatiqns‘
-5ont 1ea pfeaief memares_goat éés-fe@mes 1inéairemﬁnﬁ1i_dé endantes,

ééf*nxt un - sou espoee de codimension p : d*ap“es 1a partie (e) du hi5 .
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13. Eguations lindéaires.

On peut reprendre, tel quel ou & peu prds, 1llancien n°7, pp.51-54.
(On demonde la signification du n°2 placé devent ll'exemple de 1z
page 53, en petits carasctdires).

14. Eguations lindairep dans les ecspoces vectoriels.

Soit une équation lindaire u(x)zyo s 1 désignant une applioation
lindaire de l'espace veetoriel E dans 1*espﬂce vectoriel F , et y an

'501nt donné de B . Gn ‘peut gppliqguer & u le théoreme 4 et sges corol~

laizes. Avec les actﬂtLons utilisées dans 1o Géaonstratlom duy th.4,
seit 1 1'1mage a(b) cherchons & queTle condition ¥ anpqrtlent al.
Pour cela, il faut et 11 suffit gue y soit orthozonal o Lormes
lindaires gui s’annuleat sur I (d'ap“és le h.5, (b)) mais on 2 vi,

4dans~10 éémonstratlon du th 4, que l'ensemble des formes lindaires

qai s'aﬂnalbnz sur 1 eut ¢* : ﬁo;aa de l*asalicabica trw“sposea tu

““GEOQT GT 15, - “Qar q&e l‘écaaﬁvo ulx )~yG alt av moins uns scla~

ﬁién,'il_:aat'et il sa:zzt_gge Vo soit orthozonal au meyso de 1'appli-

eaﬁion:traaSQéséé By .

Bornons-nous désormais & 1'étude des systimes are qvﬁ% ps lindaires

m»-
)
‘w-

(a} - <xx'> {re 3:)'

c*es%~émaifé, en es pllczfqat 11aide d'une bose s
(ms1) j £, a . lged)
: Yur X .?Lz, "5

0& lcs eéef;*c1cnts et lcq iqeonnacs sont daas ie corgs

G“IIWI”IGT e Btsﬂt donné un qutene a'éqratloﬁb lin éui res (n),

ot 1'1ﬁ00%nuc ? est ﬂﬁnu an esnﬂce vccﬁovzcl s et les x‘ sont dans

le dnal T° ge T ’ Qn apvelle rans de QeAsvsteme 1o dimension du

gous-egnace Bt de B enzendyd por les x!' &
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Lorsgne ce rang est'fini, c'est sussi le yang de l'application lind-
aire x -f»(<:y,x’;>) de E dans FI « En effet, le noyau de cette appli-
cation est 1l'orthozonol T de F' la codimension de ¢e noyau est d'une

vart 4zale aun rang de l’anplication, d'antre part, en vertu du th.5,

bgale &4 1o dinension de F!.

THEOREIE 6.— Soit
{n) : <x,xi> = T[L - (z€1)

un svstéme d'éguations lindairves scaloires oh ll'inconnue % est dans

un _espace veetoriel E, sur un corps K y et 1eca zL danﬁ_;e dual B,

Pour gue ce systbme it au moins une solution, il faut gue toute

rela‘{:iog’ Z 5:* X =0 coei’i:.cieats ')L?. dans K (nuls sauf on

‘b
%

" nombre fini) ent?aine 2: Q = O. Slflc'rqnﬁ du vﬂtcme {n) esst

fiml, eette con&vtlon ﬁé ssaire esfraussi f"ff1b@n%e."

I conﬁltlen est évigemmeﬁt necessairé;_ﬁlle exprimé gu'il existe

S s e ' L - - .
_une npll on lindaire f du sous-ecapace F! de E |, engendré par les
zt dez; l;'eoxps % , application gui sétisfasse é.Af{x‘}ﬁ ?

Une telle f est an Slément din duél de B, Pui s uton uuroose P! de

dimension finie, F' cgt 1t EtEO“Oﬁ?l dtun Geuswbugacepk de B ; de codi-

‘mension finie égale & la dinme 51on de T (ﬁb 5). Fb gti jdentitis an

dual (Z/F) , donc £ & un 518 cent an clcusl (er) - Céame Z P ést de

i

e o = i ok =
imension fln};,‘l?@pplicaﬁlon cancnlque g/F ~ﬁ%(%fF) est un isomor-
phisme sur (th;Bj, Il existe donc un &lément yesa/F et un seil qul déri
ﬁisse 1'applic cation f . Ceci exgzlme qg: ies &1dnents x de E avaﬁt

v psuf imag e, et cewr-14 "cul e nt, atia Font au sys t e (n).
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Regaggu‘.~ Lorasque le rang du systime (n) eSt,infini, la condition
Ef' du th.6 n'est plus suffissnte. Par exemple, supposons gue les

x! sbient les formes coordonndes de l'espnce I = K(I) y L étant

infini ; alers la condition du th.6 e¢st vérixiée quels que soient
les sceondo membres , mais le systéme (n) 'a de solu%ions que si

les seconda nembres sont nuls & l'exéeption dtun nombre fini.

Un systume (a) est toujours de rang fini s*ll n’a qu'un nombre fini
d'eqaaﬁlonu (Oon ronz est @los au plas é@‘l ag-nombre-des Squations).
De meme, El 7 st de dimension finie n (ce‘éﬁi;:daﬁsnlé systime
(n+1),'corresp6nd au cas oh le nombre des inOOnnues est n), son dual
E est de a1mensxon B aonc 1e rsnb du aystcme est aun plus ég21 &3 n .
On &édalt ée la . -

%Suit le texﬁe, inchangsd, des cowollﬂlfes f;zéetv3'de la poge 55

éu-texte ;mp;;mé).
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-glg.-Produiﬁs tensoriels.

1. Préliminairves. _ ,

Soient A un anneau, E un A-module & droite, P un A-module & gauche.
Pour tout 'grob.pe abélien G , 9‘6 (£,6) est muni d'une structure de
A~module & gauche (§ 3, n°2), tandis que 'ogZ(F-,G)' est muni d'une
truc’cure de A-module & droite. On peut.c‘ionc congidérer lé groupe
o (E,of (F,6)) et le zroupe e;f(F cfZ(E G}). On 5 ity qu'ils
sont canonlqaement isomorphes. On gait en effet qu une Qpp;icatioa

de E dans l'en:: rx.ble des ::mpllcatlons de F dans G (o E,F,G ddsicnent

W
'.Jt

5

93’

% éngen hl 2 elccnques) stidentific une spplication de i'ensembleg
produit EX F dans g ’Cﬁécu’a des deix ;mupes “:f:écédénts stidentifie
done & un _souswefnsegble de l*e'nsemble des applicstions e EXF dans G .
slors f ane'épplicaticn' de Ex F dans € ; écrivons que £ définit.

t
un- $18ment dae ofé(Eg éﬁsz‘,é) s on trouve leos conditions nécessaires

f(X1+X2;Y) f(xq QY)+£(X2!§;/9 : f(-‘*:Yf"y ) = f(X9Y1}+f(A95"2)9

(
(1)3

e 5 flxd,y) = £lx,47)
nour X,X.I ,x2€E s ,y,i,groé‘ff‘ - )Leé .

8i on expilme que £ d'*fj.m.t an &1ément de c’ug(l‘ ée (F,8)), on
treave f‘xactemnt leu m%me congitzons . hinsi chacun des rzraapes

@ (.t& e'f (E’ G)) et c{,é{ﬁf, f.fz_(E,G)} &% eammqvenept :r.%ﬁzo:me

'au woupc addz.uivr dcs applications £ ExF >0 Qu.}. aaﬁzsioa’s é’a.- (? )'_.

Quant & ce ﬁerniﬁz* groupe, ‘on ve voir i1 est cammcuene_u isomorphe

au EZZ‘OQP& dew- a pllﬂetlons 1inéai'ﬂes daﬁs g, a'*zzz certai n £rou z: abélisn

gui ne &é é gue dvi E etF (rtcm de £y : le“'proaa:.tzenssrle_lﬁ

~

du A»maf?w A _éz*oi%e E et du A-module & gauche P .
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2 I’xodalit tensoriel de deuz modules.

- 55 =

ébiéﬂf'toujours A un annéazi, E un A<podule & d'ﬁoite, P un A-—maaule
& pauché. Seit I l'ensemble-produit ExXP 4 et coneldérons le ;_-,_,.foupe
abélien C , module ded combinaisons lindaires formelles d’élmments de I,
a coefficients dans l'laonneau Z dee entiers (ef -§1,n ©9). Une base de G
est donc formée des couples (x,y), o x<E ot yeP . Soit D 1é sous—

sroupe de € engendré psr les &lémenis de la forme

- §lmtag ey )=tz ,7)-25,7) "’y‘;'!’%‘gi (x,54)=(x ,yg),
(.2_) | (xd 7)1z, A7) _
ol x,"x%;xzéE'"i y5y1 ,‘yze“ﬁ""; P .A’ .
DEFTHTTION 1am On aovel le produit ‘se* soriel 48 :‘i;ﬁzodayle' 3 droite E
et du A»—maéule' 5 ~auche 7 ; e’c on note @ {ou simp_;,_e‘m:nt EQF

si ucane cen:us:.on ﬂ'es+ & crasza), le Moaye aﬁélien C/D ‘qaotigat

dd grsupe ¢ des com’fzirsa:_soas lindai s formelles d’eléments de EXF ,

- coei*‘mieﬁts eni:zem, pﬂf 3_e seu.s-’-weszpe D encendré par }.cs el"fi’leﬁ‘t%

de 1o fofne EZ) . Pour e e’c veF , on note x@y 1'élément de
- :

TOF ,:u:za a*aerzi mc, daas C}/D : de Z.’clmzent {J-,y} de 1s base de C.

- A,V; --;’;x@; ée ExF dope E®F stappeile

PaeeP s Sl S

1'appl lﬁc'ﬁ"i}/l caﬂom que e ExF dons E®F i

Ce%:“ce 5,@233.;6”’519?1 isf:‘ait anx conditions

(zA)By = = @(d;iy}

gui résalteac avssltet aes dr—u‘.z ions. Aut creae?z éi‘t- s1 on désigne

< {Xﬁ%)@; =28y + m@v ;o Sy, +7,) = 2@y, + 2By, ,
J

‘GO&Z’ un ;_nzruaﬁ% pa::: £ 11s -apiieam ozz ee cmqur‘ de ..ux? daﬁs ' &@F .

= - satlsiez.t m*aezsémen** auz conditions H)




O

Soit maintenant g une application linéaire du groupe abélien E QlF

dens un groupe abbélien ¢ . Ia composde de l'application canonique de
ExP danse D<$ P et de 1'applicetion g est l’applicat1on

(x,7) —> glxey) .

Clest une application f qui satisfalt évidemment mux conditions {13,

On va montrer que, *CcfﬂWOOdePnﬁ toute application f satisfaisont 2
(1) est de ce type. Dtlune facon préeise

TE- L,1.~ uOleﬂt E un A-module & dr01te, F un A-podule & “auche,

£ une avpllcatlon de EXF danu un Zroupe sbélien G , sotisfalsont

aux cand tlons (1) 31 czzsve un ﬁonomOﬁghzwde g de E $>? dgns G ,}

et un seul, fel qa° llon ai%

(1Y e v)e steoy) i aod o yer.

'0h Sait (9‘1, n"8, th. 1) que £ détermine un hamomorphzsme T au.
groupe C (des cemaznawsons 1invazres :ofmelles d'éléments de E><F)
dons 1é Froupe G . Le coad tlons (T) exprlment qve, dans I’apgliea%ien
eanonzq&e ;5 (C G) —ﬁbéf (E G), l'imaée de T Cst ﬁalle. Or,_a*aprésa
1s Drepaz au § 5. 1 sulte , . :

O-—%éf( DG-)'«%of (GG)“»cf DG) _ .
est exacte ; donic £ est 1'1 mege dtun 4lemcn* uazééd 8 éygf:(q/ﬁ'
Comme ¢/D ﬂﬁ% %:?ﬁ-ﬁ»a £

EQF s on obilua+ 1’assertwcn & éémonﬁref.

A

Te t@@O“%ﬂ? 1 définit un isomo zphmswe e:ﬂoﬂxg ent;e ie groupe

-a%éiién'ées aé?lieétioaé'f dc Ex P dans © . atisf ant 3 (?), et le

groupe ées homomorphismes g de Ec%%? dans G . Is cozges;eafgmec entre

=

f et g esz &cn e Vﬁar 1é'formule {B)

=2

Lo ?rbpriéi  mnoncé° dens le th‘? csraeﬁészse le afoéait %ensorlml

'E!§2F , & un is eue;nﬁzbum prés. Dlune fagon préeise 3

e
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PROPOSIZION 4.~ Soient H un groupe abélien, h une applicatibn de I xP
dans H , $elle que o |
h(xi-i-xg,y)ﬁ h(:{“EI)-t—h(x,,,y), h(x,y1 -Pyg): h(x,y,! )+h(x,y2)
hizxA,y) = hix,Ay) .

Supposons gue, pour tout sroupe abélien G— et pour toute application £

aisant & (1), il existe un homomorphisme g e H

dans G , et un seul, tel gue f = geh « Blors il existe un isomorphisne

©de E ffﬁfﬁ F sur H , et un senl, tel gue le Gispromne suivant soit
if

connu’s v 2
N
D @AF —s H
oh ia zléche de gauche désipne l'applieqtlon cgaomque de ExXF dans
E ®AF - : = -
'E ut dfa’berd ir c:clste un nomomo hisme © 3 B @}ll? —E ,' et un sez,g}_,; ‘
te}. que e 4i ::fc,nme soit commutatif s cels :eésa.lte du 'bh . T1 reste

& mon{:rew qée cet }'cnommz;hzs*ve © est un fsemoza}%isme sur. 'Dz'emas
pour G _3.e zroupe abdlien E (&) F ot pcz,r* z l*aﬁpizcaﬁlon ca po&ic‘jae é;e
:)« P dans E ®ﬁF B 1%;.;::;;9@@3? fai’ce sur ﬁ et b impligue iféxistenee.
d' un hOElGuOlP v _ézﬁe s B E @ F o, tel é;}.e 1e ﬂo;::;s%’ 'a,!ofz smt
J.*agzp.z.lea%icn ean@zﬁi&;};e EAT — E '@;}&F ¢ On vz mozﬁrer que Yo est
ite J{J}.le ation ‘Ef?entuiac d.'ev_ B @ s et gue cgo'q:__ est 1_’applica‘tion
iéeﬂ_tiqi&e de H 5 ce q'v-.':?;‘é’z"blira la gjmgaosi%sisﬁ._ Of -'llio(ii)ok’ = 'éich- =Xk 3

1'6g211t8 des nombres extr@mes prouve que Yoo est llapplication identigue.

de E@F , en va{%aéu‘m? - De mBme, gotoh = wolt = h ; 116palitd des
,'mem’z)r'es -"ey‘}; é }}LGV‘J% que 9oy est l?apgl’ieatia‘:ﬁ, identique de E ,

en vertu de 1”’3?}39‘31’1 se. d'onicits faite sur 1lc couple (H h) Leei achdve

la dx;!ﬁons%ra‘i:z.on.




Bl st il e btk

'éwmadalés a_gﬁaeae, et soient ﬁoﬁnées denx appllcp_

‘i

Lo proposition 1 explique pourquoi 1'on n'aurs jamais besoin, dans
la suite, de pe réfdrer & la définition explicite du produit tensoriel

E Q@ F 3 il suffira toujours d'uzzliuer la propriété de E Q@ F énoncé
dang le théorine 1.

Remorgue.- Lorsgue l'anneau A est llenncaun 2 des cntlers, c'est-
a-dire lorsque I et F sont simplement dés groupes abéliens, la
troisitne des conditions (1) est une conséquence des deux

prenicres. Le produilt tensoriel F‘@QE‘ eat alors le guotient

du. gfoupe C par le sous-groupe en menuré per les éléments de 1a

Eormg-- = ,f ‘ = =
(x,95,,9)- (2, ,9)=(%,07), (x5, H0 )= (207, )= (x57,) -

Dans le cos géné

g6 .1 d'un annean gueleongue 4 , le produit
tensgoriel E ® 7

s
stidentifie Svidemment & un guotient du.
proguit te 30?181 E@F , & savoir le guotient

}»-J

groupe de 3@? ey@mweyw.w é

L e,
iments de la forme
(zAjey - X@()s.y; o8 Kch .

3. Produit tengor i1 o deu? applzePtlo 15 1iné ifes;v

Solent 4 un anneaa, E ot E' deux A-modules & drois

S

£ 3'3';§E¥‘ : ;
EI@FY -
{5)

f(x)@g{y) pour zes ; y

1% su% conditions (?) {of zvsergi}:regplaeé par k)

19 ?é“l lcatTa; es% ;muvélste.

Cet homamorphlsﬁc s défiﬁi ?aw 5 aﬁ_g }_seAnote' Q@g;, et *'apaellL

iy

{/ e o de

1e1§;adalt tgnso riel des qnglicati ns lin/ iraes g?ﬂg ; Awasz, £ ég

est un ?zem@m@:ﬁp&ziéme de E®F dans E'& F! .
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Le produit tensoriel f@®& g est une fonction de £ et de g , & valeurs
dans le groupe abélien on(Ee&F » B'®FV), et qui jouit de propriétés
analogues & celles gul ont 6t6 donndes pour oF (£,2) su § 3, n%
Dtune fagon précise : . | | :
. (£,4£,) @ g = (£, ®g)+(2,Pg)

2 ®lg,tg,) = (26, )+£®g,) ,

et en pdrticulier  £8g = 0 dés que f ou g est nul .

Si oh a2 deg applications lindaires £ : E—>E! et £, E'—ﬁ»Eﬁ','A
Z s F—>F' ot é‘} Pt —pn ; on & la relgﬁion
1) (2%2) @ (ghes) = (B1@g)e (20 :
Jdont la vérification est immédiate. De plus, si B=B! ot F&F!, ot si
f et 2 soht 1! ig entité, alers £ @ g est 1'application identique de
E&F 3 i1 en ”Cuuitc qnc si £ est un ibom >rphisme e B éar Bt et g un
.isomerph;;lame de F saf E* f@g st tm lSQﬁOLDhlSﬁC de E&F sur

E’é??*;7don% 1* OﬂOfphlSﬁe réeiprogue eﬂﬁ ie p“rﬂait tensoriel '@ g!

;':u-

l..JD

Ses iso fez,h

mes rdeiprogues f' (de £) et gt (é
On exprime l‘éﬁsemblé des faits prdeddents eA disant gue EQ@F est

)

an fcﬂcieuw néd £if des A-modules T e% ¥, covariant par rapport & chacune

aes__az lcs E et F 5

2, Oﬁerquvu"ﬂ éﬂh' é?f‘s

ey

Ge qu*or en va dire e"% tout semblable & ce gulon s dit, an ﬁOZ.
du % 3 éc@ svmr teu“s da ﬁs éf(u,E)
: i £ est un end caogmhlsme do A»qodalﬂ s 5 F dé‘"nlt un endomorphisme
du rzcupe'ébslien. E@F , & savolr f®g , g ddsignant llautomorpliisme
= : s : , :
.;S“ f=f +F2 1'eadomﬁrphisme de EQTF , associé & £ ,

* -

scciés & f, et £, . 81 £ eb £ sont

(B
9]
et
ot
(¥
th
0
15
[
@ °
Cw '@

es ”Q(GﬁO“ﬁﬁ Hes af

w
Y




‘une stvvcta

' ﬁans F ﬁéh

= str-z;q‘ttzres' de

Binsi, B @

- ilonnean

Mol e Lo LALLL Sl s L o s i

. Al

sont deux endomb"f'phismea de £ , l'endomorphisme de E Q T assoclé &

£1.£ s'obtient en effecetiont d'abord 1'endomorphisme associé At
puis celui associé & £1. On }oit done que si E est muni d'une structure

de B-module & zauche (resp. y droite), de manidre que les opérations

de B ecommutent avee ce].les de 4 , le produi% tensoricl L‘@ F est
muni d'une ctwuc bure:; de B-module & gauche (resp. & ax’oite) BEn

explicitant pa.. exz. dons le cas d'un B-module & gaache, on o

3 (163’) (B-x)®Y pour peB -

2 la structara de B-modu.le de E est unitaire, Z @ P est un B—-module '
: ’unitaire. :

De m@me, si 7 est muni d'une stmctme de C-—module & gauche

: (resp. é. dfoite), dcnﬁ les opérations ecramutent avec celles de A '

1e pvadt,zit teasos:'iel ® F est zzumz. d*unn s‘z::meture de C-mcaule a

;‘ﬂauehe (resp. & arcite) Be plus, les cpé'«*ations définies dans E@ F

nar rm f”lémﬂnt de B et un fﬁlémcnt ae ¢ eaﬁzmu%ent.

Seit I’ le centre de 1‘azmeau A N Les aomotﬂé'*'ies définies dans B

{zesp. dans F} paz les élémeats de T sont des enaeaﬁxpnlsms “e ‘1’;.:‘}: 3
. ;struetmfe de -A-—méule. Done les c;pé'w tzens ﬁe I’ _dans E déf‘inissem:

,a” T -module sur E@,F ; de rﬁﬁme, 1 ,epémtieﬂs ﬂe T’ ‘T:-'

"n% uno structuve cze T-—module Quw

«-maaale eont les mf'r:zes, garce qu,e

"peu:e tout ye T°

atr ane stractr_; » 4’?"'"510@'31@ ‘sur.

l"a,émeau"d'fo roteurs A .




e e bl i
Revenons ou ¢as général d'un annesu A queldcn'que, et de quatre
A-modules  E,B' ,F,F' (les deux premiers, modules & droite sur A s les
denx derniers;'é panche). Soient de nouvean f£ une abplieation A-lindaire
de E. dans E', et g une applieation A-linéoire de T dans F!. Sﬁppeson&
gie E et E' golent en outre munis d'une strueture de B-module & gauche

(resp. & drolte), les opérations de B commutant avee celles de 4 ,

e -~

‘8ans & ot dons Et.

PROPOSITION 2.~ Si 1tapplieation A-lindoire f de Z dans B! est aussi

L= ==

-B-lindsire, l'avplication £&z de E®F dans E'®@F' est B~llnmire.‘4

P B

'C'es%fééldeﬁc &lrectemenﬁ : cele résulte'aussi de I= relation {7),
_par un rassonncmﬂat aaaleoue a celal ée 1u démanstxatlon do ila prop o1
ﬁe méme, €1 P et B sont muals &’anc structare de C-module, les

spesatxons ée A. commuten* avee celles de ¢ ; on & la

'.?EO?OST”IOJ'Z his.~ 31 qtg ppllcaulon A—lznéa?fe '&e

3z
sussl G»TEiaéaire, };’at}’a.i.iea'i:z.on f@g de E ®F dons E'@F' st

C~Lindgir ef

.cszaz‘zm@.w mnmazeavm t@g do E®F dans Es@}:ﬂ est lindaire

i

pour 1GS : tnscs de module sur Wee eeﬁ*we z? de 1'snyvieau A .
1

FEn partzﬁalic_, 1&283uﬂ & ﬂs+ un apness eegmut“‘ie,

- riel de éeax apy liGGtLOMS A-lindaires est A-linéaire.

igoiﬁeaa icom9rgtlumes canonigues.

Seit E‘uﬁ noﬁale a éreize sur un anneau & . GOFSldéraﬁb 4 eemme
&-aedule a gauche aa neut p?eﬂ&re ie p%oﬁait teaﬁerzel B é§ A3 &%
pa1°que & est ﬂuﬁsi an A»madule & droite {lss opara%zoﬁ< de A a df ite
 asns A cemm&ﬁ nt avee les opSrations & gauck e), E@ A est muni d'une

4
structure de A-module & droite. Celln«cz est définiec par la relation



e
(x@X)tt = x @{A ) pour ze®B , Aeh ;, peb.
Il existe an.homomorphismé £ du groupe obélien E & A dang le groupe

A
'abﬁlleﬂ E , tel gue ‘
2(x @ft) A

En effet, cela résulte du th.1, ecar llapplication (x,)!;) —s g, A

o

de ExA dans E satis?

(&)

1S

it oux conditions (1). On vérifie immédistement

que £ est une spplication linéaire pour les gtructur de A-module &

droite de .E %\A et de B . Si E est en outre muni d'une structure de
Bumodu;lé;- l'application £ ést B-lindaire.

PEOPOSITION 3.~ Si B est un A-module 2 droite-aﬁmaire 1'application

canemgve de. D @A i daps T e SU zn_ isomox ph:.srwe sSux -

Ce‘t*e prop sit Gﬁ, gui est aaa’ic@ue a la prop-g ds} 5% 3; s é_émon%:’f'e

‘d’vne maaiore qe.rwlable. Smt £3 l'apnlz.bat? on caﬁoamm B ®AA —
'nrecédemmem;' 4éf zm.e- Co 1si i 36 rous l*aprtiv catmﬁ Y e 4—’9 2 @ A gus.

,transio:me % en z@i (aﬂ note: 111516 "e ak unitd de 1'azmma R} El_'e's%
iéz‘rg;éé;iat que l;’ja“x?e‘fs Yo sont 1'i§eﬁti€;é ; dene L? est bn isamorz}}zisme A
S{}I‘ &% U est l*lson&:j&;‘sme féclafeqve = »
Sci%' main Ciﬁ‘ﬁ'i:.. uf A-module é'_éai‘iehe_; On &éf;}.nii; 5’.’(3.};’18 man.:‘aerﬂ
aﬂalcgaeg 1lapp lics‘gloz saﬁcmgm de A f%‘%? dans 'E‘v , et on montre st}eg -
‘ F sur Ez.

lorsque F est aaémsmlr pnuitaire, clest un isomor ?ﬁzzsnﬁ de 4 @ﬁ

COROLLAIRE .- Si A egt un sunesu ovec Slément unitd, 1e produit tensor

Hpets

15

A@éé est Aéane:ﬁiage@eﬁ% igomorphe & & {avec ses stfu “?: nres de

h-nodule & "fa&ch'* c*i: de ﬁ«ﬁzcéaie & droite).

z,ies' on tran%orfﬁe i@ # 95-' J;‘LP .

L‘Woam ru z‘ie en g
On va voir ‘q}iieﬂ;,le,p oduit tensoriel ‘E @A de deux modules sur un
snnesu commutstif K est une forction symétrigue de B gst ¥




4

ol
D'une fagon prééisé,. il existe un homomorphisme it de L ® ¥ dans
PAE , et un senl, tel que u(x@y) = Y@X , en verty du th.1 3§ et
cette a‘oplication est A-lindaire (\'fé‘«"if'iea"c'ion inmédiate). De méme',
on a une aopl‘f cation A-lindaire v : 'E‘@ -2 L@F , telle que
viy®x) = 2@y . Il eet évident que vou ot wev sont 1'identité.,

Done u et v sont deux iuomorpblsmes réeiprogues l'un de l'aatre.

Ces isomm*ﬁusmes sout dite canonigues.

PR

6. Propriétés de E®@F yis-d-vis des suites czaches.
Le leci"'eu*}* com peﬁ-a a ce zmm-ér’o au .tio’j_d.ii $5.
ROPOSITION 4.« Soit .

(8)‘ 0} B %55 Sﬁﬂﬁ{o}'

Bne puiz:e cz“c’ce 6¢ A-modules 3 'l:e et é_'q “pli ca‘cloﬂs A 3, ﬁé“’i’ -

Pose tout h-module & gouche F ,

dr
1;'. aui’se des ko momorphismes 3ssocide

(9) mer Z>zer L. mer — $0}

est_cxacte.
Pout Glabord, llapplication T.u est nalle.. Duiuqa_ elle est sssocide

& 4ot qui est nulle. Psr ccnséqaem, ¥ de,c';,zzzt, par z}ss aze au ghctients.

ey

ude spplication £ , dens. EY®F , du conoyau U de § » On doit préeisé-
ment montrer due £ est un ‘isémr"z}}:l::me S4r . 3011: cela, on va définir

un Zﬁémémcré}ﬁiém o¢ de “‘ﬂé’f dans Lx ) tel que ZTog ef gof soient
luien’ci'isé. A : , : |

Pour x“c pLEFE yél’ 5 éoii xcE tel-qae %}(z)aﬁs” ; l'image &e
1’7é15§.meﬁt ‘x:@tgre‘, B @‘5" c’is*'c 1_@,'_,conoy-a£; i ne dég;erid w_é_ de x" ¢t ¥ ,

ci

non du choix de x ¢ elest immédiat. Gecz‘. défi nit une spplicatlon de

- &

EMx F &sn , et on vérific sons peiné guielle satisfait aux conditions

reqmseﬂ ’oeu*‘ gu'il existc un homomorphisme g de E"@F dans I (et un

seul) teg_ gue z{x"®y) soit l'image de x@y dens H . I1 est immddiat
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o J\Jq_ 3
qué fog est l'application identigue de BWx F , et que gof est l'applica-
tion identique de M . Cecl achdve la démonstration.

Si 1l'on identifie E' & un sous~module de E , et N an quotient E/E' :
la proposition 4 montre que (?/E')@F glidentifie au guotient de Z@F

par le sous-groupe, imsge de E'®F dans E®F .

.CO"CLI;AL:E - Boit F un module é, gaucne unitaire sur l'annean A et soitd

¢ un id6el & droite de A . Le vroduit tensoriel (A/x ) &, F est cono-

alquemen’c isomorphe su groupe guotient F/( D‘L F), (F dé..,l znont le

gous-groupe de F form4 des sommes finies ;: A, yi (A 1€ , y€F).

‘*n effe‘a (A/w )@ F est canoniguement isomorphe au quotient de

'A ®AF paf l'imarfc de‘ %@AF ; il cufizfs alors d*lcemif. er A@

4F grice & 1a prop.3, et é'om,efvev qae T est l'lraage de UL ®AF
dens F . |

Ce corcllawe s'enphqac netammen’c Sl F ee‘a un r*foupv c,bélien (module -
sur Z) e‘t si ﬁL :c'e composé des eatl ers multlples d'z‘-m entiei*- o Ale’vé»-“
{A /OL) @ F ‘_s?idens fie su quo’czcn’c F/:ﬂf‘ de F psr 1e soa,,~brcuhe des
51*4@1’1"}3 de laiorme ny}',f ol yeF '. '

en ¢ erxeral, sz. E' e..,t un gous~module de B .

Z_ .l’élﬁg”:céﬁién de Bt ®F dans E@®F ‘l’&sﬁ_}{ﬁs bi umveg

1o'z*sq"iz° I}* est men'{:liié a im sauf:-—mau}.e de L’,;", on ne pea‘t pas,:

'Qs

en éa ral, identifier E'@F 4 un soss r*"fcage de E®F . 1i vy

'Gtz'

2 né o:ms ée cas c:i cet‘ce identification emt possmle

PROPO3 ITEOI 5.;‘ Si 12 suite exacte (8) egt. décomposbe, la, sulte corres-
,Jcrmante J . '
(9) {e %‘E*@? —> E@F —> En@F - §03

st exacte (ea déeomo 6o ).




NBE O ¢ &6

, i
In effet, 'on 8 (§ 1 ,prop.11) une application linéaire u' de B’ dans
B1, telle que ufon soit 1'identi‘cé I1 loi co.crespond un homomorphisme .
s EQT —-}E’@F , tel que Teu soit 1'identit6. Done T est biunivoque, |
8t 1a suite {9) est exacte (et d'ailleurs décomposée)

Ixes propos*t ons 4 &% 5 ont des anslogues, correspondant la deuxiéme
varisble du produit tensoriel. Nous ne les eyplicitons pas. On exprime :
ie contenu de la pTop. 4 {et de son analome) en dz.aant que le produit

tepsoriel E @F est un fonc’cetzr edkact & droite.
On poarrait cons:.ééver sz.multanément den.a svites exactes
{0} -——s-ﬁ‘ —> 5 --aEﬁ -——9{0_} =
{0}-—-,»?!—91@-95*"._,{0} ,
T propositien 4 et son analogae sent coatenues dans 1a suivante : A
"';Pagrosmmﬁ 6im I.'homomorgh:.sme EQF ——»E"@?” a.g_gngue E@F sur

""":'E"QF” et son nelau. est 1a some des 1%35 de ﬁ‘@? e% E&S‘t
'}éans E@F = ' =

Qz@ pem; acnner de cette p:rcpositzoﬁ, une démonstration direete

. an.alo#ue é. 1a, eémnstrats cm de ) prop A, is ﬁn yeu’b aussi la déduire

de 1a pfop 4 et de sen analogue, par ane méthode qui est valable pour
; téus 168 zen:cteu:s exacts drﬂite . et gue veiei. Iiécsmposons l‘homomor— .
phism w DeF —>Enen °n EQF —> EOFN of IO —sTn@FM ,
e ﬁcyau de - se. ecapose des zeﬁéF do&t l' mage dans E@Ftt donne zéro _'
dans rﬁ@?” c'eat-u-&ire Pz ov1ent dhm éleémnnt aeE' @F" - Puisque
1'homcme”phisme M@F —92'83‘“ est sur, 11 existe ‘ae '@F ayant

pouz’ ima e a dans ﬁ' @Fﬂ Sz. en retranehe ﬁe x l'imaﬁe de b s diffé-
,rence y auz'a. ane mzaﬁe zmlle dans E@F" denc sera l'z.mage d*u.n élément
6?8?' Ainsi w est 1a somme des msﬁ’es de b o% de ¢ ; e qui démentre

is proposition. =
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On peut aussi 4noncer d'un seul coup la proposition 5 et son analogue

~ PROPOSITION 7.- S8i B est _un sous-module de T, facteur direct de I -

et si ' est un sous-module de P y Lacteur divect de F , glors 1'appli-

’f'i'homomcrphf

phismes pour

cation de E'@F! dons E®T est biunivogue, et son image cst facteur
direct de IE®F .

Ia démonqtratlon, analogue & celle de la prop. 5, est laissée au
lecteur.
Lorsque A est un corps K , et E et P des espaces vectoriels sur K ,

les hypothises des iarOp.S et 7 sont tonjours remplies.

7. Propriétés de T@T yis-2-vis des sommes directes.

Con‘,zdé:cons deux familles snectrales de A-—modules et d’homomorphiswes

(cf§1,n°6): } =
5 2.8 B A -31> P . Fp -

< \

.. ‘Yes madales de is p?emiéz’e famﬁe étant des modu.les =3 érci%e, eeux

‘1;3"3@:" o 3'- ,_{3, f' 53'
-: i ojﬁ envoie E ®F(3 da,n.. B ""‘.{jet 1’homomo:~
Pmsme rozp” cnvoie 'b@F dans - ®F§ ";-Vce ont des homcmo:c—

gfuetnre de mefw.lc sur le ce%re (,ll,-'azme_au A .On a

raia.,;g@ ;_ai{)’,)@(qnogﬁ) _ 1dent?‘té, - :
r@sq.ka', _;'poz ia,)@(qgogﬁ,)aﬂ si le eoaple (a,ﬁ) est ch.;t:met .

d!,. eoaple {a’ B')

_'oéemo;tfi:h:’. smes &k ap et T 3‘ cozzetltaen% une famille spee~

“+trale % en p‘lZ"‘t‘lC’DllC_, ,G permet a?meatlfler E 81‘{3 & un soas—module

. 46 ier ; e*a T f3 pormet dlidentis ier E @F é un medu.le guotient

de 10F .
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 directe des Fﬁ’ 1z famille speetrale

&1

9

v D . : ‘
Supposons maintenant que la famille (1,,p,) et la famille ”p’qﬁ)
sa‘cisfassent teutes deuz & la condition (SD) au § 1 (nof) On dira

alc:rs. pour ﬂbréger, que B est somme directe des Eu, et F pomme direecte.

dves_ ?{3 =

PROPOSITION ‘8‘.--'-'31 T gst somme r"i’f'ec te des B, of si F est soume

ﬁ’raﬁ) sotisfait & la condi-»

_’sloa tS:)), e's définit done un igomorphisme de EQF gur 1a somme

dlrecte des E @F

g

0On doit szmplﬂmcat oave?' que tout 61‘5mcnt de ﬁ@F es+ soﬂme
J:inie d'elémentu de la forme k. ‘3( ﬁ}’ avee i fBéE ®Fl3 . Conme

. teu“u elama‘c de L@I’ e::“i, Sonmme fim.e a'éiénents de 13 Torme x@y .

i1 su;cfri: de :p*'auver 1’1ssertmn 'xmf tm 814r mey ‘s x@y Or, par hype~

those % es*L one Sbmue Pinie 2 i ('x“), &% y est zm@ somme finje

92 35(35) denc x@y = % aﬁ(x @yg), ig somme étant fiate,

GQ%LLAIEE ?.« Si 1es madales E et ¥ gent tmztaiz*es et sz. P = uns baee

(}J )?6 3, alo:s, gezzr Soub élémént z cle @F - i}. exz_ste an Svstcme de

5

'g’ﬂp ‘zm..w s‘mf un zzsabre fim‘., tel g z zZ xﬁ@”ﬁﬁ > 3’* ce :

z*;r*%eme eat un_gﬂ_- : ’

in é.s.fe'i} da basg, 86 F dés ﬁvnt un 1cgﬁ0£pﬂ:.¢me de E‘ sur 1,9 ’séﬁze'
a1 z-ecte _ A(J),. L'ﬂpg}hea’m on de LL nch.ﬁ re:ecae a pfoi;ver la corcllqrne
da s ie cas cﬁ J ,ﬁ seal élémn’c. Dans cé& cfrs, 1f= *):ap 3 préezse un
iscmomaz ﬂ'c entre @& et E ; et ii = .,f'i% ie 1’explzczter pour
Obteﬂzr le ca'ﬂol}.‘ahe ﬁhevché. - ‘ :
: I:e svstéme é’élnnents xf3 gai eerrespené‘ a an é}.ément de E@F :
dé;?ini* im ipamoz Msme de E@E sur L‘{J), pOM lee stz-aetures de

meda}.e ss.».r 3.\, ceﬁ‘a;:fe de I‘anaeau A



; un Awmodulc 1ibre ayant pour base (a @b

é%[ﬁi 7 eL 7 ssﬁ+ liawes. 18 ”elatzoq 2@y =0 dﬂum'»&€§5 c* aing

% «.21 a, Jir
les praég;%;

tous les g sont nuls.

ma (L) e ? :
Dans les hypothdses du corollaire 1, supposons. en outre que le module
E ait aussi une bese (o oo e1* Alors, pour tout zEE®F , il existe un

pystime d'Cléments A. 6A s hls sauf un nombre f£ini, tele que

z~]2; = ﬁﬂ ﬁ y et ce sysféme est unique. la donnée de la base de E
¢t de 1a bagé; de I aéfinit done un loomovphlume de B Q%P sur la somme
directe A(I)‘J), pour les stroctures de module sur le eentre de A .

En partigulier, i A est commutatif, on obtient 3

COROLLAIRE 2.- 81 ¥ et P sont deux modules uniteires sur un snnesn

éamm&tatif i ovant Bes baSeé (a ) et (v 3 le pzocalt tensoriel est

ﬁ)

: COﬁOLBAIww 3;» Sl B et P Qont aeax cspaces voetorlels sa" un corps

commutatzf K ; 1@ produit tensarlel est un cepace vecuo riel sur X s dont

1 1meﬁsvon est épale au;p?aduit des ‘dimensions de B et de F .
f Vaﬁei eaccre ane ﬁpplxcatlon de 1a p:ap.8 : _ ' -
}310?0 I”IG? 9.* Solt A gn anneau (commutatif ou nan) avanﬁ un ’75ment

Jnlté et tel gue lo xelatien Ji}, 0 (e& .ﬁ c A 4& € A) eqﬁrqiﬁe

%suﬁ ou Ji'%OA; Si’u est uq A-modvle 5 droite, F Gﬂ &mﬁodulc d zauche ,-

2 L u ~
P -

x:O 0& y:@r’" ,
En eife ) une base e L ; et (b ) une base 'é P.oBL

f”aul que i

Z p.,, ", X®y ne pe?ﬁ_t é’s‘*
ju ‘soaﬁ nalp 80&@ si ltan an Lﬂln éé ')t; est '%G;
La grepee 5101 9_s'aaplzque notammeat deux esgace_fveétovlelﬁ sur

an cezps K .
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Propriétés de EGF yis-i~vis des limites‘inductiires.

foo

Le rédacteur laisse & BOURBAKI le soin de déterminer le lieu ot
il aurs £31ln c’iéfi'_n'l‘c‘ en tonte géndralité la notion de limite inductive'-

S

ce gui concerne les limites inductives de modnles, il conviendrailt -
pent-8tre de rajouter un numéro gu 91 .

e

Soit 2 l° lipite ind uctive d'une famille de modules B, {indexée par

un ensemle I ordonné filtrant croissant), relativement & des homomor

pl“lSH'LGS tpﬁ ja-—yﬂﬁ‘ Géfinis pour adB , et sa% mfal ant &

O ("‘{ﬁosgﬁa pour cx<B<:y . Sé;i{; (p l’ omo*mrp 1isme canoniqae de
Ec; dang }.q limite inductive B ‘?og ggeapm pour a<pB »
Lo propristé essentielle (et cargetéristique) de la limite inductive

()]
1]

t 1a suivante i étém_ donné un module ¥ , et fies homomorphismes
fmz'..'}?d'f%fﬁ‘ tels que, pour 'oa<f3 : f':# fﬁoipﬁe,, 17 ézisfe uahémcma:em‘
phisme F£:E—>F ot un seul, tel que £ = fe»zpa pour tout o . On
lt'ajégeilé 1*hom‘emrpa.1sme agsqe@é & 1a famille g )

- .Ré‘?@ﬁéﬂs'ma‘in*;éﬁafzt 5 1= ti;jé-sri*—' au produit tensorisl.. Solt E ,

'm,te im zetive Giune famille de A-modules é'dfoi‘té E, relativenent

& des ‘?a'm 5 et s0it B ,'_limite inductive 4 tune famille de Afmodules
& gaache Fg fclsz'clvcmcm: & des ﬁlﬁ 5 Con@'mercns 2 famill'e des

‘A"féi”%’} 3 ﬁ) - {?“’@-gun’ﬁ ,
(on ordo;me 1t en emble’ d*mdlees IxJ en posant (&,{3)<(oﬂ,§ )

si a’.(&' et g3< } CeH:c far:zille batlsralt fgv;dcm eﬂt aux cand;tlcﬁs

de tra itiv 46 qui ﬂefmettent de définir l= limite inductive € des
£

' Ea®F!3 . 1:& smlle des faﬁ q}a@i}lﬁ D @Pﬁ —éﬁ‘@’i‘. ééfigit alors

un hor'sozaerpiﬁl me 1 de la lz.mlte z.n( acis.we G Gé,ns'i{-é produit teﬁsﬂoriel

E®F . Qﬁ'ViEZ}u de d(,_fmlf sinsi un ﬁomm'ﬂz} isme (cpmnf que} de 1s



Sl i ot bl

_"af esu, l’anplicatv on iéc3 iqae de G . Cecz. ec’.cove

oy

i W~

de 12 1limite inductive deg I ®Fﬁ dans le pr odul’u ‘censorvel de la

limite .inductive des ’Ea et de la limite induetlve des r

| e
PROPOSITION 10.- L'homomorphisme £ ;o:r'écéderament défini est un isomor-

Phisme de 1o limite iixdactive G des Eoc®Ff, sur le prodult tensoriel

E @F des limites inductives E et F .

Pour le pr ouver, il wx'xlu ue dé;ln'z un homomory i Z®F
dans G , tel gue i‘o et gof soicnt 1'igen 1‘56 On va, pour cela
assocler & chagiie ccuple (z,7y)eEXxF , un él Sment hiz,7) et . I_l
existe un o et un 'xaeEa tels gue Lpa(xa)::x 3 41 existe un B et un

~

V;aépé tels“que wﬁ(yb)zy = IV818ment § g(y @y{,)ec ne dépend que

_de xety, non des choix p:éeédenco, comme on le vérifiec aussitbt.

Cet élmmcnﬁ de G seva par dézin%tlon h!z,ﬂ. La fonetion hiz,y)
sntisfait aux eond i'!; ions voulaﬁs pour dél'inb un homomorphisme g de

““@F danq'(_'% . el que ﬁ(x®y) = h( ,y) (e:[. th.1). Ayant ainwz d@flm
g 5 il est évident gue fog est 1'app13.eati€>n identhae de stF . et que

Ors cXle!‘?.{‘ ‘Héa

@rﬁ s"HM tlri\, eaﬁemﬁae.

teﬂséifi‘él de "v,mi‘i: inf,actmes B et F

Y. Guelgues ids ‘cz,;.wcxw ons canonigsiés.'

n, al'u'zigf , des p’i ications £ d8 BAF éans . qui satis-

ons (1) a comdzzlt eompte_,_i:emi dzi."f:' J 'dv 1102 aM

__lsomornhlsmes canomguec«

{18) of (L@FG) éﬁA{L afé’ (F G)fvéé (F éfz(z G))
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'"mornhlsme:}_

i {1 b
valables lorsque E est un A-module & "droite, T un A~module & g auche,
¢t G un groupe abélien. Chaecun des trois C*.r:~01,1pes (10) est canoniquement

iuomorphe au groupe additif des appllcations £ de Dx.F dans G qui satis~:'
font & (1), '

Supnosodus maintenﬂnt que F et G soient en outre deg C-modules &
gonche (%Cﬁp. 2 droite), et que lég opéfations de C dans ¥ commutent

gvec cellcg de A Alore @%’I est an C-module & gauche (resp. &

Lo

dreite), et éf (P,6) est @n A-module & droite. On peut done COQSLGOTPI_'
$f (E P LG) et sussi éf (4, £ (P ,3)). Ces deax groiipes stidenti-

fient canonlauement a des soug groupeﬁ de 66‘ 04 F,G) et de

A
E rcsnec ivement. erchons & quelle condition une

c{f(,éC(I‘G} £ %. Cherel 1 -

f(x,y) satrsfﬂ '9-v & (1) définit un él8pent de 55 (Zié% »G), ou un

élé'ent de éf (L af fP G)) ,d ns_c%acua &es deux eas, on trouve :

is mémg coadltion - _ s _ { 7'{

{

'(11) f{z,p;) »—p.f(x,y) pewr ;&ec (si F eﬁ G sont des C~medules

aveauche)

“[resp. f(d,yy) = f(x,y) p si F et @ sont des G- aodules : érozte]
.,-Ainsi i‘zscmorpbisme $€ (“‘ F G)‘*’df’(ﬁ éf (F sG)) induif on 1sc~'

:a‘ﬁ (E@ FG)NS? (z, f (FG)), -

;bes deu“ £rotipes &tant e2 ncnlqaemhnt iqomovphe au’ éroupe
éééitii_éeé £lx y) qui satisxent (1) et (11). _

- DE la mcre maniére, saaposon@ que B et G goieat des B—medales &

gauchc {zesp. & izoite), et que Ies. opﬂva@%eqs ae B daas E commutenu

- avee eellcc ée A . On ﬁvouve 810“8 na- quﬂOfphl”“e cqnonique

(13) Vée,gu M)we (r, £ 5E,6)),

ehaqaa.ﬁe~ees.gzaupes;é o t,eanonlqaemynt isomorphe au groupe additif

e

des applications £ de Ex danq ¢ qul satisfont aux conditions {1) et
- - : : enigutre 3

e
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owa

(14) f(?:x,y) :.?.f(x,y) pour 7€ B (gl E et G sont des B~module8
: 22 % & gouche)

_giesp. 2(xY ,7) = £{x,y)+¥Y 8L E et G sont des Bemodules & droitg].

En particnlier, prentns pour B et C le centre T de l'annesu & .
Alors, si G est un I’ -module, on o des isomorphishes

t15) L, (2 @, 7,0) x L, (@, L,(,0)) x &, (7, £ (5,6)) ,

‘et cé seatides'isomorphimmeb de T’ -modules. Chacun de ces -trois modules

est caﬂoﬁiquemen% 1 sonorphe ay I’ -module des qpplieatlonq f de Ex®

" dons ¢ qui satisfoni aux conditions (1) et &

(16). -f'(LYX;y) = Y»f(ﬁ,y) - fix,yy) = Y-fb{;y), '@t?ur ve 1 7

on cbserveva que 1'une des xelatlons {16} est eonsaquencc de 1’“a5%f'

"csmpte tenu des %elatioas (1;. Cccz S’qullﬁﬂe notaLmsna lorscue

ll'gnneay A est Lommutatzf ® on a wlavs

“ary £,z ,am&? (=, g Fu)}fvaﬁ (¥, ss (u,en
e%aqae ;ois que E,F G sonc des Auncdales, et chacun de ces A- medules
est eanonlquemcnt 1Soncz§38 au modale des aaplieetions i:éé ExF dans

G, elies que

;*%%f{xq osY) = f(-csg sf)+f(xg ;Y)s f(XsV-%“*“ 2) = 3(*553’? )’"f{f’a}'g} s

_;f{Ji ,Y) =f Xw%v) = A, fi& T _ -
g = ,3,-7 ,y,, gF )\_c& 5 Zes'e )ylm i:mrzs qm. sat.z.sw

f9n+ a&x co*é one {?7} s'ﬁaﬁblle t anﬁllﬂatlomg ?111néaires de T EXF

daGSG‘t:_A ' 4
Re@avg o Bans le eas &é&ﬁfﬂi d'un ‘annes e A pnon commutatif, v
Ies avnlxeatzoas f qui satisfont & (1) sont des agpllc LOnE

' bzlinéalres paar ies structures de Zw@@ﬁﬁl&e’
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- 10. Un homomorphisme cenonioue.

Bolent, comme au n%3, un anneau A , deuxz A-modules & droite E et E7,
deux A-modules & gauche ¥ et F!. On a associd, & chague couple d'61lé-
ments  f € ‘efj{ (E,Bj, g ¢ofy(FyF'), une application de E 63114" dans
E'®,F', notée £®g , et qui est [ -lindsive ( I’ désignant le centre

de A) en vertu du cor. des prop.2 et 2 bis. Ainsi f®g est nn lément

- _ Br® T1Y . Trsvedi ;
de Ofr (B @AF s B @AJ ). L'application

{£,8) — £2®g .

du proauit. & J(EE) &L, (F,F) dans £, (E%F,Er@AFo) déinit,

en verm du th 1, une application
{ig) ;6’ (E,.m)@ eé,’ (F r') — x (E @F L"@F’)

gui est 15 -linéaire.

On cbsef‘vera qae 1a l’lOtc«tlQn f@g pou.rra}.i: pféter a confusion 3 -

' f il faut dlstm;?uer entve 1‘é1ement f@g Qu produit tenseriel
oﬁ{EB’)@ &P{FF’),et soa 1mage dans aft}f FE!@ E‘),
qu*en note f@g depuis 1e n%% .

’ _r’n géaeral l’ ’romemovphlsme (3;) n‘ast @f u.n Lsamorphlsme sur .

- (cf exere. 3) Dans ce gui suit, on se :aosnerq au cas ok l’aﬂneau &

est eommu"aatlf, et o& }f est donc idnnmque 5 4.

‘ PRO’POSI"‘IG'T 11.-— Selt 4 un_snnesu eommtafslf :&joﬁﬁ un c‘ll ment unitd.

?om_gge 115 omome'ﬁphv sme cancmg

(20§ ;@(‘%‘,m)@ e‘fﬁ(r F1) «%%A(H@F B ® F*)

sci‘t bm isamorphlpﬂe suf i eu_mit gue l'une ou_ l’autre des eonda.tmns

salven’ses goit rem}alle :

(a les mﬂa}.es B E’ T 'Y sont unitoires, T et F ont des boses finies
$ 2 ~ : e ¥ ety :

- 1h) 188 nodules 7,4,2,,3‘* sont unitaires, E 3t E' ont des bages finks

bk
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ol
{c) les modules'E,E',F,F' sont unitaires, P gg F' ont des bases
finies. . =

Plagons-nous d*abord dans l'hypothdse (2). La donnde d'une base
finle de T et d'une base finie de P d4finit un 1aomozphisme de

é@(z yE') sux une conme directe ¢Ln1” de modulos leomorphes & Af(A. 1),
gt{un isomorphisme de 3€(F F') sur une sonme dlfectc finie de modules
isomorﬁhesvé &f(A F') [en vertu de la pron.7 du § 3) D'autre part,
les bases de E et de ¥ déflnf°sent une base finic de B ®F (ecor.2
. de 19 Prop. 8), d’oa un isomorphisme de éf(Ld@I1, E'®@F) sur une
 somme dirscte 11nle de modules lsoworphe 5 PLAT'@T'). En

5tadlﬁnt chaoue cOﬂposaﬁte de ces dacompositloQ“ dirse %es, on est
ﬂqmoné & prouver gue l'homomorphisme

$(A, 1) ®£<A F') -%ee (ﬁ,mm")

~

est un isomorghvsme sur, 1a“sqae ﬁ' et ) sont &es ngéales ﬁi?ﬂlres.

(§}

Or, en vertu de la p?op.S du § 3, cet homomcrphiqa ot identifi
plication identzque E1Q ¥ ﬁE'@F’ 5

2 Llap

- Etudions~aaintenant i’un des cas (b) et (c), (b) par exemple.

Un raisonnement qﬁalogue sa p,écedent ramene au eas o& EwA Et=A ¢

on eens:.dere donc Ez*homomorphzsme ;:3(9 A)@é@(‘ﬁ‘ 3*)—,»56(& ®F, & @F‘) »
: Lg prop. 8 du § 3, ot 1a Prop. 3 du 9 4, montrent q i cet_homnmorphls*m s

}7 l*app1ieaﬁ1cn ideaﬁique é?(F F') hﬁ»éﬁ(F P!)

'1dent1gie
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81 on exﬁlioite,’ on trouve gque, pour :Eesf(E,E') et yle F', 1'homo-
morphisme (21) transforme f£®y! dars l'application lindaire
x«-—»f(x)@y' de E dans E'®F! . |
Ceci pourrait servir de déw’lnitlon & l'homomorphisme (21), m@me lorsque
les modules ne sont pos unitaires.
Lo propesition 11 a pour corollsire

CO.QLLAI’%L‘.» 51 B,E' ot P sont des mocsulcc' unitaires sur un aanesy

commutatif 4 , 11 homomorghlsme (21) est un iSOElO’("pI’ll me _sur, dés gue

l'un des _n;odules E gt F' 2 une base Ffinie.

.11 4 ?ro.duitfev’“ : viel et dualité;

Dans tout ce ruméro, 1'annean A est sunpo 6 copmutatif avec un

alémcnt anité. __

Soienf: E et I‘ deux é-—maémes. L*:.scaerphisme (17), dans 1e cas par'ti_ 5
ealier mi G—A éorme &es isomorphls mes eananiques »
(22) (z@m of(E,F )%efw 83

chaeun de ces :.“foiu mo&u.}.es étam eammquemcz;’a memavphe au moeiale des

Formes bz,.-l; éames sur JxF (on oppeile sLnsi 165 qptliea‘t: ons bili-

néoives de ExF 5’.&?3% 11’92"&@‘“& 4).
Cans;idérons— wa inten ant T*hcmcm rphisme {20_}, mns le a8 particalier
on Hi=A , Fi=k . On obtient
(23) Fer —u@en*.
' %

31 on exzzllu.te cet homomorphisnme aa pr eaaz.t wﬂaoriel aes daals f0 et ’
F dans 3.(: dael cie E@F 5 on trou‘fe quts Né]ﬁ%’qcnt x’@g'c’,}} @F 5
11 asczecln la faz-me 1i‘néaizie x@ ¥ @X*(*’)V'(y} sur ~®F . -
Cet homomorphwme est rxa%-u.nel, sy ns Le sens sm.v nt ¢+ si on o deux
Nut:res é~ﬁodules ﬁ' et f’, une avpllcn"smxz }.inéawe f- E->ZEt et une

appliea "l: orz lin ¢ £ Fas»_}?*, on 2 un diasramme commitatif



27*@r —s (EGF)
% Ak

E' @F! ——> (J@I")
5 % ~ = # . .t o
o a est le produit tensoriel des applications transposdes 'f et &g :
et P est la trensposée de l'application Z@g « La vérification est
laissée au. lecteur. :
Les conditions (b) et (¢) de la prop.i1 donnent iei ;

PROPOSTTION 12.- S8i les modules T et F sont unltsires, et si 1'un dleux

> ; s %
8 une base finic, l'homomorphisme (23) est un isomorphisme de E &F

sur (E @F),

3

e

51 on identifie E®F ai dual de EQT par cet isomorphisme, ia
’ai*-anspé ée de I®g devs.a,nt te @tg , Alaprds ce gui précdds. |

-

Conﬁidé?ons mulnteﬁant l*homomnmz isme (”1), dﬁau le eas particulier

c&-,E'aA § éerzvons ¥ au 119& de F*, sunﬁosé unzzamre : On obtient un

T

- B# explicitan

; T
’ei@ l'a?ﬁiieétibn,liﬁf

?th.MITTﬁ? ?

ces moaules 5 i

u s
EVQ§E‘ sar

LG?SQEe E
1’1gcms?nh*sﬂ

a6t .43, 51 xﬁ,

done 1‘01

(28)

B



- PROPOSITION 14.5 On a Liggalite

+6

T

Ezaminons lc cas particudder of F=E , T ayant unc base finie. Alors

L1tapplication identique de E dans E correspond & 1'61ément Z ej®e,

de T'®L (élr’sment qui est done indépendant du cholx de la base (e;)). ',

D'autre p;..c't 1o composition des em@mc)rphumea de E définit sur

ﬁ(i& )}une stxucture mul“clpllcacwe 3 elle se transporte par Q o &

E Q‘E . Explicitons cette structure multiplicative de -E*®E : effec~

tuons successivement l'endomorphisme 0(y'®y) puis 1'endomorphisme
{x'@®x) 3 le p:cé_mier transforme zeE en <z,v'> ¥ s buis le second:
transforme £2,5'> .y en <5,y L 7,2">ex . Il en résulte

(25) 9(X'@i§) s 0(y'ey) =<7,x'> 0(y'®x) .

~ DEVINITION 2.~ Etont donné un anneau cemmu’satnvéjant un élement um_té

‘.—ﬂ

et un A—module 2 gysnt une base finie,’ on az_:tggl_le trace d'un endomor—

Ehlsme a de & -eﬁ on _note Tr(u),- 1’1%@@ de u'

par 1'applic qt ion lindaire

Ty de _‘ef E) d:ms i comgosée de l"isomofgha.sme g~ 1 de c‘e(u,E) suz

i = :
EJ&E v e'b ée l'app}.icaclon de E "®F déi"inlc pm la :co-°me blllnéalre
can mgue x‘@x «g»{ x,z’}

On a éone o
(20) ir(@(x'@x}) 4.,x'> ‘ , : :
(073 ’ ir(zz) ~Z<u(e ) e?:} si (e ) e (c‘) som aeax boses

dualesi

(28] ir(uav) & ’i‘r(wu) pour u_e df(.u;h) ¥ 6' &5(33;3)

B clgfoqaemen%;, sz_ £ est une. fapglzeamm 11nuane de ef(::,r) da né

l’awneazz A, telle gue f(mv)*f(m&), 11 e.&ls‘ta g scalqwe @ eh
tel gue f(u.) = a. .Lr(u) pour tout e '
'Eh éf:.e‘t; é'ap*es ("5), on sa, :
Tr(G{z’&x)oe(y*Qy,) : Ly,x'> . Trl8y'@x))
' ’ <Y:X’><X’Ji>
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ans
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- 10 = :
Ceci ne change pzs i on &change le couple (x',x) et le couple (y',y).
On 2 done Tr(uov)=“r(vOu) lorsque u et. v ont la forme particulidre

0(x'® x) et B(J'%S'VJ 3 clest vrai, par suite, dans tous les cags.
Réciproguenent, soit £ une application lindaire satisfoisant aux hypo-

thises de 1'6noneé ; alaprds {25), on a
£(0(x'®2)00(y' @y)) = 7,x'> . £(0(y'®x)),
dtot, en ééhangeantkle couple (x!',x) et le couple (y',y)

LTE> 20y ®x)) = <x,5> . f(e(Y‘fﬁy))'

7

‘Fixons x et y' de monidre que<x,7> 1, ce qui est possible ; on obbtient

f(e( '@y)) = a. wi@bﬂ@y)),
avee @ = f(ﬁ(y'é@x)) ; dYet, en géndral, £(u) = &.Tr(u).
Eemarguel# In loi de COﬂpOSlthﬁ (25) vaut sous des hypothéses

plus généfales : s01ent E,P,G trois A—nodulcs donﬁ les deax pre~

mie?'s Oni: une base fl!‘lle . si x€EG , Xt e T - yeF Jr!e s 1o

'fermule {25) est valable pour lg eampcsxtxon des élémoats de

\

éf(ﬁ By &t des eléﬁbnts e “ﬁﬁ ). Lovs gen oubre G=E J
3 e 65 {’ﬁ','ﬁ), T e “P {E,ﬁ)_, on pem; eﬁ}asic.@rer _bev e’s: Yoli »

On a alars :
: ”r(aav, Tf(Veﬁ)

vmoq trct on gque ci-dessus). Plus ¢ zénéra slement i

(mBme -

PROPOSITION ' ;a Séit A an anneoy comm&%a“gli¢dgnt an élément unité,

e% solfnt hf”"’“p das modules 1zaves ayant caaean unc base _iﬂze._

Sait di (1€1i<p) une spplication llnéalre de Ei dens Ei+1'5-§§ y
-'.7( = -

4, dans dsdu 1, an on s, gour : 1£p ;

T:?{HPOAQgOQZOa 1‘-‘- _Ll"([zl 10...cu10up0-sooﬂ

apvlication de
i)
‘En éffé%§ i1'suLfi* de poser Uyoesoolly = U, ui_fa..;euf 2y , et

dféerire Trluov) = fﬁ{vaa)
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Remarques diverses & l'mape de _BOURBAZT.- Voici d'abord un exercice ; j
8i l'homomomhwme 0 de E eE dans C(E »B) est sur, e'est un isomor-
- phisme sur,. et E est facteur direct d'un module libre de base finie '
(condition nécessaire ef suffisante). En effet l'applicatxon identique
est 6(2: %] @x,;), dtoh, pour tout x€E , _-Z <x,x£>.xi ; ceci
.prouve que E est facteur direet du module des combinﬂisons linéaires
formelles des 1ettres’x,i (en nombre £ini). Réciproguement, si E est
facteur diveet dtun module libre de base finie, E'®E —» L (E,E) est
un isomorphisme sur. Dane oe eas, on peut encore définir la trace

dlun endomorphisr:e de E 5 1a démon..-.tration de la prop.14 subsiste
: '-.mtégmlement.

2) 1'homomorph:.sme e - p” ®, W E "7%8 (n sF) existe mfme si 1'anneau &4
'est pos commutdtif on suppose alors gue E et P sont des modules &
_gauche. 1o prop.13 est valablef. Dlautre part, cet homemorphisme peut
8ire lui-nfme dédult d1an fmtre homomerpi:ioae; qu'il foudrait peuk- étre.

mentionner dons 1e . texte, et que vozci : pour T module & droite (sur 4y
_»et ¥ modizle a ﬁaache (szzr 4), on a un homomorphisme eanonigue de E@AF '
dans :f {E, ,F), celui gui associs é Z®y- l'aaplwcatzcn

;(x‘ ZS .y de B dans ¥ (ne pas oiblier qu.e ol est module &
'fsacha) 81 en anp}.iquc ceci en famplfrgsnt paxr 3_c aa&; dtun mdu.le a
: -mueﬂa ‘(ﬁu?e:& e notez« & ﬁouveau ﬁ), on trouve l'*.lcmémcf*ahism g
E'®F —-—9 Se(E “5?} en comgosaﬁ% avee ef(u oF ) »a-}af(d 3*), on
etrouve l’homemorphzsme 9 de E'eF darzs aﬁ(u,r)

Plus géréralemcnt soimt E et & deux A-mcc1ules d.coi ue, ¥ an
- A»moéule a 'Pauehe. On = un homomarphlsme eaﬂeﬁiqge

B®P —-a»i(ée( 81,6 B F) ;

51 on :f.ait G-A oa ret“ouvv- 1’heraomorphiqae précé&emment dexini.
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12. Associntivité du produit tensoriel.

Soient E un A-module & droite, F un A-module &4 zauche. Pour prendre
le produit tensoriel de E@AF avee un G , on doit préciser les struc-
tures de moclulc gue 1l'on envisage sur E @ P et sur G . Dans ce
but, nous suppose:con= gue F est muni d'une structure de B-module &
droite, telle gue les opdrations de l'anneau B dans F commutent avec
celles de A 3 et G sern sunposé nmuni d'une structure de B-module &
gauche. Tous ntiliserons le symbole (EA, AFB = BG) pour indiquer les
hynothtses faites sur E,F,G .

Dﬂrzs cette situation, on peut conuiacrer (Ex I’)@ G ’et B @A(F® G).
s

PROPOSITION 16.~ Il existe un isomorphisme © _q_g {E %F)@ G
E ®A(F @BG), ct t}ln seul, tel gue '

0((zQy)®3z2) = x@y®z) pour xeE , yeF , z€C .

Cette proposition, gui peut se prouver directencnt, résnlte anssi
de ce qui va suivre. ‘
Soit £ un homomorphisme de (E &, F)@BG dans un groupe abfslien -

Ltapplication (%,y,z) —2((x®y)®z) est une application £ de
EXFxG dans H satisfait aux conditions suivantes s
f(x1+x2,y§z) = f(x? ,y,z)+f(x2,ygz}
(20) f(x,y?-i-yagz) = f(‘xgyf1 9z}-&f(’x?ygg,z)
Elx,y,8,+28,) = £(x,y,2,)+f(x,7,2,)
\ £z A, 7,8) = £(x,17,2), £(5,98,2) = £(x,y,h2). (hed,peB)
Réciproqaement g » - |

THIOREIE 2.- Dans lo cituntion (E,,,P.,5¢), soit £ une applicstion de

ZXxFPxG dens vn reoupe obdlien H , Satisfaisant & (2G). Alors il

existe un h’bmomornhisrze g de (E @AF) @.BG dons I , et un seul,

tel gque _
(30) egl(z@y)®z) = f(x,y,z) pour x€Z , yeF , z€G .

In effet, pour c‘ﬁ ue z€¢ , fix,ry,z) est une fonction du souple

(x,v; gui esatisfait sux - conditicns {1}, donc (th.1) 11 ezxiste un

fle]
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un homomorphisme 32 de I@® AF dans H , tel gue g,(x8y) = £(x,y,2)

quels que soient x%el et ye ¥ . Ia relation (30) s'écrit alors
elizey)@z) = gz(xw)

oh. g est l'bomomorphisme cherché. Elle éqaz.vaut & ﬂ(u@z)-—g ()

quels que soient ueE AF et zeC . fiomme gz(u) eet une fonction de

n et g qul satls.»_ai’c aux-conditions (1), le ’chéomme 1 zssure l'exis-
,tence et 1'Lmic1té de g » :

Ta n.cop:c:.é‘aé de {(E®@ F)@BG 'primée par le théoréme 2 »c;'r'ac‘céz-ise

‘ le p,»:odult tensoriel  (EQ F)@ G , & an isomox phicme prés, de mBme

gue le- théorébe 1 earﬂctérlsait E ® F &aun isomo*pv‘lsmc prc,s
(cf. prop 1) : E A(FQ @) possécle ia i:éme p"r'opfléte cvraccéristmuer

toute a al:.ca‘m on £ de I i x Fx € dans nn oroupe abelien B , qui sstisi’ai"‘c
(20), est eomposée de 1' *}plicatzon (z,y,z) -,sx@(yégz‘i e‘a d'un
‘mmmrphlsme {zmique) de E ®A (F@G) d:ms : 0n en dédm’a 1fexzsﬁeme

d'un 1somcfphz.sme de (b F)@ G- sur @ (F @ G-), eampa’sl’ole avee

les palic@tlcns de uxFXG dgq,: chacan ée cc:n det;x gz*oapes 5 et Glest
rC iséneniz ce cafexpilm lﬁ pren 1 .

: l’ar une méthode an lef»ue & celle u‘&ll}.seu an .102 on .poax*ré‘i’s‘ cons-

truire c‘ii?*ec‘seme_m un érbd tea%:;.el 3@ Es’é’%@ ‘de tvois facteur S,

tel gue ’fcc’ }.10’10'510 z:h;.,;ﬁes de ce 'ovaclu b tensoriel dans tout sroupe
abélien ¥ correspondent mux ag}plz_cazlons £ de ExFx6& dans ¥ satis-
faisent & .(?9). On a alors Ies is oaof’p}_“zsmbs

F)@G '%F%G o @{F@ gy .

Oa pou..au u.%:.li. er indi fé?’eméen‘é s i,?ois symboles.

On peu'b f’énéraliser ce qm pr*céae sl cas d*tme suite finim de
n-goéulc,g 1,...,135' . On appage que chaqun‘ .E-.l,' aduf B .u.; et zz.n - snt

mani &e ccaz; stroctu_res de moaulﬂs &ant les apéx*afbéars commutent ;

- gue 31 ﬁst un module & droite, E un module & zauche, et gue ltisznesu

=
£

gui épc_sre & ci::clte éa"flS'Ei est le m2me gue celui gui opdre & sgauche



‘dans Ei+1 (1€5gn). On est ainsgi conduit & un produit tensoriel
E1@9..sé93n , et les homomarphismes;de cevprodaiﬁ tengoxriel dans un

groupe abélien H correspondent any applications du produit L1x...x:E
dans H qui satisfont & des conditions qui rénéralipent (29). On a des

isonorphismes d'a 3001qtiv1té que nous ne'détaillon° pes.

anminonq le cas ol nq,...,un sont des modules ua: Bn méme annean

Qogputatif A . Qnes’c.gieﬂ'damiem COHd'thﬁu précédentes, car chaque
Ei peut ire considérd comme A-module & gsuche et copme - Awmodule &
dfoité; ‘Alors le produit tengoriel - nh1€§--aé;ﬁ est lui-méme muai

d'une straetuvo de A»modale, Douf quarllc

./L (x1®32§9...®x J = (.)L.x )@x @..;@x = ::1@(.1\,0:; )@...@x =

' u&@% u.®Mﬂx)'mw Aéé.
.ﬁa ralsoanant conne an n09, on Lsatre -que le %nplieations ﬁmlinéaires

ie QE1ﬁ§a..§§u , éanu an &«moda?e F ccrr sronaent LlaQIﬂQgRGWCQt

aux anpl¢c@f10 '&fmalﬁilineéiges fgée'v9§3‘ff°’§gg ‘doms B . cltested-
éife_aaa—;?gll~@)i0n3 £ tglleé oae_'ffxx;%;»,x ) sois; ysur't@uﬁ i
lcicn), unc fongtlca iiﬁéai;g devglﬁﬁJﬂo B'ﬁ’ f{ié‘%ééﬁésviss SutTes
variebles. vL;_GQEfGS?O&@aﬁCS em?re & et £ eat écaaé ng-ialjéla?iﬁﬁ
3{5{1 ’;,,'? ,zﬁiﬁ} = b(X’i’ S... @;{ )

L2 cas oh  tous les Ei gont e;aa a un mﬁme ﬁ»ﬁOG&l@ f ’aﬁmeaa 2

«
4
.
4
P S
*U
\
.
%
5o
N
(1]
E’s
(e}
A}
o
4
Qm
g
(,.:
-
!«J
9
(‘
5
B
]
&b
@
]
6
0
lmd
oot
-
i e
Ba.
s
",.3
o
£
£
P
@
Vi l?




