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-effectivenent. Ie rédazction présente se situe résolument dans la perspec -
tive globale. On pourrait aussi concevoir un autre plan, dans lequel les
considdrations seni-locezles ¢t slobales seraient sépardes ; la principzle
raison qui m'a condult & rejeter cette manidre de faire est la considérz-
tiorn de l'ennui sans borne que dégagerzit une rdédaction systématiquement
faite du point de vue seni-loecal.

Le § & introduit les espzces topologiques de fornetions sur une
variété qui serviront plus tard de base &4 1l'étude des distributions.
Au § § se trouve démontré (par la méthode Heller) le théorime de hitney
{(inmersion dans 22“+1). Ce théoréme joue un r8le zssez considdérable dans
la suite de la rédzction. Il permet tout dtabord dié&tablir un thdorime

assez fin digpproximation d'applications continues par des applications
différentiagvles (prop; 5: 39). Il est ensuite la source de théordmes de
finitude, du type suivant ¢ l'lensemble des formes diffdrenticliles

' Iz . ’ )
{de clzsse C™) est un module fini sur ltannesu des fonections de classe ¢
et est l'algdbre extdérisure sur le module des fornmes différentielles de
degré 1.
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ntroduction des opdérzsteurs 9{X) {zssoccids sux
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transformations infinitésimsles, opérant sur les teuseurs) et du cobord

dfune forme différentielle, je me suis servi de théordmes dtexiension de
dérivations ou dantidérivations sux slgdbres tensorielle et extdricura

qui devront, 4 mon sens, trouver leur place zu chap.T1I diglgdbre. Voici
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ment unité et un nmodule IIsur 4 3 2) des homomorphisnes © et Y de 1lial_
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gebre tensorielle T de I dans un'snneau U v et ¥ eoincident sur
pol

applliquent 4 dans le centre de U ; 3) une application A de 4+l dans U

3T i3 . = = A Y ! 3 f f o s
U et qui est telle gque Afax) = A {a) o{x} + ¥{a) A(x) si aed et xell
J - % 4 % ~ -
Ok xea 5 G plus A 2] est dans le-centre de U si 2ed . Orn peut zlors,



. .
d'une manidre et d'une seule, prolonger A en une application J& de T dans
U qui eet une représentation du groupe additif de T et qui est telle gue
MAzey) = j[(x) wly) + w(x).A.(y) guels que soient x et y dans 7 . Dans
les applications que l'on fait de ce genre de thbortmes, lz situztion se
simplifierait si on ne considérait que des forrmes de classe ( o s auquel
cas on pourrait appliquer le théoréme avee T=U . llzis le théordme 4noncé
plus haut 2 diverses autres applications zlgébriques, et il me paratt sou-
haitable qu'il soit énoneé et démontré sous la forme lz plus générzale pos~
ivle. Un compliément nécessaire au dit théordme consiste & observer que,

1]

81 I est un 1idéal de 7T engendré par des &ldments gqui sont znrnulés par

w , Yy et , L tout entier est annulé par /{ s ¢ce& guil pernet de passer

& des théordmes d'extension pour les antidérivations d'algdbres extéricures.
Pour liintdgration des formes diffdrenticll:s, ¢ supposé liintégrz-
tion acguise. O~ pourrgit diailleurs s'en passer s5i on le désirszit 3 on
~rocderalt slors comme suit. Or montre & priori que, sur R , l'espace des
cobords de formes de degré n-1 & supports compacts est de codimension 1

]
e
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L&)

i

dans celui des fornes de degré n 4 supports compacis ; liintégrale de w ,
de degré n ., est slors 1z fonetion lindaire qui stannule sur ltespace des
cobords de formes de degré n-1 , normalisde en lui imposant d'8%tre ce
3 =
a @a 2 < a
? ..XiA_ ﬂdxﬁ

Pour le th. de Stockes, je niai donné gue le th. de Stockes relatif 2

gutelle doit pour une forme de la forme f?(x1)..gfn(x

1'intégrale du cobord diune forme de degré n-i1 sur un ouvert relstivement

compact dlune var iété de dimension n . Je définis le bord de cet ouvert

‘J\

comme sous-varidéié orientée de dimension n-1 {non ndécessairensnt connexe),

de sorte gu'il n'y = pas de chalnes et de formules szusrenues {je suis

dlgeeord avee Die adonné f) de bords de simplex . De plus, le thdéordime &nonecsd
-

s'applique & certains czs of la frontiére de U se décompose en un nombre
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infini de morceaux diffdrentiables, ce gqui ri
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que de ne pas &ire itotalement

s eas (par ex., polygones fuschiens dont
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- 4
"seulement continues qui existent dans certains cas en vertu de Stokes
apris avoir eu un moment l'intention dten parle 2r, 11 me semble msintenant
qu'il vawdrait nieux en traiter plus tard avee lcs distributions.

Lz partie non encore rédigée devra comprendre

un § sur 1l'intégration d'une transformation infinitdsimale et lam
définition correspondante des Opérateurs 8(X) au moyen d'une ddrivée :
e{X).t = ) )hzo , 8i th est le champ de tenseurs déduit de t par

1z translation h relative au zroupe de "translations® ééfini par ltinté-
gration de X ; il y aurs ici des canulards ¢ *exposition dus su fait gu'on
Z se&lemeat "un morcezu de groupe opérant dans un morceau d'espacel

(E. Cartan)

4y

un § sur l'intégration des systdmes complétement intésorables 3

un ¢ sur les variésds prolongées ; identification dlum chanp de

1~

i R x Z
tenseurs de classe C™ avec une application de classe CF de la var

pote
O

4
Canc une veridté prolonzée
un § sur les variétés analytiques rdelles (gque le rédacicur propose

dfappeler réanalytigues) et complexes.
volel pour iinir guelgues erreurs et omissions de la

vidaction acvuelile

montrer que si une fonction £ de clazse C e
{on un minimum) relstif en un peint p , 8. f = 0 ; si f est constant sur

L

un ouvert U , 4f est nul sur U ; rdeiproque =i U est connexe -
éads 1z définition d'an veétear tangent comme application de F(V)
dans R telle gue L(fg)zf(p)i(g)+g£p}z(f), il faut de plus inmposer gque
L{z)=C pour toute constante a ;
i= défiﬂiticn de la topologie de ltespace des chanps {(de tenseurs,

i

de formes différentieclles, de C&ltl?é“t“ﬁ”’) de classe £ n'est pas




o~
o B

la topologie est la moins fine de celles qui reandent coutinues les
anplications ¢ «?<:t,uu> , o u es?t un chanmp de tenseurs de classe
Do

(]

: les applicatiocns en guestion peuvent &tre considérbes solt conme
annlications de l'esnace de tous les champe (de classe Ck) dans ltespace

" .
ﬁ‘“(V) des fonctions de classe ck , soit comme applications de ltes-
1
pace de tous les champs & supports compacts dans llespace P K(V) §

d'ot les topologies de l'espace de tous les champs et de celui des
chzmps & supports compscis

1z démonsiration de ce que les espaces ék{‘.’) . @k(V} sont
non ssulement des espaces vectoriels, mais des zlglbres topolozigues,

a 4%é cublide.
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1. si des lettres U, U, v,W,... désignent des variftés, on dégignera par
F(U),F(UY),P(V),F(7),... les ensenbles de fonctions de classe C °° sur
ces variétés ;

2. guand rous parlerons d'une fonction définie sur une variété V ou sur
une partie de V , nous_sous-entendrons, sauf mention explicite du contraire,
DL § ' fonction & valeurs réelles

501t C une pertie d'une variété V de dimensjion n . S5'il existe uvn
voint pe C et wa honmfomorphisme X d'un cube compact § de R sur C tels
que les conditions a),b) de V.1 soient saticzfaites, nous dirons que C
est un ensemble cubigue compact, et que l!'intérieur de C est un ensemble

cubigue ouvert ; nous dirons aussi gue C-gst un voicsinagse cubique compact
du point p , et que l'homéomorphisme 0= X est un homéomorphisme

cubifiant de C . Soient C un ensemble cubique compact, et f1,..u,fn des

fonctions de F(V) ; si ltapplication gq —> (£,(q),---,2 (q)) induit an

homéomorphisme cubifiant de C , nous dirons gue les fonctions f*""’fn

forment un gysténme de coordonndes sur C . Si des fonctions f1,...,fn

de F(V) forment un systcome de coordonndes sur un voisinage cubigue conpzct

convenable dtun point p , nous dirons que ces fonctions forment un systime

de coordonnées zutour de » .

K3

£1 dest un homéomorphisme cubifiant d'un ensemble cubigne compact C ,

et si Q. est un cube ocuvert non vide de 7T contenn éans 8{C) , ltimoge de

-1

liadhsirence 6} de Q1 par ¢ est un esnsenble ecnhigne camnanst 0’ et 1=

restrictién de § & C; est un homénmarnhisme enhifiant de ¢, . II en résulte

immédiatenment que les voisinases enhinneg onmpagis d'un paint n da ¥

forment un VSﬁGPF Iﬁnﬁaﬂpn* 21 de wnisinapes de p .

S S € Wy L e ottt ity s

PRNPPIE. 4 sant des fonctinne AAFinieg guy dog nexties da ¥ et X

e e i

X

une fonction définie sur une partie de - ; on désizne par Hif?,.,a,fr)

oy

~ - < -9 £ o= 3 s
ik d - T ¢ . v ] 1AE L g Sl e v oY
icuction dount llenmembic de déiinition et 1

ensenble des points ¢ tels

) ~ - (4 - —~ 3 +
£19 < 37 3 oy $ARd & gy 4 o i ‘4 ¥ e L F4 I 2 - 3
e I.,....7, colent definics en g ef que H soit aéfini su point
7 - L2
.

r
b

s i S
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o

b,

o8 . lg)), et dont la valeur en un point g de son domaine de
b 4 r % 7 & S

définition est H(f1(q),..o,fr(q)) . Soient C un ensenble cubigque compact

(f1,,*o,f ) un systéme de coordonndes snr ¢ . Si f est une fonction

Qa
o

sur BT telle gue £ coincide avec la fonction =E
alors que H(fj,@..,fn) est une expression de £ sur C zu moyen des

coordonndes f1,...,fn . Les valeurs de H ne sont détermindes par lz

condition imposée gue sur le cube image de C par l'applieation

q,-:>(51{q),ba.,fn(q)). Si Z£eF(V), on peut toujours supposer gue H

est de claszse C s sur RYT .

Zous dirons gqu'une fonctiocn £ définie sur une paritie de V est
- o0 . s .3 «r
clasge C gubour dfun point p de V stil existe un voisingge de p sur

1

leguel £ est d8finie et coincide avec une fonciion de F(V). Il résultie

de V.2 que, pour gufune fonetion £ définie sur ¥V appartienne & F(V)

fant et suffit gutelle soit de claesse C %°  asutour de tout point de V .
ient f?,.,.,fr des fonctions définies sur des parties de V et

oo

gul sont toutes de classe € gotour dfun point pde ¥V , et soit T une

fonction gui est d4finie et de classe C°° sur un voisinsge ocuvert du

sgintg {ffip}S‘,,sfr{p)) dons BT 3 la fonction H{f15¢~@,fr} st slers

de classe C“° autour de p .
11 existe en effet un voisinage cubigue compact € de p gui possidide

les propriétés suivantes : chague fonotion £, est d46finie sur C et v
£

cei4~i&a svec une fonction fg de F(V) 3 1sa
oo s .
classe £ sur 1l'image de { par l’appllcat;cn g —e»{fgég}ggaﬁsfr{g}} .
Si 6 est un homéomorphisme cubifiant de C , les fonctions
-1 & ; 5
f; 8= f§° 8 sont de classe sur le cube §(C) ; il en est done
- = & . Y -1 re -1 -1 . .
de m@me de lz fonetion Bl 40008 j0 6 = H{f, o 8 jeeesf,00 ), dtod i
rdésulte que E(f,,...,f ) colncide sur C avec une fonction de F{V) ..

finie sur une partie de V contenant C , il existe une fonction H définie
(f1,,,.,f ) sur C ; on dit



Ao

4
A o o 4 - 1% £ o PP IR ] . 3 ~ ry OO P 3% P 2 L
particulier, sl I est une fonction de classe autour dtun point
- oo
mode U et oi Al -1 aoe 1 v
pde Vet si 2(p)fo , £ est de classe C autour de p .

aurs, sont des fonctions de F(V) et H une fonc-
tion de classe C sur BF (ou mBme sur un ensemble ouvert contenant
1t'imaze de V pzr llapplication ¢ ’7>(f1(Q)?-.u,fr(Q))) la fonetion
H(f1,..a,: ) =ppartient & F(V) . En particulier, F(V) est une sous-
algtbre de l'slotbre des fonctions définies gur V . De plus, si une
fonetion £ F(V) est partout #0 , la fonmetion g appartient & F(V).

Définition 1.~ On avpelle support étune fonction f d8finie sur une
varidté V liazdidrence de l'engemble des points peV tels que f(p}#c .

P et 3 sont
s exia e - R | F g i =1 B =
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cg Ig dans N3

est une famille ﬁlspmrsée de 1o rt*es ae ¥ ; 1z famille
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des adhérence: ﬁi de ces eusembles est encore “i persée. En effet,

i % est une partie compacte de V , il eziste un vaisinage compact X+ :
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une famille cdispersée de fonctions. Si peV , il n'y
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somme 25i451fi{p} g un sens. La notation éf:ie Ifi représente donc une
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3 II. UBTHODES DE DEFINITION DE VARIETES.

mous a2llons passer en revue un certain nombre de procédés qui permet-
tent de construire des varidtés. Yous ferons d'abord quelgues remarques
dtordre zénéral sur les conditions V.1 , V.2 et V.3 du 2T . Soit V
un esnace topologigue qui peut se représenter comme réunion d'une famille
d4nombrable dlensembles compacts. Soit F' wne famille de fonctiouns numé~
rigues sur V qui posséde la propriété V.1 du 31 , et soit F la famille
des fonctions f sur V gui possddent la propriété suivante ¢ pour tout
point pe ¥ , il existe un voisinage de p dans V sur leguel £ coincide
avee une fonction de F! . ILa famille © posS stde encore la propridté V.1 .
Soient en effet § un cube compaet de B? et X un hombomorphisme de ?
sur une partie de V qui satisfont & la condition a) de V.1 relativenment
4 F* . 81 g est une fonction de classe o= sur § , il existe une
fonetion f'eFf telle que g=fto ) , et ona £f£teT . OSoit réeipro-

quement £ une fonction de ¥ . Si x€Q , il y & une fonction de F' qui
coincide gvec £ sur un voisinazge de X{x) ; on en 44duit qu'il y 2

¢ sur T qui coincide zvee foX  sur un

une fonetion de classe
voisinage de x par rapport a Q Ceci Stant vrai pour teut xe€l , on
sait qu'il en résulte que foX

es
montre bien gque la condition V.1 est satisfaife pour ¥ . Il en est

- 7 v = 5 b 1 £ s 3 ~% 'S | P Sy -
sur ¥ que F est 1'ensemble des Ionctions ce ciasse L dtune siructure
de varidtsd de V .
En 4 P - . O &~ §7 o 5 3 = -y L L2
soit maintensat FT.oun ensenble de fonciions nundri g définies
sur V qui posstde lz propridté sulvante
b4 | ] v 'l e ~ Ial i < T ras e
71,1 . 81 PpEV , il existe un cube compact § de BT gI un nomeomor-

P Y = == " " :
P O A 30T g8 ciasse 2313 0O a ] » o = ¥4 & fr & 2 LY
fo X sgit de classe sur Q ) i1 existe n fonctions £, {(1£1i<n)

- g Tie - L Pty 2
An TN +al%sm Amna 1oz fFanctin & A ’X; P ISP wnadnd mbd a5 E
“_».3 & BT ST D LT 4TS 49 cLignsg oo ¥ 4 SO IENTS é,CS TESTT 1¢olions & o
eI

V&""";,f




Fy

10

o - x -l .
deg fouctions coordonnées sur R ;5 c¢) l'image par )( de li'intérieur ¢
de § soit l'intérieur de X (Q) gt _contienne p .

Soit zlors F' l'ensemble des fonctions de lz forne H(f7,...,fr) i
ot fi,,‘b,fr sont dans F" et ol H est une fonetion de clesse

Coo sur BF . Il est clair que la condition V.1 est satisfaite pour FY 3

le procddé indiqud plus haut pernmet de construire au moyen de F' an
ensenble F de fonctions gui est l'ensenmble des fonctions de classe
dtune structure de variété de Vv .

v R

1. Io varisdté »% .
I'espace topolozique g » funi de l'ensemble des fonections de clssse
& sur gt ; €8% &videmment une varidis.

c

2. Sous-vaerisids ouvertes.
Soient ¥ une variété et U une partie onverte non vide de V . Liesnace

¥V 4t2 at localement compact et dénombrable & 1'infini. il en est de meme

de U . Soit F*(U) 1l'ensenble deés restrictions & U de fonctions de PIV) ¢
il est clair que la condition V.1 est satisfaite pour U e% Fr{y) .
Tolit F{TU) lleraserxdle Jes Tonctions 7 sar U guai possédent 1z propriéié

©

suivante : pour tout DpeV , £ coincids sur un voisinage de p zavec une

fonevion de ¥i{U) . I1l résuite de ce gue nous avons 4it gue TF{U) est
. | o0 | .
l'ensemble des fonctions de classe ¢ @tune structure de varidté

ae U . Un dit que cetie variété est la sous-varidié ocuverte de ¥ portde

]
P?
¥
o
s
o
&
F
]
«f
B
w
O
b
O
e
1
£
=
Pt
of
M
{o]
§:3
]
o
0
i
ey

£

Lfespace socus-jacent diune varidtéd V est 4dvidenmnent leca lement con-
nexs § les composantes connexes de V sont done des ensembles ouverts.

Les sous-variéids cuvertes correspondantes de 12 varidéié V sont encore
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dfune variété V sur une varifétdé V' un homdomorphisme L de V suxr V! tel
que F(V) soit 1l'ensemble des fonctions de la forme f'oi , fre F(V!).

Ceci dit, si V' est une variété et i un homéomorphisme d'un espace
topolozigue V sur l'espace sous-jocent de V', on peut d4finir une structure
de varidté sur V telle gue i soit un icomorphisme de cette variété avec
Vv ¢ il suffit dVintroduire l'ensemble TF(V) des fonctions de lz forme
floi , £t eTF(V') .

Zn particulier, tout cspace topologique V nmuni d?un homéonorphisme sur
une partie ouverte de at posstde une structure de variété de dimension n .

Par contre, il faut noter gutune varidété quelcongue nfest en z8néral pas

'homéomorphe & une partie ouverte de el

31 ¥V est une varidété de dimension n , on anpelle carte dtune pariie
suverte U de ¥ un isomorphisme de la sous-varidté ouverie U de ¥ gsur une
sous varidté ouverte de R . Il est elair aue tout point de V est contenn
dars au moins un ensenble cuvert de V guli admet une caggea Si & est une
carte d'une partie ouverte U de V , les fonctions x,086 (1 £ 1 £n),

les X, &tant les fonctions coordonndes dans RO ; sont dites former un

Systéme de coordonnées sur U . Il convient &'observer gue ces fonciions

ne sont en général pas les restrictions & U de fonctions de F(V) . Si

f,500.,f  forment un systdime de coordonnfes sur U , l'application 6 =
1 n .
P —>({£,{p)s...if, (p)) est une carte de U , et toute fonction de F(T)

se pet sous lz forme 3(21,a.¢,f“), o E est une fonetion de clsgse ¢ °°
sar 6{U) .

4, Beeollenment.

Soit V un espace topologique qui est 12 rbunion dfune famille dérnom
bra-ble {Vi)z.ez d'ensenbles ocuverts. Supposons que chaque Vi s0it muni
dfune structure de variété de dimension n , et gue lz condition suivante

soit satisfaite : si 1 et J sont des indices guelcongues de I , les struc-

decemm e e wemend & E 2 sl - £ 44 3 w -— T L+ = "f t 'R( %
rax= “ T2 s 5 b1 s wmem L 3 iy 2 4 ‘

cures de varieitd indopites ¥88ar v, er V. sur v, ¥ . éSx. v f ¥V, 7 3

£ : f § 3 - 2

S o % 8 i i o

i = . . - < i oy

gy e R T e E e e T st mits o TAacvme tawma mdwiremdegeena de rgm e~ et Ao wrememd Ad L
SUNT Lo8wntTigussg i1 2X128Vve Zi0L5 UBe STYUCTUTEe €T une senlse e vysriete
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sur V telle que les Vi solent foutes des sous-variétés de V . Soit en
effet T(V) liensenble des fonctions £ définies sur vV telles que lz
restriction de £ & chaque vV, appartienne & F(V ) . Soient p un point

de V , 10 un indice tel que 1p Vi et C un v0151nage cubigue compact

o
de p par rapport & Vi » 31 £ est une fonection guelcongue de F(Vi |
, e}
1l existe une fonction £ (Vi ) qui coincide gvee f spr C et dont le
support X est compact {(cor.4 & la prop;t, 3I). Soit f; la fonction

sur. V gul coincide aveec £¢ sur Vi et gui 28t nulle en dehors de v, .
e} “o

& F{V) . Scit en effet i un indice guelcongue

riction de f! &4 V. . Ltensemble des points g

an

u dans une partie conopacte de V., , le

J.
o
sannort ds fz £5% 20n%tszny d3ns ?L(1‘7j - La restriciicn de fg &
s |
\ERARF dtant identique & celle Je £* , appariieatb a E{?ifﬁvi ) - 8i
i o

donc ¢ appartient ap support de £, fg coincide sur un voisinsge de ¢
avec une fonetion de F(Vi), dfod fg eF(V.) . On voit donc gue 12 res-
%rie%ioﬁ 2 C dlune fonetion de ®BI{V est zussi ia restriciion & € dfune

2 .
fonction de F(V) ; il en rdsulte imnmddisterent gue 1la condition V.1 du
&

- s . % PP+ 2 . -~ e T w3 T = % A e vemm 03 Ty &
et aucsi ds ¥ puisque lz famille ({V, s g7 ©8T dénsmbrable veit
A ke

Anw 2 I FIF IAF S S k42 . o~ 3 < =3 rom w5 L T3 e 6 ] - "
¢onec que FiV) C€6finit sur V une structurs de varidid L esv clzir gue
AT i s S oo Fruwms e Ao 3 S vpse o e S P AY L Antrarnda A ht4 o2y
SIS B F I 454 P & s ~ide 2.0 WSS Y fog 2k 15 C EC‘ L= Val a0 o Lyl Lo x.—e ¥ a2t A‘Q’QO Qns
e A - on e 3 o, ~ Zz @« - - o { X 2 L4 2 b 24 .L ks 7 * re
- . = pe 2y v o — o ae ~ o - e e > i im E 2
.‘:J{;,S. :u-f_?z't_ HentT U.&_i-:: ‘-.“L‘G &..t-.‘ ': il 9 e ?:;;:4 2 ui_-f < 8.;, & T"J»?: 5.9*5 Yo

- - ’ s - -
-~ . P 3 n e
en gsient voutes des sous-varidtds cuveries. =t asnit VIVY ltancemhle

F. g - % oo . ; % -
des fonctions de classe ¢ sur cette variétd. In a done FHI{V) L F(V)
{czz la restriction & V, d'one fonction de TH(V) appartient & F(V.}) .
Zfmzrygmeyd é~iprasucment, o £Y teoate fonciion 22 TIV. ) zoircide
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Soit FW) lteusenble des fonetions g définies sur ¥ telles que gco9
avpartienne & F(V) . Soient g un point de VW » P n point de V tel gue
6{p)=q , U un voisinage ouvert de p tel que s(U)NT = ¢ pour tout seb
différent de 1'¢lément neutre, et C un voisinage cubique compact de p
dans V contenn dans U . ILa restriction &' de 9 & C est un homéomorphisme
de C sur C'=9(C) . 81 z est la restriction & C' d'une fonction de F(W),
go! est la restriction & € d'une fonction de V . Mous allons mon‘rer

2ut se pettre
une fonc-

SEESE Y 551

P F(V) ; de plus, £ ast invariante par lss opérations de & , et peit

par sulte se metire sous lz forme go 8 » @8vec geF(V) . La fonction £n
coincidant avec £* |, donc =ussi svee ¥ :» sur C ; notre assertion est
démontrée. Il en résulte imnédistement gque 12 condition V.1 du g I ast

satisfaite pour ¥ et T{7) . On voit tout de suite qufil en est de mime

de V.2, et 12 condition V.3 25% aatisfatite an 72rta da-g8) . IL*snsenble
. 554 IALL wd & A ~m o < 3 1 X A3 7 -
F(V) d6finit donc sur ¥ une siructure e varidtd ; nous dirons gue 7V est




q :/
(T

w gL 4 RN g wende A YT s P e b s - g P 5 2 e
la varicté guotient e V par lz2 relavion i . Il est clzair gue, 81 nous
anpliguons & la variété W le procédé décrit au début de ce numéro, la

” - .
variétd de rev@ienment de U que nous obtenons est identique & la varidté

Les conditions gue nous avons ¢énoncées sont en particulier'satisfaites
si nous prenons pour V lz variété R? et pour G le groupe des transla-

+tions de 'gn représentées par des vecteurs 4 composantes entitéres. Ltes-
n

sl

pace V/R est zlors le tore ik s on voit donc que T se trouve muni
d'une structure de varidété. Il résulte de notre construction gque 1l'alztbre

des f‘onct“om de class ¢ sur 7% o5t canon riguenent 1sono“phe =3
1tglzbbre de celles des fonetions de classe c22 sar B~ gui admettent
nour périodes tous les ¢éliments de g

Soient m et n des entiers Z 0 3 il existe alors un homéomorphisne
canonigque du produit a8 o gyr Al P homéomorphicsme ¢ es3t
gussi un isomerphisme de la varidté 2. 7%  gyec 1z veriété TOC .

de T° contenznt ¢ telles que © induise on isomorphisme de la sous-varidié
=5 -~ ey {4 B e ; . 3 3 3 ﬂ';".
ouverte U xV  de me"f? sur une sous~varidié ouverte de gt
m i :
Or, scient em,sﬁ et emn les applications canonigues 4ds T“;ﬁﬁ et
S il nn o 2 < '
B B sur T = et ¢ 0 respectivenment. Prenons des cubes ouveris
oo - @
Q de B et Q de T de cBtds <1 tels que pe€9 {Q)=U et
g_eew(Qw )=V . Alors, emger et 8, induisent des isomorphisrmes des
= e s et m+n

.4 ke ; &3 -y & & g 1]
sous-varidtsés ouvertes . Qm,a’;g et 0 X i;vl de R‘“;Eﬁ et iierﬁ suy

s F AN S 41
les sous-variéids ouvertes U,V et o{UX7V) de 77,7 et T~ respec-
4 f wpemvn -~ < infE A e ? ol Yo BT % > A 2 e pm = ,(-.ﬁ 2
tivement, et on = (0. (x)0-ly)) =90 IX,7) B1 €@ - 3J€EG -3




\

i on f£2it correspondre & tout ¢lément uelfZ = T le point

L sur la circon-

n 2%w), on obtient un homéonorphisme de T
3" . On volt tout de suite gque cet homdomorphisme est
4

; s : i 2 1 A s )
aussi un isomorphisme de la varidétdéd T° avee la sous-variété S de R™ .

Soit maintenznt S 13 sphére unité de gt et soit G le groupe
composé de 1'identité et de liapplication x —> -x de s% sur elle-méme.

(=

Ce gzroupe est évidemment totalement discontinu sur s? . si % est 1z
relation di€guivalence gufil définit, Sn/R est ecznoniquenent honéomor-
vhe & lYespazce projectif P? . Utilisant la stroeture de sous-varidtd
fermie de Rm+1 de g7 ,.0n en dééuit une structure de varidtsd de
l'esnace P° .

o

8. Varidiés strices

Scoient donnds les &1léments suivants ¢ deux varidtés V % B ; un ensem-
W 0 s :

ur B ; un recouvrepent dénombrsble
(Us ), e de B par des ensembles ouverts ; pour chague ieI une appli-

: 4
cation biunivogume 9, de o (U,) sur VxU, telle gque 9o 9, soit la

r«&

seconde projectiton du produit VXU, sur- 8, . Si 1ie7 lLignzsembls

et de lz socus-varidété ouverte U, de B . On neut donc d8finir sur llen-

e
Crrgamoirm I g e A am e o o
SLBDDOSeRE Malntenant

~4
g B = I - -4 2 - e = - i~ = b B e .“"‘- & Y e
tures de sous-varifitlés ouvesrtes indultes por les varisiés (5.} et
= : ; =%
< _A 2
=T 3 i sty ‘/‘\a e % aant TABHES G
254, ) Suy B ULl Uy E0BT 1Genticies.
] 7 P 3 1 3
. v “
IAPS 1Y i1 < 4 o 14 ] ro Ry A
Zafinir snr llensemblie ¥ une struciure des varisté
-4
= s FE W e FrrT % = #
~ v % 7= trf 53 ~ 2 T 3 = K A P A
LEZ VETicLes Piu, ) 81 sS01ent des SoLuS-Varictes ouvertes
£




-~ 2%
11 faut d'abord définir une topoiozie sur W . Soit W l’eﬂ"efb]e des
parties S gde V tnlles que, pour tout ieI , gz_{w ? ) soit une

partie ouverte de g(Ui) . I1 est clair que @ et V appartienne &2 W ,
gue 1lintersection de deux ensembles de W est dans “W et gue la

réunion des ensembles d'une partie de W est dans W : W est done

l'ensenble des enseﬂbles ouverts sur une %topolozie de ¥ . Si S22 est

une partie ouverte de ofU Y eson S2 €W 5:eneffet; el JeT , 31

i

résulte de la conditio% que nous avoqs imposée gue lizpplication iden-
tique du sous-espace ‘@(Uifzﬁj) de @(U ) sur le sous-espace

i —i Y b ~

g de §{Uj; est un homéomorphisme, et par suite gue

U.)
i = ok -1  r -1 ks
2N~ 9(T,) est ouvert dans @(U.) . Les ©{U.) sont donc des sous-espaces
' 1

2 FR Bl 3282
gmenyT permes ge d8finir

sur W ane structure de varidié telle que chaque g{?i} enn soit une’

5i pe ¥ ; llensemble _éip} est le portsur dlune sous-variédid fermée
de ¥ . En effet, tont dlabord, il est clair gue ¢ est une application
continue, do é qu —é(p} est Termé. Par z2illeurs, si i est un indice
tel gue §€j§i M ?>4>§} ezt une sous-varidéié farmée de 1ai?ar:été
produit V¥x U, , dfod il résulte que son image -é{p) par 'ei est une

gue chacune des varidtés ©(p) est izomorphe av.
Une varidtd ¥ définie par le procédé gue nous venons d'indiguer

; -1 -
stanpsile une varidté stride, et les sous-varidtds o{p) (p€ B) e=n

sont appelées les stiries. Lo varidté 3 sfappelle lo varisdté de base

var
de la variété stride. Si g cst une fonetion de F(3), 1a fonetion gow

appartient évidemment & F(¥




2

SO
i YA
i . L el e e S NP B -l Sty i R y
L 1LZNons par © 18 aimenslion ce B et par m celle Ge v o5 i €81 21i0rs

dvidemment de dimension m+b . De plus, s8i x est un point de ¥ , il
existe un systime de coordonndes (21"“"fm+b) autour de x sur %W dont

¢ e & 2y f ¢ 4 a e n ‘.'l'
m1 72Ty gony 468 fonctions de F(VW)

¢}
(@]
ot
g 8
M
=3
W
By
&5
(o)
ot
)-l

un indice tel gue y(x)e Ui} » et solent g,,...,8,

des fonctions de F{B) qui forment un systdme de cocrdonnbes autcur
de wv(x) sur B . Soit g3 1a restriction de gj & Ui $ i1 existe
des fonctions h.,...,h_ de T(V) telles gue lecs fonctions

h5@1,§,,,hm91 3 1@5;,ae¢,1‘gé forment un systiéne de coordonndes

autour de 9,(x} sur VXU, . Les fonctions (higi)cféi sont de ¢clzsse

-4
o : < i > -
c sur lz sous-varidté ocuverte ?(hi) de ¥ . Il existe done des fono-

da

- e - v "1
tions f,,...,f  de F{W¥) telles que -f, coincide avec {hi@$)o g

-

‘..

sur un voisinage de x (1 £ 4 S m) ;5 11 est alors clair que les
fonctions Egsenesfy s 8499;..-,8,0p forment un systime de coordonrées

=t

sutour de ¥ suar ¥ .
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§
§ III.- DIFFERETTITLLES.

Soient V une varidtd et F(V) lialgtbre des fonctions de vlasse gh
sur V . Si pEV , l'ensemble I’p des fonctions fe F(V) telles que
f{p)=0 est évidenment un idéal de PF(V) . Si £ est un élément guelcongu
de FIV), 12 valeur f£(p) de £ en p ne dépend que de lz classe de £
moduio L[ . i on en déduit tout de suite que E(V)/f[p est isomecrphsz

4
su corps E

fJ

pergiculier, L  est un idé2l maximal de F{V) . Hous
désignerons par 113 1'idéal engendré per les procuits de deux 614.-
ments de In , cfest-i-dire liensenble des fonctions de la forme

(D s

=1 238] » les g, et g] Stant des fonctions de F{V) nulles en p .
5

. 2
ient I;ﬂfin = une struciture d'espzce vectoriel sur R -

Définition {.- Les notations étant comme ci-dessus, les éléments de
e . Sy T 2
L1,/I, siappellent les covecteurs tangents & Ven p , £t ip/lp

siappelle l'espace des covecteurs de V en p

L4

4 chague &liément £ eT(V) est zssccié un covecteur tanzent & V en p

&

~ > - £ ) = b s ‘-i -~ '3
4 sgvoir lz classe de 1!'46138ment F-f{p) de 1 moduic 1 . Consi

dérons 1l cas particulier od V=R® . Si ;:;2§_T £

g{ est une fonetion
)

4

s




de fonctions de classe ¢ sur 27, isonorphisme qui nous pernet cévidzn-
tifier les covecteurs tangents en p & R? avec les diffdrenticlles en 2
de fonctions de classe C°° sur R? . Yous sommes ainsi conduits 2 pos:y

la définition générale suivante :

Définition 2.- Si £ est une fonction de classe ¢ sur V et p un poini

8e V , on gppelle différentielle de f en p , et on d8sizne par dlf ;

c-lasse de f-f£{p) moduloc le carré I; de 1'idéal Ip des fonctiogs
F(V) nulles en p .

%’i s

finition 3.~ Oun appelle champ de covecteurs sur une varidié ¥ vae
cpplication gni & tout point p de V fait correspondre un covecteur
tanzent 8 Venp . Si feF(V) , le champ de covecteurs p -;>dpf
S'appelle 1o différentielle de £ et se dédsisne par 4f

3

B

31 w est un champ quelcongue de covecieurs, 2t £ une fonetion &t

g; liapplication p - g{plwi{p)} es% un nouvesu chsmp

e

.
L

=

3
i)

et

covecteurs, gue 1'on désigne par guw - Cette lol de compositior

find
b

¥heria

¢
b

définit Svidenment sur llensemble dss champs de coveoteurs une structire

S % 5 5 aE, i "] =
Proposition 7.~ Soient £, ,.:.,% des fonctions de clagse € Sur 13
‘5 : T e T TR 2
sorileds 1 4 17 fan iogn de cl= O A1 ol 5 sinrg
varidté ¥V et H une fonection classe C sur B . On s slors
1[:—;}_{: .;_‘, % - I’ - I ‘
'h...i.\_.‘,-‘,.L.;‘ ge &= ,}4_3?} ‘—zi:,g {a--/ 1 iic 39045.‘f } d
= Fog
G,,..:,0_ 1&g coordonndes sur R™ ) .
~ - < g - >
Soit p un point de V, posons a.=f,.(p) (1 £ &=}, et ddsignens
. X 5
it St p S
rar & le point f(2,,...,58 ) de R° . Is différenticlle de 1z fonctis-n
St ) g . P = =0 =
E-H(& )- 25, {(0H/0u,)(a Y{u,~a,) =au point & est nulle ; cet
L &= A
o
Frwmmits A T h o~ o el e T -y = i = £ o
Ionctlon pelt donc se mettre sous 1a forme 2 ., G.G% , of les G. =
o ¢ & & o
: 3 5 2 » = 2 =
G sont des fonctions de F(RY) nulles en L . Ia fonetion
e

f=3
<7 3 A e & /e fo I ST o 3. A 2, 2’ 3 % 5 2
S nq GLlE, ... £ )CL(E,,...,f ) appartient donc & 7 , dtom i1 »&
- = o i 4 of = L
23
; A Tio £ 3 o3 L av'r )( £ = s A 4 3
gue 4 H{f,,...,£. )- 2,5, (OH/ou ,}{d).d_£.,=0 , ce qui d¢montre 1i-
= - A i =% e ey oy ‘§
WERT
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fonetion
contenn dans U
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lemme

A

e

sur une partie de V |

et dont
z,

es%

il existe une fonetion £

les

et

=
z

f‘::

g

U un voisinage de p sur lequel £ est nulle. I1 existe vne
eP{V) qui prend l2 valeur 1 en
la prop.2,31I) .

le support est
£{1-h)€ I;

i gque, =i deux fonctions de F(V) coincident
re d?wr point p , elles ont mBme 3iffdr

entielle en p .
re GO

i3

de cliasse
F{V) qui coincide

différentielles en p de tontes

Teur valeur

commune s'appelle encore la différenticlle de £ en P et se désigns par
dpf - Pour gue dpfz' ; 11 est ndcesszire et suffisant gue £ coincide sur
un voisinage de p avec uns fonction de ’j'_g i

Scient f?,&,.,fr des founctions de classe C°° azutour ae pet H
une fonction d6finie et de classe C% sur un ensembie suvert de R con-

ternant le point {f?(p}g‘aﬁ,fr(p))a Iz fonetion gffi,ca_,f ) est zloxs
de classe C% autonr de p . Si I ﬁ(u soen sl ) est une fonction de
¢classe ¢ sur 3F gul coincide gveec H sur un vaisinage du point
ifgip}§=k,¢fr§p}}g les dérivées partiecllies de 3! en ce point sont 4eales
& celles de § , % 1l résnlte de 1z prop.1 gque

2 d
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- 28 .
es fonctions de F(U) nulles en p , il résulte tout de suite de (2)
gue dpf:O - De plus, toute fonction de F(U) coincide sur un voisinage
de p avec une fonection de F(V) . Il en résulte qu'il existe un iso-
morphisme canonigue de :DP(V) avec IDP(U) qul associe dpfb 54 f
pour tout £ € F(V) ;3 on identifie souvent JDP(U) & IDP(V) au

moyen de cet isomorphisme.

51 @ est un isomorphisme d'une variéié V avec une varidté Vv, et si p
est un point de V , et p'=08(V) , il est clair qu'il existe un isomor-
phisme de ])pj(V’) gsur ])p(V) gui f£2it correspondre 4 la différen-
tielle en p' dfune fonction f£'€ F{V') la différenticlle en p de la
fonection f£to § de F{V) .

0 o= e B o
U DO,

e
i

fan

Lt

o
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Proposition 2. Si p est

===}

- - : K2 N ~ e 2 e
yarifec 7 d» dinenzion n ,

lt'egsnace D (V) est un espace de dimension n .
e spmstpnemneun. 'i}

Tl existe en effet une sous-veriditdé ouverte U de V. contenant v g

&

]
: . : n
admet une carte 9 sur une partie ouverte Ut de B~ 3 si p'=8(p) , i1

résulte de ce gue nous zvons did plus haut gue I>p€V) est.isomorphe

o

I)ﬂiﬁ}, dene & I>p,(5’} ; or ce dernier espace esgt de dimension n .
Remargug 1. Il résulte de lz prop.2 que le méne ensemble F{V) de

fonctions sur un espace V ne veut pas Bire & lz fois llensenble des
% ;

oy

fonctions de classze C

i

182 Sﬁs

b

ée deux strucinures de varidids de dime
distinctes de V .

Remargue 2. Seit {ff,aeégfﬂ) un systeme de coordonnédes autour d'un

point p d'une variété V de dimension n . Toute fonciion de TF(V) coincide

alors zi voisinage de p avec une fonetion de la forme ﬁ{f?,,,oifﬁ) s Oh

H est une fonetion de classe C™ sur 3% 3 11 résulte donc de (2) que

AL 500048 2, engendrent l'espace D V) , et par suite forment une

el

2]

i

dimenzion n . Yous verronsz

€O

t

AP & e le S T e~/
beze 42 cet espace, puisgue D (V) est 4
&
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N

plus loin que, réeciproquement, si f1,..,,f sont des fonetions de V
dont les différentielles en p forment une base de D (V) s ces fonctions
forment un systéme de coordonnées autour-de p .

Y
A

Définition 4.- On appelle espace vectoriecl tangent & une varidté Ven

un, p, de ses points le dual de l'espace D (V) des covecteurs
tangents & 4 En p 3 cet espace se note T;p(V) s et _ses &léments

S'sppellent les vecteurs ianzents & V enp .

Proposition 3.- Si p est un point dfune varidté qée dimension n , l'espace
qu(V} est de dimension n .

¢

Cels résalte‘i*m’dﬁaiergn% de 1la définition 2 .
Por aillenrs, résulte de ce que nous avons dit plus haut que,

-

ie V¥ contenant p , on peut identifier

81 U est une sous-varidts eaverte I
LﬁT} 2 inm)r
8i Le{an{v) et w€D (V) , le nombre L{w) se note aussi
= ¥

LL; w>» . Si feF(V), le nombrs L{dyf) se note aussi L{f) ; L deviers

2insi wone fonetion lindaire sur FIV) . Si fisgea,;? sont des fonctions

fora
O
iy
S da
]
=
851
1
(o
ot
O
3
-ty
o
3]
(5 e
o
[}
s
]

P ; s o F DL AR 3 i P ES R
si £ et g sont dans ¥{V). Béei roguement, toute fonciion lindaire I

sur F(V) qui possdéde la propriéié {3) provient d'un vecteur tan 1gent &

= 2L{1), d'od IL{1)=0 , et
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Lz fonction L définit donc par

e

BSsAge aUX

O

uotients une fonetion

linéaire 1! sur l.p/Zig = EDP(V), ctest-i~dire un vecteur tangent

e

Venp ,etona L{(f)=1IL'(f) pour tout f£c F(V) .
Si ¥V est une sous-variété ouverte de RS , on 8ait que llespsce

D p(V) des différentielles en p de fonctions de classe C ®° sur v

est en dualitdéd canonigue svec llespace veetorisl i s 11 existe done

' . oo i SR :
un isomorphisme csnonique de I4P(V) gvee R . 51 L est le vecteur
de L,p{v} qui correspond & un vecteur £ de R et sl LEPIV) ;

L(f) n'est autre que lz ddrivée de f dans lz direction £

=
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¢ IV. PONCPIONS DE CIASSE C° .
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La lettre k désignersg dans ce gui suit un entier

Solent V une variété et p un point de V . Une fonctioﬁ numérique £ ,
définie sur une partie de V , est dite 8tre de classe C~ autour d'un
point p de V s8'il existe un voisinege de p sur lequel £ coincide avec

une fonection de lz forme H(f,,...,£.), ot f1,;..,fi  appartiennent &

F(V) et o% H est une fonction de classe Ck sur ET . Supposons gu'il
en soit ainsi ; soient (g1,..,,gn) un Systéne de coordonnées sur V
anfour de p , et U un voisinage ouvert de p tel que £ soit défini et
coincide avec H(f‘,.¢g,f ) sur U et que lfapplication

—a(g1zq)g,,u,grfq)) scit une carte 9 de U dans B® . Ia fonction

£ oe st alors dvidemment de classe C5 sutour én point &(p) de R .
On peut dong dire gque, si K'(g1,..s,gn) est une expression de £ au

moyen de gigaeogcn valable sur un voisinage de p sur leguel £ est

iz

a6fini, l= fonction H! est de classe C” autour du point (8, (p);-.- {p}).

38
43
On notera que, si V est une sous-variésé ouverte de R® , 12 notien

de fopc*icq de classe C- sur V que nous venons de définir erincide

avec celle définie au ehap., 3 :
Urne fonction £ , d4finie sur une partiec ouverte U diupe varidtd v 5

e
Y

1~
est dite &ire de clzsse © sur U si elle est de classe CF sutour de tout

e =l s ;
peint de U . Hous d031gnercas par. F {?} liensenmble des fonctions

o

o k : i :
définies et de classe O sur V %tout ¢ tieb,. Les propridtés suivan
n

4
N

m

s

& = -2

81 PL,...,0 spparticnnent & P“(V} et si E est une fonetion définie

et de clesse (% sur une partie cuverte de Bt contenant 1'imege de ¥

pvar l'zppiieation p —>(f (p},.ﬁ.,f {p)). alors 16 foncticon

H{f, 00,2 ) est de classe % sur ¥V ;
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N

T Y
etion définie sur Fk(v) et si, pour toht point p

gsupport de £ , f coincide sur un voisinage de p avee une fonction de

ier

.

el

.:i

part
V : et, si une fonetion ffEFk(V) est partout #0 , 2=V oppartient &

(V) , on & feFk(V)

81 £ est une fon
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lous zllons montrer que le covectéur 5 G (cjp’./au,)h?(p),“..,
-, 4 N 3 3 b ~ Y
£.{p))d £, ne dépend gue de f et de p . Soit en effe: (_g’y...;g,%)
‘e A i 8

un systéume de coordonnées sur V auto it ' une Zonetion

t
de classe CT sur R” telle gue £ coincide avec Ht

ﬁ
p..
®
3
@

voiginoge de p . Soient I'i ,_M,Lr des fonctions de classe O

sur B2 teljes gue £, coincide avee L;‘_(gw“”»é’n) sur un voisinage
de . p. 8i H“:H(LT,“,,LI,), f co'incide avee H"(g,‘ ,,.o,gn) sur unp

¢e qui montre que X' et H" coincident sur un voisinage
int &‘xf;(p},g {p)) dans 72 . Dss signant par Vipeees¥ es

f

2 n
fonetions coordonndes sur R% | ot osant B ={£. (p),... .2 (p)), on a
; 3‘ ‘; ¥ T 2

(0E1/0v)la) = 21, (du/0u,1b).(91, /oviitay .

: : : 2 o) ; 3 =
0n 2 par ailleurs 4 f = S0 o . & =z ? 01
Cn 2 par ailleurs af. Z;:*g { Li/()va}{a‘} .85 dipg
<1 oy 1N T =3 o 7 Ty = .
e ‘fJ‘f;aaiJCb;,d‘_{.i = Zg:; {On /va)ia.),épgf
¢e gui démontre notre assertion. Noas pouvons donc poser la définition

- Bolt f une fonction de classe ¢! mutour dtun point p
onctio

“ R 4 e ¢ - ek ed : - 'g'.' ot
Glune varisdtd Vv . Scient f,g ses0sf  Bes nctions de T(V) 65 H
- e

= : 1 - SR
une fonction de classe ¢' sur DY telles gue ¥ coincide avsc,

3

BE{f,,...,2 )} sur un voisinase de P - On appelle slors Gifférentieclie

de £ en p , et on ddsipne par 4. f , Ltél8ment
‘m

o
N
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snonigue & U so0it biunivoque, 9 est une gpplication de classae i

de la sous-variété ouverte €{(U) de W sur U

clmspe C

Proposition 1. Soient V1,V? et V3 des variéifés, ¢ upe agplication de
. de V, dens V, et v une application de classe c* de V,
2.

dars Vs - L’apglicatlon Yot de V, dans V, est slors de classe C .

Cela résulte immidistenment de la définition.

dimehsion n dens une V"”iét' V de dimension n >m . Llensembie o(V)
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Lo varidété V peut se représenter comme réunion d'une fanille dénon-

able de souns-varidtés cuvertes dont chacune 2dmet une ﬂsr*e LY un
2 »\m o & - -
be ouvert de R~ ; il en résulite gu’il suffit de démontrer 1z prop.2

1le dénombrable de cubes compacis

£l
o

a
4 £ 4 2 Eer o
n G%eux par v solt contenue dans vne partie

S = ' n = 5 .
cuverte de ¥V gul admet une carte dans R , et il suffirs de oontrer

%6 19image par ¢ de l'un guelconque de ces cubes compaceis ne peut avoir

3 2, g P2 s Ty v C R - = z -

IR TR e S e Aaen o mgeee S esaaey i 3 §u R B D maem o e Mo ey s o o z1v 2 i
Clid POALNT 1NECTIRUL 0ans w - 4Ll BUIIIYFS CONC 08 Bonirer cue, 81 - 3%
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i R .
- 3 = - o > o - =R ¥ A
= o Pl e = e e = % o vaTy t S 1 P | £ 7%
e D% lication de classs diun cubes compaet § de I gans i 3 AS1N )

= : n :
w1i de cubes compacﬁS*de R dont lz sonmme des volunes est <2

Soient Fyeeoosdy les fo onctions coordonnﬁea sur R" , et Zgye-osX

¢llizs sur 1~ . Les fonctions ¥y {1 €3 < n) sont des fonections

e b

e iad
clasge C sur Q . Soit K sne borne supsricure de llensenble des
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on 2 done "S”‘P’>= t,o{p_)gn £ ujfp ,p)} s8i p et p' sont dans § . Soit ¢

le ¢844 du cube § 3 si r est un entier >0 quelconque, on peut subdivi.

ser § en ol cubes 'ﬁk (1 < k & m*) de cb%6 r~1e . Soit P, le centre
de §, 3 on 2 done gp,pk 33 5 m1/2 (2r)~'e pour tous peT, ; L'lensen-
ble (%, ) est donc contenn dans le cube de B de centre @(pk) et de

cBté EIm’/gr' g L adlol 11 résa“e qgue 9(‘”} est contenu dans la rﬁunion
dtun nombre £ini de cubes de R dont 1z somme des volumes est

indéfiniment, ce qui démontre notre assertion.

1

Solent malintenant ¢ une application de classe C dfune variéié V dans

une variété W , p un polnt de V , g le point o(p), D p{7) Llespace

des covecteurs de ¥V en p e% V) celuil des covect eus:s de U en g .

(A9}
S
K]

g e” . Puisqune m <{n , ce nombre tend versg 0 guznd r augmente
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Posons £, = g4o9 (1£ 1<r) et £ =2go0 ; la fonoction £ coincide

2
P

alors sur un voiainage de p avec G(f1,~..,fr), et on 2

df= (b(;/aai)(f1(p),.,g,fr{p)).dpfi

7
d g~ 7

LS
R L F;s
-u.\

-t

0
it

(28/0m)(g; (a)y---s8pla)) a8y -

(q), dp@ -4 afi = a f y ce qui démontre notre assertion,
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une gpplication de eclasse C dlure varidté V

f-(j
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3.2 % P
ition 3.~ Solent

AR

dans une varidtd ¥ , p un point de V , ]>pfv) llespace des covecteurs
de Venpet Ijqiw} l'espace des covecteurs de ¥ gn g=u{p). Il
3
existe slors une application lindzire dn ¢ de q(ﬁ) dans 3} {V)
% = _
telle gue € 9.4 8 = &E {gow) pour touke fcnct on g définie et de
2 4
clesse €' sbr un voisinzge de g dans W .

Définition 2.- Les noistions £tant celles de 1a_g:cp03,'l‘applicetion

» s'gopelle la codifférentielle de wenp.

le cas od V est une sous~va:i6té ouverte

i
BT Yo Ay ALS A o
de R~ et W une sous-varidté ouverte de R

&

. Soient ® une application de

classe C de V dans W et p;an point de V . S8i on identiiie l'espsce
tangent Egﬁ§¥} %2 Y en pavec RY et ltzspace taageaﬁ I*Q{E en

g = %{p}— gvee R- . on reconnzit tout de suite que 1z trensposée de
dig n'est autre que la diffdrentielle de v en p , considérée comnme
zpplication linéaire de B® gans B™ . Zous sommes donc co =éu ts & poser
1z définition suivante : 5 -

Défin A Soient v une sprlication de classe c! d%une varidié v

gans une varidéié ¥V , et p un point de V . L'application de 1i'espace
tangent [, (V) & V en p dans llespace tangent I%q(ﬁ)}é Woen

q = wvip) ;raﬁsnssée de é;? s'appelle 12 difsdrenticlle de H en P
et se désizne par 4 o :
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F mend 5 K v
g C'E8T-G-diYre

%

1la définition
n différente de

ent un gAVCraﬁear

- *(_ ] s S vl A f it - q )
que 4 f.d x=4_¢% d £ 6tant ici pris an sens de 1z définition dn

IV . Si on identifie le dual chr«.) de D,(R) &R, la fonction
iinfézire sur ])Q{A) gui appiique &qx sur 1 est identifide 2u nombre 1.
Iz différentielle de £ en p , au sens de la d6finition ci-dessus, est

l'zsplication lindaire de IHP(V) dang R définie par ls formule
L><TL,8 2> . On voit donc que les deux significations de 4 f se
réoencilient si on procdde ‘& 1'identification canonigus &a dual de

E,F€V} avee I)%{?}, cﬁest~é~dire sl or identifie LU _{¥) & son didual.

e

1. Soient ¢ une application de classe G' d'une varigté v,

e V., Zdans une
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Fonctions & valeurs ocomplexes.

k désignant soit un entier 2 0 soit le sym.
. & valeurs complexes définie sur une partie
de V est dite 8tre de classe Ck autour dfun point peV 8i ses partics
réelle et imeginzirze sont de classe Ck autour de p 3 une fonetion £ 2
valeurs conplexes définie sur V tout entier est dite &tre de clzsse Gk
51 elle est de clzsse C° autonr de tout point de V . :

Sotent V une varidté
vole o0 une fonction

o
5

£

&

»

- X = :_»‘ il Pt )
Sodient £,,...,f. des fonctions & valeurs complexes ogui sont de

classe ¢ sutour d'un point de V vet solt- B = THlu .. ;.n une
1 o )
fonction & walsurs complexes d4finie sur un voisinsge du point
& Ee] % = ‘2? 3 = Z'a. = z .
{(£.(p},---,2 {p)) de C et gui est de elasse € antour de ce voint

tant identifié canoniquement & 2°T) ; il est alors clair que
vt :;; est de clesse 0 ausour de T

{V) llespace vectoriel dédult de

<

g = -~

+ 2 e & > - e - 3
et sont deg fonctions & vsleurs complexes de clssse ° gutour de »

= o $

= oA - gg-a oy o SYEL o e o, BN -
on = d Ugl=itpi-d Z2+ g{p)d £ =+ en sona d {afj=a.qg 1

b i = » 4
nour toute constonie complexe = .

; son cuzsl s'appellec ltespace des vecteurs complexes de V en p .

l'egroee vectoriel déduit

= Sy % 25 A > =3 -
de T, _{V¥) par extension & C du corps de base .
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une variété W si les conditions suivantes sont satisfaites : a) l'ensemble
des points de V est une partie de l'ensemble des points de ¥ ;3 b) l'ap-

plication identigue de V dans ¥ est de classe C°° et est pariout de
rang o .

Exemples. 1. Toute sous-variété ouverte ou fermde de W est une

o}
voaridté plongée dans W ; plus zéndralerment, toute sous-variété fermée
- & (=] ? Sk

b

d'une sous-vzridté ouverte de ¥ est plongée dans W .

2. Soient ?1 une variété de dimensian n et Gune applicdation biunivogue

e

de classe €% de V, dans ¥ dont le reng est partou’ égal & m . Cette
application permet, par transport de structure, de d8finir une varidté V

dont 1l'ensemble de poinis est 9{V1) et telle gue 8 soit un isomorphisme
de la varisdsd Y1 gvee la varidté V ; il est clair gue V est alors une
variété plongée dans VW .

3. Nons anpliguerons le proecddé de construetion indigué en 2.

]

o]
au cas varticulicr o& V,=R , W=R~ . Tous Qdésiznerons per x et y les

2

coordonnées sur R° et mar £ 13 coordonnde sur R ; l'application

e D

L

) .

est alors définie nar les deux fonetions xXe0 = £(t) , yed = g
= . : oo = - :
Pour gue 6 scit de classe O ; 11 faut et suffit que ces fonctions

suffit, comme on le voit aigément, gque Ics

a
simultandrent nulles en sucur point de R ; peur gque 6 sSoit viunivogue,
£
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14+% 1+%
3b . £(t) =...£Z.. glt) = £2
14%° - L

81 V est une sous-variété fermée d'une sous-variété ouverte de W ,
12 topolozie de l'espace sous-jacent de V es? celle induite sur 1ten-
semble des points de V par lz topologie de W ; on peut donc dire dans
ce cas gue V est un sous-espace de ¥V . Il n‘en est plus de mime dans
le eas des exenmples 3a.et 3b. ; en effet, dans chacun de ces cas,
1llensenble des points de V est llensemble des poinis (x,y)eiﬁz' tels
gue y4 = xzv~xZL s cet ensemble est fermé, €%, si (x,y) 1lui appartient,
on 2 [x\ g 1 et \ l< 1 , ce qui montre que l'ensepble des points

compacte de W , alors gue llespace sous-jscent de
% R , n'test pas compact. De plus, on voit tout de sui
in

ies par les exenmples 3z. €t 3b. son

distincties (il v = des voiginages de l*orlﬂina de R dans ces deux

varidtés gui n'ont que l'origine_en commun). On voif donc gue geux

P

variétés plonafes dans une mime varidtsd ¥ pesuvent é»re distinctes bien

o
Jd
&
5
\'-“
l.v
(s
[
e
jh
8y
o
n
-
il
[et]
<
?"‘
$
i.-.l'
[
o
(v
o
{Y]
7]
ot
o
PELN
&t
(e

W




%

} T
- a () Yl
e 8 8 R W e Ao
0 oo gl 1 g iy WM , ¥ i Sy ok
e ST O SR S AT oy BT 2 (S e [ A e : A4 | VA ) T ! ¢ By Sl Ead
L S = e B GRS G e ey gy e R Pty E MR G :
w o8 afn b o8 o VI NQY e SR £t o I < o
Lol R o S T o R ¥ 4 BN R R g e D e ﬁ e s B s ey
Bl 84 ,mm o B o T it AR o Y o (RO B S a M
TR = LR o > el W e b Uiy ST S -
e ey e oA RN _ ) L R o S B o CERE e
=1 &0 = i B @ it A ot % Cul VR e o
L = e T U W e } R e L o E £ ot Ol oy b0 PR
T ooy > S L T JR e e UL < T X 42
B o o e~ o it O o AR 1 Jaaloieey V45) Aty
Wi 27 M = S e O & {54 #l ey i 0 ol
@ @ st i iE Ty R L L R N & O s i By £
@ s RO G = [ 2 R sl B IR e S @ AR o G
i P S R S [ L} £ O e et b
A RO R w0y W v oW (e B BN St WG oo
L] e sk ome Y Qi ey &t QW o L i i A &
T LT SN e L SN e BoooeD ol el £k
O8O e Joey QLim gl ¢ T Sl e £y | Lo S
BoS = B T e Lol LR S = e S B o1 ] ) €
1 QI o e R T = oS SR I L il * ol v 'y . : s i) W
Q @ - SRR e e " Vib o o
S o R (s et SR SR TR /) o e R E SN o L]
g IR e N G = R MR, o T il RS S e TS T s wy e
Q. o 0 s (e O R s [ = i e ey L ey e e Sy ey
o atitig M < AR o TR 1 ard o B SR e SO NG e L R e {0
+ o s s [ > B o T S ) ey @Ry
LAttt Bl e T G < bl TR ORISR e o1 L I ] LR
= L3 W e il ket N Bt TS L Q 43 S Gl o] o] Sy N om0 G RN o
~ “ B a . o o > O Q AN e i R o
G e R O o R S T n ) i Nt S e
LS Sl SRR N o R << R S T L3 W sl 10 R w0
Q) G QY e T Y S ey [l (& Wiy e 4 A et il 4800 Ry
et R0 e N e e ey aTRCES e i @ ¢ .
R o S o SEREE = R : e I W R € Lo (a14) i @ Qy 1
N W o - Qi SN el il 0 e @ ]
frE onyies o B D R (= il Q) adie i) i on
Qe & V4T TG i R 2 & W B m A
o NVE W o o 0 N s T N R O o)y R S b g0 WA
s ST £ e M v £ 8 & * e} pg o ER L
ot Aol Q. (VG o T b e /0 AR N g e i A e & o el LR
! o b Gt o i ) Cr R 4] L) W e e o
N PHome o gt L o SBEL TN o ] 8 SR G el e
S ) S T L T R ; i » A Jid R o1 )
e =~ O o Wbt e i & i) O £t 49
Yt U < [ e I SR R §d o b e R o v o o)
fu < (R ST w L Gt -1 3 gea e e gl 3 o i oo O
e (ORI E . o e %) [EET T O G o Wt s i
&) & M £ e by, H s O o i) o~
B~ " o b N o' TR (oo YRR Qi e Q) TR R R ey el
o R L W B e Ol R i &y S o A ) S e
0 ket e b BR L AREQ 0 sy " P T L B ) N
a B Bl s BRE Y e Y i e ~ L)
o QN ol 2o W ks [\ o € e Mot
- N R e ) Qi @ [T g3t e e
PR MR T e e R & 0 B W
o O ~ 0o QA IS T o o
o QN : Pheisdin i ; Y o
i T ) e = B O SO SR w O SRR = U e J 1G] o ]
e e o & o [ ba o ! o L i eyt
s o W o Q ey o BROR Y a0 D AR RS &
o~ 8 0 et mu AL Hend i } By
b S - AL S 6 R b B BT IR A o I 0 o] s} LB
Qoo 2 o Q¢ el @ g e Lot SO (et S £ fa u
R m e e o n et {4 e ey £ GQ
g . Rl ST S R = < sl ey by I O S 1 £
o Moo nociwG Q) ) [ < Lo & eyl e e
H QP e SOOI 00 A e e A ST DR 0 b
e e o i SN N = TG o MEHP 0 GO e il o R ey S et e R PR red o0

i N oo sk




55

m P
a8 AV K ! W
@ e 2 i o
e W - = £l e @
S L1 fet o e ] L
s Y i L s (T i
- o i - s > SRS T o foe (0] ot 4 3 e i
@ & @ W L] ¢ W BRI B o)) see 0 g
e ) e e e e bt 1 @ e ot 32 i
£ L TR < R o PO S v R O B © o AT A
PlLa v & @ =S G SR~ S T foi e ]
+> W W e 4 e Al O i T 4 Sl o @l
H 8 0w 85 = o W oooe o 9d £l 0 oo R
8 @ £ 5 £ etnivm ey ST o Blvling o b fxo £y (6
=T = At Kl e i i e o
L = Hep o pey Y (VIR ) B € 0 @ o i o) QL e
0w g e 0 ol o f4 42w o o Ky | QU
e I R Q ay e oy a [ ol e £ w et L&
g Q9 bro SRR o R WY { i D G o SR Vel voom 5
S H OB e o 20 0 e fox Bt %} @ . 5 S e il
Q + £ S o = Q. Q0 b T ® W ¥ w
S DR e B R e o o~ o o Lo e i o & e {
oo oowt Qe QUi QR g OR e @
b o W e RIS o I S B | cE G e @ o hy - : § s
o - O =y ) o 200 = ST T AU 3 T @ BRBM e SRR o LR 11 3 (] 4
Ho oo el oo e RS ol £l 2 Py el e
g A s R = 42 ORI SRR G R s S HR e Bl e 33 e
L W= B s L il SR T © R ARG R S e e s i ol
bl ShmN &l n) AR s O e
O e oad . i o o EX i £ e s @
sl Q e ! e (ot s SR By oo R LLURR ) v o
&y o £y e e [ A = w L R | ] m » o
o=y = Lol e T R e e aw gl ol el B
@ a8 0 o g iy g (0 T ]
b, i e B o G e W oed O e el T B e
Mo @S o G 43 J ORI T R e i s I 544 s
~ = ey 3 Adyis e Q4 ey jies RS o ol e
L e LT N e s L B R < G R U A o & e B
w n o ol [ o i ) & W @i 0 4 Wi £
el QN gy RSy e Sredtitie O L R 0 T ey D A G N R0 o 1 il W o3RS
S O T S R @ [ < T SR o t W R L B R .
& 4+ o R L) o B ey en T o 1 ] e 5. @ &
{ $4 (10 JElRN /) R siom 0N o o] Y L P BT ) iy D
S B S S e R 1R o (o) S Bl (o MOBLIES T N o VAl o SR o (R Y N | I S b
sy W o A U~ Y < R vt @ oW (¢ #n et b ey (o3 (i) ot
a0 et O A2 A S TR ST e U L 8] R ) )
W Ry B e o 0@ Q @t & (W s ! DO BT ¥ e
e WY Y o e S ST S PR GGk X MO SRR w BT e S U e el Vo)
R w2 o = O = B e TR B Sl i el e s
SiEbD Sl lmnne iy @V By S e Qe i e s S et Wi o L0]
80 i [ B o siiSar il a) A =00 N g O ey R e
«'c 3 v G g el gy o ) 2
St m 8 e B @ w0 Suliegni iy & - b sl @
+ LR > SR el Y R VI T s S st Q) e } G - S
s S e TR R S TS 4 m @i m 3 +3 i
L a) ) o WY RO i BB 2 PR ook b ] B = R )
et Ul oY = N M) 4 oomedt (o St = W &4 & 4 O a £ o
s i g (o N PRERES » M o L (e U Lo W ST i sl ad D
2O oo - e i ot (I s Tl Sl s £ & L Yai e o
43 St el DR O b e O T Y B RG  TE @ R w “ I t
oy ey ; £ ! el =t w i R TR ) ol ARG
(o L ES T = S LIRS TR T R MG TR o SR = B o E i 4310 W N R
o Mo Lo B | Eay I o R I B o TR o B« e 53] o3 e )
i = Q42 o JENE - T e W G o TR ) W W 0 Y - Rl S ) ELI ) eyl
(13 S oy i 1 Yl < SR R ) ol L R ¢ S S UL sl LA} [ Ll St o b S W
Lo JEHC e S REF T G T m m s SRR D &1 el AP OF “ed o}
Lo P ot Q YV R foa) i ) o L] B 7
WD D et e el e e ey i in B TN e O KR gl el e
o 2 f e b (- T O N S D O B B TR my. Q.
= s A\ R SR ()| a Lo v & e TR ) o &y ) DLW ard 1l Lt)
Wl R vl e m n 4+ 5| ] o) o b £ B
S 0O © & N o i =1 N v W (O] (o] ) 4 @ 2 L R v ]
LR = T /e S TR\ D < G o S <TG W (DI TR R Y S S S IR S s 0 wed Ry




Anaudiiadie

£ [ ) . a i !

Q i 92 R ; 3 i

D= el D o T Lo T A o Lo Qe

1 2 £t EE it 3 {©h} P vl Q3

Q@ 0 Q i wio 0 M ¢ = LR Y

U S e (o T LA S R bR I TN e R e 8] @ o

oo o iom el VRN LB T i " ot s : fog 9} £
© @ oS el W P S B @ W U e
& & mu o Lo O Dup et B b CH LSS £ 2 D
(o GRAA 3 Sl s Q) ey CHlast i ey 0 s 0 RS ﬁ” £ L &l £ Qo
o oig &t (ot il s SLooWw 4 ks LA ] (S
= e NS o o s B O R R R £ 2 a R
3 ST @ O e e B0 bt G E 2000 oy
b R /2 o0 (i B S R S R R b fov] e F i G TR
Sl T Wi [l (O o] b6 seol 0
B0 oo £ 0 o o TR SR MoQ ALl By
=~ @ o SR o G S IR ¢ YAl SO 72 @ el O 4 £ ) &y
e v @ o« R QD D ey R I (5T o) L ko 0 10
O - 0 © s B 3 B e wy e ayoil R LI R
e L PR S N, i B wt s

v owm SHE O oWl OO kN © 4o i e LA e 4 ) )
§ U S 1 e w T S €T et s Ay ) ey e JUURAL o B

fea [ I JRO o Y o Y i & 0 el By Wi eyl g (e e ST o
B 5= (S [ R R o JER ) R Uity i oy ! o wmo et
0 @ o MO sl O S L R ) Bl
eSS T o SRR L e o T T o R Y { | & ind = O W i
o e a0 et s K o] wd v PGS o () a» Lt ) (0] Uy e
ST W0 G DO ke A e R R % DA
e R W T o T o s B T S Dk i e Uy Bl i

LoD e R + 0 oo £ 5w NG QY B O x & b 42w
et Qe et 4 B e B e o w0 £ 1 s TEEERET S )
(3G » I PR nm o e e B S T R w171 o B A B ) d e % et} ?w ]

Eloed 8 & 9 oo fend o SR S0 < i oA i By
© O o ks VT o Y (T U R S e () % 0 e e e S
& O B 88 R DN ey o
PLOB R SR ) I S 1 W Lo NI BB e o €4 et ‘m e e T S @bl L
R S s RN T e e et @ i £l et
g SR 8O0 0 8 o0 et oW & Lo ST R B
o Bl X S~ (o U o BN ) B Qe Q) L e i R SR
LT T Gl Y e RS o [V B ) B W I ) I ol Con MhOEOH o _, £
MO R e O S e S b ) Rg o et (D B (R

(o S TR ) TR ) T RO g e ) . a W2 ke ERARE = el 3
N il oad @ 3 M W R e g e Y] Q oo o i
Qiiedo o e @ e s R B2 niet T et m e v e T
RO il oo ; QR 43 (ST ) TR T T el
SRR (- SO ey A BT Qe [ I (1o B OV ol o Gy Ko i 34

= Fa oYl o i 11y [ RS il s (B & e o R ST S i DT o T = 0 : et
O f:o0) e QO & & 2 ooy [ I el 3 fedy o e [ w
P Lot ST o WEOHOE Y P AN Qe G B Ol el L O e it o

ST nd = e SRR B L e A o Qe o | £ L5 - bl W
8 /5 S T S TG O T pan B/ TS JT 43 30000 T DURERC\D Bl o TR S MREA o) WL GT SR T S & o G
D@ el R M e LSR5 Bl o Ty KRR o tr ey o ot o & £
5 Qi QOO R e VIR S (TR = B O : o~ w0}
v Sl S- MR B @ TR o Sl SR Ellaiega s Qb G el ey o e LM I > wl T b
. v N DO o Q e W Q) L £ £ 0 S

e T R R < T = B T v e = R : B e ) o
o O | S S S - e T e Lo 42 el AT
= Qo TR e it o e (o BT i o = & =TI Lo = ! 0 w5
moe BN - f o RN o B SR o D It Shoer SR e e [ ] i el b

(B0 L O S B S RS Wi eedii s A e S D bl < D e w.M L
Bt o B Sl e L B e TR | G iaiE o o (1)) &
= RS T R S Ql oo @ e e [ o € (o] o] o Qe
bon DT (s o ) Qo (] = g i} e e ST |

+ W oW S e el R W W IR R R e S vt SR
@ T T ) s ) L o R st L s SO R OB L O DR
ot o B S O B L R % % G2 i o I BRIy R = e T o Sl e O

DS RS e Y e e | RGP S e e BN U T & £ A £uq A
RO et ® L By e 0] (ORI T /> SRR Y S T 72 o > o £ ] S “
e wed I ged 2 Bs i g SR ) S 0} L 43 m £ W A
EL 8 ICt Vot 8 £y ] SR o B b ¥ & e & 44 Sl 3 | VR
b il ) S SIS o BERCPSIRERT ) & @ o ~ o & QO e oo el ; o chfLaRN 12 4
0 SR Tt e B RN N T e 3 ord e S {SLTE (TR - food ol { o5 b Lok} (R O b




43
o Lo , . B )
b W & i Y
8 SRaR R © L
0 n y MG R 1)
BBy gt SRR o) SRR wie Lo o B
BN Y b e Y U e e RO
M o Wy es Qe O e G S
o M e s R TS R S (R O (]
Bioai © S D ' L s BRI R o
S ol ab o < By e e | 0 0
Q e 5o SR ) ﬂ.. A ) o
e~ omE (4 S W ! f T
. QF L Qo o B €3 e et i) Loy )
Qi S g ; Ly! VRS Lol &
(W]} iR oY A Seait R e R R &y Byl e
= 0 e 4 L] {10 T (14} wrd o
od] @ Wl o it RS (2 RN O UGG G 3 »mw ey
w0 T o0 o B i e § i Ei
spd Fan § Bre 4 D) [5)) Lad 0 oS it
OF @ ol G U3 i R S AL g
B OF M1 @ G 8] W A2 g
o 0 & LY (O i S ) 4
84§ el 2 ; WLy
ol 42 o S nangn g U i
Lot (TS [N e W ] =13 P
© - bR bR e )
ot SRal MO [ LR E R G R B e : &
©f =i o] o S Qe L
m N Py e SRy T [
oy o e~ i - (et : e e
O OF & G ; L SR 4. D P
et QR e SN T T T
oo i S ) of o BB 5 = s 78
M o (o h¥] bed i e (A I ey
&3 [0} s Lia] By n
QOf 5w s {0 b g o b
i = of B i) o o
2§y g o (W] )
H =T oD S o o 42
o @y w® Q < o b, N ) faY}
o o8 - (e £ &) o ) @
n € Y i 4] ] Moo @y
et Wmy . b e £ o= (9]
i Of Wi = O o Paial sy
gl of o] = “ e
oY ;i ot @ e o
BN 0 %) o) i o tiy &
= o) B e o A wh
G o Y o =4 = e !
-1 i T res & Y n o ;8D
€ o § S0 L (] L)
L M | 4 2 il
S N 0 4 ) £t &
05 wdg B Ly ) et 0] )
ekl ) (%] $q 4 S M
s F OF g b () i W
it S e 3 o) 0 L
Ul O 0 ) f &
: By © o i e [ i}
al @ ol v o3 o » ot @
ey B oM a2 ot bt i e}
wdf o Bl & i 4 fd b
QF 2 Of o i} Gt oy & 9“ &
Evaa. e A § S £ S X o] ..Wmn el e %
‘ e G B 43 ; Jioay
aw of s B e & e L b &
Moo el fay] o A3 bl
[t FAy = Lo (%) . @y b §
— | £ My e @ {0
@ &l 0 e &) o
i >~ Of e 03 (1) 3 o o €
=St © £ GO O Oy 0




25 fonetions

ut de plus supposer que, pour tout
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gue ZMz* est relativement ferné dans 7 et dans 7' . Or, soi
ent & 272" . Te point 0, (p') est adhérent dans Gq

& 8, (ZN2zZ1)., 81 & et &' sont les applications con
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et 2' réciproques des restrictions de 9, &4 ces ensembles, &' coincide

avec ¢ sur Gk(ZfTZ’), d'ot p'= é(ek(EQ)) = é’(ék(pf)) et par
suite p'e ZNZ' , ce gqul montre que ZMNZ' est relativement fermé
dans 7 ; on voit de mBme gqu'il l'est dans Z' . L'ensemble T, est done
la réunion d*une famille d'ensembles mutuellement disjoinis, ouvertse

et connexes, honbomorphes & Qy c5 engenmelecs sont les composantes

connexes de 11 '« Le fait que Y est dérnombrable & 1'infini rdsultera

es
Q
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h

2lors du lemme suivant g

lenme 1.~ Soit Y un espzce connexe. locazlement compact et loczle~
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mille ddnombrakle dlensembles
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> = o S gl e e 32 L - 3 =2 T = £ =
¥ est 1z réunion d%une fanille dérnombrable dlengenbles e A Ca
= . i L e g » £ = . o S S f B B oy
peut supposer z# : définissons inductivenment uane suite iiag:i,*.,}
; = - s 2. m S P S -4 g
de partics de Y comnme sult ¢ T est un ensemble non vide guelcongue
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Pour montrer gue Y est dénombrable & 1'infini, 1l suffira donc de montrer

que chaque T, est 1la réunion dune famille dénombrable dfensenbles de A .

Tons prociderons par récurrence sur 1 . C'est vrai pour 1=0 , Supposons
gque ce le s0it pour un certzain 1 . Pour montrer gque cfest vral pour

1+1 , il puffit évidemment de montrer que, pour tout -1°' >0, et pour
un ensenble donné Z¢ A , l'ensemble des ensemblec de /&1, gui sncon-

trent Z est dénombrable. Or toute composanie connexe de Z f\Yi, est
tvidenment contente dans un et un seul des ensenbles de fil, qui rencon-
trent Z § il suffit donc de montrer gue l'ensemble des cgmposantes de
s Z11Y,, est une partie ouverte de llensen—

: 3e
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ble dénombrable & 1iinfini et localement connesxe 7
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de snite gue l'ensemble de ses composantes est ddronbrabls. Ie lemme 3
est donc démoniréd. :

qui achéve lo démonsiration de la prop.3 .
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: I1 suffit de montrer que toute dérivation X de F(V) dans i?(V)
est un champ de vecte Soit p un point de V ; désignons par X. llap-
¥

nlication g-mg{Xﬁ)(p}o Glest une fonction linéaire sur ¥(V), et on 8,
pour f et g dans F(V), XD(fg)zf(p).ng - g(p).xpf . I1 résulte de ce

gqufon g vu au S TIT qu'il existe un veeteur tangent & V en p , que

nous ddésignerons encore par X , tel gue przx f) pour tout

fe P{V} 3 1z dérivation X eat danc le champ de vectears g ~9'Xp :

Définition 1. Si ¥ est un entier .g_o ou _le gymbole oo ; ne champ de

vecteurs ¥ sur une voridtd V est dit 8%tre de classe O si ¥ zoupligue
. 2 Ok : = DRLEUS
é

% ' (3]
s <7 e Yy Ax 7 7 A 3 w2 =5 5 s | " 4. - =%
P(V) @dzas F (V) - les chznops de vecteurg de classe C° sont encore
B =
annelde chamne de wegteurs cornting ' Tac phemne Ae wertons de clanse
E T o e CREMDS 4 YeLLeur conginGs. LS c:..’aw‘_’g—’s Qe VeCosUrs 8 Ccil3358

¥ n*-{ ang

ol Lats s

o
Xf oppoxriient & F o (V)

colt (fjs.s,,f ) un sysi®nme de coordonndes autour dica point p de ¥
11 exisie un voisinage de p sur leguesl f coincide avec unz foanticn £1

1)
@

1z forme E(fie,.a,fpj, 0% HtH(x?,.za,xn} est une fonetion de

e d

classe C* sur &% . I~ fonetion %f coincide su voisineze d2 p avec
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llontrons maintenant qu"il exizte un ensemble ouvert Uz contenant C qui
est appliqgué biunivoguement per 8. Soit F 1'ensenmble des points

(P,9) € TxV tels que 6(p)=6lg), et golt A la diagonale de VxV .
5i (p,q) est un point de C xC non situd sur A\ , on a 0(p)#0(q) , et
12 continuité de ¢ implique qu'il existe un voisinage ! de (p,q) dsns
VxV tel que ENU =@ . Par ailleurs, 81 peC , £1,.4052, forment un
systéme de coordonnées autour de p , d'oh 11 résulte qu'il v a un
voisinage de p gui est appliqué biunivoquement par 8 , ce gqui montre
qu'il y a2 un voisinage lide (p,p) dans VXV tel gque FPNIUC A

On en conclut qu'il y 3 un voisinage P de C xC dans VxV tel gue

(3P . Pulsgue C est compact, il y a un ensemble ouvert U, conte-
~rant C  tel gue 'L‘a’,,xz’z < P , et 6 est biunivogue sur U, . Soit
Uzﬁ‘?fa U, ; faisant usage éun corollsire 1 &4 1s prop.-5, 8V on voit oue 6

induilt upne carte de U sur une souns-varidtd cuverte de l:‘fa' - Cetie sois-

NEDL At eyt 3 A Lo R T :
contieny sussi 1l'adndrense dign cnhe

Z 5 o g o B mry A e i
été, contensnt le cube 6
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(1) p{u) on  pm)X,...X, .
oh hePF(V), X, €T (1< i< 7r). Désignons en effet par Oa le

gous-espace vectoriel de l'algdbre ‘)d des opérateurs dif;érentiels
engendré par les opdérateurs de 1la forme (1) 3 Oa contient done l'élé-
ment unité [.LH) de Od ; et, pour uontrer gue 0&:: 4.’ il 3uﬁ’1ra '
de mountrer que 0 & es:t un idé21 & gzuche de O ’ doae gue, i D es

un opérateul de 1z forme {1), et ai LEF(V) et X esat une transforma.
tion infinitésimale de Vv, m(h)D et ZD appartiennent & Of . Ctest

évident pour f(k)D . Pour voir gutil cn est atnsz pour X , observora
que lion a

X pll} :H(Xh)«b(-l-(h}x
1 rdsulte tout de sui%e de 1z formule X(hf)=(Xh)L+h(Zf) ).

‘.‘u

{comme
Totre assertion pour XD résulte donc tout de sulte he ce gque £ es8%
combinsison lindaire dMléments de T = coefﬁcients dans F(V) .
as*&:ravz en particulier le cas dtune varidté V qui admet une carie
sur une partie ouverte de 5’ 3 solent (f.,,,..,fn) un sysidme de c-oo*-v
données sur V et X,,...,X,  les trencformations infinitésimales de ¥

X £4=8;y (124, 34m). On a done [Z,,%,]£,0
(1£ 1,53,k <n), diot [X;i’}”‘;:] =0 (11, 3<n); ce qui signifie
guz les opérateurs Q«‘Z,g ,..} oL, - conmutent entre sux é.ans l1'algedbre Od

Tout opérateur différentiel D de V se met donc sous 1d forme d'une

— = :
~.Z égy»»cgg >O y{he‘,’“"e )}7-1 o--Xq
od les h_ _ sont dans. F{V) {on convient que xg représente

opérateur identique). Cette représentation est diailleurs unigue.
Supposons en effet pour un moment que D=0 .nmais gue l'une des fonections
=2 : . = L =

n, . soit #0 . Soit alors r le plus petit entier tel gu'il existe




2l

L 6
28 e, 20 de sonme r tels gue h
i = e1,¢§.,en'f 0 .81 € 5000,8, cont
des entiers Z0 quelconques de sonmme r s on voit tout de suite que
e, g 7 :
D€f§‘¢m.fﬁ“} = {e i) {e Dh ~ 1 ©e qui entrotne une contradiction
A -ﬂ-i’wtugun

evenons au cas 4'une variété quelcongue. Si D est un opérateur

différentiel sur ¥V et heP(V), ltopéra teur différenticl plh)D se

¢ésigne aussi par nb . Cette loi de composition d6finit Svidenmment sur
es opérateurs différentiels une strueture dialgtbre sur F(V).

t maintenant k un entier 20 . Si k >0 , toute transfornation
infinitésimsle de V se prolonge d’une manitre bien déterminde en une
' ation 4

e TFS(V) dans 1(V) Tous appellierons opérateurs
iels sor gk(v) les avplicztions de *“(v) dans F°(V) gqui sont

des sommes d'zpplications de la forme f&_(h)oxiov..oxr_ s o8 heF(V)

sony des transformetions infinitésimaies ot o x < i .

81 1 est un entier glcg.oa éit gufun opérateur difiérentiel sur Fk(V)
fou sur F(V)) est dlordre 1 s'il peut ze renrésent@r coume somme dfopéra.
teurs de la forme ((h)oX;e ...0X, avee r< 1 . Un opbrateur diffé.
rentiel d'orderas 1 sur Fk(v) oy sur .F{?) se prolonge (&*au moins uvne
manidre) en on opéraﬁedrAéifférentiel sur 31(7) $ un opirzsenr diffs-
rentiel dfoxdre 1 sur Fkiv) appligus ?k{?} dang “"?} Zes ops-

rageurs diZférentisis dlordre O sant l:s ﬁultipllzaticnﬁvyar ies fonec-

tions de 2{7) S D e3t nn cpérateur Giffsreniieil dtordre 1 sur e
X1
et D' un opératenr diffdrenticl mur P {Y) , DfeD eat un opéra
i
différentiel sur F-{¥) .

7.
- > 3 = - P o e XX % ‘-!o'-k’ & -
S1 D est un opéra-tenr diffdraniiel sur F (V) et peV , ddsignons
‘i = }’1
5 - o W i s ™ el
var 2 lrappilestion linsaire £ —(D2){p) deo F {V) dans 2 . On
L 5
anveliz suvport de D 1l'zdhdraence de I'asnsaable doa points p teis gue
< e

uf
Prenre 7 = B » - & £ ca o o >
ouyezrt U tel gue D=0 jpour toat fe.F iV) dont le suppors est zoantenn
dang U .
ik -
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51 fw;?k(V),lle support de Df est contenu dans 1'intersection des
supports de D et de £ . Supposons que D soit d'ordre 1 ; si D' est un
opérateur différentiel sur Fk"1(V) (sur F(V) 8i % = oo), le support
de DD est contenu dans l'intersection des supports de D et de It .
Une famille (,Ji)ieI d'opbrateurs différentiecls sur P {V) est dite
digpersée si 1z famille de leurs supports est digpersée.

: : i»
Proposition ©.- Soit D un ovérateur différentiel sur T(V) (o8 k est

un entier 20 ou le synbole oo ). Il existe alors un mombre £ini dtopi-
- - o - -}E -
rateurs différentiels I,,2! (1 £ 1<€r) gur P*(V) tels gue l'on ait

D(tg) =2 1., (2;%)(Ele)

i=1 : 1
poer tout couple (2,g) de fonctions de FH(V)
lous démontrerons par récurrence sur 1 gue cette asseriion est vraie
poar les opérateurs différentiels D dfordre 1 (o 1 £k si c F oo .
Elle est cdvidemment wraie pour 1=0, cer hfs = {hf)g si (V} .
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Somp

de V étant combinaison lindaire de J/J X, ,.+.,d/ 0%, & coefficlents

dans ?{V), il est clair gue tout opérateur diffdérentiel D sur Fk(v)
peut se mettre sous la forme

= 5 : " X ;
A= “e te.te <k pelvley,eee 6o Dleg,..0,)

ot {L(w(ei,«..,en)) est l'opérateur de malsiplica tion pér une fonc-

tion wfe?ypna,eﬂ} de P(V) (81 k= ¢o , il n'y a qu'uon nombre fini

des Tonctions w{eg,asageﬁ) gui sont #0)} ¢ De plus, en appliguant D
& un polynome zrbitraire en Ly gv o0 Xy ‘on voit faclliement gae;les
smppor%g des z{eiancg,eﬁﬁ sont contenus dans celui de D . On voill
donc gue, pour gu'un filtre ¥ sur e (v converge Vers ung e fonetion

< : ,
~ge.&5{v} dans ={¥), i1 fant et suffit que , pour %aut systénme
£

ntiers >0 dec somme < k , 1l'image de ¥  par

5
ltapplicaticn £ —> Dle,,...,.e )f converge miformément sur toute
= 12 n’ =

‘ i -
. partie compacte de ¥V vers Dle ,...,e )g . Liespace € " (V) est donc

w

alors identique & celui qae nous avons étudié zu chap. °
¥ =

ngus y avons notanment étebli gqu’il est métrisalble et complet. Hous

allons voir gulil en est sncore zinsi dens le cos d'hme varided

Soient V une varictc et U une usavariﬁt ouverie de ¥ qui soit

1tirtériecur dfun ensenble cubigue co%nact Cde ¥V . 81 ¢ est u&e fone-
tion sur ¥ , nous Gésignerons par §q§f} 1z regiziciionde F & U 5 o
; 57 ©w

f
S S R e a z £ n 3 o L2 a % - Gt
appiicaiicn continue ae  p (V] ézns {0y . 11 suifirs ¢ée montrer
: =5 ey = —= Fo iyt A2 O PG SR = '
gue. 51 /s est un oplrateur diiférentiel & Buprort compmet sur
B - fgLs '? 2 3
et e e = e e = r AT 3 2 vty e mo B s e g e 4 S ]

Z R 1r 5 5 spératens Aiffdxyanticol T & snonort compact sur FOAV)
T e A - o= a5 £z R x =
tel gue A 5P = PrpoD . Soit (£.....,f_) Un systcme de coordonnees

1 £ > =3
4 & 3 - b o % e I i 3 3 % e e 2
sur 0 , o% 20i23% X,;....%X,. des transiormations infinitesginzoles
£ 2%

3
2
1
!
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la restrictio

U est z2lors une transfor-

vecteurs Xi

2%

2

A est une somme d'opéra

le sur U,

]
o 3

mation infinitésim

o

1 eas ot A

£

g2t

iter o

41

oue pouvons donc ncous 1i

1T
i3

@

’nsu‘zz,’!”

3
1

de 1= forme indigude.

-
oL

L2 fonetion w est zlors dans

¥
3

{V) et 1'opérateny Bzfdw)onoe,ao

»

B

i

conver -

o]
(& ¥

o3

B

e

‘F“{?} & supporis contenus dans T . Si l’imége de F

de

différent

e de F por

2
=2

éans

£
=2

e da

{2

in
A

on conti

cati

€°%0), 1im

il

3
Ay

g

&
L=

8

wre
ze ve

Ceonverse

-

1 $ 3
2 p

une hass de

1Eenns

£ -cgu

T
i

-

ions & suppor

cncti

L
S

‘2
St

ue cette inmsge converge dans

ltre sur 1ltensenble desg

o]

nt

a4

am..'a

by

L)
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. 92 -

' - Soit {;L,._j1 <42 une suite de fonctions de F(V) de somme 1 telle
que , pour r:.,giqm j , le support de b‘j fmifa conienu dang l*;zn des Ui .

disons dens U, s4. Pour chague J , on peut trouver une suite

(

X194 ﬁ?'}),j. £ 9V £ oo G'opératenre différenticls & supports compmets sur
PelE: ;.- tels gue les semi-pormes correspondsntes A (1:973 définis-~
1 (S i 4 ; : & AE 7

e de gkiwi(j}) . =pit Py ifopération de contra-ction
3
/

5= " £ = % s
sor F (V) tel gue L (3; 9 Jop, = p.oD(3:9 ) . Ibntrons gue les
&

W %
seni-normss :ﬂ‘Df‘ > (1£3,9< o) ééfinissent lz topologie de Tg {(v)
4

> £7
i =
E . 32
Soit F un filtre sur ¥ (V) tel qus, pour %out couple (J;3

de ¢ par A. 5 v . converge vers O éans B . Il est ziors clisir co
= pé 7

oy A e o P Ty o o 7 = 2 = s 3 . 2 & F S %
pa3ux bout o, lVimsae 2 W opaT 93 sonverge vers O dans & {Ui"‘f}} -

i = 7 S 2 ‘v =
il en est donc de mfme de 1'imsse de ¥ oper ltappiication f —-;g.:.._(hif) ;

£
; ,
o sy b ST % D F s Lo % 5 G 3" = ; = ;
Le support de h.f étent toujours contenu Gans celui de B gui est
13
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s

sulte des prop.1 et 2 que liimage de

3 est un entier gueleco

=

é
o
P

de
vV, 41 r

F

£

nege egd une

L,

av

D co
de | par op;

o

0

1

e

M

M

N

e

&

Y

@

o0
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ol
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%. Les espaces g)"(v)

Tous désignerons par o@k(V) le sous-espace de 19( k(V) porté par
l'ensenmble des fonctions & supports compacts de F":(V) . fous poserons

o0 , :
ﬁ (v) =‘§) vy . L'espace @k{v) est un espace vectoriel topologigue.

Soit en effet E:niel II(Di) un ensemble de liensemble # aéfini an
n®2, ‘Di)ie - étant une famille dispersée d*opérateurs différentiels &
supports compacts, et soit £ nne forction de F (V} & support compzct
L'ensemble I' des i tels gue le support de D, rencontre celui de £ est

finl 5 il y 2 donc un nombre 3 >0 tel gque afe 2@’(131} pour tout 1eI?

.
==

il en résulté que xfe Il pour tout xXeR tel gne !xg < 5, ce qui

k ‘ e 3 :
démontre gue “{V) est un ezspace vectoriel topclozigue.
3 =

z
Ee
81 T est une partie com §1€?} llen-
semble 8es fonctions r
: S 3 2
Proposition 7.- 81 I est une 7 onm iler £ Ff{?)
£ 2 2 <
2 Ly L gy : :
est fermé dons - = uites per
e ~%
b frp R o h s S
e () et B oY) L2
k r 3 ~ g
9 (V) est fermé dans .
q-;: ~ -;-,I:[ o <~ £ Gy s 03 § £ V
Ona P (V) =7F (V) (v} ‘Y L'ensemble des fonctions
&
~ E e ne- Yoapgiie ¥ qm 5 % 4 wnen . : T G e
continues sur ¥ nulles e - : piémentalire de I et est par
2 & 4’? : N4 ; £ s
suite fermé dans finea que
==
celle dndulite sur = {7V € (V)

G AV
et, a fortiori, dans isperads
dfopérateurs dgifférentie ensenble It
des 1 tels que le sup

= ‘ 7 '

=i gasy o~ . e 5 5= :

T (V) af “ie,i‘inif eable est
= = e ;

un voiginage de ¢ V). ce

gui montre gue les zont

-



%3

T
gﬁ“k(v) sonb id&nfiquee. S0it maintenant £ un &lément de Fk{V) adhé-
rent & ,@k(v) dans fﬁ (V) . Mous voulons monitrer gue f est & support
compact. Suppogons pour un moment qu'il n'en soit pes ainsi. Liespzce ¥
étant dénombrable & 1'infini, il existe alors un ensemble ddnombrable
infini diseret ® de V tel que f(p)#0 pour tout peZ . On peut
treuver une suite croissante €Lr)0gjh£cc de pzrties compactes de ¥

qui possddent les propridtés suivantes - 'Lo:’ 3 81 r>0, L . est
Co
i : .

dags 1tintérieur de \jz_ =7V . Pour chagie DpeE , soit r{p)

le plus 5raru indice r +el que ?GiﬂJ s et so0it Ulp) le complémentaire
de Lr(p) La fapille (U{p)) ’ & et
une partie compaete‘de V,11 y a2 un s tel que Ic LS s Giohk
LNU({p)=¢ st g?,zs 3 or E , étant diser et, ne conti ﬁﬁ»qﬁgaﬁ nombre

fini de points dans L, .51 peE , soit hp usne fonetion de FIV) gui
prenne lsz valzur E(f{p))“i en p et dont 1le

support soit contenu dans

Tlp}, et soit 3, 1topératenr de mmz’;pua tion par zp Liensemble

i =ﬂpeEm ) est dans M si8t f . én g ‘

2!(f'(p)~f(p))(2(p})'1é‘é ! pour peE , d'oh £Y(p)#0 ; £4¥ ne ren-
: ; ; i 5

contre doncpas ) (V) , ce qui est impossilble.

Corollaire. ILlespace 9X(v) est ébmglet.

Supposa-nt V non compaet, soit é& Yo une suite de parties com-
‘%“41"/0@
pa-ctes gul reeouvre V ot telle que toute partie ﬂem@aeﬁ de V soit
contenue dans l'un des L. - Ies ensenmbles 52 (Y} sont zlors des
. 1 b :
sous-groupes fermds de ) (V) distincts de B
2

sont donc pariout non denses. Inis leur reaﬁisn est P

e
montre que fﬂ “{¥V} ntest p2s un espace de Baire
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78 =
1> .
s ) z S5 %
Proposition O.- Pour gu'une application lindaire A de 52}» (V) dans uan
espace veetoriel topologigue localement convexe soit continue, i1 faut

et suffit gue, pour toute partie compscte L de V , lz restriction de A

o
& liensenble F%(V) des fonctions de F-{V) & supports contenus

dans I s8o0it continpe.

La topolozgie d'un espace veetoriel localement convexs peut 8%re
définie par une famille de semi-normes ; si p est 1'une guelconque de

ces semi norumes, go,"x ~est une seni-norpme sur ll'espace vectoriel
k

b
Foonp (V) des fonctions & supports compacts de F (V) . 11 suffira donc

£
conp.

sur tout F}‘LZ(V) ¢t a un nombre >0 , il ¥y 2 un volsinage T de 0 dons

de montrer gue, si A est vhe senmi~norme sor (Y3 aui est continne

73 k{v) tel que 1a condition f£e€W entratne plf) < =z . Soit {(Ti)y .1
un recouvrement dispersé de V par des snsembles ouveris relative ent
compacts, et soit {h;xﬁ: pne famillis disre=gée de Ffonections houtes
70 de F{V) telle gue ¢Z~.;_‘,,_{3.h,§=‘§ et gue, peour ¢hague 3 , le support
Je g3 : : =
‘L, de h, eoit contenn dans 1'un des g, , discns dens Ujrsy » Liensen
© & 1 o Ti
ble J est dénoobrable ; il exisie donc une fanmilde {a.). - de nombres

é
>0 télle gune = : e %33" - 11 existe ponr chague 3j un voisinage W
EE 3 £
<

= = 3
o 2 &
e I T : :
Ty , % I Fey s 3 ~in @ 2
de 0 dans B (V) +%el jue ics conditions f¢ Bt , £e€F. (V) entrs%ne -
E a3 o
2 o
7 =% 2 oo ananF et 3 - - = = P s - e
olf) £ 2, - Liapplication £ —=h.f de 7 (¥} deps luimfme &tant
== o el
-
c o :

3 o
3

£ ce g mam A e 5 < e oy T perd 2 P <

hl cypartient toujours & s {(¥}) . I1 existe vn nembre firi d'opéra-
5 :8 £ S 3

% SR e e ‘ S g o ; = ¢ )
teurs aliicrentiels 4 supporis compacis It e 155&_7; tels gne

% : : o 5= = Sy -

1) Y
H b2 1 - B
£ o 7 {7 T RS 3t o Al e o3 k-
af\}‘},_i (D! .)C W, . Soit h! une fonction de F{V) 4égalis 3 1 sur

b= s Ps o




i
. [\‘ .
Y 8% ¢ 1 154 ?T‘(D 1), on peut éerire h_,wh (h;f) et

D p(RJ2)=Dy 42 , dlot p(n.%) < 24 « 51 L est une partie compacte
¥ . 5

guelcongue de V , 11 n'y 2 gulur nombre fini dfindices 1e&1 tels aue
L rencontre U, , et, pour chague i , il n?

{7 & ga'un nombre £ini d'indi-

17
L4
ces j€ J tels que Lj rencontre U, . Il résulte imnédigtement de 1a

gue le famille de tous les opérateurs différenticls Dy 1 (Jed,1518 g
g P T S
% ) :
est dispersée, donc gue U= ch::p (V}ﬂ{’\g 11 {3 1) ¢st un Voisz.nage

de O dans 2D I:(V) » Soit £ un élément de cet ensemble ; on 2 alors

=2, 3 h.f ; £ &tant & support eompacf, il n'y a gu’un nombre

‘e
) b o5
%
fini 8'indices § pour lesquels f # G 3 on s done A {£ 1< 2 it
. o =
J\.(hji’} «. Or, pour tout indice 3 , ona fTel. ?i; I.{:i)j 91} , Glof
A (£} < 2. et par suite A (£) S = , ce qui démontre iz prop.8 .
ez = < .
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Puisgue gell et U!?

m

$ 3 - “ g = < AN 5 (6 Y
I, 1a mtrice ((X.81)(pi) 14:&
o ! o=

k&
A
b
-y
!H\
1A

est de rang n , et la condition gi(p)=g'f{g) entraine £,(p)=f ‘q)

{1 _é_ i €n), d'od p=q , ce qui démontr

43

notre assertion. Chaque point

de C admet un voisinage ouvert U! dans V qui est appligué par € sur
an cube ouvert de R- et gui est tel que U*nc I 3 on pzut done

recouvrir G par un nombre fini de ces ensenbles ouverts , disons psr
z
g,. M,UI{ . Liensenble Lz Ul x UZ'{ = 5 est un voisinage dans VxV
! _1 i

de 1z diagonale de CxC . Désignons par & la distance euclidienne

de~s BT ¢ puisgue g est biunivoque sur € , il y a un nombre g >0
tel gue &{g(n),z{q)) > 2 pour tout point ({p,q) de C=»C n'apper-

tenant pas & S . L'applicaticn (3,p,5) —»&(ai{p;.a3(g)) dae ‘Zﬁm{-‘?)xvz

dans E étant continue; il ¥y = un singge ' de g dans ‘:‘I“EW) tel
que la condition g'e W' entratne !5( {p),g%(g))-o6{gl ),gfq))! £z
npour tout {p,ale C%C (liensemble {g}xCxc est en effet compact dans
SCQ(V)xY"‘) . Secit g' un &lément de NN ; £t est 2lors partout de
rang n sur € ; nontrons gu'elle est gussi biunnivogue suxr € . En effet,
gt est biunivoque sur chaca.n des ensenbles gnc « 8T aillears;

sip et q'sont des poirts de ¢ qui ntsppartisnnent Pae & un méme
ensemble T:lf_ » {p,q) n'appartient pas & S , et on 2

Glegtlp).g'{q)) 2 Sigip).zla))-2 > 0 , ez qui dbémontre notre assertion.

On a done X ET"’C.Q. s ce guil démontre gue R est ouvert.

Remgrgue. Lz dlémonstration du lemme 1 est indépendante de la




-
Doz
v

i Dour fout point (b,x)e2xX tel gue  f,{b,=x)

i<z e iz matrice { 7 g

(1€k<e), la matrice (1()11{/c)x3)(t,x)’<l,‘c 15 5 g80it de
p &

rang p indéperndant de (b ,x ), e

‘q—,mw-m-

8
que le nombre p Scit L » . Liensen-
pour leguel il existe nn point L e 7

€gt alors un ensenile rare de X .

el gue

Aot i AT s

es points (b ,x }e TXX tels que £, (% ,%)=0

21

de montrer que, si (b ,%x)eS , il existe des
de & dans T et V(& ,X) de ® dans X te

¥ %7 { % - * 7 vy # 3 3 o ot -
RreV{ &, %) pour lesguels il existe un

aue (E7,X')E3 =so0it rare. Suppsscns en effet

5 l'ensemble © pourra alors ftre couvert par une

le d'ensewbles de 1z forme U(b, , %, )x¥(L:,x. )
er g
les {b”‘xk3 forzant une suite de points de S . 8i on désigne par E,,
lensemble des X E."efbk,x,,) pour lesguels 41 existe un beui tv,f.x
A ¥ :

tel que {6 X j€ S , liensenmble des X ¢ X pour lesguels il v a un

donc sera un ensemble rare. Or, soit (b ,X) un point de S . Ie rang
ff'

de 1z matrice {{3_1"7 /o ,..) E, £)iey

srp %3 SE g 3
S ¥ It 18 3 =3 227 5 23 15 1
AVIU, %)), 1L existe un point &“3{“32”*5“5 o ¢
- - g ¥
i o i : TH Asveranmind s T mde
Z 5 = ;’Z.ﬂ 13._: g2 = ﬁk”_ £ ,L! ivind z WAL TS
I : S~
o - > F -
ey 29 % o i e v § t b Ll e & % -
p-4 ik ,7 & th g; & Ui $ Z sod OHE [ %4 A <
el 5 P Ratn e | W e 15 0 = 3 3 % " s 5 A
25T done conteny dans llimagze de W par l'swovlicztisrn
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(Y, u)—> i,{?,'?( E', w)eveye b, W) de W dans R® . Cette application
] C' et W est de dimension r+8-p < 8 ; l'image de V est
“one rare dans R° en vertu de la prop.2,3V .

F1

Lemme 3. Les notations 8tant celles du lenme 1, L'enserble S2 est

de plus dense dans ?m(v) .

Hous utiliserons les notstions de la démonstration du lermme 1 et
-nous supposerons de plus, comme i1 est loisible de le faire, que les

fonctions f’s’“"’fn sont & supports compacts. Fous désignercns par A

l'esnzce des motrices & ~(aij) & n lignes et m colonnes, & coefficients
réels. Si ac€A s nous désignerons par h& i'application
n

= 7 - 7§

{Zi =1 854850000y zZ0 1=1 24pf4) de ¥V dens B . lontrons d'zbord que
l'application & —n, de A dans F™(V) sst continne. Soit X

un ensenble compset qui convient les supporis des fonetions i’i » €T soit

<

@km ltespace des fonctions de F(V} & supporvus contenas dans ¥ .
On szit gue iz jopoliogic induite sur ) ¥} nar e=lis de L{T) est
4 k > I

idenziguec & celile induite per ltespace veetoricl 'c.opmogzcsue Z {v

cf "\f”*I). Or, pour chague j , liapplication 8.-92 ?ﬂ a, 'fi de A
ésns % {V} est continue parce que 1'inéaire, et ltimase de A par
cetie avplicstion est contenue dans 50;4,{‘4’}$ ce qui démontre notre
S0it g un &lfment quelcongue de 3’(“"{?} - Hous allons montrer que
1'ensemble 4 des &6 A pour lesquels g+ha' n'est pas ders ST est

A . cet
% ,?AUt

que g-&ha 80it de rang n en au moins un point de C et de ltensemble

%
rare f&n

Ui

i

-~ o EX . >~ o 2 - 3 x e
znzsemnble est la r8union f.e l'ensenble &' des & +fels

(¢

A" des de¢ A tels que g+h3. ne soit pas biunivogue sur C 5 il suffirs
+

de nmontrer que chacun de ces ensembles est rare. Pour que g !1_3 soit
de rang Ln en un point de ¢ s 11 fant et suffit qutil existe un point

|




N\

- U5
pe ¢ et un vecteur L f O tangent a4 V en p tels que d_g. ,ﬁd L =0
. - p g} a,
21 'L est un vecteur tangent & V en un point pEV , nous posefom

> sy, éi(L)=fimn(p) {n<1<2n). Si peC-,

on a Le i 1 éi(L)(Xi o dp.:, > = Z‘l = Ai ) (p) £.(L). Soit G,
une fonction de classe COO sur RT telle gue Kigj coincide gvec
(f?,“a,f ) sur C . Si pe C , une condition nécessalire et suffisante

P - § a.
pour que dpo I+ dph&,L C est que 1l'on ait

P Cte, T e 1)) YAZE e g L) = 0

{(1£ 3<m). Les premiers membres de ces équations peuvent siderire scus

i n
co i = s
L3 ~ = ezl / / AR T pd
classe C° sur R < A . On.gd OP_(E,,... sonsd) /o8B, . = 8, €.
s : 203 i JeTg

£

"1 ;,M”f:;y1 ae sont pas tous nuls,; le ranz de l1a mmtrice formée

des dérxv&es parsielles de Pk par rapport asux variables a’ij est
m=2n+! , qui est > 2n . Soit |- 1ltensemble des pointes (€, ,o.a s

f:els que c';}. e %én ne solent pas tous nuls ; il résulte alors du
lemme 2 gue l'ensemble des c‘_LéA peur lesquels il y 2 un &£ ¢ E tel
gue Pk(rf, & )=0 (?gkézm} est meigre dabs A . I1 en rdsulte bier
gue l'’ensemble 4! est maigre dang A .

Pour que & €A%, il Faut et suffit gutlil existe des points éistinots
{

pl#h, (p)=glq)+, (q) . Soit G. une foncticn de
s 8 g e

=1
L ¥
¢ n
s 1P < % ' A e J S ¥ - {t .
clesse C~ sur R telle gque g, coincide avee Golf et Foaur o
< 2f 4 4 §
ai 1 ={ ¢ 9 ‘e 20 nosens
H = =
. I{ i ‘01 ge¢ ez 2{2 S ah ? gﬁs— as
| <. =i, PR -
bl P 5T s, 257G e fig) 9
- 13 ¢
=i a. .o 2 1< < @
. Tliot 2l Vs -9 T
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i p et g sont des points Ade C , une condition nécessaire et suffisante
Aour que g(p)+’ﬂ, (p)tg(qﬁﬁ {g) est que lton zit
l-‘r(f (p ),‘M,L !p,;f (o),u.,,f {g);&)=0 (1< k<€m) ; de plus, une

condztion nécessaire et suffisante pour que pFq est gue l'un an moins.
des noubres fi(p)~fi(q) soit #0 . Soit VW llensemble des points

(!71 R ’7211)6 Re% els que ltun au moins des nombres ?n-(-i -p; soit
70 . 81 p €W, la matrice des aérivées oP},/c}aij est évidemment de
ra-ng m=2n+1 > 2n . L'ensemble des & € A pour lesquels 1l

h eV tel gue ?;( P $4)=0 (1<k<m) est donc maigre (lemme 2) ;
1l en résulte imnédistement que AY est maigre.

Jous gvons donc &%abli que A est maigre. Scit alors N un voisinage
guelcongue de g dans Si'miv) . I1 existe un voisinage B de O dans A

tel gue g+h& € ¥ pour tout A€ B , et il existe un &€ B qui nisp.
partient pas & 4 . On en conclut que ¥ contient un S1ément de SL |

ce gui démontre le lemme 5

Lemme Soient ¥ et ' des pzriies coupacies disjointes de V dont
M l mesct o

‘chacune est contenue dans un ensemble cuvigue compact. Ll'ensembic 2

des ge FHY) teis gue g{E}NgiEi)=¢ est slory cuveri st poriout dens

Soit g un &idment de §2 . Ii existe des paertics ouveries U ¢t Ut de!
R® tolles que Ec. U, E*c U, YNTE = ,5 Ligppiication v 2
(gt,p:0") =2 {p),g' {p7)) de FMHyix ‘T’?‘ ans RUx RS est condinue.
"’e‘u,em}le lp({g} » EAEt} est contenu dauns U%U? s ani est ouvers.
Liensenble %g}xE%E* $tant compaset, i1 y 2 un volginage W de
‘{ﬁm(?) tel que O(FXEXE'Jc TxT' 3 il est clair que ¥ o S2
ce qzzi. montre que SX  est ouvert .

Soit maintenznt g un 6lément quelcongue de 9’55{?) « Soient £ =23 (¢°F

samnlia
nSenclie

fu Ty
W
(’D
3]

cugiques compacts gul contiennent & 2% E! respecii 7asuent,

%
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N

tindices 1 tels que g(Fi)'reﬁcontre L , ce qul démontre notre

d
assertion, puisgue les ensenmbles Fi sont compacts.

te une veriété V' plongde dans R% telle que g 8oit un isomor-
phisme de V sur V! ., Puisque g est une application biunivoque propre :
de V dans R~ , g est un hombonmorphisme de V sur llensenmble des points
de V', muni de la %topologie induite par celle de R ; ctest dire que
1z variété plongde V' est régulidre. Diautre part, V¥ est une partie
fermée de R" ; il résulte donc tout de suite de la prop.i .36 gue V!

est une sous-varidité fermée de RD . Le th.1 est donec démontré.

Corollsire 1.- Soit.V bne varidté de dimension n . Il existe alors
2n+1 fometions f£,,...,f, ., ¢ F(V). qui possddent la propriéié

suivante : gi k renrésente un entier 20 ou le symbole toute

=

2
fonction de ¥ (V) peut se metire sous iz forme H(Z, sosesfp 10}, OB

amh

]
2

=~ a

s g
i egt pne fonetion de classe C° sur

e

Il résulte du Bh.1 que 1'on peut supposer gue ¥ est une sous-variétd

E.-’:z.-z-i‘ Coute fonction de Fk{‘i) est 21ors 1z restriction

P RS < k 2!‘ 3 ; < ®
& V dfune fonction de clesse C- sur REGTE (cf. prop.1,¢4) 3 on peut

done srendre pour f1 PUBEECN 4

Zn--i

D .les restriciions & V des fonciions

»
coordonnées sur §

a

!
o
M
]
¥
Pede
{om
(v
D
ik
Iy

> _dimension n . Il existe alors un

regouvrensnt ouvert fini {?jl}q <1<1, 8¢ V gul possdde la propridté
H = < g
= =-71 :
sulvante : pour chague 1 (1 glél?}, il existe n fonctions £i.4
2 4
(1£1€n) de ¥(V) et n transformetions infini’ésimal s %, izig

Soient f“..,fgfzn_m des Zonctions de F(V} gqui possddent iz
propriété dnonede au cor.? . Si peV , les é.pfi s i< on+l) engen-
drent évidemment liespace bp{v) des 2oveeteurs en p . Il »é




A
J

Yl -
un recouvrement ouvert fini (U')1<l< 1. 4de V qui posséde la propriété

=iz 4

suivante g povr chague 1 , 11 existe n fonctlions fl'i (1£i€n) qui
9
ﬁigurent parni f1’“°’f2n+1 telles gue, pour tout peUi ; Les
dvfl'i (1<1€n) forment une base de DP{V) - Il existe donc n champs
k %
de vecteurs Zi.4 {1£i<n) sur la scus-variéié ouverte U] de V tels
4 .

- o - £ < : ¢ s 4=
que “i;ifi;j =& 4 § B pge jf_,_g) {0k fi;;‘; est 12 restriction de

fl'j &, U_{ } . Ces chanps de vecteou?s sont des transformations infini-
: ;

tésimales. Soit en effet £! une fonetion dg F(TJ.’“ s 81 peUy , les
d

e

(1£ 1< n) forment un systdéme de coordon inées autour de p ,et £*? coin-—

53
cide sur un voisinsge de p avee une fonection de 1s forme
H(f:‘f‘”,,“gfim)j o# Hzﬁ{xi ’“"’Kn} est une fonciion de clasge ¢ °°
sur R* . La fosction Xi,if' oincide alors sur un voisinsge de p
]

avec la fonetion (éﬁ/bx..) {£F i 1 ), 0B gl maptre guielle est
i 141 isn
de classe € antour de p . Ceci dit, il existe des ensembles ouveris

UI S4S i'é 3.1 gui forment un racowrenen*é; de V tels que, pour tout 1 ,

suppert, quil est #mxms® dans U' ; on en conclut gque Tl’i est une
l : &
transfiormation infinitdsimale. I1 est clair que Kl.ifj,_. coincide
$ e B
Sxro o 5 Sur if o
é,i = Qi;j Dua. { 3.
fous dégignerons Gans ce gui suzit paxr k soit un entier 2 0 soit




Proposgition
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73
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l'ensemble Fcompsiv) des fonctions
dense dans 9 “(V) .
Si V est de dinmensionrn , on peu
fermle de hgﬁ 2 s 81 z est une fonc
par plg) la restriction de ga V .
prop.7, $ 7 aque, pour tout opérateur diFféfCﬁtlel
_existe un opérateur 4ifférentiel DY 5

- > § o “ - s Lk
supyposer gue V est une sous-varict
9""‘?‘1 -

= - £ 2 PR I e o g % 27
xtion sur R s noug déglgnerons

11 rdaulie inmédictenent de l=

.E'Q)l“"‘l %

Mot
¢h
o
tww

18
o2
0

sy

Si lec support L de D est compaet, on peut prendre I? de support compact
on peut en effet remplacer Df pﬂﬁ- Dio ${h}, ok wK (k) est 1'opérateur
de multiplication par une fonotion L de P{RPTY) dgale & 1 sur T et &
support compaet. On en déduit tout de suiie gue p indult une applica-
s K, 2ot 2 Ky = < 3
tion continue de éj*iz Bty gpr G (VY {ef.y prop.1;94) Or on
’ P~] B X - k. zZns] : = '
sait gque P bgﬂ )} est dense dans § iR Y- Aprop. TR
puaisque p applique. F{E‘n+f} dans PF{V), il en rdsultz gaz P(¥) 23t
dense dans ‘ﬁ‘%ﬁ} - o0it ntenant g une foaction & support compact L
< 2 : z‘: 4 E
“de F(V) ; g est donc limite dans E (V) diune base de filtre B

sur F(V) . Soit h une fonction &

de filtre B! sur llensembiec des fonctions de

‘:ﬁm i

ans L' qui esﬁverge vers £ dans

converge aussi vers g dans I “{V)

Proposition 2.-

supyport ccmgact

1liimage de B par ltapplicstion £

Soit v une spplication de classe

- bf

Gk diune varidwé v

dans pne varidtd ¥ 3

lioppiication

25)

continue de dansg

Mo senl

liappiication

<

dans
CERETSESTR

g->gop g8% slors une application

3 81 ¢ est une gpyplication propre,

g —>gey _g_ggu__'i,_é une application contiunue de @ {(¥)
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par 'gl‘{\}’) et D=(V) (resp.: par 'ﬁk(V) et Cfbl(v)) sont identi ques

o

et Liapplication g-»go ¢ induit une application continue de ;* “'),

considdré comme sous-cspace de & 1:("Jﬁv’) , dans ::F,Jf), considéré
comme sous-espafe de ékm . Ceci étant vrai pour cou‘c 3 e G en
résal"c'e que l'spplication lindaire g->gop de 57) “ (W) Lansc@

est continue {prop.8,38)

Proposition 3.- Soient V et W des varidids. Lléensemble Fk(V)QFk(W)
des feonctions de 1= forpme, gdh , gag__gg ge Fk(V) et he Fk("?.f) et de

leurs combinaisons lindaires (& coefficients consitznts) est dense

3 - 1> 7 =
dansg FElvx ) 3 llensemble @L’(‘f} & )W) est dense dans DY)

Etablissons d'zbord le
Leome 1.- Il existe un nombre f

EE T SRR R

in:
et-de fonctions bjé F{#) (1€£5<s

ni de fonctions £ BV l1sizr)

telles gue topte Ffonction de

e T e,

T:FK {’i’

7% W) opuisse se netire sous la forme

Hig ?ﬁz,“,gg 01 , 16h,,...416h ) , H &iant wne fonction de classe G

R

ltapplication ?w%{gi {p}s--e:8.{D)) soit un isomorphisme 82 V =avee
e
une sous-variétéd fernde de R“ s et un nombre fini de fonetions

(W) (1€ j<£s) telles que l*applieation‘ G =i h {q)guwh {g))

solt vn isomorphisme de ¥ avec une sous-varidid ferpde de BT .

L

Liapp

i
(,9) =18, (P),-- 008, (1), Q) 4ene b la))

est alors un iscmorphisnme de VAY agvec uns gsous varidis fermde 2
. T8 4 i, £ : : . A
de I -~ I1 est alors clair que les fouctions &; b, pousstdent

>

lss propridtés reguises.
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Ceci dit, soit f~H(g1@1,...,gr®1 1 @h s e s10h ) une fonction de

(Vx ¥), H éta nt une foncticn de classe Ck sur Rr+s . On sait que H
£3%, dans ﬁ “(RT*®), 12 limite dtune suite (IE’Q)1 < v< oo de polyno-

mes j; il résulte alors de la prop.2 que f est dans ‘& (VxV) 1la limite
de la suite de fonctions Py (g,@i,...,orm 10111,...,1@11 ) . Or, chacune

de ces fonctions appartient 4dvidemment 2 FK(V’)@Fk(V) . Supposons
maintenant que £ soit & support compact ; il existe z2lors des parties
corpactes K de V et L de ¥ telles que 1le support de £ soit contenu

dans Zx L . Soient u une fonetion de F(V)} & support compacte égale

& 1 sur K et v une fonction de F(W) & support compact égzle & 1 sur L .
Ies fonctions (u@v)Po (g1m so0= 38,01 ,100, seeeslBh ) appartiennent 3

9 Lirye DEW) et convergent vers f dans ‘& (VAV) ; de plus, leurs

supports sont tous contenus dans une partie compacte fizxe de VX ¥
(le produit des supports de u et de v) 3 elles convergent donc vers f

dans i)k(?x W), ce gui démontre la prop.3 .
Zroposition 4.- Scif V une sous-variété fermde de R . I3 existe alers
- U4ne application T de classe C° dtun voisinage U de V dang RO sur Vv

qui possbde 1= propriéié suivante 8L XeU , WX ) est le seul

goint de V tel gue iz gistance de X & ce point soit &gale & 1a

dista-nce de x & V .

Wous désignerons par r(xX, ¥ ) la distance des points X, ¥ dans
r™ s et par év(zf.) 1a distance de X & llensemble V . Tl existe alors
au moins un point peV tel que r{x ,p):rv(x) « En effet, 1tinger-
section de V zvec 1a boule fermée de centre %X et de rayon rv{x }-+1
est compacte et znon vide ; cei enble £ contient donc un point p tel
que r{X ,p) soit &gal & 1a distance de X & B s quzi est sussi la dis-

tance e X &2 ¥ . 358i peV , llespace tangent LP{’?} & ¥V en p peut-8ire

f:l:
v.

\\)
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r{ % ,p):rrv(n }, le vecteur X -p est orthogonal a Lp(V), Solent
XgpeoesXpy les coordonnées de R™ s Bygeeesdy celles de % ef {:’,1 ,..,ém

les restrictions de x,,...,%x, 2V . La fonction u =:‘Z:§i"l__:1 (a:'_--«_E,j_)2

est dé clasgse C'Oo sur V et admet en p un minimom 5 on 2 done dpuzo 2
dtol Z?ﬂ (:a.ﬁ_--,i(p))dpl;”.1 =0 . 8511 est un vecteur tangent quelcongue
& Venp, les nombres < L,dp€i> sont les composantes du vecteur L ,
et on a > gﬂ (ai-éi(p))< L,dp§1> =0 , ce qui signifie gue L est
orthogonal au vecteur X -p . Ceci étant vrai pour tout Le LP(V) ~

A -p est orthogonsl & L, p{V) :

Hous allons maintenant montrer gue, si peV , il y a des voisinages
U{p) de p dans B ¢4 U¢(p) de p dans V gul possddent la propristé
suivante : pour tout X €U{p), il existe un point g et un Bmeul de TYp)

tel que X -q soit orthogonal & 3 5 ;(V) . Il existe un systéme de coor-
données (f., ,...,‘fm) sur B® et un v‘ois}inage C de p dans R® qui pos-
sddent les propriéiés suivantes : £ est un voisinage cubigue compaet
de p sur legquel (fi ,..,,tm) est un systéme de eoor&onnées, et VNG est
ltensemble des g€C tels f;ue 2i{g)=ceo=t,  (q)=0 ({oR n est la |
dimension de V) [Gn noterzs gue C n‘és’c pas en générzl un cube de R® 3
.c'est son image var l*applicatiozi 49(21 (q),...,fm({;).) gui est un cabe.}
8t ael -k é("’@') est la variété sffine définie par les Sguations
Zfﬂ (&f:/ axi)(q)(xi-ki(q))=0 $1€ i€ n-n) . Désiznons por u.é{q)
. le vecteur de composantes (( 2’):!5'};/(32!:.¥ Hg),ses 400 £, /9x }ia)) (123 gm-—n};
ce vecteur est done orthozonal & Li(q) . Désignons par Ujf(p) l'inté-
rieur de CAV par rapport & V , 8t par p ltapplication de T (p)x Rm—n'
‘dans B 86finie par

ola,b) = ¢ + L 377 tyuslq) (g ¢T*(p))
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o b est le point (t1 PRSP, de R™®, cette gpplication est

mvn)
visiblement de classe COO - llous allons montrer que lz différentielle

d(p 0)? de v an point (p,0) est de zang m . Cette différenticlle est
: 4
la somme de ls premidre différenticlle pargzglle d¥p O)‘P de © et
; ; : : R =2
de sz seconde différenticlle particlle d(p,;o)‘? » Orx d(p,o)‘P est

la différentieclle en p de ltapplication g —> p{(q,0) de V dans B 5

-qui est l'application identique 'd¥n O)tp est done de rang n . Dfsutre
Dm‘n =2

PAS

rart, {p,o)ge est la différentielle zu point O de 1tapplication affine
g p-&-Z?;? 'tj LLj(p) - Or, dpf?,”.,dpfm sont lindairement indépen-
dants, d'olt 1l résulte gque les wvectenrs u.j{p) {1£3i< m-n) sont
lindairenent indépendants, et par suite gue la seconde éii’férentielle
partislle de ¢ en (p,0) est de rang m-n . On en conelut que v est de
rang = au point {p,0) . Il existe donc des voisinages ouverts Us{v)
de pdans CNYV et I de O dans R R teis gue o iﬁéaige un homéomor-
vhisne P4 de Ul{p)X ¥ sur un v&iéi:qage ouvert ‘f:.fzip} de c'iazzs_ o
tion réeip:csq_ue ¥ de 12 501t une appliecation de clssse
€ 33’2(;::}5 s0it @ik ) la projeciion
de Y{X )} sur ULlp) : 1le ?*38’58%2;}?. 2 -TVT{R) est donc orthosonzl 3

l'espace tangent & V en Ti{K) . ilontrons msintenant gutil sst impossible

qutil existe des suites (£, )14 )< oo &t la, )z < V2 oo aul
vossédent les propridtéds suivanies - on 8 Ay € '&’gi’g)gqg = T"é{p} 5

N - P EuE s : < b 1 w7 3
limge,ﬁ,@@ A —&img,.%cg g P 3 fﬁ;,e-q; €8t orthogonal & éhfg;
et g4 FTIX 3 o fet toutes ces conditions satis.

L

tout point de FNV), les vecteurs WL

5 5 LT
& sont linéairemant
< 5 - 3 2 o g = > - = 3
indépendants, st forment rar suite une base ds ltespace des vecteours
T ey s e e I . S ¢t H-nl % &&{ﬁ“%s
= g'¥/ = Un Dourrzsit donc éerire X, =Rl o Ba gl
= ¥ =1 d3v¥




Aol

w08 T
les t.,, G&tant des ncmbres réels. Scit o. = max, . it.., 3 :
Jsv v ?:'_;j gl 112 5 & 37*)'

Puisque s ;ég;%(;i,_) )s; le point {tp\? ,..Mgtrhn;g ) n'est pas dans
7 e ¢ z

G

i , dtofh 11 résulte gue les nombres a”f; sont bornés. On g

O;éw,af;’ gtj;gigi ; extrayant au besoin de la suite donnée une suite
ik 2 : -1
partielle, on peut supposer que les limites 1inm 3 5 o0 a,) ta .3

(1< j< n-n) existent ; soient ti ces limites. On & done

i af1 (A; ~g, )=0 ,

808, O«:Zf?;? t3 u.j(n) , ¢ce gui est imposswleg pui_sque les vecteurs

mféjézﬂmﬁ%tjg =1 . Par ailleurs, on 2 l;m

C.

W.lp) {(1$£3<m-n) sont lindairement inddpendants. Il rdsulte de 13
gutil existe un voisinzge ocuvert Sﬁ(p) de p dans ‘J’{ >} et un voisi-
nage I, de 0 dans RTP tels gue, si qgeUlip) et 56:21 , .0 soit le

senl point gf de Ut {(p) el que wla; § )~g' soit orthogonal 2 ‘Lﬁ,_(?) 2

S1 on pose TUlp} = ¢(U'(p} <1}, les voisinages U(p) et U'{p) possd-

= § Ao P oy Kk X . = % g e o - - 5
dent les propriéiés requises. Soit maintenant S le couplimentaire de

G'{p) par rapport & V 5 ctest un engsenmble fernmé de R

Do 71
B ot e 3 3 o s e =z o il
exisgte alers un voisinage fermd i, de C dans R el gque

un vo:x ‘:‘*?"«'?«.-gé

12
2
T ixzy N T VL Yo . 2 3 X3 o A 2 3 s 3} Z “*
| ¥ - e HE 5 23 e %3 23 % o= ¥ 2] £ 3% Teas 7 = i 5 Ay T fLeagy oS ]
B oy 8 ¥ ] & B[CLEL U L& PEunion dos i TLEPIsUTE uag Uz il pCUr COoBES is8 peae
73 &
% B

.{;{

G
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U est donec un volsinage de V dans Rm » et, pour tout ne U , il y &

nn point g et un senl, solt M (A ), tel que =r(x gq):frﬁ (%) . De plus

£ appartenant & l'intérieur de 1llun aes ensembles U, (p), PEY ,

il est clalr que W est de classe ¢” autour de % . Ia prop.4 est
donc démontrée.

.

Proposition 5.- Soit v une zpplication continne dfune variété WV dans

une variésé ¥V , et soit ‘.’1 une sous-varidié fermdie de U _telle gue ls
restriciion de 0 & ’%71 goit de classe Ck « S0it A un voisinage guelcongue
du_graphe de ¢ dans l?espace WAV . Il existe alors une applica’cioq Y
de clmsse C¥ de W dans V gui coincide avec ¢ sur ¥, et gui est telle
gue {g, ylg))e A pour tout geW .

& le cas o V est une variéis pY s pour un certain
@m >0 . Soient =z, {1€1%m) les coordonndes sur R% igeV , 11
existe un voisinage U de g dans W et, pour chaque i , un voisinage ?i
de x.(olg)) dans R tels que les conditions gfell , zled, {1 <£i<m)
entrafnent (q"gfz,‘g,.u gxé}}e A . On en conclut quton psut irouver '
pour chague i up voisinsge Ai du graj}he de lg fonetion o dans 32
de telle meni®re que la condition suivanie soit satisfaite ¢ si
Eq1e-248, Sont des fonctions sur 'e' telles gue {gmitq))é A, pour tout
qew (1 <£i<n), on 3 iq;(gifﬁ.)ge”,gaia})}eﬁz . I1 résulte immédiaie

nent de 13 que, pouxr démontrer la prop.5 dans le ces oh- V=R s i1 snfl

=
3 2 'y 3 ke ~ ~ £ £ £ o
sur ¥ . 51 ge VW , soit r{g) la distance {dans R%) du point (q¢,u{q))
au complémeniaire de & : si I est une portie compache de W on g
-5 F=. 5 & :
N £ - B 5= P - . o _
inf g r{gq) >0 . Soit {&3)1:‘:354 une suite dispersde de fonotions

. supports compacts telle gue £ n. =1 eif que

‘.5
0<h.{g)< 1 pour tout j et tout g€V . Soit L. le support de h

§oret
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e o (a2
et soit 4,3---2 (inf ge Ljffq”“ Pour chaque j , il existe une

fonction gjéFm) telle gue !ga(q)-gj(q) gg aj pour tout g€ Lj
{(prop.1) . La suite (hjg;j )1§ j< oo est dispersée ; soit g s2 sonmme.

Si q€eV , ons
i(P(Q)"'g(Q)‘ziZjﬂ hjlq){cp(q%gj(q))\é ij, a;bylq)
Oor, =i hj(Q)F'O , on & g_eLj dtod 2, < 2"(3"'2)12(&) ; on & done

}@(Q)%M)é < (1/4)r{a) . Lz fonction'g est dans F(W) ; la restriction

I

de @-g a "{.‘1 est donc de classe O et peut par suite se prolonger

par une fonetion n de classe CF sur W . On a iu(q)‘ é (1/4)1'(:1)

si g€V, ; l'ensemble ¥ des points q€W tels gque }u(q) \ < (1/2)r{q)}

est donc unm voisina-ge de W, dans W . Il existe ure fonction h'e F(VW)

qui possdde les propriétés suivantes : ona ht{g)=1 si gev, ,

O0<hi(g) €1 pour tout ge¥ et hi{a)=0 si qfﬂ . Il existe en

effet une suite dispersée (hé )1§3<m de fonctions de F{W) aqui

o

it

T3 ona 0Shilg) S1 opour tout j et tout geW ; les

o

ossdde les propridtés suivanias : ona 2 $=4 h3 =13 onzg
£y St
2i:. ! ;
oFE 3 ;
supperts de celles des fonctions hi dont les snpports rencontrent E’.” '
; d
gont contenns dans ¥ ; i1 suffit aleors de prendre pour h! "la somme

i\

de telles des fonetions h] dont les supports renconirent L P

La fonetion g+h'u est de classe Ck et coincide gvec 9 sur W? s

de plu=, on g {h’iq}u(q}g < 11/2)r(q) pour tout q &7 , dlok
gcg{q}-(g-f-h*a}(q}%(r(q) pour tout qeVW , et par suite
{q,(g+’u){q})ed . Ta prop.5 est donc démontrée dans le cas of 7=g"

Pour passer au cas général, observons que l'on beut supposer, sans

s34t . nne ¥ oacs s . 161
«

s
o)

&
L)

]

=

{

- e T » - &
¥ it I Fon g = £y 3% 292 TRV s 27 ¥ =1 s E X E22 3V
il , gUS ¥V &8 ane LUS=Y L l0L0 JEeTRCE gdrune verio-
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Solent alors U un voisinage de V dans R- et W une application de U

a
W

sur V qul possédent les propriétés énoncées dans la prop.4 . Soit Af

ltensenble des points (g, x )& WU tels gque (q,T(x ))eA T

we

étant une application continue, et coincidant avec ltapplication
identigue sur V, A' est un voisinage du graphe de WxU y GOnc zussi

E de v

dans WxR® . 11 existe donc une application 1&', de clzsse €
dans Br™ qui coincide avec ¢ sur W1 et qui est telle gue
(q,ﬁn’(q))eA* pour tont ge€eW 3 llapplication 4 =T o Y; possdde
alors les propridtés requises. '

Remargue. Soit E une partie fermde de W . Convenons de dire
gizlune 'foncticn g sur ¥ est de classe (3k 51 2z est 3.3 restriction & E
dtune fonction de ?k{‘éi)g puils qutune gpplieation P20 de E dans tine
varidté V est de classe GF si, pour toute fonetion fe P(V), la fonc-
tion fep  est de classe ¢ sur ® ; ces définitions sont en mecord

gyec celles précédemment donndes dans le cas o8& B es% une sous-varibtd

fermée de W . On 2 slors le résuliat suivant

J

Solf ¢ une gpplication continue dfune varidté ¥ dans une variété v

et soit E une psrtie fermée de V telle gue ls vestriction de v & F

: : k ; 4 =
s0it de classe C . Soit 4 un voisinase guelcongue du sravhe de ©

dans l'espace WiV . Il existe zlors une application ¥ de eclasse ck

de ¥ dans V gui coincide avee sur T et aui est telle gue {g,y(q))e A

nour tout gev .

La démonstration se déduit de celle de 12 prop.5 en y renmplacant

partout "‘ﬁiﬂ par ®ER
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Soit V une variété. Supposons gu'on ait attaché a chaque point peV

une algébre graduée A(p) sur le corps des nombres réels, le groupe
des degrés T° de la gra—dgetion de Alp) étant un groupe additif quel-
congue , mais ne dépendant pas du point p . On pourra alors considérer

ltensemble AO(V) des applications g ¢+ p—>a_ de V qui possident la

propriété suivante : pour tout pevV - apeA(;’) . S1a et b sont des
éléments de AQ(V), on désigne par 2 +b l'application P —93p+bp

et par ab liapplication p ~—>a~pbp 3 11 est clair que ces lois de
composition définissent sur Ad(?) nne structure dfanneau. ' si Y est
un élément quelcongue de T’ , =so0i% YAO(V) l'ensemble des applications
2 € AO{?) telles que, pour tout pev , ap soit homogzéne de. degré vy .
Posons

i) =2 Ys (y) .
(1) (v) =2 Y4 (v)
I1 est clair que A(V) est un sous-anne=n de AO{?), et gue 1= décomposi

tion (1) de A(V) dé&finit sur cet annean une structure sgradoée sdmettant
I’ comme grouve de degrés,

Surposons & partir de maintenant gue, pour tout peV , A{p) admette

Al

un &1/

L

ment unité | on pourra slors identifier le corps des nombres réels
& une sous algdbre de A(p) ; les 41l8ments ds cette sous-glgzébre sont
homogénes de degré 0 . Il en résulte inmédistercnt gue A(V) contient
ltanneau @ {V) des fonctions dé&finies sur ¥ ; de ‘plas, @(V} est contena
dans le centre de A(V), et son S14ment unité est sussi &lément unitd

de A(V) . Cn pourra donc considdrer A(Y) comme une algdbre sur q‘_)(?) .

Les considérations précéddenses sfappliquent zux eas suivants -
1) &{p)} est l'algebre tensorielle sur llzzpace I;‘?{?) des eovec-
teurs de V en p ; algdbre gue lton désigne par T ,_,W{p;v’) =
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Cette alpgdbre est gradude avee comme groupe des degrés le groupe Z

des nombres entiers ; ses 61léments s'appellent les tenseurs Qgggriants

en p . L'algbbre A(V) s'appelle alors 1t'alstbre des champs de tenseurs

cova riants sur V , et se désigne par 1jcov,(v)

2) b(p) est l'algdbre tensorieile sur llespace L, (V) des vecteurs
tangents & V en p , algdbre que 1'on désigre par T'con(p,V) Cette

algtbre est gradude avee Z comme groupe des degrds : ses S14ments
s'appellent les fenseurs conirewsriznts en P . L'algdbre A{V) stap-

ﬁelie zlors 12l Dhre des chanps de tenseurs contrevariants sur Vo3
et se désigne par ’17conf(V) -
3} Aflp) est le procuit tensoriel 'I‘ccv,(P} $-7Tcgﬁ1€p;?} ; Gue
- : : 2 =
l'on désigne par T (p;V) . Cette 3lgdbre est sradude avee 2Z°  comme

groupe des degrés ; ses €lsments sfappelzent lzs tenseurs mzxtcs 2n D .

L'alztvre A(V) s'avpelle alers 1'alsdbre des champs de tenseurs

mixtes sur V (ou, simplement t, des champs de tenseurs sur V) et se

4 R b 3 w132 o e 3 - %z L ¢ <7y T <ry

operations de multiplication dans 71 == Io ¥ % o WD) V)
COYV. COna :
73 L Sy " et - -~ g = P4 S e} ey
\28 1ied de da notation § ) . On notera gue T~ (V) ot 5 iy
COV . 'JOZ::

s S oz & Bl ot o e, e TEE

peuvent sildentifier 4 des sous-algibres de V) -

4) 4lp) est ltelstire extéricure C (p:V) sur l'espace " D (V)
Cette alatbre est ~ra-dude svee % conme groupe des degrés : smes Sldérenis
s'appellent les multicovecteurs gn v . Ltalglbre A{V) s'appelle slors

rE

1'algdbre des formes d‘fféreﬁ?erZes {cu encore ;’algebr@ a*s chanps de

multicovecteurs) de ¥V et se désxgne par C(v)




/440

104 -

5) Alp)ce

{)Z

3t 1'alglbre extérieure M (piV) sur l'espace 1 p(V)

Cette algtbre est gradude avec Z comme groupe des degrés 3 ses Slémente
sfappellent les multivectcurs en p . L'algdbre A(V) slappelle alors

1'gletbre des champs de multivecteurs sur V et se désigne par MI(V)

Dans les cas 4) et 5), les opbrations de nultiplication &ns A(p)
et dans A[(V) se désignent par le signe /A . On notera gue, dans

chacun de ces cas, un élément homogéne de degré n de A(p)} ne peut &tre
fo gue si Ggmgn s O& n est la dimernsion de V . I1 en résulte gne
l'on 2 , dans les cas 4) et 5), A(V) = A, (V)

Revengnt au cas général d'alzdbres gra daéeé A(p} g uvelcongues, on

£ U est une sous-variéié ouverte de V , laz restriction & U

=

e?
dfune gpplication & € A(V) zppartient & A(U) . On obtient ainsi un

homomorphisme de A(V) dans A(U) quton sppelle 1'hormomorphisme de

5i a est un entier , on désignera par 57 {(p;¥) , aThon“(p;V);
T, S . ), SCT), ZmMmT), B (V) et 2M(V) 1les
espaces d*&Eldments homogines de degré a des alztbres WPQQ? fp:V .y

T con {E}ETJ’)?\ T Gc’?«‘ Z?} & } c0n. {V} 5 C (E};‘Ef} 2 ﬁfifp;v) ¥ C €v> et JM*: {‘g)

respectivenent. (es espaces se réduisent & 0} sl a<L0 .8 aethbd
et ‘@Bpiry 1es

espaces 4'81dments homozdnes de deerd {a,b) de T (p:¥) et de T

sont des entiers, on désigre par (2 b)ﬁff

sheng
=y

e

we

S = Epag %1 2 £ < 28 ey >
§f§sc,ga} Cn peut alors sssccler & ¢ un ordrstzar és gymsiriz dens
* Ll
&3
¥ 3 ] = ; = R e 2 w3 == 2
chancun des espaces Tone (P3V) et g 191V}, opfrateur cue lton
= \rw’?c = e ide 53
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5) 81 peV , il existe des homomorphismes canonigues Pc et %
de T, o (057) sur ClpsV) et de T, (piV) sur M(pV) . Onen
e et PM. s Gits cononigues,

de Tcov,.(v) sur C(V) et de T oon. (V) sur MUV), définis par les

déduit qu'il existe des homomorphismes P

PC et(PM.?MI"

Ces homomorphismes sont homog”*nes de degré O et coincident avec 1'iden

formules .t) 2E1) pour tout peV .

tité sur @ (V) . Ie corps des nombres réels étant de caractéristique O, “
les noyaux des homomorphismes PC et P.M. sont identiques 2 ceux des

oy, (V) et dans Tcon'(V) . I1 exisia.

aussi, pour tout pevV , des applications linGaires canonigues o 8t

J.M. de QCip;V¥) sur liensemble des '?;ew seurs covariznts cliternés en p

et de MI{p;V) sur ltensenmble des ¢enseurs contrevariants alternés

opérations d'alternation dans T

en p . On en déduit des appliegtions lindaires cancnigues &'c de Civ)
{considéré comme module sur @(v}) sur ll'ensemble des champs de ten-
seurs covarianis alternés et % de M (V) sur liensemdle des champs

de tenseurs contrevariants 2lternés : on pose, si we C {V] et

& J . = < o = . - 5 =
Eemiv), ¢ e w)p J@ @ et ({M. ;)p JM_ %P pour tout pe¥ .
Les anplications JC'. et JM sont biunivegues. 51 we” @(V) ,

& .%Mm), ona 2, (3, @) =alw, M(UM,, Efi=ales < of

'tc ”? COV., i?g et teeTconu !V}, cn 2 JC c et)zéltet.,
d P V) = A1t .ty .
miEnt)

: : bS] 2
51 0 e®C(), e e, MW, e M), ma
(o ) = A18.00, -0}, .w') et Ge meme

Jp (oA w
bibt} JM('%;AC ) = ﬁltoiJM gé){&‘m LE8) .
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6) I1 existe vne forme bilinémire canonique (w,t)—> < w,& > sur
le produit des espaces vectoriels C(p:V) et j&;’%_.("’)“‘?)ﬁ 81 main"cenant
we (V) et £ eM(V), nous désignerons par < w, & > la fonction
sur V définie var (< w, & >)(p) ::<w > pour tout voint peV .
L'avplication (w,f) —> <L w,& > est une forme bilindaire sur le produit
des structures de modules de £ (V) et de MIV) cu.r @ (V) . Cette
forme bilindaire s'lannulle sur le produit aC(V) * M(V) si a #b
Si w est un &lénment ff} de C(v), il yaun EeM(V) tel que

Lw, £ F0 5 et at £ est un &1ément #0 de M (V), 11 y 2 un

9

£
e
o
3
ot
£33
[
’.\3

e L w, & 2> #0 . Si £ est une fonetion de classe C
sur V et X un charp de vecteurs sur V , on 2 <§fgx>z Zf -S4
té‘;’ffca?a{x.f} et EZeMI(V), ona <P€}; , €= <t’JM.‘ C>

{o%, au second membre, t et J,, . sont identifide & Ges &léments de
T(‘é‘}) ; de mBre, si %BCT,,M‘(V) et wel (7)), on 2

Loy 82> =d, -0, 81> .

7) 4 chague S18ment w de  ClpiV) est associd un opérateur ¢ {w)
sur M (p;V), 1topérateur de esy*ﬂoduit togn -pem: ~vdonc zssocier & tout
we C(V) un opérateur, appelé opérateur d= coproduit, et § noté z{w),
opérant sur M (V) et défini par (2 (w}afé}p' = 2z (m}‘,})’. §. Dour tout
V) et tout DEYV . De méme, on peunt stiacher & ta;rb g e MT)

un opérateur de copreduit <z {&) opérani sur C{¥) . Liapplication

endomorphisnes du module M{V) ; lLiapplication & —> 1{&} est une
teprésentation de M (V) dans 1'alzdbre des endomorphismes du module
Ci¥) . 81 weClV) e% €My, L w, & > est la composante homogine
de degré 0 des éléments ziw).& de j’sf‘i(’:ﬁ et Zicl.w dea L1V} -
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Reverons aux notations introduites au début de ce 9 . Si a est un
€lément quelconque de A(V), on appelle supwort de = 1l'adhérence de
ltenserhle des pe ¥V tels gue aPﬁ « Cette définition coincide avec
1le précédemment donnde dans les cas of = est s0it nne fonetion sur ¥
mp de veeteurs. S1 a et af sont des l&pents de A(V), 1le

support de a+a' est contenu dans la rdunion des supports de & st de gt

s

1tintersection des supports de 2 e+ de.at .

s
Si % et % sont des champs de tense

3
Uk

rs nixtes sur ¥V , le support de
<t ot est contenu dans ltintersection de ceux de %t et de £ . De néme

si weClv) et £ ¢ MV}, les supports de L, §> s de Zi{w).&E st de

ti

(). wmont contenns dans l'intersection des supports de w et de £ .

%

Reverant au cas général, on 4it gutune famille {ag)§5 + d¥1éments

2 = = 13 = ES ey 3 %
dispersdée. S'il en est ainsi, et si peV , lz somne = (a,)
ie i’p
o Se o gt e e = fo X Sl £ 2 2
2 un gens, €% i°'spplication p 72 <K ie 1»{.&_;; ’p represenie up Slépent
s % fx7% el B 3 = o 3 2 . = :
e 4_{¥) . 51 on suppose Ce plus gu'il nfexisie gutun nombre fini

< : I s 5 S o
P e 25 = X e . 3 2 P 3 s { TX 2= T - % & 1
¢es z. @it zs conposante homogdne de degré v diffdrente de O, i'appli_
2 ;
.
st A e Mg im & 25 sy e & map s Ay s e Ao o e L o
CELION P T2~ g7 %4/ 2PPEAT ViERG o 8 F s LUGUE ZTEPrOosSgnNuerons alors
Tl 5
£
cotte a7niinadd e sy wn -g!
CEeTeE apjiicaticn DpaT 2
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Corollimire 1. Tour gu’un champ de tenseurs t sur V soit de classe O :

il faut et suffit gue, pour tout champ de tenseurs t' de clusse ¢ % )
£ t,5"> .soit vne fonction de classe Ck .

Corollaire 2.- Si a,b sont des éntiers, le module (a’b)T IC(V) gur

L1'anneau Fk(vl 2 un nombre fini de générateurs, gui peuvent tre pris
B '

de clsase

Corollaire 7. Soit un &lément de P (V) . Sppposons gue, pour tout
.point p du support de § , t coincide sur un voisinace de p avec un

chanp de tenseurs de classe ck s + est 2lors de classe Ck

Cela résulte immédistement du cor.t .

Gorollaire A.- Si un chanp de tenseurs t est 12 scnme diune famille

] ' b ﬁA e 3 k
lepe;sée" (ti)ie 1 Se champs de tenssurs de classe s ¥ gst _de
Lo
classe C .
Cela résulte inmédiztement du cor.3 .
: - o
Corollaire 5.~ £i X gst un champ de veetizurs de classe O 2a sens

de la déf.,.j_,g'?, glozs‘ X gzppartient & T cbn.,w) .
En effet, s1 £E€F(V), <X,df > = Xf appartient & P5(V) . flen
résulte immé&ia‘csment'qae, 21 ut e {1 'O)TKW), LX,ut> e Fk{‘f) : par

ailleurs, si ule ‘a’b}"fk(v) et (a,'b),-é(‘t s0), 2lors L X0 > =0 .

BrEE

Corollaire H.- _8i k gst un susier >0 gi feF (7}, le chemp de

> : %
covecteurs 4f aoparvient & T{‘égz_} {v) .

En effet, si X est une transformsticn infinitésimale, la fonetion
L dt. % = Xf est dmng T ) .

Soit maintenant w un 41ément gueleongue de  C (V) ; on peut alors
“ _
> T & = & ' € &
dcrire o - @ Za=4.<JC © ,uh > u Or Je w est on champ de
tenseurs covariants ;< 3, ., afs} est dene nul si w!, nfest pas

contrevariant. De plus, si w est homogdne de degré a, <, .'w,uf; >
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est nul si u:) nlest pas de degré (0,a), clest-i-dire si u, n'est
pas de degré (a ,0) . Si Y est un indice tel que r;y7 soit de degré

(2,0) (avec a 2 0), posons g, zPMau") et w, = (al)” PC By .

Q ( »OJ) = glw et<.JC » W, u‘q>

=< w, £, > lsiu est de degré (a,O)) - On obtient donc le résultat

Alors, si w est de degré a , on a

suivant

Proposition 2.~ Soit V une variéié . Il exigte alors une snite finie

(%)149417 de formes différenticlles homogdnes de classe ¢ ° sur ¥
- ;\bl‘v 2 et

et une guite finie (&
e T
1% .«.’

&
X3 2

-},,g oy de champs de multivecteurs homozbnes de

N i
vent saa; Wy 2%

closse
shaBoo

g
t

ié

P S pogre SEE Y 1 P
sscdent les propridtés s»

i
‘sont du méme depré (1<Y £ ) 5 b) si west une forme diffédren-

o

ielle gquelcongus sur ¥V , on 2

i
Corollzire 1.- Ies noiztions dtant celles de l= prop.2, on =z , pour

tout champ &€ de multivecteurs sur Vv , & =Z§'__3 “cw.. £ > £y -

Soit en effet &' le second membre de cette Spalits,. Si w est une

Corollisi

ck s 11 faut et suffit que, pour %out chzamp de maltivectears & de clzsse
g s 15 fonction 4;: W, ;> 20lt de clagse {35 . Pour gu'un champ de
multiveeteurs € sur V soit de classe G‘z s 41 Faut et suffit gue, pour
toute forme différentielle w de eclasse ¢ %° , lz fonction < & >

glt de classe (¢ .
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",

bre tel que

Q2
(@]
‘-Jl
o
D
oy
Q@
R
By
o
¢+
L)
i

f

L

L4
W

'l‘%L un élément de cette algd

J=0 3 meis 1l est clair gne

C‘"‘J
en résulte gue I .{g  )=0 pour

] : 1221

tout U , dton g, =0, pulsgue le support de g}é est contenu dans Ul.

- forment une base de la structure de
1

Soit maintenant 8 un 4ldnent de @ tel que_epiejzﬂ ; les fonetions By
52 14
‘€tant définies comme plus haut, ona 6 = Z;i’hle . p{hlejzo . Yous
allons montrer gue hle € @Qg . Soit hi ure fonction de ®{V), 8zale
& 1 sur le support de hl et dont le support soit encore contenu dans ﬁlq
= Aoy = - '
On-a donce hihl“hl , dioft (hi) hle = hle pour tout = >0 ; i1 gn
. : .

i(?) var les

résulte gque hle appartient & l'annesan engendrd sur F

léments by , h{.df {o& FEF(V)) et BiX {o& X est une transforma-

&
tion infinitésimale de V) . Or, si £e F(¥), la restrictior de

& (&, . 0n voit de mne gue nlX € 55% ;s 11 en résulte gue

h.8 € C;% - e condition p(h,8)=0 entrafne donc h?éé 3 cecl &fant

S
£
€
&
04
Ll

= 73 e~ - ~ = z
ST S My ey s Faron) Tors e e - e = T wml e o 5 G
Yol DoUr Toni s B & O=U . HCLS g¥ons Zone obkenn le FegUleat sSulvant

> s ¢ 3 A G 37 » 3 S
Iroposition 3.- Soient V une varidts, F {V) l'annsan des forcticns de
rgs
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o)

(w+w)oo=wop+weop,et (gwoy=(goy)luwey) sigest une
fonetion sur W . De plus, si ge F‘(’.‘J) , On 3
d(golp) = (dg)eop ,

et (dglo v est de classe ¢o Liopération w->wev appligue done

le module D °(7) des champs de coveecteurs de classe C° sur ¥ dans

le module D °(V) des champs de covecteurs de classe C° sur V. Il
résulce alors des corcllsires 1 et 2 & la prop.3 gque lion peut associer
& ¢ vne représeniation t —> top de liannean T o(’J) dans T °('§') et
pne réprééentation' w—»moip de 1'annesu QG(';I) dans C°UV) 3 ees

représentations sont 4'zillcors uniquement ddtermindes per les condi tion

-

suiventes ¢ si. geFo(YJ), l'image de g est la fonection gop sur ¥ ;

8i geF{V), l'inage de dg est le champ de coveeteurs dlge g) .
Si ¥ est une applieation de classe C’ de VW dans une trcisidrme
variété Z , on 2 évidenment (ZoeY)o ¢ = 2 oy o ) pour tout Slément =z

de. T 2 17} oxde COlZ) .

- = 4 E4 2 o~ o s oo
Dans la proposition dont 1%énonedé va suivre, k d8signe soit urn
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N

S1 V est une variété plongée dans une varibété W , et I 1l'azpplication
identique de V dans W , I fait correspondre & tout champ de tenseurs
v

covarisnts ou & toute forme différentielle u de ¥V un chemp de tenseurs

&

covariants ou une forme différentielle uesI sur V; unel s'appelle
la trace de u sur V. Si u est de classe Ck y 11 en est de mfne de uol .

Proposition 5.- 51 V est une sous-variété fermée d'une varidté U .

Si ¢t est un champ de tenseurs covariznts oun une forme différentielle de

1} ;
classe ¢ sor V » T est la trace sur V dlun champ de tenseurs covariants
k

ou dtune forme diffdrentielle de classe C- sur W .

td
‘.—l

suffit de montrer qu'il en est zinsi quand t ou bien est dans

2y o
B

,
ct
.

ou bien est de lu forme df , avee f£ETF(V) . Suppcscens dlsbord gue

r?.-'a

teF (V) ; 8i- peV , il y = un voisinage Uf(p) de p dons ¥ tel que ¢
egineide sur Ulu)NY savee une ferebion de la ferme Elf,,..0,2) ,

2 T
tant -:'tes fonc"aions de F(V) et H une fonction de ~lasse & sur

o

@

-

L0
'—h

[

d¥une fonction gé’ de cliasse G“ sur W . Si p est un poim de W n'spparie-
nant pas & ¥V , scit U(p). le conmplémentaire de V par rapport AW . I1

;+ de fonctions de FIW) telle aue

ied 3 3
B
ltun des U{p), soit dans L{pj} . Posons gy = hsg Y a4 D€V , 2.0
& &
dans le cas contraire ; {gz. ){6‘7 est une famille dispersde de fonc-

-
ticns de classe C™ sur W , et sa somme g coincide évidemment zvee t sur V.
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(g81) est orthogonal a E};qm) et d 10n) & L. (v) ;

(pya) (psa) P
les composantes de d(g@1) sont done d(gP1) et O, celles de d{1en),
C et 4{1 8h), ce qui démontre notre assertion. Soient maintenant ¥ et
4 1es composantes de X suilvant le premier et le second facteuy ; 81 w
est un champ de covecteurs de classe C°° sur VA% ,ona
cw,T > =g WY D= wy,X >, ot w, est.la composante de w sulvant
V., gu'on szit &tre de claosge C»w ; 1z fonetion 4@,1”} est dong de
clasge ¢ , &t 11 en résulte gue Y est de classe ¢%° {cor.1 a 1la pro.1)

pa bl 5 . ) 3 3 oY) : £ ; < 4
iontrons maintenant gue, si u est un champ [de tenseurs, de multi-
51

a
de multivecteurs) sur V , et si u est de classe

c
Fel,.u est de classe C° . Cfest vrai 81 u est une fonction 3 11 suffira

onc de le mortrer dzns le cas cd o est cu bien de 1z ferme dg gc Fi{V))

u bien une transformation infinitésimsle de V . Clest vrai dans le

prenier cas, parce que Rel,.u est alors Gvidemment d(z8!) . Posons

Gzng le second ¢z28 X = Rel,.u ; 51 g€eF(V) , heP{¥) , on 2 2lors

4

X{gdt )} = {vn.g)8t et ZX{16h)=0

g e
AT &Y X

1 en résulte immédistement gque

9
bl

B

w) .pour tout fe F{VAYU), ce gui montre gue X est une trans-

o o e e o P70 SR B R 3 = o T 3 % b e >4 :
formation infinitdsimale de VXY . On voit de mBrme que Rel,. sppligue.

= 8 oy - i " ;'. 2{..“ - z‘:

T (%) dans P -(Vx¥), CHE) dans C=5(¥x1) ot M ={¥) g8ans
I

RSty owrY

Ly LA - X {E/ @

(V xW)) par les &léments &f , Pour fe F{VxV}. Il résulte donc
zacciatement du lenmme 1, 39 aque Bk{Vx V) est engendré par les
}_étments de l'une ou l'autre des formes d{g81) {avec geF(V)) ou
{1 @n) ({avec B e¢F(W)) . On en conclut c;u-e le nmodule B%{?xl”'{)
{vxa)) ées champs de covecteurs de clagse Sk crientés

uivant Vv (resp.: suivant W) est enzendré par les Rel,. 7
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resp.s Rel,.5 ), o& ¥ (resp.: ; ) parcourt ltensenble des champs de
n 9 (

e st Tes - "
covertenra de classe O sur V

esp.z sur V) . liontrons maintenant
i “ e
gue le module Lq$(V>&u) (resp.: L,o(V *'z); des champs de vecteurs

o

T

de classe (° sur VXV orientés suivant V (resp.: suivant 7) est
engendré svr Fktvvcﬂ) par les Rel .Y ({resp.: Bele.Z), od Y

{resp.22) pﬂwcour+ ltensemble des champs de vecteurs de classe g

sur ¥V (resp.sW) . Soit X une transxcrmatioﬁ infinitésimale de VX W
orientée suivant ¥V . On pent trouver des transformeations infinitésimales

¥, (1< 2<r) de V et des champs de covecteurs w, de classe ez

sur ¥. {1S$9< r} tels gue lton ait Yzz¢_1<w¢ s >, pour
tout chomp de vesteure ¥ sur ¥V . Posons Xi=J% Rel. v X
e 1 Vi ? ;
Rely«¥, 3 nous sllons montrer gue X'= Scit g un vpoint de W ;
si eV, X est dan it t liapplication X v est
L 2EVsXi5.q) st dans ;;?,,) » €t liapplication 3 > Z(5.0)

un champ 4¢ veeteurs X sur ¥V , gui s’égrit 25 <iu, X, ,>>;¢ :

ona (<w,,X;> (p) = i(&eliawv Z> ) p,q) nour
tout peV , dfok Zgn q}:’ ‘p a) pear tout (p,g)eEV V¥V , et par
suite I=X* , ce gul mcntrb gue X zppartient ay module eﬂgeadré rar
ies Eél%uYg (1£Y £ z) . Une démonstration analapue'sfagpiiquezait
aux transfor aﬁions infinitésimales orientfes suivant ¥ . ' ‘
Il résulte de 14 gue ¢
tout champ ({de %enseurs, de multicovecieurs, ée‘maltiveetears}-

: I 2 =
de classe ¢~ orientdé suivant V (resp.: guivant ¥} est combinaiscn

1’ 5 .
lindaire & cocfficientis dans Eh(V>4w) de relévepents de chanps

malticoven
0
¢ )

¢ S~
! = b=
{de tenseurs, &

o

taurs, de multivecteurs) de classe C

A

de V (resp.: de V ) .

0]

{ou nBré ds clacsse




e e 4 4 4 cn X g %A Ak o Ty
ignerons dans ece qui suit par V une variété et par X une

transformati:n infinitésimele de V ; la lettre X désignera soit un
entier > 0 so0it le symbole oo ; en conviendra que; 81 k = 0O

k-1 représente encore le syrbole &0 . Les notations pour les champs

de tenseurs, les formes différentielles et les champs de multivecteurs
seront celles introduites au 3§ 10 .

Pronosition 1.- Il existe une dérivation 6{X) e% une seule de

0

l'annean T (V) dans l'annean T?k'1{V) gul poszdde les propridétéis

suivantes : a) 8L f¢ Fk{¥), 0{X).f est 1z fonotion Xf 5 b)) si
}

. est le champ de coveeteurs d{XF)

(o)
L
n
ke
e
fw
(5]
<t
o
o]
B

infinitégimale de V , 8(X).Y est lg transformation infi-

";,,.
S e — o
™ {V) est engendré par P (V). par les d4f (pour
3 g i e A Ak LR B % 0y BT e e § s <
les transiormstions infinitésimales de ¥ ;3 il ne psut
sTES s : S, S ek L o 3 fe A
acut ¥ 2 ¥o1T paus cfune GerXivaLion Uils) pUSSedany 188 Uroprisies
2 I =% =2 -1 3 4 E=4
5 - & Vo T 3 =
reguises. 81 T EeT V), on8a P =< X8t > € B V) s et, a1 £.p
- -
; c i f P LY e ¢ Bi N PN e = =
sont dans  Fi{y), Xifg) = <:K3§fj g+fidg} > = {Zfjz+2{Xg} . cs gui
E?
4 5 53 5 £ o - B v o %A e 34 - 2 w5y
montre gue l'application f —Xf est une dérivation de P2 (V)  dans
Pt 3=~
a8 Ly bl 27T - -4 ) 3 S o -
T {V) . Soit maintenant [ “({V] 1le module des chanps de vecteurs
1. 5

de- F(Y) dans F (V) Si dene ¥
est une transformation infinitésimale, ona 68{X).¥ z%za?j . 1es

zpplicaticons de TF(V) dans Fk“iiY} forient &videmment un module

i {(v) iet, a2 fortiori, sur FK{V} }, et ltapplieation
- Y'j99(X)$Y de L,kfv) dans ce module est une regréseﬁtation du
roupe additif de Z#ktv) - De plus, on a, si Yel;k{v} et ge;?k{V),

(1) 8(%).eY = (Xg)Y + gle(X).T) .
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b Lo ;
e Jd - . g :

on P,e 8(X} est une dérivation gauche d'espéce (T’ C‘? Yy a

- De plus, on ®ait que le noyau de %Z se
(V) tels gune &l1%.t=0 ; 11 résulte don:
au applique lz noyau de lo restriction de
3?" a Tk (V) dens lui-mBme ; il en résulte que 6(X) définit par
pasga«gé anx quotients une dérivation de GIF(V) Bns e ¥ {(v), dériva-
tion qﬁ?on désigne encore par 6(X) . On voit de mfme gue 8(X) défin‘
ﬁne dérivation, encore notde G(X), de ‘Aﬁk(V) dang ,AQL”?(V) . On a2

donc, si - te T une (V) et z}.ET ),

con.

57
Lo
Nt
bl
.,.Q;

-2
5
)
3
o
Neeat’
[t

Ee (0] = OUOUE, %) 5 P (8(X)en) = 0(X) (P, .u)

L = 3
lonty ntenant que l'on 3, pour weC®(y) et £e MEY)

P
Mt

wy = e
LONSTOons maEln

{5) Jo (8lL).w) = $(Z) I, w) 5 (G{X) ) = B(X)(J ﬁ)
I1 suffit de démontrer lz premidre :Eer;:: e (6) dans ie cas of w egst
2 . Ia dérivation 0(X) de C¥(V) &tant
de degré 0 ,3 {8(X),w) est un champ de tenssurs
covarisnts zlternés de degré a2 dont l‘image‘ par P{fc est 2ai8{D).w .
Diauire part, J_ .- est un champ de tenseurs covarizants élternés-g et
' te de méme de 6(X )(a m)4 6T l‘image de Q(X),{Jc o)

par P, est al!s8(X).w en vertu de {5) .- Ia restrietion de ;Pc &

l’ewsemble des champs de tenseurs covariants altemf‘s étant hmz:ivoque,

iz premidre formle {6) est ddmontrée ; iz seconde e démontre dtune

fzoposition 5. Si w» est une forme difidre entieile de classe LU et £
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On désigners par V une va-riété et par la lettre k ou bien un entier
i

20 ou bien le symbole ©© 4 on convient que k-1 = ©o dans le cas

Soit w un champ de covecteurs de classe C sur ¥V . Yous nous pro-
blir une condition nécesszire pour gue w =zoit la différen-

té4a

tielle dfune fonction de F”"’V) . on peat toujours mettre o sous la
T
3

F(V)

by L

forme 3, -1 8192, , les g; appartenant & k(‘f) et les fi &

nous 2llens montrer 3ue? si w=4f , zvec féF (V), on 2

Z§~'i ag. ,‘%é = G . Il suffira de montrer que, si X et Y sont des
transfcrmatiaas infinitésimales quelcongues, <Z? dgi/\gdfi s XA Y =0,
ou ernecore Zr = ('Xgi)(Yf )= Zi—-? {Yg;)(X£;) =0 . Or on &

8(z).af = Sy fZe)dti s S5 palxe), dicn
Y(Xf) =< 6(X).4f ¥ > = Z,_f (Zg, ) (T2, ) ';'Zi*‘i g,7(xs,)
‘Echangeons X et Y dans cette formuzle, et retranchons llune de lisutre

les deux formnles ainsi obtenues : il vient
[Zaz =27 (Ye; ) iz, )- i Eedre) + 35 g 0xY] 2,) .
l=is, [X,Y] étant une transformation infinitésimmle, on 2 anssi

Yis =<df,£X9Y?>=Zr= g 1,27 2.) : on =z done bien
4 $=1 24 i

Adf. =0 .
Tz condition Zi’:ﬁ dg, A42,=0 est en particulier satisfaite dans

7=
le cas ob Z“{ﬂ g;8£,=0 . On en 4éduit que, si on représente un ehamp

k

de covecteurs « de classe C™ sous la forne Zz-7 g;df; , les g, étant

dans E‘ké?} et les f, dans ?v), 1le forme différentielle (de degré 2

. - o1 -
et de classe ¢ ') Zi-‘i iAdfi ne dépend gque de w , et non de la
représentation gu’on en a choisie. Cette forme différenticlle s'ap pelle
le cobord de w ,. el se désigne par dw . I1 est clair gue
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a(a£)=0 si f£EFT(V) est tel que afe F(V) . L'application w —»dw
eét_évideriment une représentation du groupe additif de Dk(v) . liontre:
gue l'on a ‘
(1) dlgw) = dgfw + gdw (geF(V) , w e DE(T)) .
Zerivons w~Z i=1 84924 giePk(V) fie}?(V) {1<i<r) , dioh

<

gw =23, 88408, , et dlgw) = agA 2], g,d2, + g 25_.., ag, Aae, ,

ce gui démontre notre formalee

fhdoreme 2. I1 existe une anplicstion w —2>dw g% une seule de l'anner
k{v) des formes différentiplies de clasme OF sur ¥V dans @ 1{?)

)
fos
ot
3
(@)
i
071
o
fen
[3}]
ot
(]
i )
fed
]
»3
]
).J
c"
O
n
1
£
:2-
v
3
c{'
()
)]
L)
Y]
St
«Q
(o
9]
L

t une n‘slufsrivauian de

llznpesu g'radué Q“{V) dans G"‘"j {V) 3 b) si g est ane ?onetlon de

classe ¢ sor ¥ :‘z.?z'_ziaze de g est sa différen“;ielle dz 3 o) 81 £ eat
it 2 = w2 » &2 3 pro=tty- s eas

une fonction de classe C sur V , ona d{df)=0 .

o e

Ltanneau (‘kiv) &tant engendré par FN(V) et pax les af, £e T(V),

i..-h
fet
o
)
L
1¢v}
o
e
w
bé
‘-—3
vid
b
M

r plus & ‘une apni% c:«z.i:* or posssdant ces prcpriétés« ‘
cus avons a4fini plus hsut und a:}pl‘?ea’smn o -7 dw de}) {Vi= .g(V)
dansg Qk (V) . T'algdbre (;k(v) Stant l'alstbre extérisure du
module D}“’{V} sur FK(V), et 'les é1léments homogldnes de degré 2 de

& k- "{ Y} sappsrtznant z=u centre de Ck’z (¥} 11 z;ésulte de lz fornule
(1) dorite plus heut gu'il existe une ant mérivaticn de G'kﬁ') dans
Q-‘{’i {¥) gqui applique g sur dg si ge ?‘{{V) -et w sur dw sai

= k)
@ eDg{{V) . Ona d4{df)}=C non seulement si Z£¢ F(V), mis encorsa,

€3
(]
®
o
o
;...a

2 vu plus haont, *'out s les fois gne ¥ é?ki?) et 4f & 'Dk(?)




A5

LA20
0n netera aue, 81 w est une forme cifférentielle de claesse Cl :

> k (si k est vun entier) ou bien le sym-

¢ mBme gue llon considére w comme élément de

A P hamnos 1z = )
L o ? L e e i o o~ e e “« &
est un ensepble de généro-iteurs nLonogenes
& -
d dtun Elément de cet ensemble est de

< 3 - '.. - 4 . k 0 2 :
Srivation homogdne de degrd +1 de C7{V)

o1 - : " as i e : : I
gens C*'{Vy), dod est une 4érivation de £i¥) dzns OF ‘?{V)
e o . S R
{gans O {V) =1 k=00 ) 5 on 2 2ide)=0- pour tout e,;?l"'{’f et

/ =

éid{df}}zﬁ pour tout £ F(¥) ; Qk{?} étant engendrdé por Fk{‘?) :
et par les 32, fcPV),ona dod=0 . '
. Zamsroue. On montrars pius taz*cfzg au mgeﬁ de 1= thféorie de vl‘inté-
gration des formes différentielles, que l'on a encore ,d(éw)ao gl w

est an &16ment de inv} tel gue dw appartienne encore & Ct(?} .

Troposition 3.- Soif X une iransformation infinitésimele de V. .

On a zlors, peur tout wée Ck(V) ;

0{X}.w = d{ 2 {X)}.0) + (X)) .
On sait gue <+ {X) est une antidérivation homogine de degré -1
de C%(V) ;3 80 2(X) +L{X)od est done une dérivation de C‘ik(?}

} . Pour montrer gufelle est identique-& &{X) , il

suffit de montrer gu'elle coincide avee B8{X) sur l'ensenmble
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Corollaire. 81 une Fforme différentielle w de classe C sur Vx W est
%

orientde suivant V ({resp.: suivant W), Gt (resp.18.«0) ezt orientd

&
spivant ¥V Iresp.: suivant W) .

n lresp.: & ) une forme diffbrenticllie de classe

[

£ . et | e
E ) On a galers

a (Reli. p) = d(Rel;.p) = Rel,.d by 3 dg(Reli. P)=0-
f(“elz Z) = d(Bele. ;) = Rel,.d § dglRel,. §)=0 .

A0

£t clair gue Rel,.p =popr, ; on a donc, en vertu de 1z prop.4,

t

d{Helj - 9 )z Be11 .8p . Si on suppose qrié py est bonogine de degré a ,
VBel? -7 est évidemment homogtne de degré (2,0) . Ias forme ’fiel‘i.,d étant
homogéne de degré {(a +1,0), d.%,(l%elz o P ) étant homogine de degré
{a+1.,0) et -dw(}iel?, ) 6tant homogine de degré (3,1}, onm voit gue
ég{}'{elia 7)=0 , ce gqul démontre le premier gronpe de formules de g
prop.5 dans le éas ot P est homogéne. 'On pé,sse de l& su eas dtune
forme guelcongue 7 en la déc masant en ses conposantes homogénes.

Ie second grouve de fermules de la prop.5 se &6 montre de manidre analogue.

' Propesition 7.- Suvpnosons gue k soit ou bien un entier >1 ou bien le

symbole oo . On & ziors dgo y = Gyedny = 0 dvoclm + d,..edv g .

Soit w un &lément homogdne de degré (2.b) de CK(V)&'&'}-» On o aloz's
d(dm}-_?a 3 mais il résulte immédiatement de la prog.,s gue ls composante
homogtne de degzé (2 +2,b) de d{dw) est dv{de} s Que sz composante
homogltne de degré {a+1, b+1) est dv(dww)-%—dw(d.vu) et que s3 composante
nomosbne r?e degré (2,b+2) est dgiéﬁw} 3 tes composantes Lomogines

étant nulles, la prep.7 est dénmonirée.
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§ 13. CHALES PARALILEP.IQUE&
e variété. lous 110’1:-) considérer deg champs {(de tenseurs,
e nultiveeteurs) sur V qui dépsndent d'un parzmitre
ans un ensemble W . Moug désignerons par A(V) un
u bien T (V) ou blen C(V) ou vbien M (V), et

Bl T % b A 177 ‘437 -3
es applications £ de W dans A(V) . Lensenble de

O

toutes ces applications poss cde évidenment une structurs diannezan
L'anneanu A{V) possdde nne gradastion dont le groupe des deszrés 1 est
v}, 2 si &{¥) est L21(¥) ou M (V) . Hous nous lim
terons & la considération de celles des applications b€ qui pessddent
lz propriétd suivante : il n'y a gu'un nombre fini é'éléments y de 'I‘
tels que lz composante homogdne de degz:é y de  b(w) soit ;#} pour au
noins un We‘;’ {cette condition st d'aillzurs aatcmtiquement gsatisfaltc
si A&1{V) est C(v) ou M [V}). Les applications ouilpcsséaent cette
nropriété forment Svidemment un sous-annesu de l'anneau de foutes les
anplications de ¥ dans A{¥) ; nous ﬁésiog,er-anu ce scus-—anrzeaa ar
AT S y‘g T ,nous désignerons par A (7:7) l’m.semla des ‘
t€A(V;V) tels gne, pour tont weW , E{w) soit homog®ne de degré v ;
A(W3V) est donc 1z somme directe > r YA(¥:7), et cette décomposi-
tion définit sur A({W;V) une struefure gradnée. ILlanneaun des §16ments
homogénes de degré 0 de A(V3;V) est évidemment celul de foutes lies
lications de W dans l'anneaun d}i’é’} des fonctions sur V 5 nous dési-
gnerons cet annezu par @{w;v)- . ' |
bux opdrations algé“riqzzes sur les champs on peut faire correspondre

des opérations alglbrigues sur les ¢éléments des anneaux A{W;V}). B&insi :

% une permutation de llensenmble {5 - A j ., 08 a est un

A ~ : : 3 N s . 5 . —
entier 20 , il correspond & w des oplrateurs de syméirie fawsur
£ 50 = :f" * - .
LSl e tor et = iU B} e frraerd < S S o~ v W g
1Y) et 3= m{u;3V), deilinis por 15 Tormule
wkilw) =@ (Eiw)) pour tout wWe¥W ;
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forment un ensemble de fonctiong équicontinues sur § . Liespace V étant
loczlement compact, on en comclut que la fonction p —> iﬂ ({'(w))(p).dlx. s

fonction [ -i(tz) du., est continue sur V . Désignons

-

mintenant par R llespace »Les mesures de Radonm sur W , muni de 1a

o
-
D
©
ok
i
a
i
f
LN
e
o
{-«l
I
a

topologie de lz convergence vague ; on sait gue; 5i A est un ensemble
- 7 :

Sguicontinu de fonctions continues sur ¥ , les fonctions

= {E \{w). dgu. pour lec-E A forment une famille de fonections
éguicontinues sur R . Il en résulte immédiatencnt que l‘applica‘cicn
> /f{« g{ﬁﬂ)'gd{:&, de R dans E°UTW) est‘cc«ntinue,‘ Ceeci dit,
suppogons que k >0 , et soit X une transforzetion infinitésimle sur ¥ .

Il est eclzir gus, si p- est une masse ponctuelle sur ¥ j/ {(vs) d,u.
r = Z
est une fonction de classe C- sur ¥V et gue 6(X). f ? {@3) dn =
- : S
Jooe{x). £ Mm).ap Ces propriéils sont donc encore vraies toutes
e ¢ : . :
les fois gue ©  appsriient & llensemble B des combinaisons lindzires
= g 3
de masses finies. Or on sait gue RG est dense dane' ® ; 81 | est
?

ur éiément guelcongue de R , (L est done 1z linite d'une base de fidtre
: : i : .
B sar R _-. Soit D un opdrateur différentiel sur F{¥) ; D étant vne

L

application continue de  E€5(v) dans: £ %v), 1'application

7 —>Df {w) de W dang £ %(V) est continue. On 2 done
s{"?}",’{vf‘% g = Jim ("rsgf«s‘;ﬁ,%~—§_-§gﬁ oé . {w).@ t)
; “1‘ w fa QA— . i e _q J, L5 5!:«3;(» {,,1,. - ¥ gl ¥ ? il % g" /= #J. -
..,é- {\ B H &2 ,E
i = ;
Posons g , = | }ff (w).dp' pour ple R, 3 on voit que, pour tout cpéra-
- :
= i = :
teur différentiel D sur F (V), 1'imsge de B  por llapplication
p? —> g ./ Gouverge vers une limite dans éai?} * I1 en résulte
innédiatenent que 1timese de B par l'application wto— g%, eat
filtra 4 k k .
un fil%re de Csuchy dans £ (V) . Or, l'espace (V) est complet ;
% = % = % S ,{ !‘ f % v« . e - c+ g
on en conciut gue Je £ {W). 0 s qui est 1a linmite dans g de
lt'inzge de B par llapplication p' —5 g7 sppartient & V)
L5 = i : ot { f_,;g Z i 7




5]

= 152 .
et est la limite dans ‘ék(’f) de 1l'image de B par 1U'application
#»’»--«;~ g, - Il en résulte imnédiatenment que 1l'on a, pour tout opdérateur

entiel D sur F(V), B(JQ. f (w).ap)= /E (Df (w)).ap , atot
en particulier 6(X). fr f (w)..dy. = L (e(x).{? ).dp . Puisque

(\d(.}. ,x'\/..g e(X)Q{' » 11 en résulte que f£ (df)(w).dv.:d(éf(w).dy).

o
r\’
oy

POD.4 est donc établie dans le cas ok 4 est un 41ément de ok .

=
Tour passer ‘zu cas géndral, Seri a =" &
Pour masser ‘zn cas général, derivons = 2547 324 » les ; Gtant
(ens EL et ies 24 des champs ‘constants de classe O . On a zlors

-~ ] ; st ﬂ 4 Ly :
[»c,%,{z’:}“g,é,:a i ,{v;ﬁ.iw}.,é# )ai’ s ©e guil montre gue ]E Alw).a pn
! o' E = :

Y]

eg appiications {-' de ¥ dans
{w)}{p) soit de classe C™
est contenn dans

-

Pour le montrer, éiablissons

&
tel que (D)1 = D'{f@1) pour
inei sfi D est un opdrazeur da

multiplication par une fesction de P(V) ou si T estv une iransformation

imele X de V ({dans ce dernier cas, on peut prendre D*zrel?.?:);

il =2n résulte tout de suite que notre assertion est vrale pour tout

Te s i
2 {¥) « Cect dit, 81 fé E'l‘ , d€signons
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Tous mllons supposer dens ce qui sult que k est ou bien un entier
> 1 ou bien le svmbole o2 4 on convient que, i X est oo , k-1
représente le gsymbole oo . .
Ihéorome 3.- Solent v et ¢ des applications de eclasse CF d'une variété
V dans une variété V , homotopes l'une & 1iguire. Il existe zlors une
application o de lv'ensemble C%(U) des formes différenticlles de

clzsse C° sur W dans C%V) gui pesstde les propriétés suivantes

2) elest une représentation du grbu’ge additif de GD('.'.T) dans celui de

C%(¥) ; 1B) ctest une epplication homozdne de desré -1 de C°m) 2=

dans (3&(3 ) o) 81 weck{‘%?) » Glw) est dans Ck"?{‘?} et on =

@Oy - wels = d»;ﬁw} + oldw) .

Il existe une homotopie » de classe o de 9 & Y . A ﬁou.te forme
différentielle w sur W on peut alors faire correspondre laz forme '
aifférensiclle w? sur la variété V<R . Or, l'ensemble ( {V xR)
est muni d'une gredation zdmetiant z?comme groupe de’s degrés ; znpe-
lons composante suivant V d%une forme différ‘ezztiellé.' ; sur VxR
19.' somme des co:ﬁposantes homogénes de Z,‘ doni les degrés sont de la
forme {(2,0) . ITous alions déterminer la composante suivant V de Woyp-
S1 tER , soit ?b' 193pplieati‘en' P>y (p,%) de ¥ dans ¥ ; déeignons
par ¢ llapplication % —> wo 9, de Rdans C (V) ; nous allons
montrer que ls composante suivant V de wo ? est P.elgn € . Ies
applications w Sweoy de C(U) dans Civx B} et w—we ?é

de C(V) dens CIV) csont des représentations dtanneaux ; per ailleurs

b

<2

{4

2

o

y

clair gue l= composante suivant ¥ d'un procuit de formes diffée-

rentielles sur VxR est le prodult des comopoeszntes suivant ¥ de ces

Ity
o]

rmes. Il suffirs done d'4tablir notre

(D

gsexrtion dans le cas ok

¥
PV

o
(£1]

-
&

4/
-
H

T e L e Y 4 = o7 S -1 ; g% 5 rr
Lv une ionevion sur W , soit de 1z forme dh , heF(¥) .
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Clest cvident dans le premier eas ; dans . le second cas, la composante
m:m* VY de wo p = d{hoy ) est iv(ho 9 )s et notre assertion résulte.
de 1z formule (3), §13 A8y éG‘k(l.'i),, on 8 wopt @ k-1 (Vr ), et
il en résulte gue € est une epplication de classe Gk"1 de V dans R .
Ona wep= €(0), wo'ip:ﬁg(?), dioh

"WolY - Wop = .2; ’c)(if \‘fs}ft) at .
Soit T la transformation infinitésimale Rel,.{0/Jdt) sur VXR . On

a donc  Rel,.{ oc /%) 3(;)&’;611 € . Ona par silleurs
6(’33}9@:,17 é{‘i«{i} wo?)-ﬁi«(‘l‘) d(uoy}

Or 7217} est une .;pérat;.on homogéne de degré (0,~1) sur C{V x R)
dfgutre part, le degré d'un S1l6ment homogdne #0 de C(VxR) est on
bien de la forme (a ,0) ou bien de 1z forme {2,1) ; on en conclut gue,
pour tout G€C(TxR), 2(T).& est orienté suivant v . Il y a done,
nour tout w € Q{?&’), une a2pplication o{w) de B dans C{V) telle qué
Bel,. ${w} = 2(7T UG? s 8 WeC®(W) , so(w) est de classe ¢° i

_ e :
et, si wéC*‘(u} s(w)A est de classe C"7' . Les opSratcurs de
cobord p&rtiels év et dR étant hémcgénes de degz;és respectifs
(1,0} et (0,1), 1= composante suivant ¥ de 4&! z{2}.0 0 7) est
ﬁvi‘b{’f}ssﬁo? 3 = dgiﬁelio S{w)} gui est ésale, en vertu de lzo
formle (3), 015 , 4 Rel,j.,ds {w) . Ia formule éerite plus hout

donne dong
0¢/dt = a5 {w) + Sidw) .
% -4 -

sm; ‘eat donc dans e°tv; 22 w
1

W

¢ {w) = f {as {w))(t).a% {prup.i;, _{3‘:3'}. Il résulte immddiateuent
o %
‘de 12 que ifapplication w —» o (w) posside les propriéiés reguisea,

ce qgui démonfre le th.3 .
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emaraue, 511 est un entier >0 qul est < k dans le cas ok k est
et si we{?l(’ﬂ) gy Wob : appartient 2 cltwn) s 11 en
‘zulte gue olw) appartient a ‘01(7)' et que la formule énoncde dans
th.3 231 encore vrale, mBme si 1=1.

. Un dit gu'un espace topologique est retrzctile si llapplication
identigue de cet espace sur luni-m@me est homotope & une application
seotante de liespace dans lni-méme . :

b
H
<

ropesition 2.~ 31 V est une variété retractile, et si k reordsente ou
bien un entier >0 ou bien le symbole 0o , tonte forme différentielle

w ds clssse € gur V , homosméne de degré a2 > 0 , telle gue dw = 0

neuy se metire sous la forme 4 p-o p Etant pne forme différentielle

a-1 et de classe G .

iy
()
B3
o}
%
v
A
o
I$8)
fe ]
(o
U
]

Solt en effet » une application constante de V dans lui-méme homotope

& 1l'application identique ¥ 3 ¢ e% ¥ sont slors de classe ¢ . si
£

wop =0 pour toute forme différenticlle homogine de degré >0 .

iz prop.2 résulte a2lors immEdistement du thoi, pulagque weoy = w -

Soreliajye j.- Si w est une forme différenticlle homozdne de degrd >0

et ¢e classe ¢~ (k#0) sux Bt gt si dw= 0, west lc cobord dtune

forme différenticlle d_é clagse CF sur B . . . _
En effet, l'application (X ,£) —5 ¢ x'mgtgn est une homotopie .

de l'application constante X —>0 de Bn‘ & 1'application identique ‘

L
il

de R~ . .
Corollsire 2.~ Soit w une forme différenticlle honogdne de degré >0

et de classe C° gur une variété V s Felle gue dw=0. Si pev ,

il v 2 un voisinage de p sur lequel w coincide svee le cobord dfune
: o

32 L2 smds & T :
-forme diffdérenticlle do olssge C -




Soit U Dintérieur d'un volainage cubique conpset de p dans V 3 U est
done homéomorphe & un cube Q de R® . 8i % o est le centre de Q , liap-
pliczation (;zyt}~%;fn+%{%;m %0} est une homotopie de l1tapplication
constante % > A, de ( & son spplication identique. Is restriction w’
ie ¢ U peut donc s'éerire sous lz forme 4 ﬂ“ ot ' est nne forme

A = = o e 4 n A fe TRy 420
13 7 gui coincide avec hy' et gqui esat nulle
- %
= I =
en dehors de U est de classe C et w coin ice avec ay Bur un
volsinage de p .

Ra§peloms gu'tune gpplication v d'un espace V dans un espace v est

pelée propre si, pour toute paritiz compacte L de V | *’ewgemhle @(L)
st compact dans ¥V '. TDeux applications continues vropres g mt de V

2

s

sns W sont dites &tre prqunmeat homotopas s5'il existe upne homotapie

il

de © & ¥ gui soit une applie zion propre de vtx LO 1} dans W .

Propesition 3. Les notations &iant celles du th.3, supposcns de plus gue
9 et ¥ soient proprewment homobtopss. On peut alors ismposey & l'opiration

8 1z condition supplémentaire suivante ¢ si w est une forme dlﬁfér tieclle

de -@%7) gdont le support est compact, le suppart de olw). est

o 2 > T

‘%gpi% gf'une hcmsﬁopie p de v & ¢ qui soit une gpplication propre de
V)<fﬁ 1} dens ¥ . Prolongeons . V' en uné a§plicaﬁion zontinnze '
de VAR dans 7 felle que A (p,t) pép} s1 £<0 5 ?:{p$t}£ v{p}
st 1> 1 . Soit (gj?jéa’ un recouvrenent ouvers dispe;sé»de W pér
des ensembles relativémeat cbmpacts. Soit P llensenble des points
((p,t);q) de (V)<R);<E qui possident Iz propriété suivante : il existe

un jeaJ tei gue ?; {p,t) et q apparticnnent tous deux & WJ :
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et ensenble est un voisinage du gx-auhe de l'application 771' . Illy a

donc une application p de classe C”" de VxR dans ¥ gui coincide
!
avec {done a-vec ;2’ ) sur les ensembles VX § (8] et TV x {1} et
{4 g
gui est telle gne ot !Z’{ p,t))€ P pour tout (p,t)e VxR . Soit L

“

On voit donc qu'il existe une homotopie ¥ de classe C-de 0 & v
qui possdde la propriéié suivante : 81 L ¢

, : 1
la projection sur V de llensenble 7 {1} est contence danc une partie

eompacte de ¥V . Ceci dit, construisons 1l'application & comme dans l=

démonstration du th.3, et supposons gque w solt un Slément & support
. compact T de C%(W) . Te support de w o h  est évidemment confenu

®

-4 ~ :
dans 0 {1} 3 11 en est donc de m8ne de celui de t{Tl.uo ?
I1 2n résulte gu'il existe une partis compacte X de v telle gue, pour

tout t€R , le support de {sl{w)){t) s6it contenu dans X ; ceci

=

&tant, le support de o{w) est Svidenment contenu dans K , ce qui

montre gue G{w) est & support compact .
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weads

ot At L e & J kel L85 G i g KT : AR % B3V e BBk 4k ”

3% . Toute forme
différentielle w , homogéne de depré n sur ol ; pent alors ce metire
sous la forme £ fixf/\.,../\zm,{2 , £ 6%tant vne fonetion sur i do?t le
support est le mBrme gue celui de w . Pour qué w soit de clssse C -, il

aut et suffit qu'il en soit aingi de £ 3 dans ce ¢

s, ona -do = 0,
et on s2it que w est le cobord '
i

7 dz penidre & avolr ézalement un support compact. U
3 s = < 1
tielle P homogine de dezré n-l et de classe C peut se metire sous

n 143 A s
= > - £ b4 > & @ & = &
? -~ 414 ( 1) gi dz.? ¢ S Adxl ’\ B ;’\ﬁ}{ﬁ g
e o : = : ~ - =
Etant des foncticns de classe_{}g {1e sur dx, signifie gue

-

t 2tre omis du produit) ; et on a2

Pour gue ? soit & suppcrt compact, i1 faut et suffit gne chscune des

fonctions gy soit & supproris compsect . Or, si g egt une'fanCtiOﬁ 2
- i ]

sunport compact et de classe € , ona | | au.;%Dx ;‘x?,a.i,x j.dx,=0
¥ . oo

en effet, si le support de gy est contenu d 1S le cube de centre origine

foe

et de cBié 22 , notre intégrale est égale
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2

2 % T S - a ot G A ; ;
J.8y = 0 , 51 dgnt T ecf ie slasse ¢ et & support compact




s,

Supposons la en effet satisfzaite.

suffisante.

3
1

Cette condition est auss

ure

la pes

ar évi

8D

eroy

désizn

2
o ot

ncu

3

"
s

) c Rl&-ﬂi

n

(0]

s,an)&vi . Supposons

(2s qoeees
f(z,l,o»e.,;.i,'éi_z_“,.;

¢

support compaet sur R , nous désisnerons

la fonction qui, & tout point

3 W
o 4
o &
ot (]
43 o
(8
b ©
O i
G
@
e £
55
o
v s o
A T W @0
@ ®©
2 m
He Wk
o Q
"
A}
SR e
g o
a =] Lo

!

, nOus ayons u

1
de glasse c

n £,

-
&
s

fonet

e
ng

i< n
port est contenu dans un certain cub

QuUT un cerisain

D

que,

@

ont le sup

B

Bt :
&) =
b oo
S\ &
< 4
3 e
- )
£
43
Lo 33
n..c mn
fa- e
3 ol
Q3 Lo
e 9
4
S, @
43 e
L] L)
=g
we ﬂv
3 i
LA
RGN
e~y
() 9
i i
%)
qe :
ol
i 0)
vv o}
ow] 42
g €3
s B
488 L]
w b
|
(6]
[t uﬁ o
3

“

%

&

i

3

D i

B Rl

o

s~

a0

i,

R

L

3

W

£8

Ny

Q‘g—ﬁd_;

Vi

%)

&

&

v

Din sy

o
$i:
Mgt

o,

el

s
4
e

wneged

2

ot
&2
il
o
gl
Q

O

¢
yd

ord
ik
=
@y B R
oo H
b 5 -
sovb g
W By s
MM wd ogd
% 5How
r;..ia;@h
@y S 4¥
) Sen b iy

o
St
| rpd
o
ST
P et
ad
e L
R
Vad il
{!Jw o)




Ao

o - 164 -
I et de classe G1ﬁ et il en est de ménme de g
‘-0 YR ,

On a z)gi+1/c§xi+1 =1 .'j . fi°dvi . S1 nous posons

T

4~

1

R
1A
fi 4= fi- B /b:%ﬁ4 y 24 4 cest une fonction de classe C' 3 support
contenu dans § , et on a [“ fs_g°dvi =0 . Ceci diti goit £ une fonc-

tion de classe C1

sur R" dont le support est contenu dazns un cube
est vide, on 2 f£=0 . Supposant qu®il

n'en 20it pas ainsi, on voit que, si [vtfadv
YR

compact § . Si l'intérieur de §

1)

0 , on peut construire

qui possédent les pro-

de proche en proche des fonetions fn_izf;osb,f
1

<

priétés suivantes : ce sont des Ffonections de clzasse ! & suppbris conte-

C
e ., = ) e% 2 = B o
gens G ., et on o aé‘;g 5”333 = f, - 11 en résulte gHae - I = &F =2 (}E
s Ty

Meus avens doac 4tabli le résuliat suivant

2w

Proposition 1.- Soit T une fOﬁCblGQ de clagse’ ¢! -gur B° , & support

- compact . Poar gue f'&z,ﬁ .. N3z Scit le cobord dinne forme diffé.-

n
rentielie de classe ¢ & support compact, i)l-fout et spffit que
[ & Besio T 5 Az e ) x 2 4 5 o3
Jonfedv =0 . Swwthaﬁy -2 conditicn setisfaite, et s0it § un cube
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différentieclle ?’ de classe 01 sur U' dont le support est contenu dans
B!  (prop.1, no‘) 3 on a done whe p =4 9 o) , et 7’5tp est une
forme différentielle de classe 01 dont le support est une partie
compacte de U . Il en résulte imms médiatement, en vertu de 1a prop.1,
n%1 que.j;ogfa =0, ee qui démontre notre assertion. :

Le nombre &(p ;5 X ) est Svidenment uniquement déterminé par la
condition que .nons lui avons imposée {ear on peut toadauéu prendre @!
telle que J~lw’ # 0) ; de plus, il ne dépend Sévidemment pas du choix
du cube §° vthfalSu%t aux conditions imposées. Ce nombre slappelle le

degré de 1l'aspplication ¢ au point x .

Les notations &tant les ménes gue pins haunt, on observera gue, 8i X

est un voisinage de % tel gue (W) Q' , on 3 §{u iyl =08lpg 3 %)
pour tout Y €N . I en résulte inmédiatement gue le degré de p est le
méme en tous les points dlune composante connexe ée i

Ihéoréme 4. Soit U une partie ouverte connexe de R% | 2% _s9it © une

application propre de classe Coo G8e U dans une parties cuverte U' de Rg

(o

1] exzs%emals"s“anwne “re 6 et un ssul gui poss?

¢e 1o propridid suivante

foda

si w' gst une forme diffdérenticlle homosdne de degré n et de classe Ci
de

sur U' dont le support est une partie compactie

j‘wﬂoig = & jﬂmg

Prenons en effet pour 8 la vgleur commune du degrd

g, on o

sl
point de U . On peut trouver des fomctions h! (1<3<r) de F(U') dont
o = =

.12 somme est 4zzle & 1 sur le support de w' felles que, pour chague j

g3 - % ¥

a
ie support de n! so0it contenu dans un cubs compsct contenu dans U
A MUV L <z B L C2L R AR EL Lies i WL W BIUG b U IR il J =

On a8 done (h! w!)ow = 5

paisgue
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Définition 2. ILes notations étant celles du th.4, le nombre § s8'ap-

pelle le degré de l'application ©

; % oo
Proposition 2.- Soit ¢ une application provre de classe C d'une

partie eouverte connexe U de R? dans une partie ouverte U ge Bi Il

existe alors une fonetion continue p & waleurs >0 sgur U gui possede

ls propriété snivente : si  est une application de classe C® de U

dan® U! telle gue, pour tout x=xeéU , y{x ) soit & une distance
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Il existe une fonction ecntxmza bornée p &4 valeurs >0 sur U telle
gue, pogr tount X eU , iz Boule fermée 3! x ) de centre z{;{;&} et de

= g = . 3

o ; Vit R e s ey e Ty A — 2

rayon of X} 8¢it contenue dans U! . En sifet, =i Ui=R a
A £ .

prendre p=1 ; sinon, lz frontiére de U' n'est pas vide, et on peut

t
! , o8 p.(X) estla
/ % 5%
€

prendre pour p{ A} le nombre inf. 31, 2€?’§ P,
e 2
distance de wl{x ) & 1z frontiére de U! . Soit I pne partie compac

de U', et soit A(L) 1l'ensemble des X€TU %els gue B{ X ) rencontre L

nous allons montrer que é{z) est contenu dans une partie compacte de U .

Fiael e 2 o - - .
Si ’J‘f’ﬁ“ s Scit 2 la distance de I & 1z frontidre de U, et soit X
un point de A(L)} . Désignons par b la distance de of 2/{.) & la frontiere
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Supposons maintenant que X€B ; BL XeB' ,ona y(x) = JL( ) FAld)

si x# & (paisgue A est biunivoquc) Peste B ponsidirer le cas oA X

est dane B mals non dans B'-. On a alors
(x)-Ala) = (-alx)MolR) - A(x)) ~ (Afa)-Alx))
Hous avons wu plus hauvt gque 53 wix ) “Jy@.(%} f% < 'er/’é- + e! .

Par ailleurs, on z || A(d) ;‘\ a)l e A ‘L{x)-ﬁ~o(x)§§ < et

dfol w B i
A Atayf 2 A tx)- X (a)f ~2e
> e fix-al -zer?2 e:*r.*f’é - 2e'

YiR)- A(Q) 2 erf2 - 2e' - {exfs + ') 7 exfi6
ce qui démontre notre assertion daus ce ¢az . '
Procédant de iz menidre gue plus hzut pour 17 applicaticn ¢ , on en
déduit gu'il existe un voisinage cuvers T de 4 dans U , qus nous
“OUVONS Suppes r contern dans B' , tel qgue E;:(—x) ;5 $(XK?}) 81 e P,

Xiel , % £ x . Liensenble w{P) = A{P) ezt ouvert {parece gue A est
nn homéamcrphisme*}i Y coincide avee A sur P et on 2
P = .;'j (¥ (P))= AlAl®) . 11 résulte done du lemme 1 gue le degré
de ¥ es%:}éga}; & celui de l‘v’anplicaﬂ‘;icn iméuite par _ﬁ. sur U ; or nois
savons @634 gque ce desrd est Sgal 2 celui de ¢ . .

Il nous este maintenant =Y deterr'siner lz degrd d‘uzze applica_tian_ de
1 i*ﬂ.a‘-aiie psr une applicstion affine i,.versibla'fie B” . Soit A 1 espa,ce

== =T § ey A Z LRI "«, s F: s iz R b B B Es 3 3
ges gpplications affines inversibles de R sur lui-p€me, muni de I3

topolegie de 1z convergence uniforme sur fout compact 3 s3i A e A 5

% «
% 4 s S Aes g Az oo 5
application indulte par A sgur U . Llense bls

des /A E A gul sdtisfont & 1o condition {(2) ci-dessus est un ?cisinage

- \;c 3 oo pey ou £ e
age —J,"—a cans S el : 23
A RS IS ‘;“l“"‘?
Sigtad S dl
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le livre consacré & la topologie algébrigus ; nous y établirons

notamment que le degré est toujours un nombrs entier.

3. Yoxridtls oricntées. :

Bar DCLO&S gi'un espace vectoriel Iq de dimension finie sur B est
susceptible de deu- orientations différentes. Soient D le dual de L,

et € 1llalgtbre extérieure sur D ; n désiznant la dimension de [, ,
scit “p l’é*aace des Sléments homogbnes de deszré n de & 3 pn peut

300
{
o

lonner une acieﬁtation o de I, en se donnent un Elénent wF o
B> s les élépents de e de.la forme aw ; 270 , sent dits positifs
ou négatifs relativement & 1'0‘1enzat10n o de l; _suivant gue 2 est

N w % =~ 4 & ¢ ~ ” 3 a < g =
Cecl dif, scit V ugne varidié de dimension n . Supposoes donnée ,

: 8
pour chague pe V. , une orientation o{p) de l‘espace L .(¥) tanzent
& ¥ en p . ficus 1rons quc ces oricntations forment un systéme cohdrent

si Ia condition sni"aﬁte est satisfaite : si o egt une ferme Gifférer

gue w- -soit positi? /(ralativement & ofp) ), 2loxs 1) exizte mn voisi
nage ¥ de p tel gque, pour tout g I , w_ soit vositif (relstivement
$]

n 8it gutune *ariété ~est orientable 5711 existe un sys-

v
<«
e
e
Meset®
Nt

t&me cohbrent dﬁarieﬁta+lcﬁs des Dspaees tangents & ? ;s et on appelle

variété orientée une suructuwe ccnst tude par les donndes dfune

fote
(i

varidté et dtun ystnma cchersn* dtorientations 8 espzces tangents &

Proposition 5.- Pour cufune variéié V soit orien table, il fant et

- Bofiit gu'il exwiste une forme Giffdrenticlle w homosdne de degrd n
Sgal &4 lo dimension de V , de classe g% . telle gue w_ ¥ O pour fout
= e ST 2 s ""‘ o : s 3 e
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Supposons d'abord la-eondition satisfaite. 81 pev , soit o(p)

ltorientation de LP(V) définie par 1a condition que w,, 801t positif.

Ce systime dlorientations est cohérent. Solent en effet p un point de Vv
et w' une forme diffédrentielle homogdne de degré n et de classe C° telle
gue wxg soit positif. Soit (f seossfy ) un systéme de coordonndes
avtour de p 3 i1 emste alors des fovzctions continues g 8¢ g! telles
que w et w! coincident sur un voisinage de.-p avec les formes difiéren-

tielles g df, A ... /‘g&fﬁ et g' af A ... A&fn respectiversnt. On a
glp)#0 . g'(p)#0 et ig’(?})(g(p))”’}(} . Si on pose, pour tout geV ,

wf! = hig) w, » On 2, pour les points ¢ dfun voisinegs de p ,

g*la)=gla)hlg), ce gui montre que hig) >0 pour tous les points d%un
voisinage de p , donc que ‘w! g est positif ({rel=tivement & oig))
pour tous les points d'un voisinage de p . ' :

Supposons réeiproczuemen iz variéts v mienta‘ole, chms*ssons un
systime cohbrent cvc*zeuta‘rmas ef{p) des espaces *’aagents avy s ps-“.r

ehague D&V , choisissons une fo“me gifférenticlle w? honogéne de:

degré n et de classe C° tolle gue P soit postiif, puis un voizinage
Z 3
- - Ty %
Uip) Ge p tel gus ,,._;; 8017 positiz pour tout &u;y; - So0it (B ,]’jé

une fanille dispersée de fonctions de F{V) telle guey pour tout 3
le support de k, soit contenu dans llun des Uip), soit dans U(pj) -
: et gue hj{q) Z 0 pour tout geV . Si qecV est tel g que }1 {gl#o",
L e.gpé? est pcsitif eng . Si nous' posons w = Z:i eg Bso 5 , la forme
d&fféz‘ezz%iclz.e w est de classe c° et est peaiuivé en tout poini de V .

-

Hemoroue. Da démonstration monitre gue, si ¥ est orientée e, 11

exisiz une forme différenticlle w hamar'ér* de degré n et de classe oo

qui est positive en tout point de V . Par ailleurs; il est clair qoe




ML

= ANE: L
gue lton pent choisir les formes o' de. la démonstration de classe

B

" s ; 5 p A Wy 5 o 2q T o A 2 om ot B pu 7 v 34 £ 4
5/ + on voit donc que, 81 V est orieniée, 11 vy a une forme différen-

L

en tout ,point de ¥ .

Soit ¥ une varidtéd orientable connexe . Si w et w! ﬁént des
formes différenticlles honmogénes de degré n &gzl & la dimension de ¥ ,
de classe C° et partout F0 sor V , il est clalr gu'il existe une
‘fonetion continue n -partout fO sur V telle que o' = aw . Pulsgue ¥V

est connexe, lz fonction u garde un signe constant sur V 5 11 en résulte

[~ g i ANk - 2 + I e Y I S

Solent V et V! des varidiés orientées, et £ et 2 leg waridiés

= 3 =X = 7 o o o 1 Py Catn t & S R
apns-~jacentes d2 ¥ et de V' . Supposons gue ¥V et VP solent de méme

Soit p vn point de V tel gue v soit de rang n exn p 3 4.9 est alors

‘ for

un isoworphisme de liespace tangent i,?i? Yienp VQ avec l1tespace

tangent T ,({7:) =au point p!'= ulp) . Bésigncﬁs par 1?§i?) et
L (w

“et de V! ; cep espazces sfappellent les sspaces tansents orientds & V

-

les espaces vectoriels orientds obtenus en munissant

5
j
Q?G} et Lﬁéy(Vé) des orientations définmies par celies}de v

oL o

et 2 V? en pet en p? . 51 dP$ est un isomerphisme ds %ﬁp{V) aves

[gﬂivw)¢ on dit que v préserye llorieniation en p ; sinon, qu'il

ltingerse. DPour gue ¢ préserve llorientstion en p , i1 est

évidepment ndcessaire et suffisant que, si w! est une forme diffd-
' +3 n< #
reoats { iye en p!

glle honmosane de degré n et de classe &7 sur V¥, posit
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soit compact ; il n'y a donc qu'un nombre fini d'indices jed pour
lesqguels h w;f 035 8% .73 est 1z restriction de hjw a U; s 12

somne Z j€ Jj/ 73 a8 un sens. La valeur de cette sonme ne dépend
pas des cholx des fonctions h, et des scus-variétés Uy « Soit en
effet (h’_‘j,)j,é g1 une famille dispersde de fonctions de F(V) de

somre 1 telle gue, pour tout Ji€e J* , le support de h‘% 801t contenu

dans une sous-varidié ouverte oricntée UL de ¥V gui admet up isemor-

L

(€2}
ish &
e

phisrie avee une pariie ouverte de i 3,40 est la restriction
: R :

de hhi z “ifj s il n'y = gulun nombre fini de couples [(j,3') pour

3 = {
. - G 24 e 3 3e
_f.efm__své.“:;:u b0 8 D= g o T dtok
e ded? 7 ; 43 e i
5 ;o /
=i e - - Seee e
35 2 j; ; gagggfég“jy C a3 .
s 2“ >
De mBme, 51 . ¥ ., et G, . désiznent les restrictions de hiy et
=iy} w s 5 &
de hj?;'ﬁa; & Ut . on o
34 (%3 ;‘" ; A (i :
Z:' T3y ,g ;?I's 32 2 % §. oo j; {;{ e 2
d=Cw vyl jed,lled U dsd
£ ¢
- : - -l‘ . & V 13
Or les supporis dé s 9 2t de é 1.5 sont tous deux contenus
2 g o a’?
7
dens U.NUl, st % ., Coincide gvec Zw <y BUT .ﬁ’ﬁi 5
- 3{, -3 d:3° . Jed! &
drotr Lo v = s ;et par mhite
. d.d Jypt, 3l r
L ! :
2‘ ff!{ !? = Z'{? - é ;.;,.; 5
36(}. Jz’g‘: j b £ o1 ¥® j,,.,k 3!
ce qui démontre notre azsseriion. é

& £
Le nombrs . 4L, J.r 4 ¢ 8'appeile 1tiptéorale de w sur V et se
;o €d 417 % e T S S e e
= £ e
désizne par | w ou par _/l ®
B d -
Lfaspiication w ~—7,{ w est une fonotion Jlindaire sur llespace
4
vectoriel sur R formé des formes diffdrenticlles hombgbnes de degrd n
= 3 2 s
de closse 0 . 2 shupporss cappacts. 2ls vésulte en cffet inmidint
= S

§
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g . : 5
v, = tzl U} s+ toute partie compacte de V est donc contenve dans Wg
s ' é:i >

pour 8 assez grand. Mous montrerons par récurrence sur s que toute forme
différentielle 'w homogine de degré n, de classe 01, dont le support est

une partie compacte de W_ , telle que ‘f w=0 , est le cobord d'une..

& ’

forme diffdérentieclle de classe C' & support compact sur V . Observons
d'abord ghe notrs assertion est vrale si lec support de w est une partie
compacte de 1l'un des 0! . En effet, la restriction de w a Ul est
alors 1le cobord d'une forme différenticlle & sur ©U! , de classe G,

gt

dont le suppori est unes pariie compacte de Ug « 91 g est 1z forme
différentielle sur V gui prolonge é"et gul est nulle en dekhors de ﬁ; ;

; est éegiaasse ¢! st ona do= & . Il en résulte que notre asser-

ticn est vrale pour =} . Supposons palintenant gue s > et gue notrs
P 2

1
forme différentielle qgui
e

posside, relative : - PTOT & tes plus hant. On peut
trouver des fonchicns u et v de Fi{V) %elies gque up+vy soit égal &4 1 sur

e e T
Sy £V ITEl LAre -7 : -
S5 a8 Pl 4 AT
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voints lisses de lz frontiére

ntielle -AAf- 7 seit

-
C

e 7

elantivement ouvert par rapport 21

part évident que W est ?'enscmble des p

%

n-1 guliérement plongée dans

cette variété,

.

o

S0it p un point 4

)

ocunéee sutour de p

v
Lk

tiw
af dfﬂwf

s et nous proposons dforienter ilegpace *angeqt

)
o
Qe

e

1 ﬁ.fu it

2 Y
&

we

ette forme différentiellevsar v sait

2 he
.LL'»‘

Lol bt

téme de coordonnées (fx,ned,fn) gatisfaisant

Za

L5
ST eme

L) un sys de coordonndes su; C! tels

des points des C' tels gue f’{g).>'f*€p)

(-1)" afs A... 4df} solt >0 enp .

uvert de p contenu dans’

7
‘; Eeda
PAS

«q); sois un eube c&ve;t de

4.503-&- o

C

t’b

icns H.-Ei(xj,...,x } 6o classe

)

7

~%

coincide avee Hi{fi"“*f- sur

fconctionnel de 1‘3’”‘,.,,,&5,1
3 b4

par rappori & Egseecs® 3

1

ﬁsn“l ] Py OO
forme zii'%,'hi “,A&.f eoincide sur U avee

o

cue ie numbrs Bi11,..a,an} es%

¥ cuvincide suy YNET

azi ¢

Crc: dont MR im:re BT
b e

>0

el

rer gue l'orientation en Q&éS*iGﬁ ne dépend

onditio

ince

ﬁ

Par rappori & Ry go0e X,

AdT

pes

ne

Solent ﬁenc c? un voisinage cubigue conpzct de p dans ¥
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£, ,.0008 )88 A ... Ndf ., . Pour démontrer que notre orientation

vent en p & W ne dépend pas du choix de £y9o00sf,4C

%

45

(@

onc de montrer que 31(31,..0,an) est un nombre >0 .

WO

3

g

L

46 ;
7,b,an):0 81 4 < n . Soit par

o s Ao
2875

constante sur $ on 2 ne

ailleurs {(pour t réel
le point de W tel que

signe de f!(qg,) est dome le méne
’qus le nombre Hn(af,.,o,an“1,t}
dtoh {?}Hn/axn){a?,“,,an}; 0 =

2 /c)xn}éa? Sen B

De €a§ §o¢bgan}{a}£1

n-

b

0 . 0

assertion.

ke
N

P

licsspace

L
e 3

i

S

3

o

W
(

()
ot

o
=

Lo
8]

2

(]

n-1 =

nos orientstions de

4 &

e

point de W NC

S

;5?

o0

s

o
fect

6]

tangents

done

w0

ite un

(3]

un syctéme cohérent et d&finissent par =

u
b f &

ks

iy

waridté . La wvariété orientée ainsi inie s'appelle

se désigne par U . Si 4 est une forme différentielle

t sur V dont la btrace sur U es5t sonmmeble, 1iinté-

i

e

s

e

-5
A1

_ligsse ds Ja fronmtiér lien-

“we

e




‘suy T est noelle, et 1t'intésrale 7 d§ = fd g est nulle en verin
s

Soit meintenant & une forme différenticlle homogine de degré n-1 et
de classe C' sur V . Supposons gue le support de § ne rencontre pes la

partie non lisse de la frontidre de U . La trace de ; sur U est alors
une. forme différentielle de classe 01 sur U dont le support est une partie

compacte de U . Fous nous proposons de démontrer la formule
(1) Jyg d; = f,[; ; ss

oy & % = G, R “ 2
11 existe un nomhre f£ini de

fonctions &, geee,ll,, de F(V; gui posstdent
les propriétés suivantes : a) la fonction Z§=1 hj est ézgale a 1 en
tout point du suppert de ; contenu dans lfadhérence 'T’f de U 3

B} pour chague § , le support de h. est contenu dans 1*intérieur d'un

d
ensermble cubigue compzct Cj de V gul ou bien est contenu dans U ou bien
contient un point p.€eU , et, dans le secend cas, i1 existe un systdme

de coordonndes (£ ..,...,f_..) sur C. %el gue UNC. soit llensenmble
£y 5 ’ >

< = . & = -3
g nd pr! 3
2 £ 2 2 ) 5
des g€0. %tels que £ . . [a £ {(p.) et la forme différenticlile
b 4 29 - e & 3 3
o e cERg gy
¢ fizs E 'S 5
=) df A ... ikaf . est >0 en p, . On 2 alors
[ Y] 1 &

is t g 3

b = 3 oy : A
= f,, dlh, G ). et la restriction de ; &y, est la somne
i

s

tions des formes h. & . Tout
, 3

r

= = £ 3 i 5 = 5 e % %4 s

formule {1) dans ls cas ot le support ds ; est contenu dans l'intéricur
oY e - 7T A AN e . = a St

de 1'un des ensembles C, . Tous désignerons alors par ¢ eelui des G

dont 1'intérieur contient le support de § . Si CC U , la trace de &
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4 ~ :
” n
go (?:-'Zi=1 gidx,]A...Ad.xiA...Adxn
ok chagque gy est une fonetion de classe c°° sur Q dont le support

est une partie compacte de Q (le ™ sur dxi gignifie que ce facteur
doit 8tre omis du produit) . Le nombre fﬁ 5 est égal &

fQ. gn(x1 see9Xp 4 ,())-dvn__1 s O dv est la mesure de Lebesgue sur

a1
=z 243 : i

i .foxt h 1z fonection Z§=1 (=171 c)gi/c)xi , %08

Al 5o¢) = hax,N... Aax,; . Ta forme (-1)%az A oAt , Stant >0

en p et paritout ;éo sur l'intéricur de C , qui est connexe, est partout
2 0 sur 1l'intérienr de ¢ . Soit P ltensemble des points de Q dont

iz dernidre coordonnde x, est >0 ; on 2 done
Ve
; 5 A f s 3
Jd o = (o) o h.dv, , ot dv, est la mesure de Iebesgue sur & .
v = 4
Il suffira donec 4'é6tabliyr les formules

- :

4 .

: N e - o z %

Jp l0g /0% Vdv =0 a1 1<n

- el S

. _ : :

éi { el / — f =

v P 'a"f’n Oxn}édvu = 8-, 4
Seit 2 la borne suvdrisure des valeurs prises par x sur g . Si i< n
nous écrivons :

{ & f
& - < 3 e ‘i-. "~~. -
w”P é ngiazi}d vn Tt jO ( Q;{ dgi/a}:'}{x: $2 6 9 ;Xﬁ\“z Sy}a?;‘:‘;w'i }:’__} «
Or, si on désigne par (0g./Ox.)_  1a fonction (Ziseio @ >
R B! 2 G |

.i/()xi) {Z5-.24%, 4,¥) , 12 forme différentielle
g t =

2-» /, - Y = / - i"-‘ ‘t Rt v d rmommy .’:f:‘\ﬁ 5 2 b e A P Peeres
& =5 A{ij ’fo ,i;é ¢ 5 o ‘GXn_’? e s BU ul&nb .:.G-cg LE CO00TO Qg2 iz Torme

FE . L 2 = R A R j : T e & A
iffcrentislie 5%_6;2?/& oA dngs sea /\é}:,ﬂ + 3 f<ont le support est ane
-~ ¢ & Songt | g

2 T S |
e 4 21
e et
vidal ¥ o
IR e i s e =
7 S T R S e T R W T L T -:r:-',;‘{-x
V2 { f a
i N in ; f - e
N~ 5% § g § / § = T e Y =
= ( =~ 5 } 3 e = K. { ; i 71 e 3§ o = = \FJ-{~ e
& 53 SR e bl ien e D f S, fiEg s o8, R 1 By 4ag jedY
2 o &4 3 v o i3 e4 3 A S 2 | E
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Or 41l y a un nombre a'<a (et >0) tel que g (x,,,q.,xn 1,y)*O
s1 at< yg & ; ona done f (og, /Odx o) (Xggeee,X, -0 ,7)ey =

= ~gn(x1,5..,xn”1,0), et nos formules sont démontrées.

ifous nous proposons meintenant de généraliser lz formule {1 ) au cas
ot le support de ;’ rencontre la partie non lisse de la frontiére de T .
I1 nous fzudra pour cels faire certaines hypothéses restrictives.

Si w désigne une forme différentielle homogine de degré n sommsble
sur V , les nonbres /'u wil, o 1 parcourt l'ensenmble des fonctions
continues sur V telles; que ]u(p)l f_: 1 pour Sout peV , sont bornés.
En effet, si Qo est une forme différenticllie satisfaisant zux conditions

snoncées au début de pesragraphe, et 81 w = g0, s 1z fonction g est par
hypothése sonmabla relativement & la mesure de Radon fL(w ), gul est .

évidemment une me su:e posxtlve. Les nonbres 1 Jhwn; sent done an
plus égaux & 1l'intégrale de jg| par rapport 2 plw,) « Hous ;osereas
{ : ;
fjami » Ceci ditv, nous &i;pns guicne partie compacie E
(=]
ifférentis

cllement négligeahle s8'il ex is%e une suite {u

per g

de

T
Fonctions de F‘{?) gui possdde les propridiés suxvantes 2

fo 3]

2} chague fO'btqu n,, est_nulle sur un voisinasse de B ot dgale & 1

en dehors d'une partie compscte de V ; si I est un voisinase de T

(3]

(9

un T, tel gue, pour tout r>r , u, Soit dmale &1 epn

xmmeing

ol

) les fonctions u, sont borndes dans laur ensenble @

7 =
c) 81 & est une forme gifférenticlle homoséne de degré n-1 et
de classe C° guclconoue sur Vv , on a lim - flau_ A g}}
r =
i&n notera gutil résulte de 2] gue dur A §' ¢st & suppert compae
et par suite sommzble | . Si ces conditions sont satisfaites, nous dirons
gue {u_} est une gnite d'approche pour lfensemble E .
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2

i1e ouv

e

part
ivan
non 1
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R
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relativement compscte de V . Supposons les conditions gu

2

B

)

¥ , 12 trzce de & sur le bord

) 1z partie non lisse de la frontidre de U est différent
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1

c
'IU d ; =

t une forme 4dif
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