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IIVRE I. CUAPITRE IT (Ztat 6). ZHEORIE des IVSEIBLES.

Commentaires.~ Comme comvenu, 1o notion d'ensemble @ 6té vidée de tount

‘reposant sur les schémas

sens rormel, et le couple & 6t pris comme signe primitif. Pour 1l'anpli
~eation aux cardinaux, il m'a paru préférable de définir, pour une famille

- d'ensembles, unc somme bien déterminde. DPour rie pas couper le 8 i

npédunion-intersection® et le & "produit®, les relations dféquivalence
ont &t6 repoussdes & la f£in, bien que leur théorie ne repose pas sur
1'axiome de liensemble des parties. Les changements prévus dans la
g&finition des entiers m'ont contraint & abandonner (& regret) la phrase
de Chevalley : "Llensemble vide joue on rble de premier plan dans la
pensdée mathématigue®, - 1o :

Ta rédaction sunvose Paites aw chop.l les additions suivantes g

4. introdnction de.la notion Rix,yf . 2. quelques compliments sur

1as velations Ffonctionnelles. 3. & ¢8td des cignes fonctionnels permet-

tart de fabriguer des relations, il est commode {(gueique non indispensable
g

dtavoir des sigzunes fonctionnels permettant de fabriguer des termes
{("termogines® ; les autres pouvant &tre qualifids de "iermifuges®).

3 1. Relations collectivisantes.

1. Ie théorie des ensembleg.— Lo thiorie des censembles est 1a théorie

admetitont les signes fonctiounels de deuxilme espdce = , € et le signe

@0

fonctionnel de premidre espdee O {tous ees signe

o

étant de poids 2}
1 & 87 , sur le schéma S8 gnl sera introduit

au ngé, et saur les axiomes explicites A1 & AS, guzi seront introduits peu

¥

24 peun dans ce chapiitre et le suivant. Ces axiomes explicites ne contien-

nent pas de letires ; autrement dit, 1a théoric des encembles est une

théorie sanz constantes.
I= théorie des enssubles est une théorie 8galitaire, et les résultats

du chap.I 1loi sont applicables.
Disormais, et sauf mention expresse du contraire,’ nous raisonnerons

z

toujours dans la théorie des ensembles oun dans une théorie plus Iorte.

s

'lais il gera éSvident done bien des cas gu'une telle hypothdse n'est pas

«

831 T et UJ sont des termes, l'assemblage € TU est une relation gui

uement par un svmele tcl que TeV , (Tle(V) , T

b3

appertient & U, T est Sldment de U . Ia relation non {TeV) se dbsisne

L

)
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Du point de Vué nnif, beancoup des 8tres nﬁth&nﬁtiquee peuvent 8tre

considérés comné des ensenbles dtobiets. TJous ne c¢hercherons pas &

formaliéer cette notion, et, dong l'interprétation formnliste de ce

qui suit, le mot "cncemble® doit 8tre considdérd comme strictement

aynonyme de "Herme® 3 en particalier, des phrases telles que

soit X un ensemble” sont, en principe, totalcnent superilues puis-
~qu'ane lettre eot un terme. L'utilitd de telles locutions est de

fnelllter la traduct 1on dn texte en langaze intuitif.

2. L'inclusion.— .Jé.u.mt*on 1. Io relotion désisnde por (Y z)(zex¢ Ze y),,
dans laguelle les peules lettres sont x g_'g ¥ » 8¢ _représente par 1a notion

xcy l(ouyox,oun ™ est contenn dans y", ou "y contient x" , ou

"x est une partie de y" ou “x es% un sou.s-emzemole de y* . Lo relation

non(xc y) 82 re;grésgg _pazr xc];y . ’
 Conformément aux nsages signalés au §1, n°1 du cl.ap I, cette définition

entraine la ceavenuion métamaﬂﬂérza‘hique suivante ¢ soient T et U des
assémblag?es ; si, dans l'asgenblage X ey , on substitue simnltanément
T axet YV &y , on obtient un assemblage qui sera dCsigné rar TV ;
si on désignepar R ; Y des léttres guelcongucs distimtee;de x et Y.
6-13?-1nctes entre elles, ne fif’ rant ni dans T , ni dans YU, l'assemblage
Tc U est done 1dent1que a (T] x)(Uiy (% (::)(j {y)(xc. y), donc,
dterds ©S8, 0S5O et €357, & (Vz)(zef = zeV ), sl z est une
lettre queleonque ne figurant ni dans T , ni dans U .

Vésornais, guand on poseralqne définition nathématigue,_ on ne

sisznalera plus la convention métamathémﬂqae' qui en résulte.

0812;-. Soient‘ T ,/U V des assemblazes, gt % une ;e'btre. 'assembgg
(V|2 ){TcV) wﬁm&_ (V}x T (Viz )V .
Ceci résulte auesitbt de C359 et cS5 .
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CFi1.- Simet U sont des termes, T < YU est une relation.

Ceei zépulite aussitBt de CF6 .

Désormais, nous n'expliciterons plus les critires de substitution
et les critéres formatifs qui devraicent suivre les définitions.
On notera cependant que ces critdres sont souvent utilisés impli-
citencnt dans les démonsirations.

Pour démontrer dans une théorie ﬁ’la zedation zZc y , 11 sulfit,
dlaprds C26, de dSmontrer Z €y dans la théoric obtenue en adjoignant
z €x oux axiomes de § s 2 étant une lettre distinete de x, de y, et
des constantes de la théorie. ZEn pratiguc, on dit : "soit Z un 61ément

de x " ; et on cherche & démontrer zZ €y - '

Proposition 1.- X e—=x &

/

Cette provosition est immédiate. On d4it gue x est 1a partie pleine de x

?rozaos:?..%ion 2. Iy et yc 2y= (xcz) . _

Adioignong les hyg)éthésea Xcy etycz, nex . Alors lesg relé%»ions
Xcy ,3c7 sont vraies, éonc'les_;rela%ions BLeEX = Bey ,
Mgy = u€ez sont vraleg, donc lz relation ues est vraie.

3. L'axiome dl'extensionalité.- Clest le suivant

]
5
Mvovart
L]

4. (VY7 lzcy et yox)= x =3
Intzzi%:ix}eaan*‘s, cet axiome exprime gne denx cnsembles ayant les
m@mes &liments sont dzaux.
Pour démontrer que x =y , il suffit done de ééézzoni::s:*er - Z € v Qans
1a théorie chtenue en adjoizgnant l'hypothéss zex , et Z ¢ i dans 1a
théorie cbtenue en adjoignant 1'hypothldse ~z€\y_ s Z Stant une lettre

dist

X

neie

e

o

ie X , de y et des constanies.

Ci5.- BSoient R une relation, X une letgre, Y unpe lettre distincte de

X &t ne ficurant pas dans R . La relation (Vx)lxe yeR) est uni-

yogue en j .
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En effet, s0i% z une lettre distinote de ® et ne figurant pas dens R .
Adjoignons les hypothdses (Vx) (#€y=R) et (Vx) (xez&R) « Alors,
on 2 successivement les théordmes (VX)(({%eye>R) et (A€Z &R ))

2 .. Ceci

i

tVx)(xeye %xez2) ,yc z , Zc )y - Daprds A1 ; Y
&tablit €45 . :

4. Relations colleciivisantes.- Soient W une relation, X une lsttre.

Si y et y’ désignent des lettres distinctes de R et nz figurant pas

dans R., les relations (I Y M Y=x) (x _y<=;”R), (3 yI VYx) (xeYeR)
sont identigues d'aprds €58. Lz relation ainsi définie (qui ne contient
_pas.x ) se désigne par Coll, 'R . .
Lersqae Ccll K eoﬁ un théortme a’une *hoome & & on ait que R est

collectivisante en R dans ‘é - 5¥il en esthaiﬂsz_,‘ on peut in‘croéuire une

U? _'

constante anxilisire & » distincte de R , des constantes de g . et ne
figurant pas da‘qs: R , avee l'axicme introducteur (‘9’%}{% L R ),
'-eu, ée qui revient an meme si X nlest pos une constanie de 5 s REASR.
Intai‘sivemz.*(:, dire gue R est eoliectiris aue en X c’a:si:' ‘éire
un ensemble & %el gque lecs cbje‘sgr:ﬂ poséééa&t iz |
Exempleg.—- 1. 1o relation xe€y est Svidemment eai.,ee%ivisame en ¥
2. Ta relation K%X rz.f‘es*i; ~:“'s collectivisante cn X , elegt-a-dire que
non ue_z.l mgﬁ x)} est un théortume. Roisonnons par l'absurde en supposant
zgéx et}}.lec% visante. Soit 4 une consiante C,GEL}.J’Z{A“{"Q distincte de x
et des congtantes de la théorie, avee llasziome intro ducteur ,
{‘v’x}{z;éx = z 6&}«» Alors, 1= relation 4 A &4€4 est vraie.

I
ﬁéthaée de digjonction des cag prouve, d¥'abord gue la relz«}uéﬁisﬁ &é &

-~




1145 2 A IO Y B TSN
v

CAG.- Solent ® une relation, et x umec lettre. SiR est collectivisante |

en x , 1o relation (Y )% € Y& R), o ¥ esfa unc lettre distincte de

X ne fisurant pos dans R , est fonctionnelle en Y

Ceci résulte asussitbt de C45. :
Trds fréguenment dans 1s suite, on disposera d'un théorime de
la forme Coll, R - On définira 2lors un symbole fonctionnel
pour représ enter le terme Tj (VY x ) (x€eYyER). Clest de ce
terme quiil s'agirs quand on parlera de "lfensewble dcmt l’exzs-
tence est affirmée par le théordme Coll " 9.

5. L'axiope de 1'ensemble & deux élé%n‘bsm Ctest le suivant ¢
A2.- (Y=x)(¥y)Ooll (z=x ouz=y)
Cet axiome exprime gue, 81 x et y sont des objets, il existe un ensem-

ble dont les seuls éléments sont X et ¥ -

Définition 2.- Liensemble 7, ((\iz)(zeaé-? (z= X ouz=1y))), dont

ies senls &1ldments scont x et y , se note {x,y% =
On o évidenment %z:,;y} = 3\3;923( . Llensemble —{353}_ , qulon ddsigne
simplement par { x} , est l'ensemble dont le seul &1lément est x‘ .

5. Le schéme de sélection-réunion.- Cfest le suivant ¢

58.- Soient R une relation, x et y des lcttres distinctes,

=

et )l des letires distinctes de x'_e;g;' y ot ne ficursnt pas dans R -

relaflan

[l
&

(Vy)(3 X )(Vx)("R@ﬁ“X = (‘v’}l) Coll ((Ej)éyey ea’R))

egt uan am one.

uette résle est bien un schéma. In effet, aa’as"si’saons up terme T

& une lei;‘%;re Z dans la ?"elﬂmon précédente , que nous ﬁé&l”"?e‘)ﬁs par S

€34~

: o_n peut suppossr ¥, Y s X r ;si distincts de Z et ne fisurant pas

o o rvn i t . - i c
dens T dlaprds CS58. Alers, (T {Z )9 esfg igde Qtjque a

(Vy)(3X) ¥ x 3{?"§%€?§}-r>€‘?’j} Coll . Ezf}f yey et?“}

of Ramet (Tiz)R .
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Intuitivement, lo relation (V)/)(E{X)(Vx)(“R = %X EX ) gignifie
que, pour tout objet Yy , il existe un ensemble X , (gui peut dépen-
dre de oy }» tel que les objets ¥ qui sont dans la ‘relﬂtion R avee
1'objet Yy donné soient des 61ldments de X (mais ne constituent pas
nécessairenent tout l'ensemble X ). Le schénz de sédleotion agffirme
Que, 811l en est ainsi, et si }9 est un ensemble quelconque, il
existe uyn enserble dont les é61léments sont exactemend tous les objiets
se trouvent dans la relation R avec un objet au moians de l'lensem—
hle ¥ ‘ =
C47.- 31 P est_une zelation, A an ensemble et = 'une lettre ne .El"’!ll'aﬂ’ﬁ
pag dang ¥ ._Ia :s:‘ela';‘:zon "P et xe }i” est eollectzv:.aa 1te en % - _
En effet, désignons par R la relstion ??‘P et X =y’$ ; OB Y est une
lettre distincte de X ne figurant ni dans P ni dans X . Do relation

.(Yx)'(’R => (_xé%y},}) est vraie. Soit Z ane lettre di

stincte &2 x et Y
et ne figurant pes dans P . Ia relstion w@céaeme es% ide tiqueﬂé{ .
(-&)’;ﬁZ) ((V x )(‘R“‘?x:.:z,}, (notamment paree gue x es% distinct de Y )y
done la relation (VY)Y )(EZ,' 3 V XMUR=> xeZ} est v:fai& Il résulte
de 83 qzie ila relation ()41 g y)(cell% (Ej}{ ye )’ et R }j est vraie,
" et cette relation est iaentiqae & Coll (Ay)tye X et R} fﬂbtammem
parce que ni x ,;,ni Yy ne figurezz’;: dans X ). Znfig il suffit d'observer
gue la.relatim» t:-iy‘ Ye X et R ) est éq_uivalegt& S lal‘ :elatioﬁ
P et xe X ¥ {z@_ctammem parce que ) ne figure pas c_;’ié,ns P

On voit donc gus, si P est une propridté dfun objet % et A un ensem-

P

ble donné, cem’: gdes objets X qgui appartiennent et

propridté P sont les éléments

zi possident 1o

'un cerbain eﬁsem‘%:sle, gu'en appelle

M,

a
liengemble des e X tels gue P - { Clest ainsi guion pariera de lien-

senmble des

[}

2
wonbres réels tels gue P .*) L'ossenmblage ainsi désizné ne

eontient pas xR .
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C48.- Soient T un terme, A un ensenmble, = et ‘); des letires distinctes.
On_suppose gue x gne fisure pas dans A , eb gie y ne figure ni dans T '
ni dans A « Lo relation (dx )(y=T et X e A ) est collectivisante
=2 Y > . o '
Soit R 1z relation 'y = T . ILa relation (YYNHUR = Y& {T}) est
vraie, donc il en est de mlme de (Yx)(3 X)IVYNMR = Ye X ) ,8iX
‘est une letire disbincte de Y et ne figurant pas dans R . En vertu de

88, 1= relation (dx)(%€ A et R ) est collectivisante en Yy , ce gui
dénontre (48. _ ' | ' _
Lo relation {Z;&}{} =T et xe A) se 1it souvent ¢ " y peut se settre

sons la forme T pour un X appertenant 8 A ¥ . Liepsemble dont llexis

tence est affirmée par (48 est généralemeat appelé -lfensemble des objeis
‘8e 12 forme T pour xc A. IL'assemblaze ainsi désigné ne contient ni x
niy , et ne dépend pas du choix de la lethre y vérifisnt les conditions

de €48 .

7. Gomplémentaire d'un ensemble.- La relation 'x'?A_A’ et xeX est collec—
tivisante en x dlaprds CAT .

ﬁéfinitipn 2.~ Soit & zm_é partie d‘!un ensemble X . On appelle' _cdmplémem '

taire de 4 par ropport & X , et on ddsisue par gzﬁ. (o par EA guand

aueune confusion n'est & craindre) l'ensemble des éléments de X gui

n'appartiennent pes & &4 , clest-d-dire l'ensemble

Tpl(V x){xeBe> (z€A et xeX))) .

Soit A une partie dtun ensemble X . Les relotions xeX et ‘xé!& "

5

e
et Pxg E‘X 4 % sont éguivalentes. Par s

te, 12 relation "xe€X ot

S8
< Jelo

xégx A " opt 6guivalente & "xeX et (24X ou X€A)", done & "xehn ,

Autrement dit, 4 = gaX {QX L) est une relation vraie. Oun voit aussi

343
}. fe
Ve
B
i

facilenment gue, t artic de A , les relations AC 3B
» Jﬂi < 2 - "
4 g BC L. &2 sont Sguivalentes.

-
= ;

L

X

§

o

e = 5 s =
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On dit gu'un enserble X est vide si la relation (Vx)(x¢X) est vraie,
autrement dit si X ne posstde ancun Slément. D'apris llaxiome d'emtensio-
nalité, deux ensembles vides gont ézaux.

Théoreme 1.- ('J'X)(Vx)(xg"’” Aatremn‘c dit, 3.1 exishte un ensemble vide.

Bn gffet Y est évidennment un. ense;:;bla Tidg.
? ¥

1

Définition 4.- Liensemble Ty ((VX)(X? X)) s'avnoelle 1llensemble vide

et se désigne oa:rﬁ .
Le th.1 n'est antre gue 1a relation (‘f.}:/(xgﬁ()) On o évidemment
les théoremes [‘,.{,. =p , {:};. =X . : :

- I1 n'existe pas a’en*er‘ble dont tous }.os cbiets so:mm; élémeﬂts :
autrement 4i%, non {3 )¢ V"'}{XEA) est un théordme. En effet, s*il

existalt un tel en.:emlc, tou‘se relation serait cellﬁczivisaﬂte

dtaprés Gezu.’ Or nous avons vua gue la relstion zqéz: n'est pas
collectivisante. :

3 2. Couples.

i .&'axmme du eouplew Comme nous llavons dit au Q?,a 1, 1e signe =

est, dans la théorie des ensembles, un signe zavm'?'wnnel de p’ﬂemlcfe '
'espéce, de poids 2 . S_i. T , U =sont des termes, 1'assenblage D T U
est. donc un teéma_, gu'on dégigne pra_uiquame pelshy {_“‘g“ ,U‘ }. Ceeci j}oSé,
l'exiome du ecaﬂ.g est le snivant : _ - .

A3~ (VxNVE)NVI)(Yr)(x,y) = (x!,7') = (x=x' et y=y'))

Comme lo relation %x=x' et y=y' " entralne {x,y)={x?,y') dlapris

C42, on voit que la relation '(x,y)&(x’fy’)"es‘é éguivalente & "x=x'! et
y=yl v ' ' |

On dit que 2 est up couple si la reiation (3 x}{ 3y} zm(x,y), est
vrzie. Si =z est un ecuplie, les relations (dy)ie=(z,y)} et

'.3; x)ig=(x,y }) sont fonctionnelles por ropport & % et ¥ respectivement,
il r

4

-

% - & 5 _—_ o o R = €T 22 =7 R St
coern csulte auesiibt de A3. Les symboles fonctilonnels cegres?omaﬁ’s&

i



allintie Afitee ey o iannin s dol o ) o ko i a ol

c 9

sont pryz et pr-z , qu'on appelle respzctivement premilre coordonnée
(ou premidre projection) et seconde coordonnde (ou seconde projection)
du couple z . 51 z est un couple, lg relation (3 y){z=(x,y)) est done
Squivalente & x = pr,z , et la relation (I z)(z =(x,y)) & y=pr,z ;
il eq résulte que la relation z=(x,y) est équivalente 4. x = pr,z et

v = prgz , et par suite gue 1a rela’smn z-(pzﬁz - prgz) est vraie.

On pourrait convenir que-les symboleu abrévioteurs ¥ry z et Pro’
représentent dans tous les cas les termes ’b’x( Iy)lz=(x,y)))

et ’b’y((E x)(z=(x,y))). Iais les propridtés précédentes ne sont
pl&s exactes dans le cas génbral. Beaucoup de symboles fonchionnels

‘que nous mtroduwons Ul‘té7°iﬁl3,fe ent {comme aéje l Symbole XA )
pourraient faire ll'objet de remarques analogues.

Soient R une relation, x et y des lettres figurant dans R 3 soit z
ane lettre distincte de x et y et ne figurant pes dans R . Désisnons

par 5 1a relation {3 2)I Yz =(x ,y et R J. Clest une relation qui

 contient une lettre de moins que R , et R est Svidemment édquivalente .

& 1a relation (32 ){z’:(,x;j) etS ). Cela signif‘ie guton peut interpriter

une relation entre les objets X et ¥ ecopme une propridyé du couple

formé par ces objets.

~

2. Produit de deux ensenbles.- Théorome 1.-

(VX yD)(3 Z)(\r‘a)izezea'@ (3 x)(35 y) (z=(z,y) et zeX ot yeY))-

Autrement dit, guels gue soient X et Y s 12 ra—la‘c;.on %y est un couple

et prfzea, gt pr,z€Y " est collectivisante en z .

En effet, désignons por Ay

avec xXeX . Soit R 1a relation zsAy y qui est éguivalente &

(3 x)(z=(x,y) et x€X). Il est clair gue la rclation

1llensemble des objets de ZL forme (z,y)

k

(Vy)(32)(V2)(R=> z€A) est vraile. IL résulte de S8 que 1a relation

{3 y)lyeY et B) est collectivisante en 3 - Or, cette J.a},:"m on est

=

Squivalgpte & (373 2)lyeY et-%xeX ot s={x.v)). TDiod le théamime.

|
o
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Définition 1.- LZtant donnés deux ensembles X et Y , Ll'ensemble dont

llexistence est affirmée par le th.l slappelle le produit (ou .produit

cartésien) de X et Y et se désigne par X x ¥

D'une manidre préeise, X xY¥Y reprdsente donc le terme
2 ((V2)ze2 < (3T 2)(3 y)lz=(x,7) et zeX e% veY))). Ia relation
ze€LxY déqguivaut & : "z est un couple et pr,-zeX e’ “;.:‘»r22'€”55 ", Les ensem-
bles X et Y sont dits les ensemble-s facteurs de X xY .
Proposition 1.- Soient 4,B,A!',B! des encembles non vides. %a relstion
A'xBle Ax3B est alors Gguivalente & z‘iﬂc;ﬁ gg BiC B

Supposons gne - A'xB' < A =B {désormais, nous ne sisnaliersns plus
toujours explicijement que les relations derites o

]
P
3
I
®
[¥3]
S
L
U
()
i
4
™
w
£
(33

Slément de A' 5 puisgque B'féﬁ , i1 ¥ & un o‘éje*‘c v?! guni est élémén%‘ée B,
Onp (x7,y%)e A*xBf‘, dtoh (z’,y?}e L»x3 , et par sulte x'ed , ee qui
fﬁos;;'i;re gue Al'cA 3 on verrait de méme goe Bic B . 'Eéci;}rcque'ment, si
At 'est une pargie d’é A e*& Bt zmé partie de B , 1la ,re}.a'i;ién (x',y')e A1 x B?

entratne (x',y')eAxB , d'oh A'xB'c A xB .
, 2 s

Proposition 2.- Se;ieg_zt A et B des ensembles. Pour gue AXDB = i’ s 11 Taut

et i1 suffit gue ou biez_z ~,?5 ou bien B—-,é
Clest évident.

=

3 3. Correspondances.

1.Définition d'une correspondance.- D&finition 1.- On dit gue T est uneé

correspondance 8i 1° est un ensemble de couples, autrement dit si .

(V2)(ze T" == 2 est un couple).

81 I' est une correspondance, on dit gu'aun objet y sorrespond & un
‘objet x par T si (x,y)eT .

s ( : : .
Soit R {X,Y% uvne relation, X et ¥ 6Gtant des ledtres distinctes.
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e 3] - : A
(T T est une correspondance ot (Yx)(Vy)(R&> (x,y)eT))

st vraie,.on dit gue R admet un praphe (par rapport aux lettres A et Y )-

La corresponda-nce T est alors évidemment unique et s'appelle le graphe
de R par rapport & X ot Y . "

Soit Z une lettre distincte de ® et Y et ne figurant pas dans r
S5i 1a relation

(IZ MUV x MUYYIR=> (%,Y)e Z ) _

est vraiec, R admet un graphe 5 il suffit de prendre éoﬁr ce graphe lilen.
semble des couples Z tels que Z¢ Z eo% "R% Py Z , WX Z Z { z é%tant
une lettre distincte de Z ne figuvent pas dans R ). Cette condition
ést remplie si on connait un ensen alc T , ne conienent ni % ni y 2
telque R = (x,y)eT .

" Provosition 1.-

e

L]

oit T wmne correspondance. 11 existe des ensembles A et

B gui posst ddent les gzavrié%és'saivaﬁﬁes : 1) 1a relation {Eiy;{(x,y}éi?;

est dguivalente & xel ;3 2) la relation (I x){iz,yleT ) est Sguivalente

En effet, on peut prendre pour A& (resp.B) l'ensemble des objets de la

forme pryz (resp. pr,z) pour zeT .

Les ensembles & et B de la prop.i sont unigusment déterminds. Ilis

sfappellent suivant les cas l'ensemble de ddfinition et liensemble des

£
=
I
]
&
futa
10
kg
)
B
ot
= e
AY)

valeurs de T' , ou bien 12 gseconde projection de T .

Diune manidre préecise, ce gont lzg ensenbles T-l{V x)‘gﬁiﬁe@% (3 v
= v ; b o NS % 7 0y
(z,7)eT))) et TLUVIMHyeY<& (Ix)({x,5)eT ))). S5i un objet x
appartient & A {[resp.B), on dit que T est définiec su point x (resp. que

x est une valenr prise par T ).

o)
&3
by
@
'-ol
(0
o
s
e
~d
M
4
i

*odmet pos de graphe ; ceaxr 1z prewmitre wﬁagecu
tion de ce gravhe, s'il exictalt, serait l'ensemble de toas les

cbiets.



Si oﬁYﬁénne a llavs nce deux ensembles C et D , on appelle Correspon-
dance entre C et D unse correswnondance dont ll'ensemble de définition est
Sgale &4 C et 1'ensemble des valeurs & D .

Soient I' une correspondance, et x un objet. Si B est l'ense
valenrs de T ; 1o re l tion (x,y)e T entratne yeB ; il oxiste done un
ensemble dont les &ldments sont tous les objets qui @érfes;f)o'--den’c ax
par ' .

Définition 2.- Socient T" une correspondance et X un obies: On appelle

coupe de T suivant x et on désizne par T {x} l'ensenble des objets gui

correcspondent & x par T

qucﬁ'ﬂ T ane eaﬂrcsmz&é nee et X un ensemple. La relation

"xe€X et (x,y)€T " entratne (z,y)e¢T et aduet par suiic un graphe T/.

ol

L'ensenble des valcors T se compose évidenment de tous les objets qui

correspondent par T' & des objets de X .

Béfim tion 3w Soiea’s T unne correspondance, et X un ensermble. L'encenble

des objets gui eoz re“'}cndeﬁt "isr T & des &ldéments de X st'aspelle 1'imape
‘de X par T et s¢ dbsisne par T < X> ou X

Dione monidre plus préeise, [ L X :ies:. ne ézmc 1lensenble
To((¥y)lye s & (Ix)(xeX s (xs,f)é?

Désormois, nous ne i@rszza plus que rarement la traduction des

Géfinitions en langage formel.

ent T’ une corres-

&
Pule

2. Corregnondance réei;arsqué dlune correspondancg.- 5S¢

nondance, A son ensemble de définition, B son ensemble des vaie:«ars’- La
relation (y,z)eT e%zfarqi‘ne {x,y)€ BxA ; cette re iaf'mn adme donc un

phe, qui se eempeﬁe de tous les couples (x,y) ‘i’;elﬁ que {y,x}eT .

7

ra
Définition 4. BSoit T' une correspondance. Ls correspondance gul se compose




N

g 0=
‘ -4
5i X est un ensemble, T < X> s'appelle 1'image I-rigiproqtie de X par -
I1 est évmem gue la cov’feunondance'"ﬂécv progue ae T et 1 . eof

gue ll'engemble de définition (resp. des valeurs) de T est ézal & llen-
semble des valeurs (resp. de définition) de T

3. Gomposde de deux correspondances.- Soient T' et A des correspondances.

'rzv

Désipgnons par A llensemble de définition de T et par D 1l'ensemble des
valeurs de A . Ia relation (3 ¥t (xgy)ef' et (y.,z)e A ) entratne

(x,2) ¢ AxD ; elle admet done un gmpae par rwnort a x et % .

Défimtwn 5o Soient T et Lg des carres;gondaneas. On @appelle composéde

de A % et e T, et on aéswne par Ao , le grophe par rapport & xets
de 12 relation {3 yIlUz,y)e T &t (y,z)e A)c

Proposition 2.- Soient T° T e*c A ‘des correspondances. La correspem}ance

récigr‘cgue de AeT esgt I" & o
En effet, lo rela’cwnﬁ ﬁ{x,y)er ot iy@z) An es’c équvalenﬁe a
’*(z,y)e.g et €ygx)e—T .o = ,
?ropositi'én Bes i Soient 1‘; : Iz, I'; deg ccrr’eg;cﬁéamem On 2 siors
(I’g - I’ I’»o(? I’il’ ,
Lo rel;;tmn-/ (_,f,.s,’s)e (PS B ],"',‘3 )a ]_"1 est é(gwl'v&‘:.l ente 4 la relation\,
@D(=y)eT, ot (I=)(r,m)eD ot (z,8)eT,))

donc (dtayzzew 032 nota mmeni:} e... iz relation -

(1) @APEDUxyIET et {ym)eT ot (s,8)eT, )
Tosli e

On voit de ,n:me que 1lg relation (x,5)eloflT o1’ ) est dquivalente a

(2) <7@dyﬂmﬁnr tah?egezim@eg>o
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Propo eition 4.- Soient T' et A des congsgguéanéea, et B 1tensemble des
valeurs de T . L'ensemble des vnleurs de A.T' eat gloxs A <B>.

Tn .\eﬁet, la»relaticn‘ { 3 'x)((_z,z) € NoT) ent Squivalente & :
(Ax)(Fy)l(x,7) e T et (y,é)e A), donc asuesi & (33)((;9",:;) € A et
(Zx)((x,y)e T ), clest-ii-dire sncore & (Ey)((y,z) EA et yeB),
donc & ze A < 3B). e

Coro.;laire.- Seient T' 2t A des corz:esgogdagees, gt C 1’ensemb1e &e
d6finition de A . L'ensemble de @éfinifion de AT est ]‘_" <0>

Définit’ion 6.~ Si a‘ est un msem’nle l'engsemble des ob;]ets de 1z forme

{x,x), pour xeA » Sloppelle 1a gorrespondance. iuentigue de A , ou encore
12 diasonale de 1'ensenble AxA ‘

I.’ensemble de dé:i:’iui‘bioa et l'ense“hle c‘xes valeurs de la correspon~

danee idemiqae de A sont égaux ah . De plus y 1n oorreapondance identi-

- sue de 4 est sa prc:pre réciproque‘

‘. Soient T une eoxrespondame, A un enaemble, et I 1a correapondance ;
1dentique de & . Ix*ensemble T < A) estégal'&. l'ensemb;.e ﬁes valenrs
' Tel, | ‘ : . |
?rogosition 5o w I’ et A des eorrespgnddmes, et & un ensemble. ,
Dney LA “T)La) = ALT <A . ' o

- Soit I la corresmndance identique de & . Lienoenble AaP)<A> est
- ézal & 1'e«asemble des valeurs de (AeT eI = A (To 1) 5 or TZA>
est égal l'ensemble des vulemrs de PeI . Ta prop‘S réstilt.e,done -
de 13 prop.4 . ’ ‘ . ‘ ‘

4. Déf.initian gt Qe foncn_e_g.- Définitiog 7.~ On dit gue £ est une corres-
gondance fonct!.ogege, ou fcnction, 8i £ est une correspondance et 8i,
pour toul x , ;;_g;istg un _cbjet au glas eorregmg g;_& xpar £ .

Autremeut dit, la correspondance £ est une fonction si, pour tout x _3
l'ensenble de d6finition A de £ , la relation (x,y)ef est fonctionnelle




e

- 15 =
eny ; ll'objet unigue eorreagonlant & % par £ s'aopelle la valeur prise
par £ ou point x et se désisne par £(x) ou par £, -

Remargveg.- 1. Il fout prendre garde aui confusions gue risque
dlentrainer 1l'emploil simultané de la notation £(x) et de lz notation
I’ (X) introduite dans la dé£.3 . .

2. Daps la conception naoive de 1la thdéorie des enserbles, une fonc—
tion f es% 1'opefation gui fait passer de x & f(x) ; et on appelle
graphe, ou ensemble représeatatif de £ un objes gai ‘dans la coneep»
tion formaliste, n'est autre gque la fonetion elle-méme.

Soleat A 2% B des ensembles ; on appelle aggliéatiOQ de A une fonection
dont llensemble de définition est Sgal & A ; application de A dans B
ane anplzeaﬁlen de A dont ltensemble des valeurs est contenu dans-B 3

tl

one

aaplieation ée A sur B , ou transformstion de A en B , une application

- de A dont l’éﬁsemhle des vale&fs-est BReatuts : * X%

Dans certains cas,; une fonction s'appelle sussi une foamille ; lten-
semble de ééfiﬁitien's'a@pe11e alors llensemble des indices, et llensemble
des valsurs ﬁ’é?pﬁll& i’eﬂsembie des d1dmenis de 1o familie_; é*est dans
. ce ¢as notamment gulon ntilise la notation fxlpour &ésigﬁérvla valeur de
f eu point X . | " | ,

On dit que deux fonctions £ et g coincident gur aa»easeabié E sila

relation "2eE et (x,y)ef " est éoguivalente & Wz el ot {x,y)eg a1
Soleﬁt > ¢ et 8 éeux fonetions. Dire que £ < g revient & dire gue l'ep—

semble de ée inition ﬁ de £ est contenn é%mm~liea@emble de définiiion de

g”, et que g coincide avee £ sur A } On &iﬁ ale?g gue g est un grologgemen

de f » Ou Qgue g prolonge f , on que £ est une rcstrietlon de g . Lorsque

g est appelée une famille, on dit aussi gue £ est une scaswfamille de g . ,

Dire gue ZI=g revient & dire que f et g ont mBnme ensemble,ﬁeﬁééfini%ion A

et coincident gur A .




M

, - 10 = , , _
Quond on dit que £ et g ont néme ensenble de d6finition, on entend

par 12, blen entendu, que £ et g ont des ensembles de définition
égaux. INous ferons constamment des .2bus de langage de ce genre.

On di% qu'une fonection £ est bons'ﬁagte gi, pour tout x et tout x! de
l'ensemble de définition de £ , £(x)=Ff(x'). On dit qu'un S1ément x de
1'ensemble de définition de £ est invariant par £ si f(x)=x .

Exemples de fonetions.- 1. L'ensenble vide est évidemment une fonction
cfest la senle fonction dont l'ensemble de définition {ou liensemble des
valeurs) soit vide- $ on l*appelle ,la-fone*cioﬁ videa

¥

2 :
application de 4, Cg&’Oi awz&clle amzlmqis“ah identigue de A il ACC B
g le sussi anplic f.;tvon cononigue de 4 dans B .

5- Composée de deux fonchions, :«fone%i@ﬁ que .- P:mme £ on 6;»w

Dy
o
fto
(v}
&g
D

(A)
e
eate

Si £ et g sont des fonctions, g-f est une fonction.

=y

b

ient . X,z et z'.des objets tels que (x,z)€ gof (;xgz?)ego . 11
existe des objets y,y' tels que (z,y)ef , Iky'le? , (y,z)eg ,
(;mz?)eg - Puisque £ est une fonc%ians ona y=y! , done (y,z'leg

Puisgue g est une fonction, on en déduit z = zf .

‘--E-

Bi £ est une fonction et I 1'application identigue d'un ensemble e

ila fonetion fel est une restriction de £ eg_v.?an appelle 12 restriction

Ia corresnaﬁi ce réciproque dlune fonctloﬁ. ntest pas en général ung

&

faﬁetion. Cn 2 cependant a"p"ﬂcz}smtﬂcﬂ suivante

;.Lop sition 7.— Solent £ upne fonction, B son ensemble des valeurs. La

correspondance £fof est las correspondance identigue de B .

, ona z€B (cor. de la prop.4). Dlauire part, il
: i
existe un objet v tel que (x,v)ef et (Yﬁz; £ ,d'08 xz = £ly)

Si (z,3)€ %o



e

Définition B.w On dit que 12 fonciion £

une corresrondanee biunlvoqu», 81 " est encore une

-

AT

est une fonction upivalente, ou

fonction.

Une appli-

cation d'un ensenmble guli est univalente s'ecopelle une épglication biuni-

Yogue de cet ensemble. Une application biunivogue

dfun ensemble A sur

lpi-méne s appelle une permutation de A ..
51 £ est une cor;es§oﬁ€arce bluaivosue entre A et 3 , on dit eacore,
qaé £f met A et B en coxres woqdnzce %i;uvchue. LOZSGb"l en egt ainsi,
._g eié Svidenmen univalente, ot est 1a co;fesaoa&anee identigue de &
£ o £ est la correspondance identicue de B . Si une permutation esh iﬁea»
tigue a 1= pérmaﬁaﬁiem réeizrogaes'cn dit gu'elle est involubive.
Erewasitie;,ﬁtw Si £ est une soplication biunivogue de 4 sur un ensemble B,
2t g pne wqgliﬁa%ia“ %ianivaque 3% B gur un cncemble s 8o£ es8% une
Jﬁpli sation biunivogue de 4 sur C .
Lz éarf93§eaﬁaﬁce réciprogue de gof est_¢§<;§- » Qui est une fonetion
=& - 4 .
puisgue £ et g son des fonctions..On g de plus : :
: - e =1
(gof) AD> = gL 2Lb3) = g<B>=T , et { i’*‘a"é) KC>= £Lgdl>> = £LBy=A ,
digh ls ﬁfspegﬂtvoﬂa |
: 51@853 lorsque ¥ et g sont des permutations ﬁ?&n enoerble A , gof e%
E-ssat Sgalenent des permutations de A . |
Ero&csi%iogmg»m Scient é'gg-ﬁ des éLseﬁfles, f'gge applicotion de A dans B,
g une application de B dans A . Si 1'appiication geof esi Llavpplication
identiguec de ; s £ ezt biunivogue, €% g g8t une application ée Bgur 4 .
8% gde plug foz 8t 1'avvlieation 1éeatiqve &e 3 , £ eat une appiicatian
biunivogue de A sur B , stonz g =m§ .
supposons gue geof soit llavplication iéeﬁ,iqme'de ﬁ . 51 el ; 0N 8
alors x ia};. I1 en résulte d'unme part que x est une valeér‘éfige
par gz , ﬁcné que g zyplique B~§§£ 4 , et dtactre po gue les conditions
xe b, z‘e:é’f £ix)=tix!) ?h?f%iﬁéﬁt x=x! , ec gui montre gue f est biani%gf

g v
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e L
51 de plus fog est l'ovplication identique de B ,-il'"est clair en vertu
de ce qui prdécdde que £ eot une application binnivogue de 4 sur B ; (ée
plug, la relation y = £(x) est équivalente 4 x=pgly) , 448 2% % .

Propos:.mon 10.- BSoient £ une J.onc-i,lo 1, & un enser’ole et A une partie

dem.oma £ 4>= (e 2<e>.

En effet, pour que x appartienne & f(ﬁ 533 faa‘i' et il suffi
quie {x) appartienne a i .u mais non & 4 e’egtuawdlfe que % appartienhe &

£
£LE pais non & f<ﬁ.>

Coregllaire.- Soifnt £ une fonction unnivalente, £ un en Qle et & ane

partic de E . On g ‘alcrs‘ f{ﬂj&} zijf@\ T<A >,

6. Définition &'une foné‘ﬁ fon par un. tezme. G 49.- Soient T un terme,

=

: pn - ensemble, 2 8f ¥ &es lettres distinetes. On suvnpose gue x ne figurs

Sl

4

; ¢t que y ne fimuve ni dons T nidens A - Seit R ia

o
@
ol
]
]
6]
>

relation fxe A et Yy =T 7 . Alors, 1o relation R gdmet un graphe .

par ranport oux lettres x et y 3 ge graphe est une zﬂethcﬂ done la

-

valeur au peint x es’s épale & T 5 son encemble de aéfinition est A

son a,gs\ézz’;jlc c}cs valeurs est 1l'enserble des chjets de la forme T° pour
KEA. - ' |

En e:ﬂ:étg soit B 1ltesnsemble des objeis de 1z forme T° pour %g A .
Cna R= (x gg)é AxB ; comme llacsemblaze ddsiznd por A xB
ne csﬁtieﬁ% ai X 01 Yy 5 R ac’im% un raphe ég pa ::pmr“; anx 1@"5%3%5
* et y + Il est claizr gue 1z relotion W{X D ‘%2«? ey i.z'é s Y1) f;«:ég“
entraine y - b ?-7, dons g est upe fonction. Le xeste du critere est

évident. /

tion X —> T(xeA ) ou {T }%% A ® l'assenblage correspondant de 1o
mathématigue fornelle ne contient nl X , ni ¥ , et ne dépend pas du choix

Sk



lo

S0 L , C ~
de 1la lettre y - vérifiont les conditions de C49. Quond lc conbtexte est
suffisamment explicite, on se contente des uotations x - T , ou parfois
sipplement L . . Ainpi, on peut 'mzﬂle"" de la fonction 3:3 sy B1 le‘con._
' texte indique elairement qutil s'agit de la fonetion % — &3, X complexe.,

Exemples.- 1. Si £ egt unc fonction edmetio a% & pour enseumble de defiﬂlﬁvon,
£ est égale & 1

o fonetion =x-—=>f(x) (x€Ah). Avee d'autres notations,
f = (i’ ) e

xlxec A ctest surtout guand on utilise cette notation qw'on‘ porle
de Pfamille® gu licu de “fonc%ion“"‘.
2. Soient ‘f et z des ecvchs" ong., A 1?@*’136@”16 de définition de £. Lo fone-
tion x->f{g(z)) (ze <é>) est égale 3 'fcg :

3. Soit I’ un ensemble de eougalesg Les fonctions z-=pr,2 (26T ) et

%2> P8 {ze?} s'appellent respectivement lo premibre et la seeconde

fonetion co cordonnée szz.é. 1‘? ; ce gont des applications de T sur sa premidwe

et 52 seconde projeetion. DPour gue la premidre fonetion coordonnde soit

univalente, il fa-ut e% il guffit que T poit une fonction-

s}
Y»ﬂw

b

4. S0it TP un snsenble de couples. l-‘la igﬁeészm z «»5;{;;}2‘*22 s D2, %)
7

 {zeT' ) est vne application biunivoque de ‘E sur P .

7. Fonctions de gmen%sw G!& c,,apmlla, fonction de deux argaﬁen'bs une

-

fonetion dont ‘1;?3 emble de @éfinition est un enser ble cie ¢couples. Soit £
une telle foﬁction 3 i (x,¥7) est zzﬁélemem de liensemble de. défin ition
ge £ ¢ 1= valenr £{ (z,7)) de £ au 'g}eiﬁt {x,¥) se ﬁé igne en 5:’5?15;*31 par
f(xayj

Seien’a f une faac% cn de deux ufgumeggtsg T’ son eﬁsc’wble de défi ﬂitioiz,‘
C son _eﬁeﬁm’cl& des wlmm. Soient fi et B 1= premidre et 1o sucande projec—
1: jonde T . Ba relatio ({x,7):2)e £ entratne (:szgz}é AxC et admet
deﬂ.e un graﬁhe_tg nar ﬂ';ﬁor% aux 18’%;‘?; res X ef 2 . Z}ep}.vs 1z relotidn

B{lx,v),2)e T et :{{"",3}922}6; £n eatraiﬁe z=z!, de sorte gue v est une Fonctioel



Cn dit que ¢ est l'application porticlle de f relative 3 1a valeur y

du second arpument. On & o(x) = £(x,y) pour tout =z tel que (2,v)eT .
De mBme, 12 relaotion ((x,v,,z)e £ admet vn graphe par rapport aux

lettres y et 2 , et ce graphe est une fonction guton appelle Alapplication

nartielle de £ z-elative a la valeu_r x cm gremiezf arg:;&men, » 9i Y est

cette appliestion, on & Wwix) = z(x,y) pour tout y tel que (x,y)él"

ai paw tout y (f*epp»x) 1tapplication pa,ew.e}.,i.e v (resp.-¥) est uae

'agﬁplicatwn cens%ante, on @i Cllfz@ £ ne é‘. J@ﬁ& pag de son p;,emer

{resp. seeond) -avgument. ’. ‘
Soient u et v des IG;ZCE‘GZ.GE A et B leurs cnsembles de définition,
e 33 1cws evzsew}.es des valeurs. Do fonetion 3 mﬁ»,{a{y:f? z} ,

,,v(@rgz}}. fzééz«B}_' se désigne par la notati

Pefn

on {&91{1 » ou {u,v)

3

ni peut en réssﬁ%er avee le eouple {n,v)). Clest

es, [a,v;{

{malsgré 1s confusion

i |

une application de AxB sir CxD . 51 u et v sont unival

£

nte
. A
est univalente, e‘%: ia ‘f:mci::f_cn '@ém_pragae de 5_ a{,\v} egﬂ n, ?.g

1. Définition de 1o véunion et de 1lintersection d'unc Famille d'ensewmbles

N

Soient X une famille , 1 son ensemble des :‘izzfi:%.?@sﬁ {Pour faciliter 17t mter«\
'r-f%a*afcm naive de ce gui suit, nous divons [ef. $3,8%) ; sois (Xi)ie T

- bne famiile d'ensembles). 3“_ relation (V i3td a2yt Vz:}k{ié et xeX )=

=>x¢Z) est évidennment Vvale’ Il »ésulte done de 58 qz:w le relation
{(F1)lieX e x¢X,) est collootivisante ins .
Définition 1. Soit (Xi 11 4ne famille d'ensembles. On anpelle réunion

e

de cette famille, et op ddsirne po. Uié £ l'ensenble des x %tels gue




.
—
<
™

O
O
~

o

3

2

(Fi)ieT et x€X,), clest-G-dire gul anpartiemient & un ensemble au
moins de la famille (X );.71 - . :

Suppesons naintenant I # § . 81 a est un éldément de I , 1a relotion
{V1)(1eI=p x€X;) eontratne x€X_ , donc est collectivisante em X -«

Définition 2.- Soi'i; (Xi)ie ¢ lme fanille d%ensenbles (I{_cni; liensemble

é'ind’ees n'esu pas vide. On avpelle interscetion de cetbe familic, et on

désigne par miei ¥; 1llengemble des X tels gue (V1)lie I = gexi)
?egj-aaéire gui sppartienncnt & tous les ensembles de_ia famille (.z{i}i eI’

8i I--;¢ s 12 relation- (Y iYliel = zFXi} n'est pas collectivisante j
en effet, c'est une velation vraie, et il nlexiste pas d'ensemble X tel que

xeX soit une relation vraie : ce serail 1’&%’1.“\,:17‘? de %oz,s les objets.

Proposifion 1.- Soiy (‘1&5_}2‘é ¢ hne famille d'ensembles, et soit £ une appli-

cétion d'un ﬁase"&le Jgur I . On 2 alors L}éég Xetgy = g\-}i'ej{ gi B3
_Q}Qifﬁ‘ g jed Feey) "ﬂi’é?{zi"

Soit x on &lément de }xi . I1 exziste éone na iddice i tel que

iel
xexl Puisque §<J> =I , i1 existe un indice } tel gune JE€J ei
f( ), d‘cb *‘éiﬂ y et par sulte x € {J -%} . 3’56%@30@&9@1@%,
%
U§ ;-;ﬂé), il sxiste un ;3%5 ;el sée Lo13) » é’c& s
= e e{ -~ = A b 3» Ny 2 . i -
puisgue f£{j}el , ze uie.ZAI »,C.,,‘ L done A\ jed f'(g} }é'jiy :
Suppomons mointenant I £ P et soit x $1énent de | je1 Z; . Pour
£18ment ¢ & S = ?g?—;;:" '
tout &1 aezztv&ei,cna {jleX ,ﬁa;. zeXe( et el E?%J Xer3)
Soit réeiproguement x un 6lément de ! E;}-f&é’ Ze’:‘fg} - 91 1 est en élSment
gquelcongue de I , i1 existe un 81dment j de J el gue :E.mﬁ?’j} é’eé

Xézi s 8% ;‘az‘ suite xeﬁiél fiii‘o ﬁn a é_ae | P [gf(j)zn .

3
Définition 3.- Soit E un ensemble d'ensembles, e scit F la fomille

dtensepbles consiitude por 1l'spplication idenmtiguc de £ . Lo réunion

al

m

2 : aa 2 £ 3 - i -3 "sn',..,...‘ 2
des snse *:z%,lcs de “h st (si S est non vide) liinisrseetion é&g ensebles

Zewoste




LG

\

= B

e 3? s'oopellent respeetivemen: la révnion ¢t llintersection desn ensem-

bles de £ , et se dSsiznent par k) X et e & o
l T S b
Il zéselie tout de suite de 1la prop.1 gue, ei‘(Ki)ié v est une fanille

dtenscembles, 12 réunion et (sl I # ¢} ll'interscetion de cette famille
scﬁt'resncstiveacnt Ggales & 1z rwéunion e a l'intefscctlan deu ensenvles

-

de l'enserble desn ﬁl*nents ge 1s fanillie.

L2

.81 A et B sont denx ensembles, on pose

C
e
it
4
e
el
w
(v)
Sy
!
Fe
)
o8]
f
5
0
P
e
L
gt
¥4

Il st oloir gue AUDB est 1liencen 31& des oBjets g»i avpariie eﬁ% soit
& A soit 4 B , tandis que Af1B ect llencenble éez,élémeg%s gii onpar-

tiennent & A o% 2 B . £ poritienlier, %Xéyi =ix} Ui y}

= = E c
Posons : ;{X;y,zé'z' X;y}«}iz} . Licasenble §%$;g3§ est 1lensczble dont

.e8 senle 515ments sont xX.v et % - On pose de oftne ¢
.{ngszyﬁé = {x,y,siigit}p . ZEto.
51 mainienn: A.3,0,0 sont des ensembles, on pese g

S%7
. 1] ' ‘ ~
ﬁi T : :Lt!..- ;”'— : : ‘?‘é 3 = ‘<—9 o= <
£y BUC =S 3{«;} 3 f’iﬂ..:ﬂ‘;. &2'5;\‘?. ‘3195,{}}‘ X
0

: e : SNBNCNHD
E?C.‘i i L’% Lﬁ)}:ééﬂs?j&ss:}“ - 2 € {é'_{%{} 3‘}
2. Propriétss de 1a rSunion et de 1'intersection.- Si (X, tJiexr o8

(X;)i.éZ:,séa% les famillos dlensermbles a?aﬁ% ¢ mBne ensenble d'indices I,
I , on voit tout ds suite que l'on 3

2 ie
e S f‘ﬁ
Ujer Mol 155, et (an TEH sic Y

¢ une iaaille d?ew emblee. Si Jc I ,ona

iie
i . -V n f\t
X} ¥ g {si J esct nonvide)iil., .X.—11 =
d;éd s.‘_}ﬂ; l{:'}.b'i’ t 81 ¢ € ﬁhilua}§§3%z}y3g‘iiézzl’
Sroposition 2.~ Soit {Xi}iﬁfz une fonille dfensenbles dont: l'ense mole

d'indices I ect 1o réunion d'upe fomille {d_)__ , dlensembles. On a




2

5 7
SR

alors UieIX =U,,6A (Uie.J Xi) , et (si A#ﬁ etJa;éQf pour

tout acAh) , ﬁiexzi”maea (nieJ Xi)

Soit x un élément de U 1e1 X‘i . I1 existe un indice 4eI +%el gus
x€X; . Pnisgue I est la réunion de 1a fanille (I )ac a » 13 existe un

atod 26U g e

indice aeh tel que 1€J, ,

- l 2 ~ e e ~ - B on e pita % »1.
x€ Uae A { Jiéefa X;‘_.) » So0it inversement x un glquﬁu de licusenmnble

L} (L;} 1 . = 3 - : - : : 3

agh ied,_ X13 . 11 exis%e un indiee o€l +el gue =g U.g e d Xi’
= (23 = S E3 a

dlod il wésulte gu'til existe un indice 1i€d {done 1ieI) tel que

- xe X, ; on en conclut gue e U'ie r X5 o Supposons main cnw% A ;é ¢

iel ‘{i >

et o}'.a% $ pour tout 2l 3 slors I # ¢ . Soit x un &ldment de ﬂ
81 aeld ea“:r; x€X; pour tout iés‘e}'é, {puisque _JaCfI}, dtoh
z€ ﬂ 1€ d, z{,j_ . Ceci ‘Gtant vrai pour tout 2€h s On en conelut Qua z

anpartleat & r\‘aé& (nie J Ai} . Seit réciproguenent = un é1dnent de

o

£

- oe dernierf onsemble, 6% soit i un 6ldment csaclaema de I . I1 exists un

ac A tel que fe Jh 3 pulsqgue xeﬂ Z, ,ong 3:52- ) Ceci &tant
. &2 6 c'z? i i

vrai pour tcm‘i: 1€l ,ona x¢€ ﬂiei }i. . Im Prope2 2 et donc démontrde.

Propesition 3.- Soit {Xi}iél une. fanilie a‘ﬂaew"f}les, et soit 17 une

ce:erespcné nee. On z glers ' < ‘\Ji' >=: “J <Xi> > 8%,

pi I£¢ P<ﬂieIXi>C’ ‘éIP<X§_>

In relation {dx) (xéuié ; X4) et {x,y}é‘f’ }ggﬁi;;ggg;j{a}.gzﬁ;e &
(Ix){3i)(iel et =eZX, et (x,7)el ), done & (Jijliel et
v € .I‘ < Xi} }, ctest-a-dire & ye UJ ie'I'?(Z‘} , ee gul _éémaﬁze 1a

premidre formule. Supposons maintensnt I £ § . Le relation




(\Q
5 t"‘\

s )/,, —
x)(xe ﬂi e T }‘i et (x,y)e T ) est éan ivzlente &
(3x){Vi){(ieI = "EX-) et (x,y)é [’ ), laguellc entratne ‘
(Vi) (Iz)ti{iel = xeX,) et (z,;)gm, done aussi (Vilf(Iz){({i="I)=
= (x €X, et (x,y)eT )), laquelle est oqtzi\?ale’nte &
(Vi)(le I= (Ix)ixe X; et (x,57)e T)) et por suite 2 ygﬂ se 4>
ceci démon’cre i1z seconde fcrmulee
7 AT es't ane 005’1'64’136{1&"«"’5.&8 gucleongue, la formule :
L T c {'\ se1 %57 -{/lézf {X; > est en g;éz:er al fausse. (Paai;«ll un

exemple de 30 espéee ?). On =2 cependant le rés ;:ta‘t' imporsant que volei s

Proposition 4. Soient £ une fonciion e% (E.}i upe famiile dlensembles

dontg l'aﬁse?’blm’é*indie‘es Y n'est vos vide. On o alors =
A s o ,
=S zez,\i?“’i’z&z <L ,
Seit xg[ §,¥ et £ L "’1> + On g fix)e Xi pour tout ‘iel , diol
> e Rz s : _
£{x})e 5 Eiéi’ Z » eig par snite x e £ I et Zi> . Eenc
: ser i<t > f<;ﬂi%.{ }iif_ s C2 gui, avee 1o prop.3, acheve iz
démonstration.

Corellaire.~ Si f get une fonetion univalente ei si {Ai,,, eI est une

=3

fomille d'ensembles dont l'snsemble dtindices I n'est pag vide, on

e _
<t her B =t 2L,
Iza fonction £ est en offet la coree S?}andaﬁéez—*éeigsfeqzze de 1o
= . '
fonction 2% :

Proposition 5.- -Soit (X, Jo e oDnme fanmille de porties diun ensemble I .
{

Si T Pl ) t 3 of) L2 o1 %3 =
% &%fgcaa %E{biﬁiéi}“ggiélg’gﬁ“i et &E 161 %4) =
Uiéieeﬁio




= v JA
Soit xec (UieI i) Ona xek , et, pour tout i€l , x:f.x,_ , done
xec Xl 3 par suite, xeﬂ ieIC . Rmcip.coqteneﬂ‘t, sol%
xeniex i 3 80lt a un Elément de T (qui ntest pas vide) 3 on a
xeﬁ X s Gone X €L 5 en outre, =i on avaii xeuigl Xi s On aurait

iel CEX

€ X, pour un 1 €1 , cec qul est conitraire & 11 hypothése x e ﬂ
done xef (Uie}: i) feci achdve la dé‘moa"m ‘c:u on de 1a premidre

1.4
formile. In seconde en yésulie immddistenment.

Soient 4,B,C des ensembles, I' une correspondance, £ une fonetion,
B un ensemble conienant & et B . Les propositions prdeddentes entratnent

en particulicw les formules suivantés : ;
AUB = BUA : ANSB = 3N4

AU(BUC) = (AUB)UC. = AUBUC hf’z{fmu)-f{mgme mane‘
- T<4aUB)= Z‘<A>L§?<B>, ?<Aﬁ3>c;f<,ﬁ>nz’<3> f<fmz,~z> f<ﬁ>ﬂf<3>
| Q (auB) = ([_ mmﬂ B) = ggmszaaggﬁméigm .

S ?.eeoavremeﬁts.m

Définition 4.~ On ai% gufune famille d'ensenbles gzi}i& v 88% un recou-
2

e i e e
: TR ; ,
Yrement diun ensemble E si EclU X+ B X

<t &% ,{Yj}je&’

i
sont des recouvrements de B , on @it que le secopd de ces recouvrerents

est plus fin gue le premier {on

]
bl
L{H]
Bl
o
]
+
L]
bt
Pt -
i
g
]
R
e
o)
éﬂ
»“.5
M
e
e
£
&3
(§3]
o
5]

second) si, pour fout jeJ , il existe un ieI %el aue ’Ei’j g_ Ki 5
Soient (gi}i}eil 2t (Y.) _
Lo famille d'ensembles (Z,NnY j}éi Je TAT »%st encore ya recouvrement

24
fie E . En effet, 8l xeE s 11 exigte des i*ﬁéiees i€l st j€d tels que

xeX et ze‘if ; dioh =z € Kif‘g?j - Us plus, il est elair que le recouvre-
ment (X,NY (,, ,jlet est plus fin gue chacun des recouvrements
{41"}16 - e? {33" 3 > Seﬁ; récinroguement iZk};




O |

Ty
de B qui est plus fin que chacun deg recouvrenenis (Xi)ic v+ et
(Yj)j iy 8 kek . 13 existe alors des indices i€l et jed tels
gue ch:“" et ch: Y

“-‘l

, ol ch: Xiﬁ Yj s ce qui monire que le

J

&
A
recouvrermsnt (Z'l*)l-:eK est plus fin gue le recouvrenent

(XsNT5) (5 5)eTxnd

Sol%t '{Xi)ié T um recouvrenent dfun ensembie E s 2% s0it £ une appli-

cation de E sur un ensenble F . Dba fanille (£L Xi>)iel est alors nn

recouvrenent de P {prop.3}, qul s'appelle 1l'ima~e du recouvrenment
(:f{i}iéz par £ . 81 g est une application diup snsemble G dans liensenmble

A~ : , .
E , la famiile (g < Xi>}i e ©°%t un recouvrement de & , qu'on appelle

ltimage réciprogue du recouvrement (X;), .y paz g -

i

- Soient E et F des enserbles,- {Xi}ié-z un recouvrenmend de T et =
= = % k - ',,,,";; t de a.ufz?u LR 1 . ra‘h < ; :
Wj};;e&' un recouvrzerent de F . L= fanille (Xixia;(ip;}}g txy o8t

alors un recouvrenment de EAXF qufon appelle le produit des recouvrements
2 - . - : : :
4. Poertitions.-

Définition 5.- On it gue des ensembleés A et B sont disjoints si AﬁB:ﬁ :

'8'i1 n'en es8% pes oinsi, on dit gue ces encembles se renconirent. Soit

(Xi)i'él yne fanille d'ensenbles § on 41t gue les erzgzsﬁb}.es.éie catte

- fomille sont muguellenent disjoints si les conditions 1€1 , jed , i#]

entratnent Eiﬁ X ,=g§ ‘

%3

5
2
Si £ est un cnocoble d'easenbles, on dit de mBne gue les ensenmbles

de E sont mmtuellement disjoints si les conditions X€E , Y¢E , X £ Y

entratnent INY = § . I1 revient au ofne de divc gue lao fomille constitube



N |
oQ

ot ""6 = .
S (Xi)ieI est une faomille dl'ensenmbles muimellfegent disjoints, et si
£ est une Fonction, les ensembles de 1a famille ( f<}"i>)iel sont
mutuellement disjoints  (en vertu de la prop.4). liais 11 n'en est pas en

général de mfme pour les ensembles de la fanille (F <Xi>)ie1 -

Proposition 6.- Soient T un ensemble, et (Xi)i'eI un recouvrenment de U .

T

51 deux an;::};ica%iczie: £ et 5 de Z gont telles gque, pour topt i€l , la

(a3

cglle de g , pn 2 f=g . Supposons

W
(9
<

&
@

regtriction de 2 éz X}._- coinecid

maintenont gue les X.

gont Seux & Seux disjoimbs, et soit {fi)ie ¢ ne

familie de &eae‘hez«_q telle gue, psaz tout 1€I , l'ensemble Ge définition
de £, soit X

7|

63.5_ . I1 existe alors une. appli ion £ de B , ¢t une seule, gui

ca
prolonze toubes les applieaticns—; 9 iel .
- - : i ]

Soit z un 418ment gueleonguse de B ; il y 2 done 'ti’ﬂ 'ie.‘il tel guse

x€Z, . Les restrictions de f et de ga X; étant 3,553315&@3% on 2

E{z)=g(x). Supposons maintenant que {Xi)iél soit vne gar%ifsien de B .

8% xel , posons g{x) =%, (£6T et xeX,) 3 1la relation

(J1)(1ieX et xeX;) ¢&tant vrale, onz glz)el , ﬁzg»ﬂ;y}' Sai*& 2 1lappli-

eation xwi‘ 1z} (zeE). 81 xeX;, ,ona xeX, QX alz)? dioh

giz)

= g{x) puisque les.ensembles ée 1= ’faﬁz{lle (Xi)ie T sont mutue;lement
disjoints. I1 en résal%e que f£(x} =f ;{2), donc gue £ pfelenge chacune
des applieations fi I’z*um.czité de £ résulte de 1o pres:zi&:ee asser%:.cn &er :
ia propssiﬁcn.: -' '

I}e*“imtwn 5.~ On popelile partition d'un ensemble & 'aﬁe-fagéiile Ge yorties

non vides e% ma;’zﬁeliemntdisjoimes Ge £ qui est un recouvrement de T .

31 (Xi}iézeg% une partition d'un ensemble E , '1%3{5*23119&%16& de X
qu'elle G6finit est une application biunivogue de I sur llensenble &

des parties de 1z partition. Imo dounnde de & 44 ﬁ,m'& figae .L“* fami’iia a

"gwe co °2*@3§eﬁém ece blunivogue prds des ensenblss d'indices.
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5. Sopme d'unc famille d'eungenbles..-

e

ition 7.~ Soit (X,); 7 ume famille dlensembles. On peut trouver
un ememb}.e X pogssédant 1o nropridtd suivante : il existe une famille

16
e, : :r {
(X:"‘L)‘ié + S'ensenbles mutuellement digjoints tellc gue X ‘jie T J;.

et telle guc, ;g}_ouz tout i€l , i1 existe une zpplication biunivoque

o

el » 91 de I , 1'applieation xz-»(z, l}fz{ei{i) est
une application biunivogue de Xi sur une pardic X! de Ax I . De plus,
1limage de Xi per la seconde fonction coovrdomnde sux Ax I est contenus
dans llensemble $1} ; 1l en résulte que IINZy = g =1 i 3 . I1 suffit
=% % o __"v . B od o rg = - 2 - =

alers de poser ‘A.' éjiéi .éxl

DELinision 7. Soit (£, ), o ¢ boe famille dfensembles. On anpelle somme

de cette Ffamille 1'ensemble ’5’}:{33 sl R 88sirnc 1o relation § il existe
e famille (X1), x _éfensemb"},es‘ deux & deux disjoints telle gne
x=U, 1 X! et telle gue, pour tout &I , il existe une application
biunivegue de X, gur Xt .

Irovogition Ge- Soit {Zi,,, T Abne ilic d'ensembles putuclleoment
disjoints. Solent & sa rfunion et 5 gz gomme. Il exigte uvne application

que X =UJ. < ' ;¢ 1 Une famille d'applications biunivogques
de Eii sur a.{ « Jiaprds 1a prop-1, il exiscte une appliestion £ de A gui
prolonge nltandment toutes les opplications £, . On volt tout de suige




LA b ca it e L e

ﬁ,

Tt s@rbl' des 618ments de  YP(E xF) qui possddent la propric

r*l)
o

Cet axiome signific que, X étant un ensenmble, i1 existe un ensepble
dont les éldnents sont toutes les parties de X . Cet ensenble sfappelle
l'ensenble des pariies de X , et se dbésigzne par fﬁf (X). I1 est clair que,
si - X'c X, ona ﬁx')aﬁmo -

Soient 1’ une corrcspondance, E un enpemble, ¢t F=T <E> . Ia-
‘fonetion X—-—> I’(‘"’} (X€ J¥(2)) s'oppelle llextension canonigque de T
& g(é?) ; c'est une avplication de }3(« dans f.,.‘ff('ﬁ‘}

= Soiznt - A des co:frespondanees, et £ un ensenble. Ddsipgnons par
= l"ezte;s:oa canonigne de ' & y(g), par G un crnsemble contenant

= P
T'<E> et par A Llextension de A a Wie). I1 résulte alors tout de

(¥4]

S A

}:) 35? &0 ? P

Proposition 1. Si f est unme applic

aite de 1= p'v*o;;.s éu § 3 gue llexiension sanonigue de A f &
{

f"}

2bion biunivogue d'un ensemble E sur

un _we*::ble ¥ . 1*exteﬁsian canonigue ? de £ & ng{E) cgt une a@pliea‘sién
bizmivegae de TiE) sz X(F). |

o correspondance i‘oé est l’anylieauoq identique d¢ £ . 81 Y est
gne partie de T 5 on - done Y = <Y;>> dfol ‘5."§ £ L TiES,

ce gui &on‘%;re gue £ gypligue Ef{u) sur ;Cf(l’*‘) (Ce »ai ;9:13.«3!:;@11‘% ntutiii-

I

se ailleurs m.a 3.'srpct}zés‘e qus £ est biuniveqae)». De gi&s gsi X est

une pertie ée E telle que £LX5=Y ,ona X= ;42‘} » & qui monitre
A . = = _

gue £ est Dbiunivoque.

2. Inscmble des opplications d'un ensemble dons un subre.- Solent E et F

des ensembles. Toute application de T dons F est une portic de ExF .-

£

{1
fud
Pata

i
es applications de £ dans T est done un ensemble dont les 6lépments sont

toutze les opplicntions de £ dans P .




=29
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D6finition 1.~ Si E et P sont des ensembles, on ddsicne por F° 1tensemble

=3

des applications de E dans F .

Soient Z2,BE',F e% F! des ensembles. Soient u une application de E!' dans
= : : : . B
‘B et v une annlicat io de P dans F! . L'&?ﬁ*}lzcauon f—=vefoun (£€F") est

une anplication dge 7 dans F’“' ;A désisnons-1é par © . Soient u' une

application d'un ensemble E® dans BY et v! unec a: :9}.10 ation de F! dans un
ensemble F® . Liapplication £!'— vieflont (f1¢ F' ) est une application
de peE’ dons FRET, Les opplications - Yoo et £ «-?(v?ev}cfo(ééa")_(fé FE)

- - D : 28
sont des gpplications de F° dang Fe, Ces applications sont épnles,

comze il résulte aisdment d'ay pLieu‘ ons répétéea de la prop.3 du §3 .

Propogsition 2.—- Soient u une a‘ﬁ‘olieaﬁis;'bimivsme diun ensenble TY gur

un engepble B g;g v ane application bi umvsga af By cmsenble F sur up
snsemble F'f : .;%1iea‘sian f—>vofou (£€F) oot nlers une ;ﬁlicﬁtion
B wiioiug de g :

Soient 3 cette application, et ¢ liapplication £9-—» vef!. 8 (f%?‘ﬁg)a

&) : ; = : -

Dtapris ce qui a éaé dit plus haut, Yo est l'application identique de
3 s - s 2 2 H -
F et 9=y est I'application ident

Bt
e
&
[
[
il
®
e
e
&
o
e
&
o}
e
£9
o
(o)
g
{vs]
]
o
i3
3
[$]
5

de la prep.8 du $3

Saien‘s maintenant I,F deux ensenb bles, ot f iaﬁ_: fonction de éeux Srgh-
ments admetiant ExF pour ensenble de définition. iy cst un objet
quelcenqae? ssit ;E/y liopplication particlle de £ relative & la valeur v

du second arcument. ueit D un ensemble conbonont 1lensemble des walecurs




st T ={i}, on a EE

,%Q{Z,EOU.ES ‘ TTf;é { .%X

(‘ﬁ

= ~

partielles d'une fonction de deux arguncnts relotives & des valeurs du
premier argument.

3- Définition du produit d'unec famille d'ensembles.—

Définition 2.~ Soik (Xi)ie t ine famille d'ensenblcs. Lienserble des

applications de T dans. U{ X, telles gue £(i)e Z, pour tont i€l

slanpelle lc produit de 1s famille dlensembles _ (Xi>ie:{ et se déqifzne Dax

-ﬁ_‘s éI Xi » 51 $ed -, E';i s'appelie le facteur dling iice I dy '0'»"'6&(3.1'53»

Ligppiicotion f->f£(i) (£

Es c%;) gfsppelle 1o fonetion ecoordomnde
é

&
diindicc i sur le produit. Liimose dfunme pordie A dg §%§ e1%4 Dbar is

fonction coordonnde diindice 1 slapnellc 1o brojection dlindice i de A .

T = —— = A =
83 I = §5 s 11 est clair gue _fég_%z}ii possode ch;ae«;s:ﬁﬁat un élément,

& savoir la fonetion vide.

Si tous les facieurs .z'Li du procult sont ésaunx & un »8ns ensenble X
on a Wiez 3 2= Z‘L . En ef:fet, gi- 1 éfﬁ s OB & U I;i =X : et, ot
I=§,11 suffit d’applig

S...v

er la remargue —§3§?éeéﬂ%g‘_ Fn

M
";’:?.:
Bunafte?
@

Q
&

“

Fw-v

_ jeli 3
demment une avppliention biun > 42 {‘
&

Tosa

clicpent facilc de déduire

comz}.w:r’%%; den notations. Il ezt naturc
une absurditd de formulcs qui n'ons: &%6 éGerides @u*en vertu de
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Hous allons maintenont montrer que 12 notion de produit que nous venous
ds défialr peut 8tre conciddrbe comme une géndérolisation de celle de pro-
duit cortdsien de deux ensembles. (Ici, définition de 1 et 2, et observa-
tion gue 1 # 2): Seit Y l’ensemﬁle z? 2} 81 2 est un ccuple, posons
2 = pr.%z , b = Proz 3 il existe une appllaﬂtion £ et une genle de I
telle gque £({1)=a s £(2)=b , & savoir l'ensenble {{c,3,,(2 b)} de plus,
2 et b , done 2z , sont unigucment aftefm¢ﬂés pﬁ% £ . 11 z2pparatt done
naturel ds faire 1s convention sulvante ¢ nous identificvons désormais
tout couple {a,b) gyéc l'applica %lcﬁ £ de 1*cnsemm1e ‘?,2} définie par
f{ijza , T{2)=b . .

Ceci a4i%, soient A 2% B des ensemalego Le couple (A,B) est alers une
famille dfensenmbles dont llensemble @tindices est I = é? 2} ; et le
preduit de cetie fomille d'ensembles est liensemble des applications F

‘de I $elles gue £(1)e 8 , £{2)€ B : ce -produit est donec 1*ydsemnlﬁ deg

couples {(a,b) *fels que 2eh et DEB : elest le praéait cartdsien
£xB des cnsembles & et B . Soient w nne application de A sur un ensemble

C , v une application de B sur un ensembl

o

D . Le couple {u,v) peut 8ire

£ ,._. :_; £ 2 2 - S - =~ 0"‘). S -‘ :
identifidé & une famille {u i}iéii 3 cecl fait, l'applicstion Ea‘iis T

i
est identifiue & 1% plication gugvg. définie au § 3, i
Tous définirons aaesi ap ch hap. 11T le ternme 35 et nous verrons gue

3 =1 3#2 . 851 a,b,e sont des objeis ecaencs§ on &észgﬁc paxr
{aﬁhge) 1'ap§liga%i03 .éi?pa 512 h}?,;gs}i s Glest-d-dire l?apgliea%isﬁ £

£

< . \a o F = 2 Y % V-V-, z
e €§9293‘} telle que f{l)=z , £(2)=p , £{3)=2 . Tn objet de 1la forme
{z,b,0) stappelle un triplet : on d4i% gue @ est sa prenilre coordonnde,
b s2 seconde coordonnde e% ¢ sa troisibme eocordonnde. Si {égsg ] est

¢
an tri p;e% éiﬂa Cﬁzlegg etest une famille d'ensembles admettant llenssmble

b a3 6t 3 i f = £ $ = A = % ue 3
gfgzﬁﬁ} comme cnsemble dfindices ; on désisne le produit de ceiie fomille
d'ensembles par AxXBXC § clest liencenble des triplets ({a,b,2) feis

gue acld , beB, cel .




oz

o YRk :

Utilisont lec terme 4 du ehap.III, on définit de monilre analogue les

quadruplets conme étant les applicotions de llensemble {1 g29'5,4} , puis
les produits AXBACXD de quadruplets (8,8,0,D) d'ensembles. 2ic.

N

Th

L

ordme 1.~ Soient (X;), y et (%]}, ; des Fomiiles d'ensembles gui

ont le mBme ensemble d'indices I . Si on 3 X, <X} pour tout iel ,

3 ctie‘i

en a TrieI zic_.'ﬂ‘iéz X! . Ré’cipreaue.vz}ent, si =rg 53¢ c;T'&"iEz};{ 5
gt 81 X.#0 pour tout ielI ,onsz X.cC X! pour jout i€TX .
e i'f' me i 5 S

2,

Io premidre acsertion est dvidente. Supposons mainbenont

H ieT Z C'}Hiei }’;i s et Kilé pour tout i€I . 81 I = ¢ , llasser-
tion & démontrer est &vidente. Sinon, soit & un Slément de I 3 nous vou-
‘lons montver gue X, X] . Soit 'z un 6i8ment de X, - Soit £ la fonction

§ >, J=l= y=x) et [J#is yeX.})) (JeI).

Adjoignons lthypothdése J€TI, et désipgnons por T le terme 'z%{@ré X 3} S
Comme Xs # ¢ sona T.€X, .54 J=i , les relations J=i= x = z
. Z= i &5

3 # i@ier sont vraies, done la relation (Jyjil{i=i=y = x) et

I : : 3

(3 # 1= yeﬁé)} est vraie ; si J # i , les relations j=i= T.=x ,
la relaotion (I )i =isy=x2) et

ifiL= T,€X; sont vraies, donc

(1 #1i= yec ij-} est encore vraie- Dlof

. Ben— iy =1=>y=x) st {
Comme £(j) =-€“§.{{;’: = '"g,-,-.;s;; =x) et (3 #
iz relation J

JeI) = ((3=1 = 2(§)=x) ot (i # 1=> £(3)€X,)) -
&

PL S
St

Done f£(i)=x et (JeI)=> {(£({§)e X

‘ : £
On en econclut gue Z¢€ H €T X} , dloh =z = F{i)€ E:g , et par sulte

X, < X] .
g = -
Corolloire 1.~ Soit {Z.)._+ wpe fsmille dcpsesblcs. Four gus
i’z il Lk
£ ; - e St 2 = -
ot Z, =9 , i1 fout et 11 suifit gu'il cxiste un i€l %el cue
= e & P e
Z = ;
Zy $ .
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= 5% -
Lo condition est Gvidenment sufiissnte. Supposons maintenont
Tl er%=f . Onaatavora I¢6. oit (¥,), ; o famille dlcnsembles
i -—-5»}5 {lel). On a ~TriéI.Xic:_ TTf.eI Yi s Si Xi:r_‘gﬁ pegr tout iE,’I,
ie th.1 entratne Xic Y'i'=¢ pour tont i€l , ce qui est absurde puig-—
gue I f ¢ . Done Xi-=¢ pour un iel .

Ic corolloire 1 montre gue, si on a vne familie d'ensenbles (X, )1 T

telle gue Xi- s0lt non vide ps&:r: tout 1€l , on peut intreduire {& titre
de constantc auxilisire) une application £ de I gui possdde la propriéid
que f{i)eX; pour tout i€l . ' ' '

Corollaire 2.- Soit ({X, 5)345 s o1 lme fapille (sdmettont I pour

d°f=;emles. On szap pogse I —rLQ . 8t
;éé pour fout 1€I . Sois T=Il, . T/ .0mgp

ensemble d¥indices) de familles

€1

_ Uiei {ﬂié'f L j3 “(\Efég (Uiéz s,201))
ot ﬂieziujeé‘ 1,3 =Uses {ﬂi{lﬁi 2y -

2 .
Seit x un éli.:amem: de uiez {ﬂjﬁ Xi 3} = uei% £ un &lément quel-
congue. de J . I1 ezis‘se un indice i tel gue xei | jed Z, 3 : on g done
‘—5
G
xeé’i,f(i) et par suite xz ¢ ux. T Xi,f(i} eci Stant vrai pour i:cu‘é:
£ed cn_:; ;:g fed {L, ieT 1go(i} } - Soi% mointensnt z un objes
gui n'apparilient pas & I'enscmble L; f1e¢I im je g
gue, pour tout i€l - x;é gﬁisgsi ?‘lii’ s G2 gni a;‘ ,
tout ieI 5 1’ensemb3.e Ji des j€J. tels que xEZ, 5 ©8% non vide.
g
Dlaprds le cor.1, il existe une a_yp ien tmn. : &e I telle gue, pour tousl
iel , i’(i)ﬁé’s‘ On 2 done £€¢ %, pour ’"aiza iel , X%Eig.{{i)
Done Z%U i i f{i} et par suise Xé §43,§ {L&le ‘f{.e.}}
In premicrc formule est donc démenirde. Lo zmmwm scconde se dSmonire

d'une manilre snalosue, conme nous loissons oo lccteur le soin de 1z véri_
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3 ‘!vﬁ
e,

= =
Zn partienlior, si 4,B,0 sont des ensembles, on 2 les formules
suivantes : : :
AU(BNC)=(AUBIN(AUT) AN(BUC)=(ANDB)LV (ANC) .
4. Propridétés du produit des familles diensernbles.-

Définition 3.-- Soient (X, )ie ¢ bne fenille d'encembles, e“i: (gi)léi une

fanille de fonctions admettant ie mme cnoemble d'indices 3 supposons oue,

’29&,,, tout ie I s 84 golt une ml‘iemt‘foa de Xi dans pn ensepble Y .
51 fell, ser %y 5 12 Yonchion 1i->¢ gy(£(1))(161) et un c:e.mem de

”ié v Yi ¢ désisnons-le par hﬁ . Lg fonection :’fw%i;i {ﬁéﬁ se1 Zi3 est
T 11 <« Tﬂéw < 3L e

¥ o 3 G A . 3 i > ¥ 383% &
Z%.E_G.S une rmlzcafa&oa de flgeo7 %3 dons - i 1ex %1 0 gu*on désigne
nar ggijiéz {on mfme, s'il n'y 2 pas de dancer de confusion avee iz
ﬁa S e 35 : : o s %e
famille (g;)scoyp » D2T 83)1e1 )-

Cette notion géndralise la notion introduite on § 3, n%7, dans le cas
d'un prodnit de deux enseumbles. _ -

51 (g%}iéi est nne nouvelle familie de fonctions, et si, pour tout
i€ 1§ -, gji_ est une anpli cmtien de Yi dans un ensenble ‘Zi s, on wérifie
=5 é p 3 $ b 4 gg_ 2 9.} 3 = S PN 3 X a S = > ?
aisdment que 1 42?)‘0116«{:1&53 [gles lieg e Hz&? , don te1 %4

g- ,

. Proposition 3.- Soient {Xi)ié T et 1Y, )ié + deux fomilles d¥ensembles,

by

et (31)5_&1 une famille de fonctions ; gupposons ‘ime; pour bout % Ll

g4 soit une application biumnivegue de X, ﬁu:f'*i’, - Alors, E—Ui]iez est

ety

une opplicotion biunivogoe de ‘{T%z };{i sux Tfiég ?ﬁ. =

fanplication identigue de

En effet }M-i 1. ofal est 1
=1 138 cT i ] = :
54
5 ) - = : 3 ‘i = = s =
i 5 seT Xi s tondis gue ggﬁgi e -_gg hgi} 1e1 est l'application identigue
= .{.ﬂ 5 = : s
= = .
2 é i€l 1
Soit {Xi}ié? unie fomille dlengsembles, eb solt E un ensemble.
Disisnons por p, 1= fonction coordonnde diindice 1 du prodnid B seI X
: ie i
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Soit v une espplication de £ dans Trie Ixi i Pye? est alors une appli-

cation de £ dans Xi , donc un §léument de X, , et la fonction

: & vﬁpiacp(i'e I) ezt un :zlnmcnt de TTiéEI Z‘; s ddsisnons cet Glément par
u‘? . In fonection ©—> u. {p e (TT eI X5 5‘3) est alors une application,
dite cononique, de (TTie'r X, ) dans ¥ 16T K*ﬁ‘_ .

Pronosition 4, Soi"e (Xi)iel une famille d'ensembles et soit £ un
snsenble. Lisnnlication eanonigue de { Wiel }Ii)"—"‘ dons H X‘;‘ e85t

gne annlication biunivogue éu premicr de ceg enmsembles sur le secag@.

Utilisons les mBmes nototions que plus hout. Solent ¢ eb ¢! des appli-
cations de £ dan se1 Xi tclles gue ui? = ai?,; . On 2 done

PP = pyop? pour Lout 4€I ; or, si x€L , il ost clair que ¢lx) est

ia fonction i — (Bs00) {x) (i€ I) -on en conelut gue el{xi=p! fx) pour
tont xef , ce gui prouve quc l'spplieation sanecniguc egt hitmi%mqaeﬂ
Soit 19‘2:0 ont i -»g{i){ie€el) an S18ment de ﬁ_ié = A; 3 gfli) est done,
pour tout 1€I , une application de L‘ dang Xi . 854 zeP® , la fonckion 4
i%{g{i))(x} est un S1énent o, de EEE ‘Li , ot 1a fﬁ‘iﬁelf}ﬁ

x>0, {(xe B) es% ane application v ds ang § iei Ai 3 on voit tont
de sulte gue piéé? = z{i) pour tout 151 s ceci pmontre gue llsypplication
canonigee oppliane (ﬂ-iéi X, ¥ saf T}e - ix? '

-, o2

Proposition 5.~ Soit {X:.;g)( $YeT A3 upe famille dtensenbles dont

liensenble d'indices est le produit de deux onsembles T gt J . 81 J % % ;

£ H X B 3
iscne ﬂjga‘i $el « 3) tel €ﬂjésxi5§3‘
Ios deuxw mermbres de 1'87211%6 guiil siagit de dénmonirer sont des en-

fe “iéz Kiag , clest-4-dire quec, pour tout {i,3)eixd , 2£(i) appar-
¥

= Tia . = R . T Pos gy P 3 e 2% T =
s « Your gque £ apporiiennc au second membre, 1l fout et i1
5



el

suffit que, pour 41€1 , i’(i)e njeJ ty,9 0 elest-ii-dire encore c_{ue,

nour tont (1,j)eIxT , £{i) anpavtiecnne & X.

donc dénmontrde.

i,

s Lo

proposition est

in pavticulier, pi X, ¥, Xt ¥ sont des encembles, on 2 ¢
(XN (X YY) = (XAX1) < (TATL). .
Proposition 6.- Soit (X, )ié 1 bne fanille dlensembles ; soit

Suzposons mainitenant gue, pour

partition de

On a d

-

fabord

- {(}:i ) I une fomille (azdmettont I commc ensewblec diindices)
370 € 1)15,1 -
ge fomilles dfensenbles. supposons quc, pour tout L€ I, (Xi j}jea'
& i
soit un recouvrencnt de Xi . Soit J = Hiéi d; s 81 ved , soit E’,? ‘
¥ Ser e s ‘Fﬁ.:n.l. 'I Gt 3 : Ty
1“en,.e£1ble i {5_61 Xl,(?(i) Lg fanille ‘6"36‘?}:?6(}- est alors g_n;recmgre
s ﬁ % % - = &
ment de Wiez Xy - Bi, pour chague i€I , (Ei,j)j J. 28t une -
partition de X, , 1o fomille {?{?}mg;{ est unc portition de 1. jer X4 ¢
Soit fewielzi -5f 1€¥ . on g -f({i)e X; 5 done il existe un
41ément 3 de Ji tel gque £{i})e Ti;;; ; en dtontres termes, llensemble des
3 tels que "jed et £(i)e Xigjﬁ nfcst pas vides Dioprds le cor.i
du th.l, i1 cxiste un 9ed tel gque £{i)e Z; o{1y pouw tout 1eI ,
? §y s~
t . Céei prouve que (2, 5t un rceouvrenent 14 e
dich fel’{? Ceei prouve que { i-_)a?éé' est un rceouvrenent de Tglei Fi

Lo o Lo - e e . B .
touf 1T, {_5%3}3&53 soit une

= &

4

dfof P;?C’Wicl 3 pour tout g;éJ « Dlaptre port, P

wed {cor.1 du th.

i1 existe_' un iel

- Done

1}.

tel

? s 6 qui

5 =5 .
pour tout ke I et tout j&Ji ;

_#¢

Gistinets de J.

}I
1.3 L

pour tous
Infin, solent v et ¢! des £1én

ue {g(i}% ot{i) , g‘i?o?}. : 3

5 % =
{Ee_;;’a?é B

5
=nks

i ,7{ }QA: {?7{i}“¢
egt unc 'G£‘?l‘i?"0§ de

wR

montre gus
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- 11 es% évident gue la con&t:.on fpour tout i€l

'Pregosxtion 8.-. Seit (X, )ié ¢ une familie diensembles, e’b soit (J 3

LS

a7
5. Applications eononigues d'un produit.-

froposition 7.- Soit (X,); .y une famille d'ensembles ; solt u une

application biunivogue d'un ensemble J sur_l'ensemble I . Ligpplication

f-—>fou (fe 'le&I Xi) est alors une application biunivogue de Trielxi
sup T'i'j‘E 7 %a(s) - |
Soit A = Uie 1% = sz eJ u(;}) (prop.1,2 4). Liapplication

£f—>feu (fe & } est une application biunivogue de AI sux A’J {prop.2).
£(1 )éEZ " est éguiva-

£
lente & "pour tout ied (fau_)(‘f)é' X ) ce qui démontre 1o proposiiion

Gote

ulj
 Les notationstant celles de la prop.7, cn 8it gue llapplication
£—>fou (£ éTTi'e IX )} est liapplication ﬁaﬁﬁﬁ.a(’{.l(:ﬁ}@ﬂ% osgocide & u 3

les applications dfun prosuit § i gii gui sont canoniquenent assocides

aux permutations de I s*apzselleu% des oppliceations cononigues de ce

gzrsdai;t‘. Considérant en particulier le oas of I =i‘§ ,,2}_, on voi‘t facile-
ment quiil existe exactem;ﬁ; denx permuintions de I 3 l;ime qai' est 1fa
plication identigue et l'autre gui appligue 1 sur 2 a‘%ra sur 1 . Lea appli-
cations eorﬁespan&aatea dlun nécd&ié; A xB de deux ensembles sont d'une

pax't i'application mentiquc, dfautre p t llapplic M"?cm g de AXB sur

~BxA qui est définie var gz, y} {v.x) si Zehd ot :}e B . Dans le cas

ot I ._{ 2,3} , nous laissons au lecteur ln sein de vix i ier gu'il existe
siz applications canoniques atun produit A xBxC et qu.?elle*s appliguent
AXxBxC sur les encenmbles suivants

AXBxC, BxXCxh, CxAxB , BxAxC ,. gxaxs + CxBxA .

sel
e portition de I . Posong P= 1 s.:Izz. s ©%. pour :a,egg

Q, = fgis e?f“i - 851 fe? , soit £ 1a ?‘esézfmmen de £ 2 J s &t soit
w{f) 1'63ilment o —>£f_(a€h) de E § Q. . Liapplicatien
a aed %o Ssl
= - = = = i
£—=>9(f) (£€P) est alors une application biunivogue P sur 11
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Puisque (J )aeA est un recouvrement de I » leco conditions f£eP ,
21e®? , fazfé pour tout a€l en’cratn nt £=£' , ce qui montre gue ¢
est blunivoque. Soit maintenant g un 61dment de Trae 48, - 51 aed,
zla) est une application de J, telle que (g_z,(a,))(:i.)e}sti pour i€d_ .
i’uisq&e ({f&)a6 s o8t ane partition de I , il exigte une application f
de I qui proleonge toutes les applications gla) pour aéld (prop.6,% 4)
donce telle gue feP . Il est clair gue w{f)=g , ce qui montre que ¢
appligue P sur. TT&& A.Q ' ‘

Lipppiication ¢ de la p}fcpoB stappelie liapplication de £ eanoniqaemen‘k
associde & la paxtition (J alaca 48T - Dlune é.aa‘f: re géné x-ule, nous

ccavwnﬁraﬁs disnpeler caﬂcpieuss E.es aspplications de produits é’ense:wles _

gui pe@*eﬁé; s?eb"’aeqiv en composant de tou gea ies manidres possibles ées
applications ca’acniquemeat_ asscc;ées & des permubstions ou a éss partitions
‘d'ensembles des indices. .,

f‘m‘mi&é rons par axemple un triples diensembles (;‘;935(‘5}@ Liapplica-
*%'ffm canoniquenent associde 2 la partition {é?gg,g» 3"*‘} } de 1len-
sermble diindices %'E s2:3% est une applieati on biunivog sue F de
AxBxC sur (AxB)xC ;ona E'(x;y;z) :’;{{zzsy}?z} si zeh .
yeB , €€ fm.,.posant F avee 1fapplication -amﬂigue de (AXB)®C

sur %x(% *B) attqcnée a 1z *g}e

l*s,

nutation de 1 ép’i’} gni échenge 1 et 2,
on obiient une application canon gue F* de A XD AC sur CX{AXB)

tellc gue Fi{x,y 92) {z,(z,7}) -

X et b é‘%i‘.’.“'i'% des lettres distinetss. On dit gue la welation R est gymd-
trigume (por rapport aux lettres % et Yy ) si 1la relation Rix, ”%
< P s - = = =
Ri{Yy, ay est vrale. O'il epn est ainsi, i1 est claly que les relations
( z
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0= .
R g",}’% et R% ¥, %% - sont équivalentes.
Soit Z une lettre ne firuvant pas dans ® . On éit gue la relation W
gst transitive (payr rarport aux 1ettres X et ¥ )} 81 1o relation

Ré%,)‘g et R?), é:}'&é% 25 esi: vraie. I1 est cloir gue le choix_
de la lettre -Z (ne figurant pas dans R ) est indifférent..

Zxemples.— Lo relation X ¥ est transitive. Lo rslation z=y est
transitive. ' ' '

SiR est & 1o foig synétrique et itransitive, on di% gue R est une
relation diéguivalence. Dans ce eas, 1la notation -x= ¥y (med. R } est

parfois employde comme synonyme de R ?%,fjg . Blle se 1i%
" X est Squivalent & y modulo R {ou guivant R )"

81 R est ufe relation quelcongue, la relation Rix, ﬁ%-ﬂ%{j WR é&yj%
es‘s vraie. lontrons gue, 8i R ast une relation diéquivalence, la relation

’R%}i,%% ‘est Squivalente & (I ¥ I} R g x f,;!é . . En effet, supposons
: ~ ; i

lz relation (3 ¥y IR % %,}f% vraie ; soit {f; an'sb;‘;ét tel que R 2;;& ,@%
Lg relation R %’*g,,% % est alers vraiei, puisgue R est syméirigue ;
les relations R § x, £ % R % g, % tant veaies, il en est de
méme de = %%l 5% ¢+ puisgue R Js*x; trangitive. '

{done aussi 1n relation RS : % , %% ) soit dguivalente d X € E

R %% j? une rcmx‘;zm éﬁfv ivalence dans un ensemble E .
Ia relation R § % D ; - entrafne alors {3 b JRE =%,y ; ‘fio’né ‘aussi
XeEE ; elle q%’raiae aussi R § ¥ % donc également YEE . Il en

résulte que R %x i entratne (X, yle ExE ; on en conclus
gue R__ admet un graphe (par rapport aux letires A g% y -
On appelle égaivalcnge éa_ﬁs un ensemble E une correspondance [’ telle que

iz relation {z,y}e T° s=oi% une zelation d'douivale 1ee jons E .

2 .
-



a0

Proposition 1.~ Pour gu'une correspondance T soit une équivalence dans

un ensemble E , il fant et i1 suffit gue les conditions suivantes soient

satisfaites : 2) £ gst l'ensemble de définition de T3 b)ona
" _1 =
T =T se¢) ong ToT =T .

Soit T' une équivalence dens E . Lz condition a) est satisfaite parce

0

que 1la relation xzeE est équivalente 2 (3 y){{z,7)e T ). Ia condition
b} est satisfaite parce que la relation (x,y)¢ I’ est symétrique, done
éguivalente & ({y,x)eT , clest-i-dire & (z,y}€ I’ . Puisque la
relation (x,y)e T" est transitive, 12 relation Mg "l{x,y)e T et

< : -

Por ailleurs, 1o zelation (x,y)je I’ enirofne zeE et par suite sussi
{x,x)e T ; la relation (X,y}je T’ entraine done W(z,x)eI e%

{y;z)e " * entraine l(x‘,z)e_f’. ; ¢e qui montre gue ToTc T .»

(z,7)e T ¥, et por saiﬁe ausgi f:s:;}e TT ., ce gui monire gue

b
3
©
3
™
l-..!
4]
)
o
Lo
F»i?«f
d
[
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s
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Nt
W
&Q
s
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]
G
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»
e
pota
1]
Lo
@
{mro
e
it
o

Béciproguement, SuPPos ons les conditions a), b)gc} satisfaites.
ILa fela%mn ( ) E T est symétrigue (en veriu de n}} et transitive
{en vertu de e}) 3 elest done une relation d'éguivalence, et 11 résulte
- de 2) gue eest une r

Excmpleg.— 1 . gz

liensemble X sur 1*—3}335{3@1«3 ¥" est une relation @ éqzivra}.erce {eZ-prop.T,

(]

lation d'éguivalence dang E .

5

fD

lation "il existe une appliestion biuniveque de

3 3). Cette relation n*a&get pas de graphe (en effet, comme. il existe une
gpplication biumnivogue de X sur x . 1n premicre projection dlun tel =
graphe serait l'ensemble de tous les s’izﬁws} : '

2. 51 E est un ensenmble, 1a relation "z el et yeZEn es% une relation
d' quivalence dans I ’ dont 1ie graph. est- E;@ . .
3

3. 51 F esi un ensemble, 1a relstion "xeF et y€E et z=y¢ -est, une

relation d'éguivalence dans E , dont le gra aphe est ‘fa diagonale de EXE .



: el

2.~ Belation d'éguivalence définie por une fonction.- SHoit £ une appli-

cation d'un ecnsemble £ . On vérifie slors sans aucune Aifficultd gue la
relation "zeZ et yeIE et £(x)=f£(y)" est une melotion d'Squivalence
dans £ . llous appellerons cette relation 1o relation d'éguivalence

z

agsocide & £ . ZIlle est Gguiva lente & lo relation (3 z){{z,2) ¢ £ et

l*’a

{y,2)€ £}, clegt-i-dive {3z ((x, et (z,7)e f ) ; son graphe

est done 1a correspondance foi’ -

Hous allons maintenant montx u ’wwf;e relation d!'équivalence dans

o
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* £

un ensemble 14 ¢St cguivalente z‘z une zrelation du i:vpe ;greccdenta Hous
poserons pou: cela les définitions suivantes ¢ '

Définition 1.- Seit T une douivalence dans un ensemble ¥ ; désionons par
R la relotion (x,y)eT . Si =xzeZ , llensemble T'§x} s'sppelle la

classe dfém,i vaience de x {gulvant B} ; %oub ensemble qul veut se metire

sous 1z forme T°3 x} avec un zeF ps'appelle une elasse d'Souivalence

(saivan'% .ti) Z?ensemole des ecles ses d'éguiva ,.;.ence (e?est«a«ame Liensemble

desg ea*e% de ia forme T {x} pouxr :zzéia} glappelie. l’eﬁsemi.}le guoticnt

de E par B gt se désirne por u/.t’a. ?agglicarien % --7 T {K} (&6}3),,

$

dont l'ensemble de définition et E ot 1'ensenmble deg valeufs ?‘

g'eppelie l'application cononigue de B pur EfR .

Théordme 1.- Solent T' une Sguivalence dons un cnsemle = s B 1o relation’

(z,y)e T , et £ 1'application eanonigue de E sur szi .

Iin
‘est alors Sguivalente & ls relation d?équiva,leﬁee'asseeiée 8 f .
Soient x et ¥ &ésélémems de E tels que (x,7)¢ r-. . Oﬁ'a dtabord
%¢E ot y€E ; montrons que [ fxy= D $7} - Puisque ye T {x‘}ﬁ
ona Diy} c rf?a'f) {2y=T ‘:s}; par ailleurs, on 2 sussi (y,x)e T
dtot “{x}c‘ﬂéy} , et par su

fix}-f(y - Soient vdeliproguenent x et

[t
‘\‘w{-
&y
A

H:.'

e <4
=3

:;?'

)
v} Dnw alors ye [ iy3=7 %:{} Sioh [x,vice

bRy

=

% 2 >
ie GBOGrCEs.

€:‘u

s
¥ i

20

£y

W

7 —:'i %



- Belation d'éguivalence définie par une portition.- Soit (xi)ieI une
vertltion dlun ensemble B . Lo relation (I i)(i€ I et x€X, et yé X ¢)
eat alors dévidemment une relation d'éguivalence B dons llensemble E .
Tes clagses dféguivalence suivant R ne sont autres gue les ensembles }’i

de 1z partition. BSi f est l'application canonique de B sur E/R , i1,

i

existe une application biunivogue g de E/R sué” I et une seule telle gue
zZE Kﬂ(f{xn)) pour tout =€ X ; llapplication gz est dgale & la Pamille
(=} : ¢ ;

Eedier s

- Réeciproquement, soit R une relation d'8guivalence dons un snsemble B .
Llanplication identiqgue de 31/3.‘ est ”‘}.Of‘s une partition de E , soit
'(Xi)ie t+ Il est clair gue 12 relation (3 i){ie I e% xe X, et ye Ki)
est éguivalente & R . :

4. Applications compatibles avee une relation d'éguivalence.- Soient

R et 'S des relations &?éqaivalenee par ranport o deux letlres ¥, Y .
THous dirons que S est piua fine gque R {ou gue R ezt moins fine gue S
si la velaotion S5 = R est vraie.

Exemples.— Si E est un ensemble, la relation "zé 3 et Y€E et x=y"
Aés'i: plus finegae tonte relation d?égaivalenee dans E , tandis que la
relation Uxe E e‘c y€& EY est moins fine gque toute rTelation d?écuivwlenee
dans E .

Scient R une relation d*équivalence dans un ezzsembie £ , et £ une

epplication de £ . On dit gue £ eszt conmpatible avee R s5i 1la relation

23

d'éguivalence associde & £ est moins fine gue "R . Pour gutil en soit

Pt

ainsi, 11 fout et il suffit gue 1a relation R entratne £{z)=2{y)
{on st,it gue R ¢ r*f’ine x€X et yeZI), clest-i-dire encore gue lion oit -

£{x)=£f{y} tou"se_s les fois que x et v appariier
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3 Soons £ n 53 g B 3 2 - = - = -3 :
42 resiricyion Ge I @ une classe didgnivalence quclcongune susvont B est une
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Proposition 2.- Soient T' une éguivalence dans un ensenble Z , R lo rela-

tion (x,7)eT’ , gt g Ll'opplicotion canonigue de B sur E/R . Pour qu'une

application £ de E soit compatible avee R , il font et i) suffit gue £

puisse se mebtre sous 1o forme heg , h Stant une ppplication de E/li

Supposons £ = hopg. , h Stont unc appliecation de B/R 3 si z et
’ ’

nppartiennent & une mBume clasge d'égnivalence suiw ant B , on a

't-'n 0

{x) = nlglx)) = nlzly)) = £{y) , et £ ect compatible avee R . Supposons

-P 03

réeiproguenent gue £ soit conpatible avee B . Si Ke"—*/R s Oon a
'L"a{uez{’)e K,dot v, (ueK)e® , ei; 12 ;one‘sion E—>f ('z: {ue X))
{Xe 3/3?) est ime application h de /R . Soieant x un Sldne a% guelecongue
de E , et X 1a clssse didquivaience de ¢ § X et T, (g k) son‘!g alers
S1léments de 1la mfme classe dféqaivale‘me K . dioh f{x) = f(’e‘*a{u_e E)) =
= n{k} = nig{x)) 3 on & done £ =Dtz . ' ' :
-“‘1 £ est edmpatihle' avee B 3“"8,;3;31.‘122'2;:‘5;0%:1 h de 3/3. telle que £ = heog
st nmqucmra* aéterminde ;' car, si Ké;iig'i% - ca.a h{’i‘i} = £{z) pour
tout xeK . On dit gue » est Lllaspplication dédultc ﬁe £ par p‘?ssg,_ge aux
qaotiejx_zrts soivont B . I3 est clair que h/{»« .h>"' 2L >

k.*

Soit £ une appliies tmn d'un ensemble done un € ﬁcnble F , et soit

anguel eos £ ept Svidemment compatible cvee R . L'ap }.‘3_ ation b est alors
une apgliéz:at_ioﬁ biunivogue de ;/E‘; sur A ; car, sl K et K ﬁeont des classes
déguivalence tolles que R(K) = h(K'), ona f£(x) = £{x!) pour tout xec K
et tout x'€ K', ee gui entrolne E = X'. 51 £ es% l'application identigue

de A , 1'6201it8 £ = fonoz stoppelle 12 dbcomposition cononicue de £ .

On pent zéndraliser comme suit 12 notion dla pplication compatible avee

une relation d'4guivaience. Soient £ une ap?}.iea'{:ion éfun cenoemble E

w

: 5 : 5. - - : Rl i : = ,
dans un ensemblc F , R une relation d'égnivalence dons E et S un
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On dit que £ est compatible avec les relations d'éguivalence R et 5

8i uof ost comnpatible avee R . L'application de L’;/Ii dans F/S déduite
de uof p=n:' bassage aux gquotients suivent R siappelle alora ausgi
1'application ddduite de £ ar pessage sux guoticnts suivant B gﬁ 8.

21,

5. Images xé p%ogucs, guotients, pf' du 8 de relations d'éguivalences.—

Soient © une a‘epllcqtlon d'un ensemble E dans un ensemble P , et S une
relation d'équivalence dans F . ®i est lkpclicatien cancnicgue de B
sury F/§ s 18 relation df'éguivalence assoclée & lizmpplication Uolp

de E s'appelle 3.'752323;* ciprogue de S par v . Soit R cette relatwna

5 4
Ona: NRix,yi &~ 5 gi?“‘) Jff)z

In particunlier, solent ‘R une relation 4t dguivalence dass un ensemble

E et A une partiec de E 3 l'image réeiprogue de "‘*’% par l'application iden-
cjae I de A {qui est une anvlieation éelﬁ daps 2,‘, ;}'s;z%@ei}.é ia fels ion

d'équivalence induite par ®  daans 4 ei se nete "é%,,,& . Scient £ llappli-

cation eanonigue de I sur E/’R 8 celle de A sur !*/'RA . Llappli-

_ catmn foI est évidemment compatible aveo "ﬁ 2 :s*’s llanplication

dédnite de foI par passage aunx guobienis ssjivan ,'Rﬁ est une anpliea

(:?

tion biunivogue de 8/ R,y aans EfR , qui est dite cangnique.

 Soient maintenant R et S des relations d'égnivalence dans un mBme

@

eﬂoemble B ..;Lb;};::e;cn‘ gic S soit plos finc gie R . Soieut f et g

les applicatione canoniques de Z sur. .u/‘R et suxr E/g . Il est clair

que £ est compatible avee S : soit b liappliceation dbduite de f par
passage aux guotients 3~L;ivaai: S ; clest une application de L/& sm
/“R « Lo relation d'Sguivalence ascocide 4 7 dons _‘/% "Mggellé /
le quoticnt de R par S et se désisne par R/S . Ssit ‘hs hoe b,

1‘:1 déconposition cancnl que de l'asplieation h 3 21,5 est donc 1953@;3}.1@%3".3:5
canoniguc de :r:,fg o {:/5%‘:«?&;5 }s tondis gue s 23t une



une application biunivequé de (/S J(R/S) sur

est l'application ecanonigue de
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(/5

le plus souvent les enccmbles

application.
Enfin, solent
Désipgrione par

A . /
désisne par R x R

valence dans un ensenbls E

R%Xﬁ’é et '*R”;z,'

{resp. Et). Lo relation

B/R
JIR/S) sur B/ R
(/S J(R/S) et m/’R

elle preduit de R e%

par ¢

ﬁzl

7‘e

4t

» On dit gque h?

et on identifi

ette

9y’§ des relations d'éguivalence.
=) iu,v% 1o relation ({3 (3 73T = )T gty {u=(x,x")
et v=(y,y') et R et R') ;

relation d'équivalence, gue 1l'on app

on vérifie aisdnent que 8§ 2%"% est une

t guion

Supposons gus R (resp. R’ ) soit ane relation é%8qui-
S3u, uj est aloxs

&quivalente & (3 =)} (I x*)(u={z,x?') et R % x,2] et ‘R’éz%x'? 3

elegst-i-dire &

n€EXRIY

TR oy
% )(.ﬁs!c

(3x)(3 =) (u=(x.x") et xeB
il r&sulte gue

Si wu=(x,x') est un Elément de

(A3 yn)

R xR

EAE

1z relation

et x'e B'), donec &

25t une relation d'équivalence dans

S iaﬂi
(}79”’) et szsyz et ’Rigx"ﬁ

¥'3 )

gi [ et If’scnt les zraphes de ?ﬁ,et ﬁ%‘g cette relation es% encore équi-

valente & ve T {x %x[’{x*}

sont doac lcs p*edaibu de classes dtéouivalence

Lok ola 5888 Q§6qvl?uléﬁeé supivans ?2&?%‘

saivant R par des classes

d'éguivalence sulvant Rf . Soient £ ot £t les applications eaneniques

de T sur /R

congtruire une applieatien

gue
réeiprogues par
els

Rl

ies produnits de

valence suivant

& (£,£Y)
mettre sous la forme
sur (ExE')/{R xR

F

et de

est Gquivalente & Rx R/,

Bt/ R/ ; ces applicat

(£,£7) de

' sur

11 en résulte gue 12 relation d¥équi

et ot H et une ﬁﬁ@l eation hiur

{x,xt)ec E nEt.

{E/R)x (zss/f:z:s) 5

sges d'égnivalence suivant R

ions permetie

ont &vid

valence
} peut &
- de

nivogue , dite

nt de

ExE sur (B/2)x(2Y/R') telle
{(£.,82 =z, 2t )= (i{V)ﬁf'{E*}) pour toud
(2.,£1%) des Slments de

Les images

enment

paer dec classes d'égui-

asgocile

cne se&

H

k=)
e

S

ganonigue,

A oA Lot b A
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de (BxI')/(RxR) sur (Z/R Ix (:.'/‘R ). On identific souvent
(ExE")/(RxR/) avec (E/R) x ("'/‘R’ a moyen de l'application H.

6. Parties eaturdes.- Soient R ane relation d'Sguivalence dans un
ensemble E , et A une partic de E . Soit f 1tapplication canonique de E

@

sur E/’R o On dit gue A est s’vtu:f’ par rapport a R s'il existe une
pa:c’sie B de ;u/l? telle que f < B> , autrement dit si
A=f<f<ﬁ>> | | e
(Zzemple.~ Le lecteur est saturé par vapport & lao théoriec des ensembles.)
5i (X, )iéI est une famille de pariies saturdes de B , les encembles
Uiel‘ X, et (si # ¢) ﬂle 1 X3 sont saturdes (prop.3 et 4,3%4).
Si A est une partie satuxbe de E s 11 en est de mBme de 53 A (prop-10,53).
Toute cl:z.@se @'Squivalence X de E suivant R @8t une partie saturde,
car K = £<{z{}> o Il en résult )

réunion d'un ens mble de classes d'dquiva alence est saturde. Soit réei-
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proquenment & = I<3> une partie saturée, B dtant une partie de I/R .
Liensemble B est 1z rﬂaaion de l'ensemble des ensembles de 1s :Lcrme iK}
pour Ke€3B ;'paisqu, f( f{§>- E , on voit que A est la réunion dlun
ensemble de classes é‘équivalenee suivant R . |

Si A est une partie s&tarée'de E , ¢t X une classe dtéquivalence telle
que ANK# ¢ ,ona Ec4h. In effet, ol zé&"w{ ‘g on &
K=£f(x)eflh> , dlot K= T<{Y}>C g,<£<é'&>_> . “é;ri;éroguement,
ﬂor{: A une partie de E qui possdde 3.9 propridsé gue ioute classe diégui-
valarzee K telle gue ANEK 7«“;’3 soit contenue dans & . On 2 &videnment
A f<f<A_>> i d'autre party si K<€ 24> , il existe un XEA tel
gue f(z)mL , dtos xec X , Kﬁ&;é g5 et par

&

sulte Ec A : on en conclut

gué A = x“<z(ﬁ>> s donc gue A est soturs.
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On voit donc gque, pour gu'lune partie A de E goit saturde paor rapport
&R , 11 faut et il suffit que les relations xzeh et R §x,r}

entrainent yel .
. . -1
Soit mointenant A une partie gquelcongue de E . Liensewble ELELADY

- contient A& et eatvsaturé. Bécip;eoquement, sl une partie saturée A! de
" E contient & , ona E£L4'> D LLAD> , diok

At m~§1‘f'<f<ﬁf>> o i%(f(&}) . On peut done dire gue —%<f‘<A >>
egt "la plus ge’éifae“ partie gaturde de B contenant 4 . On appelle cet
ensenble le gzturd de & (par rapport & R). Soip (Xy)y, 7 une
famille de parties do T ) et'scii.&i le saturs de X, ; le saturé de

o i  feman.® 5 AN
jel Xi est alors uieI &i {pfci?oj,gﬂ-;.f -




