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EWTEQDT‘mLGW AU LIVRE I. (Btat 3)4

IL ¥ A une mathérmatigue, vne et indivisible s volld iz raison d8tre

du nrégent traiié, qui ﬁrétewﬂ en exposer ies Gléments & la lumitre diune
tradition de viﬂﬂ% cing sidecles. Or, depuis les CGrees, qui dit nathé~
matique 41t dbmonstration i1l est mﬁﬂe doutsuxz gqu'il existe et gu?il
puisse exister en dehors des ﬁﬂ%béﬁﬁ%lgl@ﬁ &cr ﬁéﬁ@ﬁﬂ%r&%ionu Sl sens

pwé is et rigoursux gue ee mot a recu des &3 et gulon entend lui

we

‘uOﬁQ » ieci. On o lo aroit do dire gue ce SCJS nig pos Vdfiﬁg gar oe
d

ghi copstitualt une iéﬁ@ﬁw$“& ion pour Bucii L'ept toujours & nos (
yeux 3 et, sux ﬂpeqae" ot 1a notion 2 ﬂeﬁd¢é dc sten perdre et ol de
ce fait 1% matndnatique siest trouvée cn danger de mort, cfest cheg
leg Grees gu'lon cn 2 veehezen‘ ies porsdigmes. lials o ce vénérablse

e CL?
{mﬁ

- héritope sont venues s'sjouter depuls un sidcle d¢importantes conquéies.

- Avegt ainsi gutan mathénn

X

netit nombre de rogles iunvicla

mgr%aﬂt pcm*m chaque met on sisn

By effet, l'analyse evn gnelgue sorite grammaticale de textes mothéma.-
tigues dTabord choisis pormi les plus *my»e” 5 permio, d6finitivenment
sans goute, dlen déterminer ls struchure, du daub?@ yafqt de vue dup
vocebulaire et de 1o syntaxe. Il a 4%t6 ainsi constaté que toul texte
mathénatique, s lors qu'il est complétenment ex pMiel%m @Gegum@wdﬁr
EJaigo pans omettre aucun intermédisire ni rican lalsser & faire au
leetenr, pent, sons logiguerent rien perdre de son contenu, 8tre Pradult
dang uﬂc 1aﬁ~a@ convertionnelle ne comportant gu'un peiit nombre de

mots invarisbles nosembiés suivant une “v niaxe quli ne comporie qu'an
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un toxte ainsl tradult est 4it
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abusif de llintuition, ll'sssocia » §tidées,; et ‘los antres sources

des pecitioms de p“izﬂlyﬂb 2Lz auc e eot “Tabué lc mothémticien.

in fait, il est vrﬂzg le mathématicien qui désire classurer de la par—

faite correutioa ou, comme on dit, de la Prisucur® d'unc démonstration

ou dinne théoxric ne wccoura ﬁuére, sauf dans la disenssion des preniers

principes qui fisure dans certains ouvraged medernes de logique, @& ltune

des farmalisatloﬁs conpléten dont on ﬁiopG ¢ apjourd'hul, ni m8ne le pluﬁ

souvent 2ux formalisations portielles et incompliics fournieu par le

calcuﬁ algdbrique et dfautres similsirés ; 1l sc contente en général
d'amener 1'exposé & un point of son expbéricnce et con flair de nathé-

maticien lui enseipnent gue 1la ftraduction cn un langapge compldternent

*ornali 16 ne uerai% pilus qv*um cxercice de patience ("aws doute fort

pénibie) ;




o ?, e

nsi par exermpio des exposés modernes des 4dbuts de l’algéhré

&

il ey est al
%1%3 abstraite, et aussi de la plus grandec partic des Bldpments d'buclide.
81, comme 11 arrive mointe et mainfc fols, des doufes Ficnnent &
Glever, clost cn d6finitive sur 12 possibilité dlunc telle traduction
qu'ils poricnt, soit qulun mBome mot solt cmployé cn des usus variables
suivant le contexte, soit que les rigles de la syntake aicent E%€ violdes
par liemploi inconscient de nodes de ralscnncement non epicifiqueument
antorisdns par elles, c=oit encorec gu'unc crreur alt 6%é coumise, Ce '
dernicr cas pmis & port, lc rodressenent se fald - dnvarisblement, 19t
ou tord, por 1o védaction de textes sc rapprochont de plus en plug dfun
texte formnlisé, Jusgn'l cc que, de llavig s6néral des mathdmaticiens,
il soit devenu superflu de pousser ce traveil plus loin + antrement 4it,
etest par umc comparaison, le plus souvent ingtinctive, avec les régles
Gtun langase formalisd que se falt l'essal de 1o correction diun texte
mathénatigue. : 2 = _
In méthode aziomatique n'est & proprement porler pag autre chose gue
cet art de védiser des textes alsdment tradnlsiblco cen uu langape
forralieé. Ce ntest pas 14 vnc invention nouvelle, bicn gue les
langares formalisds cn soient une ; mals son coploi systoantique comms
ingtrument de dbcouvertc est 1'un des traits origipaunx dc,la mothéma-
tique contemporainc. Pen importe cn effet, stil s'aglt décrire ou
Ae 1live un texte iormelisd, gufon atitache oux mots ou sipnes de ce
£ s Ne )

toxte telle ou telle signification, ou mfne qu'on nc leur en attache
aoucune : seule inporte llobservation corrccte des rlgles de la syntaxe.
Clest ainsl gu'un mfne calcul algdbrique, comme chacun scli, peut gervir
4 réooudre Ges problémes portant sur des hilogramnes ou ded francs,

suy des paraboles ou dos mouvements nniformément acedléris. Ce mEne
avantage s'atiache, et pour les ntmes malsons, S tout texte rédigé
suivant la méthode o ziomatiguc : une foic &tablis les thlSortnes de la
topoloric géndérale, on peut lcs appliguer & voleonté & lleapace ordi-
naire, & licspnce de Hilbert, 4 bien diantres cncore. Cette facultd

de donper des contenus pultiples oux mots ou notions prenidres dfune
théoric est nBne une imporitante gonree dienrichissencnt de 1l'intuition
du mothématicicn, gui p'est png nécessalrenent de nature spatiale ou
sencible comme on le croit porfols mais gui est plut®t lu connalssance
instinctive du comportemsnt des 8%res mothématigues, oldde souvent

par des images de naturc Tls variée mais fondde avant toat sur leur
fréqucntation journalidre. e plus, et ctest ce gul nour importe
porticulidorement en ce traité, la m8thode cxiomatigue permet, lorsguton
5 affsire o des notions mathémotigques complexes, dlen disgocler les
propridtés et de les regrouper antour dfun potit nombre dlentre elles
gul sc rencontrent égalcment s~illeurs, ¢lest-i-dive, pour enmployer unm
mot gui gern @éfinl plus loin a2vec préeision, de les clasger sulvant
ies stroctures auxgoclles elles apparticanent | clest z=insi gue,.

parmi les propridétés de la sphtre, lecs unes sont topoloziques, dfautres
sont algbbriques, ¢'autres cncorc pouvent 8¢trc concidérles conme rele- |
vant de 1a sbomdiric diffdérenticllc ou de l1a thioric des groupes de Lie.
nuelque artificiel gue pulsse devenir »arfois ce principe de ¢lassi
fication dds guc sferchevétrent teg siructures, ctest lui qui est

5 1a base doc la répartition en Livres des matitres formant 1'objled

de ce traiid.
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' B§_méme qm&Mlﬂar% de §arler~ﬂofjec%§megﬁiane 1angae‘préexis%e a la
grammaire, de m3me la méthode axiomatique, avons-nouc dilt, a 646 prati-
gquée Dbizn avant 1'invention des langapes formalisés ; mals sp pratigue
conscicnte et -non plus deulement instinetive ‘ne peub reposer que sur ls
connaissance des principes géndraux gouvernant cee longages ¢t ls tradue-
. tion on ceux-cl des fexites mothématiques courants. Hous nous proposons
en ce Livre de donnor Ig deseription compilte d'un tel longage, en
commencant par llexposé de primcipes généraux gui ponrrziocnt aiappliguer
i beavcoup dtoutres cemblables. Is5t-il poosible, sanc pétition de :
principe, de faire cette description, gue les langages formlisds sont
destinds & la mnthénmatique, et gu'en les déorivant on ne peut gnére
stemplficher de foize usage de la numbration 7 O1 étrange quc soit cette

R}

wy

gucstion, de bons casprits semblent cn avoir 6%6 enmbarrassés, comme s'il -
&tait absurde que lz prammsire d'une lanpue plt s'éerire dans vne auby
ilan , ou dons cette langue nméme. Il cbt convenn d'appelcer nétanatheé -
natigues los portions de texite, Serits en langapge conrant, o est ralte
Tt description, 1'6tude ot la discussion d'une langue formalisde ; des
notre Chap.t, lcs passages métamatndmatiques sont Serits & 1l'usage de
lecteurs sashant quelque peu raisonner au gens of ce mot- et entendu

valgairencnt, snehant compter  jusgu'd trois, et sachant aussi falire

ngage des nombres déelmaux en fant que - repor: capables de se reporver
par exemple au n 15 ou & 1a p.25 ; nous ne Gi terons pag de la possi-
bi1i4é dfewseipner un langage formalisé & des 2tres n'ayont pas atteint

3 ce desré de Adveleonpemeont intellectuel. lanisg la ndtamathénatigue pent
nller beaucoun plus loin § en effet, tondis que l'anslyse dite scientifi-
gue dlun texte en langue vulgaire ne peut e¢n définliive Btre (issoccide de
1i44tnde psvchologique du sujet parlant ou éerivant, un langage formalisé
se pr&te & des Gtudes proprement methématiques du falt que ses Sléments
constitutifs sent par hypoihése tous explicltés ; pourva donc gu'on fasee
compldtenent abotraction de toute signification quion avra pu & l'origine
attriboer aux mots ou phragses d'un texte formalisd, oce texte devient un
objet motériel particulidrement gimple, asscaobla ge d'ogbjets préalablenent
dennds dont seul importe ltordre gu’on leur agsigne. Qui nous donne

le droit d'appiiquer aux objets matériels le raisounnement pathdmatique 7
Sur cette question, le mathématicilen gue nous sommes n'a pag o formuler
d'opinion ; acceptons sl l'on veunt comme un fait dtexpdricnce gue cetie
~application condult & des conclusions valables dans certaines conditions
gutenseipns l*expéricnce, et par exemple lorsgulon applique llarithmétique
‘Alémentalre & des giestlons purcment énumératives ct combinatoires.

On appells leogigue maothématiogue la branche dss mathématiques eppligudes

- aul sfoccupe gggéaéier sinsi 1c¢s propriétdés formelles des textes corres-
' %ement derits en langage formalisé, clest-i-dire qui les Gtudie en tand

* gutebjets matéricls indépendamnent du sens gu'on pourrait y.atiacher ;
1tAppendice du Chap.Il en fournit un échantillon.

Donc, dans le §résenﬁ Livre, nows déerirons un langage formalisé (),

(1) Pour des raiscens purcment teeknigues, nous avons cholsi un langage
gui me se conforme pas sirictement aux indications ¢i-dessus, car il com-
porte des "liens” qul nc sont pas des mots du lanpgage mels sc superposent
& ceux-ei 3 il elit 6%é facile é'en éviter ltenmploi, au prix de guelgues
complieations supplimentaires. Leur intervention ne chenge naturellement

rien d'epsenticl & c2 que nous disons ilci. - g
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¢t cela cuffira & notre obiet. En effet, alors gufautrsfois or a pu
ecroire gue chague branche des nothématigues dbépendait diintnitions parti-
culisres qui lui Ffeurnissaient notions et véritds preomidres, ce gui

elt entratné pour chacunc 1la néeessitd dfun langsge formelisé gul lui
apparitint en prepre, on sait oujourd?hui qutil cst possible, logiduement
pariant, de falrc Gériver toute 1ls mathdimatigue actuclle dlunc source

unigue, 1a théoric des ensembles. Clept mfme 14 unec deg plus imporiantes

déeouvertes dep cent dernilres aunndes ; et notre desseln est de trans-
former cette possibliité en sote. laus nlaurens dene gu'id exposer les
rrincipes dtun langape formaiisé unigue, & indiguer comment on pourrait
rédizer cu ce lansase la théorie des ensembles, puls & faire veir comment
gtinsdrent dans calle-ci toutes les branches des mathdématiques an fur

Y

et & pmesure que notre attention se portera suvr clles. Ce falsant, nous

ne prétendons paon 16ziférer pour 196ternitd § 11 se peut gu'un jour

lcs mathématiciens o'accordent & se permeitre des modes de ralisonnement
non formalisables dans le langape exnoesé icil 3 suivant certains, li¢ve .
iution réeente des théories d'homologis dites sxiomatiques Zdpauaii
donnersit 4 penser que ce jour n'est pas Sleigné. I1 fsudrait alers,
=t -3 m el adtanoand A 12 & PR e 3 v 3 ey S 2T e red v - g 1

Au Chapitre I, neus donnerens les premicrs ¢léments de la grammaire
du langage formalisé gue nous avons choimi § et, dée ce chapltre, noug
indiguerons diverses manidres d'abréger beaucoup les texies derits en
ce langage, par l'introduction de mots nouvesux {dits ¥igipnes abrévig-
teure") et de vbgles de syniaxe additicnnellen {(dites "rigles dérivées®)
en asgez gra-nd acmbre ; ce faisant, on obiicnt dep langages beaucoup
plus manis bles gue le langage formalisé proprement dit, et que is
mathématicien n'n ancune peine & retraduire ep ce dernlier si besoin est,
mais dont . on n'a d63L plus-la certitude gutils puissent €tre ainsl
votra duits dlune mponidre purement mboanique § du moins faudralt-il,
pour guton en £8% assurd, compliquer les rigles de syntaxe gouvernant
1tanplol des mo%s nouvecanx & tel point gue leur utilité deviendralts
illusoire 3 14, comne en caleul alpgdbrigue et dans l'emplol de presgue
toutes les notations dont se servent orvdinsirement les m&%héma%ieiengf
on préfdre un-instrument maniable &4 un autr orignepent plus parfait
nais par Frop incommode. Au Chapltrs Il iz servant des faeilitds
plus grandes gu'sppertent ces premlers langagey, nous complé-
terons (& un goul "azione® priés, gul n'a; tra, quian Chapitre ITL
17énoned des rogles du langage formalisé de ls théorie dep ensembles 3
'autre part, npélant de plus en plus les textes en langage courant auz
raxies smsez rarcs Scriits en lanmage formalisé, nous enseigunerons au
iecteur, par 1z pratique, l'tart de tradulre de 1'un de ces lsngages dans

oo

1’autre. A pariizr de ce moment, le langage fermalisd fel guiil a é%é
enseisné tout d'abord ne serds plus employé § 1o reste de ce traité sers
dergit comme le sont en pratique tous les textes nathénatigues, ciest-
d-dire on paertie en langage courant et en partie au neyen de formules
constituant des formalisations pariiclies, particunlilres et incompleiesn
et Gont ceilos du calecul algébrigque fournissent llezemple le plus connu.
Souvent mBme on se servirs du langsge courant diune maniére encore bien
plus libre que celle gue suggireralt ce gquil nrécéde, par des abus de
langase volontaires, par l'omission paret et simple des passages gufon
présume pouvoir Bitre restitulse sisbément par un lecteur tant soit peu -
exercé, par des indicatlons intraduisibles en langage formalisgd et
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@%&ﬁegﬁinéeg 2 faclliter cette restitution 3 dtautres pamsages égalenent
intraduisibles contiendront des commenialres destinds t rendre piwg J
claire 1o marche des iddées; an besoin par un oppcl o 15in%éiticn'éa'
@getﬁar s ltemploil de toutes les rossources dec ia rhétorique devient

ddg lors 16zitime, pourvu bien cntendu gue Llogsature logique du texte
demecure intcote. Les prenicrs szendles sn seront donnés , d&s ce ﬂ§V?€ -
au Chapitre ITI, qui expose 1la théoriec des cnticrs, des gxdinaaz et 9
@es cardinaux, et 12 théorie de la struciuze dtordre, la plus simple de
§aﬁﬁes ies structures au Chepiire IV sera préecisdée ls notion de etruc—
ture ainsi que les notions géndrasles qul S%y rattachent. o

v Rédigdé suivant la mdthode exiomabiquc, et conservant toujonrs
prégente, comne une gorie d'horizon, la pogpsi a
en 1a lan~ue formalisde, notre traité prétend dome & une rigueur par-
faire, préitention que ne démeutent polint leo Toulllets d'errata pu
moyen desguels nous avons corrisé ot mous continuerons & torrirery les
erreurs qui s'y slisoent de temps & sutre. Du fsit justencnt gue nous
nous terons constanment anssi pros Glun texbe formollsd qu'il senble
posoible sans lengueurs incupportables, la vériflceation, en principe,
est alsde, ¢t les erreurs (inévitables dons unc aussi vaste entreprise}
peuvent 8tre lecalisdes sans excescive perte de teups. Cleot dans le
mAme esprit réaliste que nous evvisageons icl la question de non-
contradiction, llune de celles gqui ont ie plus préoccupé les logiciens
nodernes &% gul sont justement & llorligine de 1ia création des langages
formalisdés. On dit guune théorie mmthématique est contradictoire si
iton v a abmontré & la fois un théortme de sa ndgation ; deg régles de
raisonnement ucuclles, qui sont & la base des regles de 1z syntaxe deg
iangages formalisds, il rdsulte alors que tout théoriéne est & laz fois
vral et faux dans cette théorie, gui perd donc tout intéret. Par sunite,
comme nous le verrons plus en adtail au Chapitre I, dds qu'on se donns
le droit d'utiliser .dans une théorie un théordme qui est foux dans
cette thdoric, on se trouyve virtuellement & 1tintdriecur d'une théorle
contradictoire, et on peut statiendre a sten apercevolr effectivenent
en Aémontrant & 1a fois un théordme ot sa ndégation. Pratiqu? consclen-
ment ,ce procédé est une méthode de démonetration bien connue, dite
tipar l'absurde® ; si an contraire on & aboutl involentalirewent & une
contradiction, en ne peut.la laisser su sister sans que solt frappde
de otérilité 1o théoric ol elle siinsdre, ot 11 importe de remonter
3 @ source pour la faire disparaltre. Te plus pouvent, renmontant
de prochs en proche, le mathématicien £ihirs par stapercevolr dlune
erreur commige 3 clest méme 15 un des plus sfrs moycns dont on dispose
pour s'en apercevoir. S5inoa, ctest gue la contradiction ghaervée
est inndrente sux principes pémes qu'lon a nig & 1a bass de la mathé-
matique 3 c?est ceux—ci done gufil faut medifler, sans compromettre
gi possible les partiecs de 1z pathématique anxguelles on tient le plue §
11 o8t cialr gqulon y parvieandrs dlautant pius £acilement gue l'usage
de 1o méthode axiomatigue et dfum langzage formalisé aurs permis de
fernuley plus distinctenment ces princlipes 2% d'sn slparer plus vettement
jes conséquences. OC'fest ce qul glest. pagsé & date réeente, lorsguion
o &limind les poradoxes de 1a théorie des ensembles par l'adoption d'un
iangage formalisd egsontiellement Gquivalcnt & celui gue nous déerivons

‘dgi 3 et clest une vévigion semblable gu'ilk faundrait entreprendre si

ce dernicr & son tour se révelalt contradictoire. A vrai dizes

|
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de 1'svip desg loziciens noderncs, cela ne semble zutre probable.

. Pcot-on esplrer aller plus loin, ct acquérir la certitude gue cels
n'arrivers Jamais ?. Sans entrer & ce propos dans uvn débat peut-Btre
futile, ¢t en %out cas bors de notre complience, sur 1o notion méme
de certitude, observeons gue 1o logigue methdépntique permet dlexaminer
les probliéacs de non-contradiction par les néthodes propres du
mathimaticien. Qu'unc théoric soit contradictolire revient en effet

& dirc gu’elle peunt se troduire cen un texie forpalisé correct aboubis--
sant & 1o eomclusion § # ¢ , ou pluitbt, 4 1z formule gui s'éerit ainsi
en abrégé su noyen des conventions ezyposdées plus loin § 11 n'y 2 alers
rien dlabsurde o imaginer qu'on puisse "démontrer" 1'impossibilité
dun tel texte. DIn fait, ou o donné Ge telles “démonstrations? pour
certaing langares formalisds partiels, nmolus riches que celui que

nous nous proposons dfintroduire mals assez riches pour qu'on y puisse
derire une bonne partic de lz methématigue clascique. On peut se
demonder, 11 est vral, cc cuton 2 "démontrd® ainel ; car, sl la mathd.
matigue dtalt contradictoire, son apolication sux obfets motéricls,
donc en particuller aux textes formallsds, deviendralt illusolre 3

11 faudrait, pour Schaopper & ce dilemme, gue la apgn-contradiction

dtun langage formmlisdé pit &tre "démontrée® par des raisonnenments
formalisables dans un langasce moins riche et parvtant plus digne de
confiance 3 or un théordéme cdlébre de Godel 4it que cela est ippossible
pour pei gue le langage cn gquestion soit addéquat sux besoins relative-
ment modestes de 1l'arithnétique.’ ©n revanche, dans les démounstrations
de non-contradiction "relative®™, on ne falt ueage que de raigonnements
combinatoires irds simpleo, gqui ce traduisent en un langage formeliné
assez pauvre, et qu'il ne semble gudre possible ds mettre en doute
gans renoncer & tout emplei rationmncl de nos facultés intellectuelles ¢
par exemple, puisgue dans ce traitdé nous définirons sous le nom de
fpoint®, Tdroite®, "plan? des notions satisfalsant & tous les axiomes
‘de la géomdirie élémentaire, il slensulvre gue toute coniradiction
déduite de ces devrniers donneralt lien & une contradiction dans noire
théoric des ensembles ; c¢lest en ce sens gue tout ce gui slest fait

en mothématigue jusquls ce jour est apte 4 Stayer notre conflance dang
1es fondementae de notre scicunce. Autrement dit, sl nous croyons gue
notre mathématique est destinde & survivre, quf e verrsz jamais
les parties essentielles de ce majestueux G4I1f1 iéerouler du fait
dtune conbradiction soudain manifestde, nous ne prétendons pag que
cette opinion repose sur suire chose que 17expéricnce renforcée par

ie raisonnenent. Cfest peu, diront ceritains. lLais volls vingt-cing
sidcles gue.leos mathématiciens ont 1'habitunde de corriger lenrs
erreurs ot dfen voir leur selence cnrichie, unon appauvrie j cels leur
donne le droit dlenvisager liavenir avec sérénlié.
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wote éu rédacteur) Au licu de %sachant compier g.e,oa 2 la p.25"
iire Yet sachant lire, Gerire et comptexr” 7 {ct.3t2t 6$Chap.§,}p.95).




