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O:LENTAIRES DU REDACTEUR. |
1. I3 nia semblé préfbrable d'adepter le point de vue suivant lequel -

iss signes aﬁré?iateura‘n@ sont pes des signes de ls ﬁ&%hém@tiqua formelld
mais des symboles par lesgusls ¢z dégigﬁa dens le langage courant (ou -
aemiﬂe@arant 1} certeins assemblages de signes de la maxhémaﬁiqm& formelle
Saiaﬂn?% Svidement pas g@ande importancs : mals il me gsumbie psychslogiw
quement pzefevabla de loisser dans liesprit 1llimege d*un@ mathematiqu@ ,
Tormelle non compromise par tous ies & peu prés des définitions habituel-
ies. Ds plus, cels permet &@'§1£S§@E plus continument du style du prégsend
chapitye au style hebituel de Bourbaeki ; car, dds leo début, aﬁ parle en
langsse courant de ls maxhémathas fgxmsil%g de sorie gu'il n*y 2 jemals
de saut brusgue & effeetusr du langere formel aa,$aﬁgaga ordinaire.

2. 5&@ iznovetion {por rapport & ls ré&a&ti@ﬁ précédsnte ) é laquelia v

je tiens bgaugsag est lginirgﬁuﬁﬁzgn des termes @n.mems tampw gue dea
rszat;enw, lss %ermes &btant iss as&amblag@u de signes gqui 5ervsn% éésia
g@ev les objets ou les Ponctions digbjets. 11 me persit du plus haut
ridicule de considérer axtb=0 comme un assemblage de signes signifiocs-
Biz, mais §as ex+b . I1 est vral gus ls rédaction antérieure parvenait
'aprés coup - ot comme p&r_anavsaﬁﬁa de remords - & réintégrer les “ermes
é&.ﬁgysn'd@é=s§mhales f@ncﬁiggnela. ﬁaisylé node ﬁ‘imﬁraﬁucﬁien de ces
vaymhclea %bﬁc%ionasis mia %eujegr@ Justement paru 1fun des points les
plag faibles de cetts rééacticn. On y 4i% gue les symboles fouctionmels

sont des slgnes,abrsviateufsv; mais ce nlest pas vral : ils n!sbrévient

- rien du tout gcﬁr“laibegﬁﬁsfaigga-qﬁﬁawant eux il niy a'auﬁmn'assembiggs.



- h.
propre & r@gras@ntez des objets (seuf des lettres). Par ailleurs, il est

de compréhension communs gue liussge diun signe sbrévisisur esh une yux@
comuedits et gue tout ce gul peut Gire démontvé en z'en servent peut

1'8tzre aussl sane s'sn serviz. On ne nous 4i% pes g'il en est encors ,
alnsi de ces swmas;es ﬂ&n@ti nnels ; en P2it, Je pe sais pas trop sfil en
est einsi ou non {ﬁ@ erois gqulil exn ezt en effet oinsi on vertu de la

dénonstra i@m<§a$ Bernays que le aymbala © de Hilbert ne permet de

f2e

démontrar rien de an&veau}

5 Jfaz introduit le %g@@ﬁl& £ &@ ETLBarﬁ 8i P reprécente uno propriéid
dfup abgaﬁrx s QK§§} st egmgé représenter un éh;ah dont on peut dire qaag
8?1l existe au moins un @53@% gul possade lg @r@priété P . $K(§} ia
peéséﬁ@, Lisvantage ssaeati@z de e%'gymbaieg ctést quiil permet dvinizo-
dulre les symboles fonetionnels conme véri%a@ieg zignee ébréviat@ﬁzs - '
si P est fonotionnslle en % , le ggmbele fonctionnel atiaché & P est
simplement vme désignation Gz terme e {?) (on pourrait aussi bien
eﬁyi@yar-azfé§ lui-méme, nléteit ls qusstion d'encombrement). Oz pourrai:
il est vrai, se contenier diintroduire ls symbole gxi?) dems le cms of

2,

es% fongticnnelis e % o'esi alors le s éol@ z de Hilbert : cette
&

Bl

=y

gthods sarait cepsmdant ltinconvénient {assez sérieux 4 mom avis) de
fsive ﬁép%n&r@ une régie formetive de terme du fait gufune certaine rels-
{4 ssvoir PP est fanetzannﬂila en x¥) est wrais.

Par silleurs, le symbule ¢ permet de définir le quentificatenr existen-
tiel t'éixe gue P esb vral dfeu moius on x ; clest dire que P est wral de
a.{?} : aﬁa fois qu*aﬁ e (7 xz)? , on d6fipit naturellement sane diffi-
culté { v x)p . zﬁwles ralstives sux quontificateurs sont zlors
des couséquences du schéme dlaxiomes unigue P — ( 4 zjP .

Une objection que lion peut faire & 1'introduction du symbols € ,




meu
cfest gue 1laxioms de choix devient Bn théoréms, &8 sorte qu?il n*'y e
plus de distinction entre démonstrations avec ou sans 1faxiome ds cholx.

sails je dois dire que cet "inconvénient® me parait plutBt vn avantsge.

il ne gémblg gue les Gisbinctions entre démonstrations avec ou sans
l'sxioms de choix n'ent dfinkérst gue dang des sywﬁ&m@@ bsaucoup glus

peusres que celui de Bourbaki. Je reppells & cs sujst que Gidsl s mentrs
que 1s mathématiga@.§§§§ aziome de choix possdde vue interprétetion dens ‘
- laguelle lfezioms ﬁa choliz est un thépréme ¢ c?QSt»éaéiré gulon g’m@at
définizy aa@ classe &?enaﬁmblas nour lesgusis tous les aultzes axiames de

g th é@?i@ des ensembles sont vrais sinsi que llaxiome du choix,

5. 4 g3 arraagé las choses de telle manidyrs gulil a'y git plus ﬁs
varisbles 1ides. FEtont donnée le menidre dont les guandis iaatenrs s0n%
définis, il suffit de siarranger DOUr Que X 08 f;cnz@ pas dans sX{P)
Gela se fait sn convenznt gue & (P} est une désignation pour un sseen-
 blage de aignes gui s’obiient so zemplagevt d'abord x per uvn signe must

{par exemple [l ) dzps P , &% eu veliant os sigune must & 1'e  qui est

en t8%e per fes liens pour indi qaa% 2 guel = chegus ocoursncs (8 "

se r&f3ve, Ls ninme arﬁif%a@ﬁsg@ut &ire &ﬁpla?é bien entendu si on
n?uziiag@ pes le sysbole & et si on introduit les guentificabeurs conms
termes gzimiﬁifﬁg i1 me semble gus cette maniére de Tzire correspond
_bien plos & la m@ﬁare dee ck&gea gue la manibre ordinsire. Ums varisble
liée, cfest-a-dire un iﬁﬁiu@ mue%, jous un rble tout 4ifférent des varie-
bles libres ; elle nfintervient qus per les positions relatives do ses

‘ seourences dans une f@xmﬁla,-ﬁﬁmsfmﬁa syshéms, il »'y 2 pes besoin de
convention spécisle pour dire gue rien n@'chaﬁgs si cﬁ»r@ﬁplage TG
verisble 1ide par une subtre, car on ne fait alors gufenployer une autrs

désignet ion pour &éentxqmamemt 1z méme expression de 1s nathématique ggr»
_ mells.




- d =
'uxé@e & cels, @ﬁ‘?&&ﬁ ge éé%arzaeg@r a@ taug les csaulerds reiatifs ga
ea& of onn g 18 éxait de Taire Gecl ou @@l& a@uiameﬁm si certaivcs lebtres

sont libres (su liées) dans e&r@a&nﬁs @x@fggaians, ﬁa&amm%nﬁ on pout sa8ng
avbuna ezesvpbicn remplager n?impa%%a guslle letire par ﬁ?imgaxﬁs guel

%@@mﬁ dsns ﬂﬁimperﬁa guelle @xpgaeﬁiaa. wraag rien a‘in%axﬁ;@ en ?@iﬁ@&?@
dfutiliser ‘j f{x}éﬁ le cas échéent, on naarra gi on ls désire falire
dﬁs x@s%rwﬁtmmﬂa aﬁmwaprgses sl on juge 9us a*ea@ ubile dans tel o tel
4, Js m@ guis @f&ﬁf@é dtétablir ls plug gouvens d@s lieng anssi @éégiiz
qus pﬁssihla enﬁga ce gui est did é&rz 57 e%a@iﬁra et ia man@éra @ﬁﬁt
on procsde gp fail dans les ﬁéﬁ%nsgraﬁxamﬁ &@ihémafiqags,_ Js zignale
notamment ls 3 IV ainsi que le § IX (os dermier, je llavous, bAols,
en razgem ds 1?93&&& gni finiﬁ DET 86 aéﬁagﬂ; de lo rédaction diun
@havﬁtae 1, mais aa; sgreit peut etxe 2 éév&lapgaézt wel que soit le
‘%Q?ﬁ de la pres@n%e Féaaat;@n, il me aambze qus ies ccﬁt@@ﬂﬁ ds ces
dsux % éayrazen+ Stre conservés, aingi aue 1'8noucé et 1a démonstration
du théordme de la d&duct sion gui ast lfsaﬁii sssentiel pour Justifier
Z@a ﬂmét&a&@s de démonst ra%ionﬁ q&@ i%on emploie tout ie u&mpa.  Tout
¢egd nfest ba@m sﬁn@nﬁa gotune élsboraticn plus poussée u@ ce gui étai%
contenu dans ls n@ti@ﬂ d@ sdémonstraticn? do la re&agzigﬁ a&béxﬁeurs.

5. En ce gul concerne les q&&&tififaﬁﬁz“ﬂ typigues, Je niéoarte tant
"au’éaia% de vue @ﬁ Dieudonné que de csiul de Cartan. HNfayant plus de
varisbies liéegﬁ 3@ uig naturellement &ﬁ&@@@?ﬁ avec Dieudonné gue oe
2k 3 & gui sont tﬁmigmwsﬁ et non lss ?&fiabl@g quanti-
“’é@g. Meis il m& semb 1e amalaﬁag* inutile de vouleir in troduire un
gxicme disant gue la .aziaala av'lon guentifis typiguenent r@gx@saniﬁ

%

un objet du type en guestion. Dire qufil existe un x de type A tel qLe B,




 de type A |

.- . -2

@geaﬁ Gire gu'il exisbs m X gni en méne %amns et d2 type A ot posseis
lz Q?Q@fiété P : mais 11 est ?&ﬁm,yﬁ& ile, avent 4'affirmer cels do z -
de poser un axioms suivant legusl x ne peut représenter qufum objet

6. Jial r%mgﬁg le eslenl des propoeitions {i.e. les xvégles qui ne con-
cernent pasz leg @aaﬁtzfiaaaﬁazg; aux schémes 8.4, 8.2, 8.3 du uilz
{Syﬁzéma ﬁgﬂﬁggw,@w%%iogaxﬂki}; 11 5 % 4 peges de démonstretions de
régies dé?i@é@s éﬁ&ﬁf dien erriver su point fondamental gul est 1@
&béﬁgam@ de 1o dddus éi on ; osis ne ne parseit pas Lxop cher & payer pour
17intérbi @ﬁ%hétiﬁ&ﬂ Gfavoir & partir de @i peu. GCependant, on peut

_a@unrﬁiiameau &aasi couper @@g éévazé opements en intreduisent plus de

s&géﬁay Jﬁgﬁi@maa QqWﬁ,bifBQ ou & i@@ renvovant en sppendice.
sprds le QIIL, je me gaés 1imité & &bablir les régles dbrivéss

gui m&’p@&@iggai@at.gar iz momsnt essentislles ; ile faire 2 dt'giileuxs
fourni ds nombysux exemples é*annz c&ui@mg des méthodes ﬁ@ démonstration
xposdes e ¢ IV ; peut Bire %E@@?@fﬁm%v@ﬁ cutil 7 en 2 sncore Lrop,
‘ sv»a&§11 n'y en 8 pas assez. Je n'y sttachs quant & mol aucune &mggfzaa@eq

8. J@ niai pas in?r@éait ie Cﬁﬁ@a@ comme terme primitif; dans 1l'inten-
‘x&ﬁ de le définir en théoris é&&‘@ﬁggabi%ﬁ,pﬁz 1fagbuce Godel :

{z,7) = }iﬁg 5% 33f§§ . 81 on vomit la dite a%%usaglil suffirs d'sjouter
1s formation in couple ﬁ&ﬁg les rdgles formstkives.

w7 L T8 w25 s ANe
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Pas plus précisément les leiirss ; m@tg.gﬁyyasgrﬁna,gaiii 7 eu 2 une
quantitdé iliimitée, et gulsucune pertie d'up sutre = signe nt ag% ane le T
ont les majuscules i

{6

{on pout psr exemple convenir gue les 1 cttres

af¢ae@e@s chacune dfun ﬁgﬁbs% g al@aaqaa de prismes). Les sipgrss Tnon¥

et "est un ensemble™ sont considérés comme dss bloos indécomposables.
Lous entendrons per assomblase de sicnes une suite de signes Scrits

PN
€

ios uns & cbté dos autres s, certaing eeup¢eg de ces §$ga%3 psuvant ctr@

R

Joints lﬁad a lfautre p¢r des trasiis q&& couvrent am«ésssas de la ligne,
et gue nous appellerons des liens. ﬁiﬁgigmayec la convention faite plus

haut en e qul concsrne les lettres,

izerons su général des letives gothicues pour ﬁaslggar iss
sirbes ou agsemblases de siznes de la mathénstigue fo zmali%, Lss lettr@s

88 nons de sicpes (on

£

sotkigues ne seront donc pas des sizgnes, nais
desserbleges de signes)}. Cependant, novs wtiliseront souvent aussi los |
signes gutres gue les letires comme des désignations d'ouz-mBmes.

Les définiiions sont des conventions par lesquelies on déeids de dési-

gner certsins assemblages ds Signes par certains symboles. Une définition
Bers en pénéral telle gue le syzbole qu¢ représente un certain assemblag&

de signes en vertu de la déPinition contienns toutes los iettres gui



v

- 2 = i
qui figurent dzns l'assenmblege originel. Le plus sauvaﬁt,umé définition
permetirs de reconstruire llassemblage ds gigﬁ@s'désigﬁé guand on connafi-
ﬁx& le symbole par lequel on le désigae en vertu de la définiticn.

Si A,B,...,D sont des assemblsges de signes, on désignera en général
per AB...D 1'sssemblsge deo signes obtenu en écrivent les zssemblages
A£,B,...,D (avec leurs liens) & la suite les uns des autres. Cetie regle

souffre cependant cerielnes exceptioue, dont nous allons signaler dés

o
&

ﬂ%iﬂ%@ﬁ&ﬁ& is p remidre.

£

3]

" Un sssenblege de signes A est dit im§1¢catif quauﬁ il vy & une caeurnv
rence du signe = dans A gui agt‘prége@é@ par exaschement sutant .
dlgecurrences de { que dfcccurrences de ) ; dans le cas contralrs, A
est dit non implicatif. Si on ubtilise des letlres gothigues 4 et B péur
désigner das g&aaﬁblagés de eigéssg opn convient qﬁe non A et A = B
- représentent non pss les zssenmblages de signes guil gseraient pregeriis
pazr la régle précédents (& savoir, par exemple pour le premier, non

suivi de l'assenblage A) mais les assemblsges de signes gul sfen d&duisent
en entourent 4 {resp.:8) de parenthéses dens le cas of A (resp.:B) sest
jmplicatif. _ '

Soient A eb T doc asssewmblages de signes, et x une lettre. On désigne
par (Sub %/T)4 liassemblags de sigﬁea obienu en vemplagant la letirs x ,
en chacune de sss occurences daps A , bar E“asg%mblag$ T {on suppose ici
gufaucunse ocourence ﬁe % dens & E‘Sﬁb li@s & un sutre signe par un lien ; i
cette condition sera toujours réalisée dans 1@3 assembiag@s de signes
'aue’naas surons & considérer). Almsi, si A est par exemple Bx(z , o8 B
et C sont des sssemblages de signes ot x n’znﬁervieat pas, (sub x/?)&
ost l'assemblage BTCT . Si x ne figure pas dans A., {sub z/T)A est
identique & A . Boient A,% &% U dss assemblages de signes, et x et ¥

deg lettres. Sa@pasons gue y n?inﬁarvlenaﬁ ;as éans T ; on voit alors

=




Tag lement que {(Sub zj Pi(Sub 5;ﬁ}ﬁ, est idemtique a (sub 3?3?}
(Sub jf 8 , ob U set (Sub x/T)A . |

abives précisent les modss ds construction de cerisins

N

Los z&gles Lo10

assenblazes de signes, les ltermes et ies x@;a%“gaﬁﬁ Intuitivement, les

o

ravmes sont des sssemblogos de sigpes gul TepT égeatﬁmt deg objets, tao-
dis gus les relations scnt des assemblages ds signes :&i_regréasmt%m%
des asser Eio ns gue lion peut Telve sur des objets. Mais la mathématigue
formelle est a@%&rali@m&n* ipdifrérente sux inserprétetions gue lion

veut domner des assemblages ds signes gulon ¥ vepgontre. Les régies

Pormatives zZont Zes suivantes :

ement par ilfasssertiocn gue

ﬁa

Gette reiation 3?;z@a£§fé§@ intuiti

e

i7'objet représenté par T est un ensen iz dfobjets, cet eunsemble étamt
s qgu’

traité 1ui-méne somme vn objet (de méms on pwu traiter pne collec-
+tivité comme vume nation comme um &ire sndividuel).

R.F.3. 81 7 2% 7' soni des teimes, T=7! gsl ype relebion.

o= .5 by | < o « 2o o g 2 Hoe A.n"m‘r»-:m"— o ” 5 % o & £3 ¢S
Dette rolstior sfinterpréie inbtuitivenment par ll'assertion que T €%

7! roprésenient le méms objet.

R.F.4. 51 7 o5 T' sont des bermes, Te ¥ ggt uns relgticn.

tstte relation siinterprite intuitivement per 1fassertion gus TV
ezt un ensemble et gus T est un glément de ceb =% ensemble. Le relation

2

7 T% ge désigne encore par YT est un Slémer

3,5
o
o
o
e

* ou par 9T appar-

tient & T! ¢

L=ty A T W T T SR PR TR M AN AR R O

B.F.5 . Bi R est pne zelation, nov B g4t un reizbion.




Btte relation s'interprsts intuitivement par llassertion gue 1tesser-
tion sxprimés par B est fausse.
R.F.6. 5i B g% 8 gont des reistiocps, R

Cetbs relatioz ﬁfin%erpxéﬁe intai%iv&m@nt par llzesertion qus; sl
l'asseriion représentée par R est vrale, il on est de wéme de l'sssertion
raprézentée par 8 . &a'?alaﬁian B =5 & =me désigne encors §ar‘ﬁaa@ con-
ditiocn @aﬁfisants ToRT gue S est B ¥ s 00 par %yng conditiocn ndoessaire
poRr gue Rest 8 7 . '

B.P.7. BSolen ? uns relotion ot Z zug lsiize.

ignons-y checve ocourrence de = & l'occurrence

initisle de & DT an llen ; goit T, ??&dmax%iag@ de gismes

Lisssemblese (Sub =/ O )%@, st &lar” un terms.

- le terme conetruil par spplicstion de R.F.7 ge d signe par @x(ﬁ}

atbtribuer aux %@Emeg construits par application ds R.F.7.
Les termes e%_zgla ions sont lss assembleg

en vertu ﬁga&gizegﬁigam répstéss des X@ﬁl@ﬁ'?fuﬁé'@ﬁaﬁﬁ; .&img;g D esgan-

"?."" 3 21 —,'a"’ e o 0 2 er
blage de smignes {?} donné aw début comme exzemple est un terme,

1w signe { que du

t d3ts vo herme on

o L B oy foge P A s = e N s e ; 2 22 s e
vne relstion g@zgm%&b ne gcourence 42 signe ] £ Une OCOUTERGS gai iz
" B oo ~ 3 & 3 - IS e e S s e = A
précéde du signe € , et chague occursice du signe 17 sst jointe & uve
- e e s e
cccursncse et & une seule du gigne & var un liso.

“@“@ allons meinsenani montrer gue si 4 sst une relaticn {zesp.: un
terme ), % uns lettre et T wn terme, l'assemblege de sigoes (Sub %/T}&
est une relstion (resp.: un terme). C'est &vident si 4 se compose

Y




5

dtune seule lettre ; i1 suffira de montzer gue, gi agtre ssgertion sst
vreie pour les relations el termes plus courts gue A , elle est vraie
pour & . S1 A st uoe velstion de la forme UsU', 0B U ot U sond des
temes, (Sub z/T)A est (sSub x/E)U = (Sub x/2)Ut ; or, U et UF st

plus courts gue & , é@{g@f@% gue f(gub x T)U et {sup x T)U7 sont des
termes ot que (BSub Efﬁ}& est uns velation. Un raisonuement analogue

siapplique si 4 es% h&@ rolation de 1fume des formes "U sst un ensemble®

{0 étant aﬁrﬁeﬁm@}; gﬁ%,@%&%? (U ot U' étant des %@f@@&}ﬁ ou non B

étwnt des 78 iaziaﬂa)g'guﬁyas
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sons maintenant que A goit £ _(R), y étant une lettre 6t R une relation.
un essemblage plus eéuz@ gue 4 . Choisissons '
clie de x et de 7 , qud ngin%@ vienne ni dans B
pi dans T . Soit B! 1ic Lsgamhlagm {svb 3/7° tJR ; B sst donc wnd relation,
de mbéme lopgusur Que ﬁi@% par suite plus courte que & . 11 est clalr

gue A est jdentiqus & %@ygéﬁg}, soit T ilzesenblege de signes déduit

ds s{B') en y Jjoignen ﬂ chagus cocurence G y' & 1l'ccourence initiale

de & par un lien. L?a%nembiag@ {5&% x/TJA -@s@'@ane 7

{Sub x/T)(8ub ¥/ O Lo  Puisque T° nfintervient pas dens T , cek agsem-

fsub v*/ O ) (Sub J&ig}zs? . or (sub x/T)T

Y on joignant chagus ﬂcgaz@ag@ de 7° & licocu-
v un 1lien {(car y' n’ ﬁ@@gvfaﬁ? pes dane T}¢

Lisasenblage (8ub x/F)A7T &tant une ;si&%;ag’ 31 en résulbe gue

que R ?@@3@5&?%@ liénanbé dfune grgp 1656 gue peut posseder 1i0b]
&

bi ts,r@pfés@atés par les autres isvtres
{ f '
X

Er el o ) e
Z }f:@ 2 qugfimg




= h -

glors gque lggaiat représenté par le bterme T posséde lag propridété en quzfa
ion

T ast un terme gul contient des 1@@&?%% x@é.,,ig 51 représente
un Qb?%@ gul &épen@ dtune certaine menidre dess objets représeniés par lss
lettres ZsFs-.- 510 est un berme, (Sub y/UJT représents ce que dsvient
ifoblet représenté per T 51 on suppossS QUS ¥ f@présaa%e-l?mﬁjs% repré-
senté par U . -

L»g rém&a& fornatives gue nous avons données sunt *e&i@g guislliesg
permebient, un assemblage de zignes 6tant domné, de recomnaitre en uvn _
nombre fini diopdérations si cet assenmbleoge est gn terme ou une ryelation.
Hous laissons v lecteur 1%>Sﬁiﬂ de décrire on dbtail vne méthode par

L

laguells cetis v@r ficatio

&

puisze se Tfaire

II. RHREGLES D'INFERENCE. THEORIES.

ies récgles du raisopmement ont pour fonection gfindiguer dans qu@ll@s

conditions certaines 7o 1&%&&@6 dolivent 8tze appgié@s ?ra¢aea Ilyeneg

deux sspéces : les ggbénmos disziomes ¢
Pn ssha&a dtaxiones sst une récle cul £firme gue toute relastiorn cons~

truite (& §arzlm de certaines auitres relsiions ou ds cerbsins termes,

b

sur lesquels on ne supposs rien) suivant un @@ ain procédd gul est décrit

dape l'énoncé du schéme delil 8ire tenue pour vyrale. llous ne donnerons pas
ici la liste de toue losg schémes d'axziomes de iz mathématigue ; nous iatro

duirone ces schémas au fur et & mesurs du besoln gue nous aurones de les
utiliger dans ce chapitre et las 3a$¥g§f,, Ce n? &t auis lz fin du ch&p IV
{quand nows introduirons llexiome de I9infini ) Qua noug al&roa& ia 11 ste

des schémss d'sxiomes de ls mathématigque. To ate relation Pormée suivent

1tun cu»lﬁauﬁra de nos schémas disxicmes sers appelés un axioms de la




)

- 7 -
Un caractéres coummun & tous les= a@hemas d*&xigmgs de lz &athéﬁa tigue
es% gu'ils ne font jouer de rble privilégisé & sucume lstire. Plus préci-
gément, cels se Fforavle ainsi : si B est un axzione de 1z math ma%igm 5%

sizxety sont des letires telles gus 7 ne figurs pas dans B ,

gsuh &fg}ﬁ sers a&»@r& un &amem&, E@&g lgisserons su lscteur le soin
t

g véxzfa@r aa??z ez est bien aipel pour tous lesg schémas diaxiomss qus

nous iﬂﬁr@éazreﬁs, Catte pariiculerité exprime le feit quiil n'y a pas
-i-

A%oblet priv ilégié en Dethénstigues : i@g uaaacéa mathen %iquag sont

des énoncés portant sur des of ;etﬁ GOnE 13+ @m@as iﬂﬁéa@ﬁﬁ$ﬂéw.

Les régles d'inférence sort des rdgles qui affirment que, si certaines

relstions ont 4638 456 reconnuss ﬁgar’?rafﬁﬁx certaines auﬁrns; gnlon

en peud déduire mar des procédss déerits Dar €os réalgg, deivens &ire

@g&lam@fg tenues %@a 'vrgips, lLes régleg @fgnf zeac@ sont au nam%re

e déux, que nous allons formulsr iﬁméﬁiéﬁw,egﬁ.

B.I. 1 Eéglsrdu‘ *ﬁiggiaﬁa; 8 R gw 3@abhégsmrala‘iansa et si

28

_faiaﬁié;ﬁ' Ret B :$> g "aontmvraleg, g gst Treie.

_ G@tﬁe xégle ne Poit que traéuir@ 1@ sens iﬁtuitiﬁ que nows avons

d@&ae BuE %alaﬁl&ng de Za f@zmg R > 8
R.1.2. Solemt P moe e labion yrale, % mn
releticn {sub z/T)R

Cettﬁ r@laﬁz@& précise la notion de relation vrais. ﬁgﬁ r@l&*i@% qud

ire et 7w terme.

F

@smti@ﬁﬁ &8 1eut: o doit &tre tenme pour vrais quend @11@ SXpTine uné
& d fai toutes 1@& fols su?@n ¥ considére 195 iﬁ?a?ﬁﬁ q&i 7

Figvrent Comms représentant ﬁ@g c@gats aﬁaolum@mt qualeﬂaguas. Iz ﬂ@l&é

tion {(@ub y[”}% exprime que la sslation B est yraie g&%ﬂﬁ on ¥ considére
ls letire z comme représentant llobjet T ;: il ezt siors ,lalf gus, si
wne relation osb vraie pour uo objet x gquelcongus, elle est aussi vraié

83 0p Suppoge Qus X repvésente lighist T .
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EICHES d 2L & %v @wﬁ m@ Sm‘kg : {BA‘ g c. @3%} &@
raaaﬁioas %h& ﬁﬁ%ﬁ@@@ iz yx@pﬁiénﬁ suivante : DOUr Qhagne relation Hg

de 1s suite, i'une av Boins des aaa@r@ s@ﬁéizzgms suiventes est setisfaite

a) B est vn zxiome de ls maihsm@taqu@ :

bj Ek est un sxicme de ia théorie ;

o) iliya dans la suite deux x@lab$@§% ﬁ. st By qui pzéeé&amt By
t@lles qua Rg:aazt ia relazzeﬂ Ei"ﬁ> E%

gd) il v s we ietﬁ % , un texme ¥ €% uns relation ﬁ d@ la suite,
qui précéds B, , bels que By 5055 lﬁ&&bi@ﬁ@ 5 (sub z/T )R, ot que X ne
g0it pos wne consiante de la %%gafi@,

iss, o théaramgﬁg de 1z héariag les rela-

tions gul figuzé % dens des démonstrations s 1 théorie. @aa démons=
troti d?ua théorime R dans ls théorie £ o3t une démonsiration de la
théorie dont B est la dernidre relation. | - -

Les a@hamas &*azzameg qus nous doﬁﬁ@r@@s seront tels cue i'on puiase
recon&aﬁtgs en un n@@hra £4n3 Alopérations sl wme T latiaa éomnée st
mn mxions en verbtu de 1%un ds ces scham@a* on voit ai@tg sons peine guse
1ton peutb veconneitre en m@ anombre fini é?ayafa iocns si une snit@ &Qﬁﬂé@
de Telati sag gst nos démongtration atupe théorie ﬁ@@aée : nous isigserons
an l&eﬁem¢ ie ssum gs faire @et@@ v grification. 11 nfexisie per contrs
aucun m@vaﬁ ds r@cﬁnﬂalura en un ﬁﬁﬁwﬁ% £ini d'opérs z@ng 51 vne relation
doznée est u& +hioréme Aiune théorie dennde {cer rien ne limite le lom-
gusur ?QﬁSlbl@ des dénonstrabions). ' '

On noters guse ila m&%hémaﬁigae ;eub &tre copsiddrée comme une théorié
par%ic&liersg & sgvoir la %néari@ qui ne somg@f@e aucun axicme, On ’

1lappelle susei des engenbles.

i
1
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Uns théorie %’ st dits plug P

axiomes 4o %f sont des the@r%maﬁ é£~ ﬁf; ,.Eams silons mﬁntrez qaag 3?4

7L v » CRPA L
en est gingi, tous %@aluhagﬁém@g de ¥ sont sussi des théorémeés de T

= 5 e 2 - ; 7 P .
t R un théoréms de € , et soit (B,,...,B ) une démonstration de
¢z théorcus. Pa@m& les lettres gui figar@n@ dane les zelstions

Eﬁ 5¢,gﬁ ; Solent ’ﬁ.gwagyag_ %Gﬂk%@ celles qui sont des constantes de

6% 4

Z
P %anﬁ 1i8tre de . A chacune ds ces lebtres, faisons correspondre
une nouvells letire gul ne soit une ﬁ@ﬁgtaaﬁe ni des ,%f nide &7
ot qui ne figuﬁ@ dane aucune des relatioms R,,...,R ; seién%fyégs,,gg&
isg ?5 tires ainsi obt tenuves, yi COTTesnoniant & zi‘{ﬂgas supposons nebu-
rellement ces 1@%%3@@ toutes distincles les unss des autrs a} Désignons

4

Gk S e
LA LRERT ey? é‘& 3‘:‘%; 5 ¥ ugyh

Eﬂ

‘par B} la reletion déduibe de B, en y gub

T B

2 % . Tous gllons é&lZ%lﬁﬁir que les relstions R! szont des thécrimes
ée . : '

)

1) 83 E, as% uz exiome de le mathtx stigue

&E

, 11 en est de méms de By

en vertu ﬁﬁ_f&iﬁ qutoncune letire ne jous un rBle privildeié dsns les

sohémas dtexiomes ;.

_ 2) 3 By e6t on exioms de © , toubes les letires gul v ¥ figurent sont
des constantes de T , et B} est par suife identique & R ; Eé est

dosnc slors ua théordme de €/ ;

3) 81 ﬁk @Su précédé dans notre démonstration par deux rslations Ri
et R, telles que B, soit B, = B_, R' est B! = B! ; si donc R!

; : : 3 % Bt = o Ei: 3

ot Rl somt des théordmes de %' 5 il en est do méme Go B ;

4} Supposons meivtepsnt gus R, soit de ls forme (8ub %/T)R; , ol B,
est une relstion qui précéde ﬁk dansz 13 suite, z ezt une lettze gul
nlest pas une constente de & et T un terme. §i x n'est pas une

constante a8 ¢’ , ﬁ%‘ est (Sud xﬁ@ijﬂé , ob T' est lo terme déduit



-~ |
de T en y remplegent les lettres Zypere®, AT les lettres Tyaee+sdy

=

ﬁ&i‘&’“@ﬁ?ﬁﬁdmt@&. 51 z est l'uns des lebtires Zysvsrsiy 5 R‘; st

B4
{5ub gﬁ”*}ﬁg , of 7 est selle des 1@»@3@3 f%?f.agyh gui correspond &
x et o 77 est défini comne giu@ hent. 81 dome R! est un %héoréme

i
do ¥/ , 11 en est de miume de ﬁz -

~ Procédant ds proche en grgemggaaﬁ’?ﬁ’%ﬁ sz moyen ﬁas eansi&ézaﬁimas
préeé&@atas'gﬁe‘les velations B! sont toutes des théorimes de 5 .

11l en est en perticulier aiﬂﬁi'@@ B! , Or R se déduit de ﬁg par une
sérise ﬁ?ﬁpé?ati@mg‘@@.ﬁ&bgﬁiﬁu@ié@ dont checune consists & remplecer une

des lstires ¥y per ig lsttre =x, w@f?&gﬁﬂﬁumﬂéﬁ : suouns des lettres 7

s

&3 5 - : 5 { / 2 g e
ntétant une constante de :g , i1 en rémulte gus B est un théoréme ée &7,
Il zésulie en particulier de 14 gue tout théo réme de la,memhémabiqu@

st sussi un thécrive de toubte théorie.

7
I11. PHEMIERS SOHBMAS DIAYIONES. LB THEQOREME DE 1A DEDUCTION.
Hous introduirons ioi les trois premisers schémes d'axiones de ls
methémeticue.

5.1 Soit & pre velastion. Lo relstiop (nop A = A) = 2 est vraie.

Intuitivenment, ﬁ@l% signifie gue si 1z supposition méme gus A sol

fausse entraine ls 5é?i%é de A , slore A est vraie.

= 6 i
53
e S dos

S.2 Solent A ot B gos relations. Lo zelation A =(mon A — B)

st vraie.

Intuibivement, il est clair gue, si A est vral, i?aﬁaefﬁism
"si 4 est fausse, B est vraie® est vraie, car 1'hypothdse "si A est
fau es@“ nlétant gagteéaﬁﬁ pas satisfaite, potre ssgertion n'engage a ?ién
8.3 . Solent A,B et C des relastions. La relation '
= P} = ((B = gl — 12 ;;»E}} est slors yrsie.
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R.I.6, Soient A un théoréme é?m@ théoris ¢ ei B yne zrelstioa.
slation (& => B) = B est slors ua théorime do &

En effet, non B => A est un théordme de & en vertu de B.1.9
11 en est donc de mBme de {4 :;>B) = {mon s_i = B en vertn de f—:ta.z,e}

Or (non B=>B) = B est vrale (8.1) ; i1 résulte dono de H.I.5 que

A=>8)=>B estun théorims e £ .

2.1.7. Soiept A,B st C des relstions. 5i B= C est un théo
une théozxis & il&nesb@amamsé.@ w = Bl = {& = C}

En effa%, 1a relasion - (4 => B} => {(B = C) > (4 = C)) sst vz'aie
{en vertu gs 5.3) ; et la relation ({8 =>¢) = (& = ¢}) = (& =>0C)

et un théordms de T en verinm de R.1.6 ; on eomlut alors an

moyen de R.I.3.
On noters lfanalogie de R.I.7 avec R.I1.3 .
. Solent & 2t B des relstions
{mzz 2 = 8) =3B %&) - A} esh vraie.

#n effet, la relation (nom A = 3] = (2 = A) = (Mi’l & %"A))

% vraie en vertn de 5.3 . La veletion (mon 4 =24) = A est vraie

8n vertu d;ets S.2 ; 11 beuite dmw ie R.I.7 gue ls relation
((B =>4} => (oon & —>4)) = ((B= 4) = A) est vraie ; on

zonelut elors Bu noyen de H.1.5 .

8,2 . Sgi%é; 4 et B des relstions. Lo relablon

(pon A —> nop non B ) = (non B = & 5} gﬁ%ﬁ;ﬁvaﬁ,@

La relgtion {pon & = non non B) m; {z::n.m non B 'fa.;z«»fa} = A&}
ast vrais en verbtu de 8;.1 ; non B = iz.zsm non B fw? ﬁ,; est vraie
en vertu ds 5.2 . Il réeulte domc de R.I.3 , d'abord gue la relstion
{{nor non B =4) => 4) =>{non B => A) est vrais, puisque 1a relation

(pon A => non ron BY = {nmon B = 4) est vraie.




- 14 = :
Le relstion nom nom A == A4 est alors vrais

. Soit

La r&:i&.m@n non non A =2 {non non m.n 4 == nop non A) est vrals

@a‘?wﬁu ds 8.2 . 11 résults done de & a ei de B.Z. 3 qus la relation
non :g;mﬁ i = f(non A =2 pon nom A % est vraie. Or il resulis de gé,e
gue (non A = nop non &) => (zon B => 4 5) est vraie, ot de S.1 que
{non A = A) = .fé sst vraie. Il résulite donc d'ume double sppiication

de R.I.3 cuenonnon A => A est vrais.

§:4 . Sgib A une zelstion. Le zelsbicn (A => non A) = mon A

gt vraie.
Hous gppligquerons & é'% e ¥ r@mﬁl&gs&% A par non z et B per & .
Tepaunt compte d8 S ﬁf; et de la r2gle du syllogisme, on trouve Quse
{4 = nop &) ==>uon & est vrais.
éi’;&% S{:ﬁﬂ £ une rolstion, la ralstion 4 —> non non A est vraie. |
les relations A =2> (pnom & => 7on nom a) et (uon A => pom nom &)
=> noun non & sont vraies en v@rm ge 5.2 et 5.4 . respsctivement. On
copclot slors on moven ds R.I.3 '

B.7.5. Solent A ot B deg relstions. 8i A => B est pn théoréme ﬁﬁwa

théorie <« . il so et C© méme de non B =>» nom 4 . E’aiggm 200 BOL
' o

£ = 4 egt vraie (f Sg:3}, non pon A =B est um théordne ds 0§

{R.1.3) ; pulsgue B => non non B ﬂgtwg ; ,,f;}? non non

(8
o f - }

A => uon non B est un théordme de T (R.I. sulte alors de

it
i;)\

QA
o -

t

LS

f‘y

= non & est up théoréme -

gue 1noo

Sﬁé . Soient A st B des zelations. Ls reisbicn Dom A= (A — B)

B est vrais (5.2). Puisgue

W

Lo veletion mozn 4 => (zompon 4
A = nonoonA estvrale (5;.5), (non non A= B) = (A = B) est
vrais en vertu de B.1.3 :; on conclut slors au moyen d'une nouvells

&% ;glicati,aﬁ d.;e B.E.5
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Le z8gzle d'inférence que nous sllons 8ia abiir meim;@mﬁt nfap:gzalla le

ordome de 1a déduction {bien que co ne soli pasg un théordme e la

mathématigne, ni dlsucupe théoris, mais un résultat métemathématique).

GCette r2gle va souer un rfle 6&%@@%1@;. dzns 1z sults.

8.1.9. Théordme do 1z &eé;aecmm. Soit %ﬁ une théorie, st 8 i‘i; 7
iz thsorie cbicpue en sdicienent une z&@%aim relebion A suz sxicmes
de ?f; . 21 B sat un the rém@ éb, e, ] _1&%;3,_,;31 A = B eslL un

théoréme ds E .

Seit {By,e0n ,Z%} une démonstration de B dsns la théorie &’ -
Bous ailons mmﬁmz& is jgsmzzhe en proche gue les relstions 4 = B-»g
sont toutes des théordmes de § .

1) 81 By set un axiome de 1a methémstigue ou un axiome de ls théorie
£ ., clest un théoxéme de & , o il en est s méme ds & = B an
vortu de }i 1.5 . |

2) 81 By est un axiome ds saps 1'8tre de € , 11 est iien‘aigué

8A ;80 A >B, st 1z zelation A => & . Ur les relstioms ‘
A => (pon & -°>.éa} et {non A =5 A) => & gont vrales (8.2 et 5.1)
s reletion 4 => A st donc vraie sn vertn ds R.I.5 . |

,.;} bug@@g@;&g qv_e B, soit @?ﬁéaé&é dsns la Gémonstration considérée par

e

éezm r@;ﬁ,a%igng B, et B, telies fm@ B, soit B, = By , et que uous

sschions 4633 qm ﬁ«-;}?;i et A == B. sont des théorémes de é »

== e

Paisgue A => B, ost un théordme d8 T . il résulis de H.1.3 que
{ﬁi — B, ) = (4 =>B, )} est un théoréne s T . Fuisqus 8 =(B, => By )
% S z s

t un théordme de € , il résulte de A.1.3 que 4 =(A=3B,) estl

oz

un théoréme de ¥ . Nous allons déduire de 18 gue & =B, est un
&

théoréue de ﬁ . Bn a“"”au@ non (A= EL} => non A est un théordme de z |

en vertu de BR.I.8 . Or la relation mon & =>(4 = B, ) est vraie (Sé,é} :




o

e 16 ~ .

31 résulte donc ds R.1.3 qﬁa non {5&.@ Ek} = (A = Bi;} est un théorbus
de ¥ . Or {mom (& ;;».%} = (8> EL}) — (4L — B } et une rvelstion
vrale en vertu de 5.4 . la reletion 4 = B, est donc un théoréme de T -

4} Suppesons gue B, =0l précéds dens la iémaﬁsﬁmzian par une rela-
 tion B, tells qus By g@'ﬁ: {seb =/T }E; . % 6tant une letirs gui nlesd
pag une comsbante de T ‘ T un berme, e supposons gue nous sechions
déjad guze A = 3:‘. @ai; un héoz?éma de g . Tous axioms de € étent
sussi v sxieme de ¥/ , il sn vésulte que %toute comstante ds z
est snssi une comstante do £ , dome que x a?eaﬁ pes wne gongtanbe de

£ et que ls relation (Sub zfT)(4 =>B;) est un théorime de e

De plus, toule lettre gul intervient dams A est une constente 48 &’ ,
ce gul monire gue z p'intervient pss ﬁaﬁ,@ & . I1 en vésulis gue
(8ub z/2)(a => B,) est identique & A = (sub z/7)5; , cfest-d-dire &
4 3 B, , oe gui montre gue A=> 2  est un théordus do .

16 théorime de la déduction est dounc mainbenant &tebli.

7. ﬁzﬁaﬂwam whrEooEs  DE @%;ﬁ;sﬂ TRATION,

Supposons gutil af g,wgﬁe iz @m@z& r dans woe cerieine théoris

Lypoil

G

vne relation implicaiivs, donc uus mzaéi@ﬁ de la Ffoime A = B ,
oh & eb B sont des relations. Il suffire gour ceiax' en vertu du
théordme de la déduction, de déuontrer B dans la théorie déduite de ¥
en sdjolgnant A 2 la liste de ses exicmes.

Bn pratique, on lndique gulon va suploysy cetie méthode de démons-
trotion per vpe phrase du genre ds la sulvanbe ﬁ%mp;;@@m q:aé £ poist
vrai® . Getbe phress indiqus que 1fon va zaisonuer pour un noment dans
1a théorie T déduite de le théorie & eu mdjoignant 1'axiome 4 .
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On reste dems ls théorie %’ jusgu’d cs guion y ait dém@n%ré is r@la%i@n

B ; ceci feit, il est e%&blz gue A =>B ost un théoréme 48 T s

&t on contiaue (e%il 7 = liaa; raisonner dens ls théorie ¥ sans
indiguer en géméral gue 1*@@ sbendonne la théoris £7 . Lo velation A

gue llon iﬁwgaéait gomme

T

""?‘éﬁ’@l axiome slappells 1 ;

ﬁé?hﬁ@%‘ﬁﬁyi&mrﬁﬁagﬁi@ﬁwwﬂlﬁ@@ﬁﬁ?ﬁ@.

. Supposous qm?i? stegis g de démontrer un théordéme A daps une %hé@gia_‘

8,

3 4

t. . Formons une théorie ?5 qui se cédnise de § par adjonction de

ltaxioms noa 4 . Bi on p&ﬂvi t & démontrer dans lo théorie ff” une
- o : - = = C;ia S

reletion dg la forms non E- & B ezt un théoréme 6 b , on pourra

L

£rirTmer que A est mn %he@rema ge En afﬁatg non A = non B

£

sera un théoréme de 5 @@ v@rtu du théoréme de la déduction. Il

résulisra alays de la zsg;@ R.I.4 ¢gue B =3>A gera un théorime ds
¥ . Puisque B est vm t&éeréme de ¥, 11 féauiﬁera.ﬁs la régle du

syllgg;smﬁ qms ﬁ sexa un tnéoreme d% '§> . L4 méthode ds démonstraticn

,Qna nous venﬂnﬁ a§zﬁﬂ1quer s*ap@a&ze mé%ﬁ@&@wﬁﬁMfeéuetzenwwwliabaurée,

Oz indigue en géaéz&l qa?oa va employer cehte m@tﬁaé@ ﬁar une phrasze
éu genre ds 1z 5“*?&&%% : "Supposcus que A soit Fsusse®. Cotte phrase
indigue que l'0n va 5@ n;a@ar pour un moment éaas iz %&écrﬁe déduite
de oelils &amt on é?@@auye @ﬁ aﬁjﬁ &L% ilsxione a@m A . On reste

dans cetbe théorie jusou’sd ce gulon y 2it démontre un résulitat qul s0ift

la,ﬁeﬁ%thﬁ é?ua théoréme ﬁs ia ﬁheﬁzig % dont on siocccupe ; guand
ca ¥ sst parvana; il est &tabli gue A szt un 5héazémeg ¢ce gunion indigue
on général per une phrasa du g@ﬁ?@ de 1z suivante 9%0Or ceci {a aavoir,
dens 1se notations utilisées pius bhsuit, non B) est impossible ; done 4
st wrai® . Ceci fait, on revient & la théoris dont on s'occupait

précédemment.




S .3 7 < e = x g A S o A2
dens B . Soilv %f 1z théorie Tormée ep sdjicignent 4 &

ence suivante

H.2.10. Solent 2 et B des relestions. 82 A =B et non A& = B

sont des théorémes d'ume théorie ¥ , B gt up théordme de ¥ .
- = = , L 5 o
11 »ésulte 0o R.1.8 que non B == non 4 est un théoreme de G

donec de B.I.5 gue non B = B est up théorime do ¢ . Faissnt usage

is S.1 ot de la r3gle du myllogieme, on s conciut gus B est un théordm
as €
Geci dit, supposcns gu'il slagisee de dfmontrer une relstion B dans
t‘ t‘ = & o . 2, > . ’
une théorie € . Soit A une relation quelcongue, et solent %’ 1a théo-

ris G&dulte de %f en sijoisment A & 1z lisite de ses axiomes, et =

1z théorie Géduite de ¥  en sdjoignact non 4 & le liste de ses axiomes.
81 B est pn théoréme & chacune gss théories £’ et &7 , 11 résulters
du théordme de 1z déduction et de R.I.10 gue B sera un théordme deo § .§
Lz méthode de démopstration gue nons venons dlexpliguer stappslle
méthode de disjonction des cas.

4. Hetho sntes suxiiisivTes.

Supposons sncore gulil s'agisse de démonirer wyme relstion B donpg une
théoris %f . Soit A une relation gul contient {@ﬁﬁﬂa‘auﬁreg} one
letsre 2 gui n'est pes woe constante de ot quli niintervient pas
' 1z liste des
, » - . ¢
axiomes de ¢ : supposcns que B soit un théorime de ls théoris 2
ﬁu@pﬂﬁﬁ“% de plus gus l'on conneisse un terme T 1el gue {8ob %/§)ﬁv
Jane ces conditions, OB POUITS sffirTmer @ﬁé
B est un théoreue de . En effet, il résuliers du théorime de ia

iéduction que A = B ssra un théoréme da 59 . Puisqus o n'egt pas
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une constants é@:'%f . 13 3%3§$&&& {sub a/@}{ﬁ => B) sera un théoréms
de %f . Or 2 n'intervient pas daneg B ; la yelation {sub a/T)}(4 = B)
ept donc identigue & (Sub s/T)A = B . Pulsgus (Sub %fﬁ}ﬁ est un
théoreme ég g’ , i1 en résulters gue B esl un ithéorime as %f .

Lz méthode de démonstration que Qﬁﬁﬁrﬁaﬁﬁnﬁ é%in&iqasrlﬁ?ap@@ZE@

méthode des constantes guxilieires ; la letire o s'eppelle la comstante

agzsﬁawiﬁtzeauct@*? de catte constante. Lﬂappliaatvan

auxiliaire, gt A 11

de ls méthode exige qus lfon dzsa@a@ dfun tﬁéaxéme de iz forme
{Sub aj@}g‘ dzns la théorie & : ce théoréme est &gpa;é le théoréne de
Lés

i 5imation de 1fintroduction de la comstante auxiiz&ﬁreiﬁyo

gntult;vement 1 méthods en gu@sﬁ¢aa consists & se servir dens une
démonstration d'un objet & gue 1l'on suppose doud de certaines propriétés,
gul sont exprﬁzées par A . Par gxemple, dans une (démonsiretion de géome-
triec of i1 sfagit (entrs autres chomes) d'uns droite D , om peut
fprendre® un point gz sur cetite droite ; 1z veiation A est aléfs BeD o
Pour gufon puisse ge servir au cours dfune démonstration dfun objet
toué é@_agz%aimBS‘gzagéiétésg il faut évid demment gufil ¥ 2it de tels
cbiebs ; la Fonction du théoréme de 1égitimetion est de nous g&?aﬁ%ir'
cettbe existencs.

On indigue en géﬁarai que 1'on ve introduire une constaocte auziiiair@
2 2w moyen dlun axiome introducteur A par une phrase do genre de le
;E$W&¢m@ : %s0it g vn objet tel gus A 7 . Le plus souvent, ls fait qu'lil

L

sxiste de tels objels est 4838 vn feil ﬁiﬁﬂ‘@@ﬁﬁa‘iﬁnﬁ lg théorie dont

a

on ﬁﬁascmﬁe ; 8'il n'en est pas ainsi, on éteblit un héordue Qe 16giti-

ation soit su moment méme o on intfgéuit llghise ﬁ=§ , s80it au conbraire

i

& la fin du raiscunement, an moment oh on s'apprdte & tirer ls comclusion

gue B est un théordne.
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Un peut aussi mtméaife plu&i@uz*s cmatames enxiliaires par wa

n&ne axione, Suzppesaat toujours qutil ggag;.sse d.e éémomm:;: une relation

B dens une tﬂéerie g’ , Boit par @mmwla A une yelation gui contisnne

deux lettres o et b Gul ne sm;t pas des eomtan’aes de E ot qui

| n? in%ewiemem pas dsnsg B . Svppagzma que, ﬁans 1s théorie déduite

de ‘;{f en aﬁjazgna:z‘h Aa la, liste de =es az,mmea ; On puisse &émntref

'la relaimn B, Su‘pp@sms @.?awfe vart que 1l'on git des termes T et U

tels gue (Szzh a/?}{&‘u’b @/23}& soit mm %béamm@ de e Aler-s B est

un théoréme de %a . En aff’e'i;g A =B st LN izéaz’em ds = : puisgue

2 et b ne sont pas des cangtaﬁtafs de & etan mtsmismeat pas Geng B ,

on en déduit dfebord que {-S}xz’irs b/uja @ B est un théoréme de e

puisque (Su%} a./@){bzzﬁz b/ U)A => B est un théoréme de % .

8o0it ﬁ une *z;héczieg et soiaa‘% &‘3,.“,% ms axiomes de %o
: EIozza @ész.gmmm per a,q sess ,% les constantes éa is théoris .
Seit 5 une gulbre %;hécz'ie ; Supposons eonnuns c’z‘.erﬁ tsmas Tipeeesly
tels que les relations (Bub a,?/’ ?.),..(Bob %/ {pour i allant
de 1 & m) soient des théordmes de £ sitnun thésréms ds 1s
théorie f - mﬁs oes cané;'hizmg, nous e&l@m nontrer goe la r@la‘hmﬁ
(sub a?;"i‘@ . ..(S@b ah/‘z,’h}ﬁ ost un théordme de & . ,

3uppogons dﬁ gbord gue 1s théama £ ne comporte qu%m seul amomes
s0it A . la relstion A => B est slors uns relstion vraie de ls
mathématiqus. Fafiiésan‘t, un BsS8ge rEp6té ds 1z régle de substitution,
on voit que (Sub é@/i‘%}.,(Sab ah/ﬁ’h)& = (Sub a,E/??)...(Su‘b 8,/7,JB




g

= gé -

est une relabion vraie de - mathématioue. or {5ah aV/T }..{Sdb 2 /Ty, )&
g8t per hypothdse un théordme de . : E_en est donc de zéme, en
vertu de lo régle du syllogisme, de {8ub & jw .*,{Sa& %h/§ )8 .
~ Pour montrer qus notre ssserticn est vraic dens le ces glnérel, il
 suffira &e»fair@‘vsir guég si elle est vraic pour uns théorie ¥
elle est zussi Traie pour umé théorie ¢  qui se déduit @8 € par
adjonction d*un nouvel ot omb A, 1o raigﬁnngmeai'@gt & psu prés le
nime qus plus'hg@%; En vertu du théoréme de ls ééduetioa, 'A.=$>'B'
c&t un théoréne & %f . Sachent gue notrs ssserbion est vreie pour
ia théorie 7 , on l?a,pp.uzqas au théorése A =B de cstte théorie
{pette Stepe se aﬁhatitue ick 2 1*ap§ii@atzeﬁ répétée faite plus haut
de lz régle ds substitaﬁiem}'; sachant gue {8ub amffﬁ};.,€3ub ah/%h)ﬁ
est un thébx%ma de %’ , on conclut gomme plus heut em appliqﬁa&t
iz régle du syllogisme. .

guand on sppiigue ls méthode qu@'ﬁ&ms venons d'expligusr pour
démontrer des ihéaxémsa ﬁ'ume théorie T’ 3'gn dit ou'on gppligue
dsns ¥/ les résultate de la théor sie %

Intuitivemsnt, la théorie € est 1'étuds de ceriains obists
desqusls on gappéﬁ@ qa?ilg sont doués des propridiés sxpriundes park

les axiomes de ls uﬁ@@?i@a et rien d'aubre. On s’expligue alors que

les répulists obtemus dens cetie théorie sfappliguent emcors & tout

pystéme dlobjets qui ss trouvent 8trs douds des mémes proprifiss.
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les asaamblagaﬁ @ﬁ?ilg désignent. 3% Qﬁp@ﬁé&mﬁ ia régle précédente conduit

Rt

Nous avons dit plus heut qufune déPinition eet upe convention par

lsguelle on utilise un cerbain symbole D pour représenter un sssemblage
de signes & , Lep seuls assemblages ds signee & qus i?aa désires représenter

de menisdre abrégée sont natursllement csux gui ont une sigzification

ticne. Les symbeoles D qui

7o
winn e

i
ﬂ% :
"a

v 1@

E

intuitive, & savoir les termes

5

5‘;‘5
fund
1)

@a&

sErvens & réyz‘@aptsﬁ des relstions son ; §§ug souvent {ﬁ&ig pas

4’

cepie gue la place de

m

ﬁ@aj@&rg} des phreses du i&ﬂa&g@ ordinaire,
certaine mots v est tenue per des letitrss. tuasnt sux symbalas gui servent
& z@pzé&eai@r des ﬁ%ﬁﬁ&%s ce sons le Qikﬁ scuvent des combinsizons ds
letires eb é@ sig;ag gpm@;fﬁqme* dans ceriaines pﬁsltiqmsrralaﬁi¥es_les
wns par raypaft aux suitres ; mais ce peuvent ﬁtr& aassi des substantifs
du lsngage ordinsire, affectés au besoin ds gaazlfi¢a+i?g ou de complé-
menﬁs gul peuvent 8trs euxz-mbumes des letirss.

‘,Nsag avons dit gue le symbole D gus lfon u§1115a DourT éégignar un
essenblage de signes E contient sn géuéral tountes lss letires gui f;guxant
dans B . Si x est ume lettrs, et si T est un %terme, on reprégente 1'as-
gemblage de aigﬁsﬁ {suvb E/T}ﬁ par le sﬁgbgia dédull 8o Den ¥ r@mglam
cant x par T . Clest pour pouvolr sinsi substituer des termes sux lettres
guiil est i&pgztanﬁ gue lss symboles gus 1'on utilise pau? désigner des

assenblages de signes waﬁtienaen% toutes lee lstizes quil figurent dans

& des aan“usiena, on utilise dss &rt f ¢z typographiques variés, dont

le plus fréquent est ds remplsecer x par {(7) au iiem de T . Il est impos-
sible de codifier les rdgles gue 1'onm suit en la metidre : le plupért ’
dépendent de certains ussges 6teblie plus que ds conventions systémati-

gues. Dans is 3@1@@2 pous utiliserons les parenthéses bien plus souvent
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3 ® s 5 / ES K& @’ 2
meis par (xy)© le caryéd de xzy . la notelion x° représente la puis-

sance v-idme ds x : ¥ '? rzeprésente ls puissance £v*z§w¢@m@ de = ;
- x¥"% zeprésents la puissence {ytz)-idue de x ; o représente la

{terme ou relation) qui countient, sabtre autres lettres, certaines

: = o e , 7 : g :
oconstantes de € . Puisgue, tent guion reste dans iz théorie [
on ne peut risn substituer sux copstant il n'y sura pas dfinconvé-

_ nient
tes ﬁg Cg .

G, qaz regreﬁenﬁe un emgambleg et lisutrs, g& ia multagl;cat&an

AR
SR

: s - 8% o .
dans ay@at;on as r&n&r@ e?aire la 8igaifiaat$an de symboles substi
tuéds - gﬂ@ 9a“w désagn@ les a@g@@% {,cé 3 a@ is mﬁshéaabiqva formelle.
%~ o -
@sar aen“@% gusi ves @gam@l@g ds ﬁ@?@t ons, supposons gue les
oo %,7,2 =oient employées pour dés igﬂ er des entiers, On utilise

xy pour veprésenter ls produit de x et de 7 ; si ol substitue yiz
> symbole, on obtient le produii de z par yiz , gqui se ééﬂi~

< A gom e A : = - £ o i £ , e e © oy b3 T 57 i j % o : i
gos par ziyz) , tendis gue xylz dézigone la somme de ¢ &t 4a pzeéuiﬁ

de x per v . On désigne pay 7= is produit de z par 1o carré de 7 ,

]

puissancs yzéiém@ de = , tendis que éwg @@rég@ﬂteﬂiavpmigaan@e
z-idme de x° . Un motera que les définitions précédentes ne sont
epplicables gus si les letires xgyﬁg '@E@§ra entent des entiers” ;
cisab aﬁvﬁype de ;agtgiééi % la portéde des néﬁiﬁiﬁiomg dont nous
parlsrons un peu pi % '

i
S0it maintensnd % une théorie. ot sclit E un sssemblage de signes

dexs 1o théorie & , & %zzrég:“z’w > B par un symbole D qui ne

contient pes celies des lettres figﬁféﬁﬁ'@ang % gul sont des constan-
*
Aimsig ia %ﬁé@f;@ d?an groupe G comporie deux caﬁstangeag ifune,

dans GJ, gui x&grésenﬁ@ wie apylieéti@ﬁ e GAG daps G . Bixset ¥

sont des éléments de G , on désigne en générsl par xy llimese {x,7)




édu couple {Aéyﬁvpa?,f& : cet ﬁgta% ion ps comporte pazs ls leitze H
qui Tigure dans w (x,7), mais qui est une constante de la théoris.
De plus, on notera guielle nfest spplicable qus si x et ¥ ﬁragéégantan%
des éiémenis de G" ; of. VII).

Supposons meintenant gufon applicue laz théorie vff dans vne théoris
F? (ef. n%). Cels ss fait en associant aux conslantes &4,....,8, |
de © certains termes Tys--2,%, qui oe contiennent aucume des lstires
84-0038 . Si nous avons une définition dans la théorie £ par leguelle
~ on convient de représenter dans cette théoric un terme ou une relation
BE par un symbole D qui me comtient pes celles des lettres &1""’%h

qui figprent daps E , on convient en général de représenter encors per

D l'assemblage de signes obtenu en substitusnt Tyse00sDy & aé,,@,ak.égﬂs
% pivei, si on repcontrs un groupe dens va s ihéorie ¥’ , on désigie
éncore per %y le produit de x par v dens ce grovpe, i z et v représen-
tent dens ¥’ des 6léments du groupe en guestion ; si g& est 1z multi-
piication da‘gz@age considéré, zy représseniers 5@’§z,y} gui se déduit
ﬁ@’ 4 (x,5) en y substituent p’ a " : '
Gatt te maﬁiér@ de faire peut &videnmment pra%a? & deux sortes de eaafﬁe
sions : d'une part, 11 peut arriver g"% L ggsﬁe&@ 4632 un sens em vertu
d'ume déPimition propre & la théorie T’ ; ot d'avbre part 11 arvive
fréguemment gue 1'on applique de plusicurs meniéres la théorie ¢ dans
lg théoris ‘é” €§?par exemple gue l'on considére aim&itaéément vlugisurs
groupes dapns ls théoris %f’ié J. Pantbt alors le contexte indique suf-
Pisamment ce d@nt.on;vaut‘parler en ati isant ls svmboi@ D , tantdt on
modifie D pour éviter 1és confusions. On cherchera toujours 3 tenir un

Jjuste éguillbrs entre la tendance & avci; des notetions trsp gimples meis
abusivenent éguivoques et celle 4 acheter 1s précision au prix dlune
- complication L“?QFZ3$ﬁlQUG de nature & rendre la lecture du texte diffi-
cile.




¥. DISJONCTION, CONJON

t B des ve

Affiymer gus iﬁ@'asaﬁz%i@m sxpTd
vraiss, of ‘oct dize gutil est feux

sait.faagg@a

éxité sur cerieinms objets r@gwéganﬁéﬁ'ﬁar'?gg
3
E-2

= g% ’Pﬁ
NJONOTION, EQUIVALENCE.

lations., Affirmer que 1l'une zu molins de ces

dire gue, si lisssertion exprimée p A est

&

» B est vraie. Nous conviendrong donc ds désl-

stion nom

'?"J

ées pay A ot zar B sont toutes deux

sia

e g3
wmam ‘gg -
=88

Q&@ i'uns ov ifauire de ges ssserbicns

5\’;3

Houe convisndrons dono G2 @4signer par PA et BY iz wslation

zon {({nem &) ou {nop B})

Enfin, nous conviendrone de désiguer par

8(a => B) ot (B=>A)" ,

&

/
g
b

Aest B ¥ | Quend & ia

soconde, supposcLs B vraic

est wraie {ou

HA = BY iz zelation

Quand nous voudrons aifizmer gue la relation

yrale daus une théoris € J, nmous dirons que

@ﬁlVegaue@g {ou éguivaientes dans € 3.

La relation A = B se G6sigue epCOTe mouvent per “une eandi%xen
”Wafﬁ%taﬁt@_yﬁaf gue B sst A ¥ , ou Yupo gondition nécessairse pour QuUe

reletion AL> B , elle @ Gésigue ausgsi par
&t puffisante pour gue B ept A ¥ |

ies reiationg A :%§ ia QM,E) -

%

- Ls premisre 48 ves re4&§zaag est identique &

§.2 , Pour démontrer la

{af.zﬁ, %7 : non A => B est slors vrsie
& 2 =
&t =zon A gopt des théorémes

Cilest lo régle du syliogisme,




S

el

;2@__,'

Houe procéderons par réductiom & 1'absurds. Formouns magm £oris %’j /

par edionction & £ de 17 amiemé non{A et B}; La relation non non |
{non 4 ou pem B) est @,ic;sm vrais dans if ; i1 on st de méme, en vertu
88 8.,.3 , III, de "(uom 4) on {non B)® . Or, A &teat vrai dens & ; |
il ez est de wdme do nmon non A (5 5, 2 I11),. ot 11 wémi*&:& de B.I.%1

gue non B es% '%’2*&3 ﬁazzg €’ : npous gﬂm@ﬁ 8Triv ég 23 ime &b&mi&é,

En effet nom A %)é(.mn &} ou {mon B}} est uvns ml&mcn vraie en

verty de § q7: oF ({non A) ou (mom B)) = non {A et B) est vraie en
verﬁ!; ae .Sd;ﬁg §111 ; i1 en répulte par B.I. 3, élﬁ gue ’ _ '
non & => non (4 et B) est vreie, et par R.I. 4, 2II1 qgue (Aet B) = A
est vrale. On voit de lg mBme menidre gue (4 ot ?9) = B est vzaia s -
on conclub su moyen de la rdgls du 571 logizne, |

11 résulte des régles R.1.12 et ﬁ.,méﬁ que, pour &tablir gus des

relations .A. ; B sont acaivalezﬁ;@s dang une théorie § , il sufPit

digteblir que 4 =B et B = A sonb des méerémea de £ . Cela se
£a2it souvent enm @ém@zﬁmﬁt B dans ls théorie obtemue par a@j@mﬁi@n d@ A
sux axzicmes é@ %Z piis en ééman‘br nt & dens la théorie obienus par
a&ﬁnmim s E gux axiomes é@ g - ‘
ﬁ.,&.%, t A,B 5t © sf@lammg. S:E, ﬁ(ﬁ—‘f}

=,




=3 ZT? P
im premidre assertion résulte toutb de suite de ¢e gue nous avons dit
te avant “émmé da B.I.14. 81 A<=>C ot B<&> L pont des théorémes
: @,

dus
= fﬁ - . 5 e Z < s
8z ¥ , il enostdenmlmede A=>C ,C =4 B=C et C =8

3
Feisent ueage de B.I.3, 0111, on voib que 4<=>B et B<&>A sont des
théordmes do € . ' | _

11 résulte de R.I.14 gus, 81 A&>B et B<&> € sont des théordmes
dfune théorie %‘; ; 11 en est de mépe e A S>> . On en concivk gus,
si on & uoe suite de relations dout chacune (saufl @z derniére ) est égui-
walente & 1z suivante dsns une certaive théoris, denx relations guslcon-
gues de le suite sont éguivalenmtes deas la théorie. '

R.I.15. Soient A ot B des
ihéoris € . Les Yelsbions =nom 4 gt umon B gopt slo g
deng ¢ . BL & gt yue reletion, les zolationme de ghscun oS coub o

: : A‘ : = 72 : ..‘

es & lune & Vlanire dans € :2) 8 =C gt
B;c) "Aoutt et "BoucCt; d) 7"4et C"

8k "5 et g - ,

. E;efs reletions 4 =FE st B @ A sont per hypothése des théorénes
ds € . La premiére essertion de R.I.15 résuite alors de E;I,B; g 111
los reistions (& =€) = (B =€) et (B = ¢) = (& = C) sont vraies
daps € en vertu de BR.I.5, 2 111 : Jes relations (6 = 4] = (¢ = B)
ot (G => B) => (¢ => 4) cont vraies dans & en vertu de R.I.7, 3 III .
Les relabions non A et non B étant égquivalentes dans ¢ en vertu de la
premiére assertion de R.I.15, on voii gue T"A cu C7 et "B ou CF sont

éguivalentes dans C il en st de méme fi%% relations "(non A) ou
{pon C)® e% %{non B} ou {(non G}ﬁ‘ _ donc eusei des relatioums "A et G0

- it

v

et C¥ .

()
aa
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R.I.16. Sojept A ot B des relstions gul sont éguivs
théorie ¢

8i T eat uo texme, les relstions (Sub %é?ji?}é, et (sub w/T)B gout alor:

ammmgw& une
, @5 soit x une lettre gul niest pas une comsiente ¢ ds £

o

g Gang "5 -

- 1les relsticneg A=3 %32; B = A &tent dos théorémes de
) {

ds méme des relations (Sub :Iéﬁ

respectivenent identiques & {8ub f;/@}.é, = (sub x/T)B &t &
(sub ,%@ };% ;-_”;»& (sub x/T)5 . '

8. 1p o8 (B et C)7
et ,_6auive

Formone en effet la théorie f  dont l'axiome est A ot (B et civ.

Dans cethe théorie, A et B et GF sont des théorémes (R.Z.13) ; il en

résulte gue A,B et C sont des théordmes de € , donc, en vertu de
' B.I.,12 que B et "A ot C" sont des t@é@f&@% de & , puis que

"B of (& ot C)® est un théoreme deo ‘g 0n en copelut gue la relation

(1 6t (B ot G)) => (B et (4 ot C)) est vraie, Echangsant les rbles

jbués par fx et B , on voit que (B et (& ot C)) = (4 et (B et C)) est

sussl une mlaewn vrais.

On convient é,@ dégigner la ’ﬁ@i&*&:mﬁ T4 el {Bet G ,}"‘ paxr "4 ot B &%

gu , Plus généralement, =i om g des relations By gysaeghty, , OB désigne
Dar _‘*‘-‘A@ et ... gt ﬁahﬁ une relstion Cj,u?&. =c construit 4e proche en ?m@h@
par la'mmemmzz Que % et ... et ﬁhﬁ iésigne lz méme relation que
"h, et (&, et ... et A4 )% . la :fala‘tmﬁ "4, 6t ... oL &, 7 est un
théoréme dfune théorie ?é’ si et seulement si chacune des relations
Bygsonshy est un ’@hé@r%me d@ %’ :

Nous avons défini plus heut une théorie £/ comme &tant plus forte

quiune théorie £ quand les axziomes de ¢ sont des théordmes de £




nous avons vu que tous les the@r%mag de £ sont alors des théordmes
ds %’ . I1 peut arriver que chacune des théories ¥ et ¥/ poit

" vlus forie gue lfaubre ; op dit slox s gue ces deux théories sont

éonivalentes. B8%1il en et ainei, tout théordms do 1l7une des théories

est sussi un théordme do 1'zutre, 81 Ayeeooly  sont les axiomes

g nne ?éhé‘sz’ié ﬁ , cette théorie est &gnivalente, en vertu de cs qui
5 &t6 dit plue hem; & iz théoris adusttant l'axiome unigue

*fi&i ‘et .. &t ‘é”n . On voit donc gus toute i;h@@me egt éqmmlazate &
e thécrie gui possede un seul axioms et les m%m% consiantes gue la
ineorie donnée. V |

,.8 et G 6.@;5 Telations, Lg relation

(A ot {B “’> ﬁ}) = (B=> (s et C)) est glors vraie

S0it ’s{f la théorie dont l'axziome est 72 et (B = C)* . les rela-

ticus A8t B = C sont alors des théoremes de f . 2djoignons l'axione
B & lisxiome de T Z\;im;aa cbtenons une théorie §’ dans laguelle les
relations A,B et C sont vraies. La relation T"A st C" est um théorénme
de %iff : i1 résulte slors é‘.u théoréme ds la déét#eti@n gue la relation
B =5 ‘{ t C) est un théoréme de & , d'oh op comclut & la validisé

a_l@ 3@5 >
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VIi. GQUANTIFICATEURSR,
Nove =llions maintenaznt intra@uir@:a@ nouvesy schéma dizzicmes de 1a
methématique, Clest le suivent : -

S.4 . Boient B pne relabion of iz relotion

B = (Bub x/&_(R}J)R et alors yra

?
On ve tirer de 14 la validité du schéma d'sxiomes suivant :
8410, Seient B

(Sub x/T)B=> (Sub z/c_(R)JR est elovs

La relation (Sud g/é}(ﬁl$%>{8u§ x/e_(R}JR} est vraie en vertu ds

une reletlon, % pne leitre ot T un toxme. Lo relaetion

S.4 et de la,régls-dé substitution. Or le terme @Xiﬁ} ne contient pes
= : il en résuite qus {Sub %/axiﬁ)}ﬁ ne contient pes x , ot gue la
relation (8ub x/P)(R => (Sub x/e_(R))R) est identique &

(sub x/2)8 => (Sub z/e_(R)IR .

Le schénmg 5510 éclaire ls 5igﬁifica

N

1on imtuitive guw'il convisnt de
domner sux termes de la forme e_(R) ., Bn effst, considérons R comne
ezprimant une certains propriéits des liohiet éégigﬁé par 2 , L& relation
_dont 5,10 affirme le v67i%6 exprime qus, s'il ¥ o uo terme T gul possdde
1z propriété en gusstion, alors llobjet représenté par aX{R} posséde
cette propriété. Le terme @xiﬁ} représente done un objet dont on peut
affirmer qu'il posedds 1z pzoyziéﬁé ezprimées par R dés guton connalt un
objet possédant cetle propriété. 5i on gaypagai% par exemple que i*uaéé
vers 4ans lsggel mﬁs-ebjeés pouvent &ire pris se Béduisalt au gystéms des
nonbres entiers, on pourrait convenir gus sﬁiﬁ} représents le plus petit
entier possédent le yropriété R dans le cas 04 il y & su moins un eﬁﬁier
la possédeant, et © (ou n'importe guel autre anfiér) dens le cas contraire.
Ce gque nous supposons par §.4, cfest que, dans llunivers dont nos lettres

sont censées représenter les objets, & toute propriété R d'un cobjet

i3 P
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correspond un objet privilégie agiﬁ} duguel on peut affimmer que ia
propriété R sst vraie pour peu guislle solt de quelgue objet de notre

uuivers. ’ : -
= o= = : &
ub x/6.(R}JB =st vrale revient douc au

gi R est une relstion et x mpe letirze, le rolzticn (Sub x)e (R)B ge

el
i)
!
i
jo
i
s
(e}
3

5:.11. Selept B poe rais

tion. ¥ vre lettre €% 7 vo torme.
Al F e o ﬁg&..»mwxwm?

ba it £
(sub z/T)B = ( 4 =z)R gst yrale.

(
.' S ‘7
Le terme e {R) ne contenant pes = ; la yelation [ 4 =x)B gze

- gontient Des

e S R Y

Si v est uvne letbre distincie 8 x 2t U un terme pe contensni pes % ,

- < Fonao T
i ¥ ik
R = 4 %

Soit en effet T le Bezme & (B

Lo zelation (8ub y/U)( 4 /U3Esub 2/t )R

dono. puisgne U ne contient y /838 ., OF, U ne
o e 4, » it

2

oontensnt pes x et ¥ &tont distinet és x , op voit toub de suite gue t!
- ost --sx((ﬁ-aby/’ﬁ}ﬁ} , de sorte que {3ub x [t }(8ub y/UJR eml

( 3 x}sub y/U)RB .
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Si on a dans une théorie ‘f un rhég 2me ds la f@m@ { ;g % )R s ©8
théordme peut servir des 1légitimetion & 1tintroductlon dfune constante
suxilialre g . Supposons gu'il sfegisse de démontrer vme relsticn B

dans ls théoris ‘5 . On introdnit uvne constante a'ﬂrilif"éz*& g , ne figu-
2 pY=>4 &

ront ni dans R ni dans S ni dans les axiomes de ¥, avec l'axioms
introducteur (Sub 2/3)R . 1a relation (Sub a/a %:{z%}}{ﬁmb %/a)R , étant
identique & ( 3 x)R , est un théordme de £ , ce qul légitime 1'iniro-

duction d2 a . S1 on peut démontrer S dens la théoris coemportant,

- . % : - -
en plus des aziomes de { ., liaxiome {(Bub z/a)B , S sers un théoréme
ag ¥

R.I.17. Sciong B st S des relations. Supposops gue R => S goib un

¥ dont = n'est pas upe copstante. La rele-

Hion ( 3 X)E = ( 3 x)8 est slors un théorime de ¥

Puisgue x n'est pas umne constante de %9 » la relation
(sub x/e_(R))(R => 5) est un théoréme de € . Cette relation est

{ 4 z)r = (sub x/@xiﬁ}}s . O {S&bz/@ (R))S = ( 7 =x=)s est une
R.I.3, o III que

relation vraie (par Sd.'%‘%} : on en conelud, par
¢ 3 2B = ( 1 %) est un théoréme de T

R.I.18. Bojient B @;g 2 des relsbions gul

<3

théorie € . 8i z est uve lo

les yelstions ( 3 :;;}B et ( 3

Cela résulie imméciatenent de

ttre gui n'est pas uve wm*ﬁa_ﬁte de %Z .

S,.12. Solent R gt 8 des zelaotions. tre gul pe fipure
pas dens R Les m:%@msng (3 x){(R et 8) et 7B et ( E x}bﬁ sont




: 5 z
817

ﬁ{g
la théoris dlaxicme ( 4 z¥R e

on wi B.I. ?5,8‘3”'5

- ~§§«- . .
est un sezme azza.z.mmzze; {sub A/’E’ j165 si, ‘3} est identigue &
x!?}{% et  (Sub x/T)s" , donec &
S

B &% (Sub :sr;’fg}s?a %, Soit 6
_Prenant pour T le terme (R ot 8),

on vertu de ¥ , que B et (Bub x/T)8 sont des théarémég

dc ¢ , Gomoausel Ret ( 3 z)5 (en verta de 8:.11), et "R et |

( J 2)57 ost un théortme de ¥’ enm vertw ds R.I.12, 37 . Soit mainte-
nent T 1s t‘zéazfia dtaxicme TE et { 3 x}s % . Prensnt pour T 1le

torne sz{ﬁ}g.@&-?aiﬁ gue (Sub x{T)Z2 ot S} est on théordme de T
donc sussi { 4 z){B st 8], | -
o 2 est anafrélaﬁigag et x une letire, 1z reistion "non { 4 =x)»
se désigne par 711 n'existe suoun x el que R 7 . Peissnt usage de

5..11 et de R.1.8,3 111, on voit gue, sl T sst

{1} 311 n'existe sutun % tel gue

Intuitivement, sffizmer guiune 7s
gentant vne propriét ¢ d'un objet z

affirmer guiells nisst

ie convention suivents

%%; R g@gﬁqmg ,x’&la‘i@ién ot = pne Jatire, ls relsotion "il m'existe suoun
%z tel gue non BY me désigme par “pour tout x , R 9;@13. ar “qixel g_ne
soit %R gu, plus bridvement, par ( ?g ZJ8 .

1o r@lauiem { Y z)8 =ne contlen

=

5%

ia%tfe qui nlintervient pas dans
lz relatien { YV x=)m*

dists incte de x ot U un teﬁma ne caa@@@azﬁ vas X , ia relstion
{5ud ?fu)( \j f)za sst identigus & { V =)(sub 3/25}%1 . Ces assertions

=) déduiszent tout ds &m,z,te d@s aaseﬂtmm eer%spmﬁaa’see faites plus

haut pm-z.r les relstions de ls fsm@

fonsss Alaucun,

= =
. 8% BY

est idaﬁtl¢a$ a (

vn terme, la relation
_non {sub z/TJR est vraie.
conzidérSe comnms reprd-
, @st de tout objet, cfest

%+ donc naturel de faire

1t pes la lettzs x . 81 x' est une

e

5 TS la"i’m:a {sub ;:r/’xg R,

¥ )& . 81 y est une lettre
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Sﬁ,‘% J. Sgl@m B pne relstion ot x une lettre. Les relations ( W x)B

gt Sub {?!a (non R}JR gont Sguiyelentes.
Le relation {(Sub %}@Z {non R}JR west éguivelente (en vertu de By-3

8t 5, o I11) & non non {Sub z/¢  (non B1)B , ot cette dernidrs relation
& b SS Lot pes

est identigue & mon (Sub xfag {non R)jnon B , donec & nom ( 3 x) non R

£

ane relation R ezt egzzam,érég

Bty

Intuitivement, 5,.13 signifie que, &
comms exprimant me propriété d'un objet = . i1 ¥ & urv objet ‘se‘? gue
i%on puisse affirmer gue, 8i B est vrais de cef objet, B est vmie de
tout obBjst.

2,

Bg14 . Bodent R e relsbion, = upe letire st T up terme., 1La rela-

4

tion ( Y )R = (sub z/P)R est alors vreie.

11 résulte de (1) que ( ¥ =)B = non {Svb :Z’/f?} non R est vraie.

Or non (Sub x/T) non R est identigque & uop non (Sub %/T)B , ot

non non  {Sub SZ!,T}B. => (Sudb zf"f}:& est vraie en vertu de §,.3, 2III .
On concint 2u moyen de R.1.3, cp -

R.1.19, gulune relation B soit un théoréme d'une théorie T

et que x est vne letirs gai n?@g& pas une constente de ﬁ . 1o relation

{ 3! xJR est zlors un théordme de ‘f :

En effet, {(Sub zf!zx .{:mzz E%.}}é% est un théorime de g , et on
conclut eu moysn de S8_.13 . 4 _

Par contres, =i x est une constapnte de la theorie %f ; On n's nuile-
nent le drolt de conclurs de le véritéde R dans € & celle de

t yrai ds = , qui est, dens € , un




955.4

Formons une théorie ?4" an %&geicnam ‘?'yz, Y& aux sxiomes é.e ?;
z , pe Pipurant pes d&.s ( Y =& » n'est pés une constante ae G .
La relation B est = theorsm g %‘3 / ez; versu ds Sd M (a,ppllqué en
pmnmt pour T is 1@%2@ x) 11 en résulie gwa 3 est mn théordme de .
donc aassi { 'g‘;fl %)8 en varﬁu de RB.I. %9 | ,

R.I.21. Solemt R eb § es velations gul sont Sauiv s dane une
théorie € et xz une lettre g&;ug.rﬁ?ast pas _une canstan‘te de '6 _ng
zelstions ( V x)B ey ( V xz)s sont slors 6ouivsientes dans

Gela résults immédz.atamen‘t de R.I. 20 .

5,16, golent R et S des relstions, ne letire
{ \7’ z) R ot 8) ot "( \:z‘. K)B et ( Y X}S”

S0i% 5 1a théorie fondée sur 1'sxiome ( v x}{a et s) s letirs

% nfest pas une constente @8 € . La rslstion ¥R et 3" est un théordme

de € en mr'?;u de S,, 4 : Ret 8 ssﬁt done des théordmes ds T
(R.1.13, © if}, ot il en est de méme de ( ¥ z)h et de (\/x)5 en
vertu de R.I.19 . La.zﬂelaﬁ:mz@ - 7{ VIA,E et (¥ x)3" est un thépréme
de € en vertu de R.I;‘éag g»"%f . ‘

soit ©' 1la théorie fondée sur 1'axiome " x)m et { Y x)s * .
Les riei&ti@né_ (VY x)B, (Y =x8 sont des bhéordmes de A ; 41 en
est done de m@mfe' de B ﬁé__ S @fé de YB et 87 ; X n?é‘iszm:‘pas une

constante de L’ , ( ¥ xR et S) est un théordme de T’ .
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¥II, TYPES DYOBJETS. ;
Soit A ume relation gul me conblent aquiume seule lettze a . Cette
relstion peut sfinterpr ét@ intuitivement comme exprimant une propriéité
de ilo bg déagigné par 2 . On donue sobvent un nom générigue aux objiets
goi possédent cette ?f&@f& &té. Csls se fel% per uvne déYiniticn dans legus]

1e i1 ost sﬁip ulé gue ls @hras& ‘g est v, .." {g@&s lgsissons en blane
le mém qus 1'on choisit de donner) éa& jgne 1z yvelation A . 81 T est un
terme quelcongue, PT sst uvn ..." désigne alors l1a relation (Sub o/T)4 .

Dens ce gul suit iei, nous Sﬁ@?@&&?@ﬂ% sue, a1 A est upe relation qui

ne contient guiune ssule lelttre g , on convient dfzppeler "objels de type
4 7 les objets qul possédent ls propriété exprimée par 4 ; e gue nous

dirons steppliquers putetis mutsndis su cas of on @hgisit digutres noms

génériguss, Au lies dtéerire UT est un objet de type A" , nous Scrirons
"7 est de type A T . |
Quand on veul démontrer ume reletion E dszs wme théorie £ et gulon
dssire se 8ervir au cours de la &Cﬁ@ﬁ?ﬁfﬁ%lCn dfun abg@% de type A , on
introduit cst cbjet par une phrase &a genve de : "scit b un objet de
type A ¥ . Cetie menidre de faire n'sst %%az'%atem@& 1ézitime que si oun a|
un théorems de iégitimastion §9um itintzo ﬁ@@@i&ﬁ ds b , c'est-8-dire gl |

J a)h ost un théordme de § , et si b m niin ervient ni dans les

axiomes de ¥ i dms R .

i1 arrive fréguemment gue certaines définitions comportent le comventid
gufon ne les é@;liqusra gue si certaines igﬁ%,@g'r@@353@a%®nt des objlets |
de types déterminés. D'une manidre plue préciss, soient 4,B,...,0 des

2
slations qui ne contiennent cheocune gu'une ssule le tbra3 et solt E un

9"%

assamhlage de signes qui comporie (entre autres) certaines letires

Ri¥ser3% 5 €2 nombre égal & celui des relations A4,B,...,C .
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&n pourTs zlors convenir 46 r&yzé@aﬁ ter B par un ceriein symbole D dzns
le cas oh x est de type &, yde type B,...,z de typse C . Cels signi-
fie gqufon convisnt de niemployer le symbele U pour représenter B gus
dens des théoriss dans lesqueliss lss relatioms U=z est de type 47 ,
' es : ot do m@me on

=
i
®
£
o)
£
&
i
&
L]
%
*
]
s
N
@
@3
¢
s
0
ot
am
e
)
m
o]
(=
[
f
e
P
i

e
conviens Ge ne guigtitt@y & %,7,..-:% 0Gans le sygbols D am@ des u@gmeg’

dont il est wrei (dens 1s théorie deps lsguelle oz est) gutils sont

¥

:
S.'l}

Dangz ce gul ve suivre, 4 et B rsprésenteront des relstions ne
contenant chocune guiune ssule letirs.

7 » =

Seaient B une rolstion et % uoe letire. Considérant intuitivement R
-

s
=

% % ., Gire gulil
v 5 un oblet de type A gul posséde cetbe propridis, clest dire gquiil g

2 un objet = gul possdds op m8ws tewps la propriété df8ire de tyve A

st une relstion et x upe letire, oo Gésigue is z@l&@iaﬁ

sl R est uvne relgiion ot = upe letirs,
non i:ﬁﬂézé non B par ¥ pour tout x de type ﬁ'ﬁ 5 ggﬁggg
"quel &v@’s@it x de type & ,R" gu, plus bridvement, par { Ef‘éxﬁﬁ .
Aucune des deux relations ( o 28, ( Efﬁf} - ne contient =x .
81 %' est une lettre ns fipurani pas dans B , ot B! la rslation
{8ub gfz?}ﬁ : les relations ( ;iﬁx?}ﬁ? et ( Wfézﬁ}ﬂg sont respective-
ment identiques & ( Eﬁﬁx}ﬁ et & {%j.ﬂx}ﬁ . 51 y est une lettre

s D : ; ; : i o

priété ezprinée par B . Hous Percps donc la convention sulvante
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distincte de x , st U un terme ne contensut pas x . la relation 1

{sub gju){ 4 =B est iﬁe@i@i@z@ &
(sub g/U)( Y ,x)R est identigue & ( V¥ x){Sub y/U)R . Celles des

(]
]
S
o
£ Qﬂg
Ty
Lot
g
4
2
&
of

assertione précédentes gul se 7&FP3rspnt sux relsticns comportant un
- .
%

L.xwi

;%) se dédulsent tout de suite des essertions correspondantes

aites 2a ¥l sur les "elau ong de 1z forme {( - z)B ; celles gui se
- 3

"%3
?’“

référent sux assertiocas somportant wn W )R se déduisent Gout de

Q,Ja
Lo
B0
O
g
gu;a

ite de celles gui se référent aux reisii

2

. compertent un { 3 x)

l@%iaﬁ.% X une Zi.@tﬁ;mg

‘-“&.?é Scient R uyos Te

(¥ x;é% et ( “:f x}é (x est de %:z:ree A} = B} sont Souivsientes.

La relation (Y =z ast non £ + 4 z}{{x ost de type A) et non RJ.
or {{z est do type ﬁ% et non RB) est identigue & la relation '.
non {{non {(x sst de typs 4)) ou (non nom RB}J, clest-3-dire encors 3
non {{x est ds type 4) = non non R). Or, pon non B est équivalente
AR {Sﬁi} et 5, & 111) ; non ((x est de typs A) = non non B} est
done é&guivalents & nom ({x est de type L) = R} en vertu de R.I.15,
Q¥ , et i1 résulte de R.I, 18, $ VI que 1z relsticn ( ¥ ?‘}R est
&quivelente & non ( 3 =) non ((x sst de typs 4) => R), qui est identigue
a3 (v }’}{{X est de type A}:.;»E} .

8,.17. Spiept R mme reletion o x uue letire. Les relstioms
( 3 x}%‘i = { "“z}B. & (V X}B = (¥ ‘:lzz:?ﬁ sont vrales.

Il résulte immédistement & R.1.13, ¢ ¥V of du théoréms dé ila déduction
gue ({x est de type A) et B) =>R est une relstion vraie. La premiére
assertion ds B .17 résulte alors de B.I1.47, 3 VI. La seconde résulte de

=

la pr emiém (appliguéa & non Ron lieu 4s B) et de R.I.4 , 3 I1I.
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R.1.22. 80it R une mw“%“m et % pne lebbrs.

B = (x ea“&z de %g@@ &) gm‘i; un t&zeazam@d?memﬁw@

£ etaoue x
; ante do € . Les yelstions ( I,2)A et

7t @é,ﬁ;agg % . ot il en oot de méme

des relations ( V ﬁz}ﬁ st ( Y 1.

L0
(8
;m
e
5“”
W
b3
i)
ford
gé'v
g‘.,,g‘,
B
&
{0
o
£%
Ly
€1
17
(e
b
e
s
e
o
o
@
bad
Saa?

cat un *:Ezéjm« s de ‘:{": - Adjoignons en effet K oux mﬁmee ge f 3
sous gbtencns une théorie %/ domt B et B = U somb des &écremasf
ii en résuite que B,U et par gm*s@.%ﬁ%i ’Z.é &t ﬁ:’ﬁ’ (1,30 ‘g ¥) sont

; 6t Tar sulte gue B => (U et R} ost un thloréme

de € , iz zeiation { 3zR = ( Zé ZjR est ﬁcnﬂ'vfaieé&ng z
en vertu de R.I. ?3 ‘J“I et la %“%@m&éz@ m&eﬂiah de R.I.22 résultse

e 8,17 . La secon ds résnite de i premidve (appliquée & nom R} et

A o ,. < :
6 B1.15, 5V .

(‘

uppesons e pazmemwz* gos A s@.ﬂ: ung reizticn vrais de lso fzﬁs;“c?némg,«
tigue. 11 en est alors ds méme de “x sst de Typs A® , et par suite
sussi 2 B =2 (z sst de type &) (en vertu de B.1.5,81I1). On en
conciut qgue, dans ce wa,sz les relations { o AZJR et (] xR sonb
sguivalentes, st quiil en es"* de mbme des reiimtism (Y ﬁx§§i é"s
( ¥V x)B . Ligtude des relations de iz forme ( 4 x)R st ( \?"x}_ﬁ peunt
donc rentrer comms css perticulier dems cells des rslaticms de 'la forme
(32 et (V 25 . -
R.X.235. Boient R gpe reistion

X phs Iletbre et T un terams. g_i;

*T st ds type AF a0, théordnme dlune théorie ﬁ
 {5ud x]é."” = (4 x,h st ¢ \}' x;iﬁ = {Sa‘b K},/i‘}'ﬁ -

Beit - ig théorie formés en a&j@icnm@ {mub z:l/ R aux -m@mes

i

de ‘fgf . Ii résulte slovs d8 R.i.12, g‘-f gue is reistion




; - &l o

(Sz.s’b x/T }{".g est de u;rzz@ A) et g), cgm. est :’a.d,@mz.qm 3 #(7 est ds type A)
eb {sub :3/'2}33@ sst un ’chécrém de f” 3 i1 en est domc de mSme de ' '
(gﬁﬁfﬁ on vertu ﬁva 8;.11, % Vi, ce qul étafb'% it 1z premidre assertion
de R.1I.20. la amzm@@ résulte é.a Zm zgw%uiéz*a {eppliquée & noo B on
1i@n de E}, as R.I.4, $11I et du 2eit qu@ non {sub zyf)a sst iﬁ&n~
tigus & (8udb xfT; non R . . ‘

ﬁw-% Soiént R yne relstion ot x

(= eat de '&3@@ .é.} —’;‘;» R %‘t *

Gola résults de R;».gs, 5 v - Sﬁ,té .
81 1 x}ﬁ eaz un théoréms d'une %saorie g . eei théoréne peub

servir de ‘%:.he&z%me de légitimetion & 1¥;nf;reductioa af une constants
suxilisire g s 1*&310:3@ imrcduewar g est de type A et (gub x/a}B #
Dans la théorie ainsi caastmﬁ;s 2 lss relaticm ﬁa ast de Lype A" et
(Sub x/e.}ﬁ sont '?Z‘aiBS3 en vertu de  R.I.13 3, g? Quand o introdult
une constente enxilisire g ava;z iteziome izz.tm&aeteur eité plus haut

-on 1le fait en généyral par tne @hmsa du gezwa de lz suhraate ¢ "Stzit a
un objet de type & tel que (bab z/&}ﬁ @ la, lsttzre g ne doit neturel-
lemem: f:.garer ni dans B ni dens la :«:‘elatmn que 1l'on aésiz’e d.émnni;mr
ni dans les axiomes de 1& %aeezz,@ @,ans ls,@u@lle on ge *‘smmfe.

1l arxrive Ifréguemmenti q,ae ! on démontrs par 1! abgzmie des mla’ticna
ds i forme (Y x)ﬁ . Supposcns gu'il BTagisse de démontrer ( YV x)ﬁ
dans une théorie ﬁ : on intzoriuit e.lem }.?hy’gaﬁh%se supplémenteire
non {V 'z}ﬁ 80it ﬁ ! 15 théoris ainmsi obtenve. Dane £/, non non
{ } x) non B est ua theoréme, et il en est domc de méne de

(3 A}:} non B (en vertu de 8;.3, $ ITT). Om pourrs done introduire




¥ ”que nous gvons foxmée en m*,amé;m%ﬁz% a .
{par la régle du mgﬁia@ sme) de (Sub x/2)8 ,

as {3.“:"3{)8 . Cette d@*:mi%f@ relation, ne coat

une cgzasmm:e auxilisire 2 (.aa fignrent ni daoe les oxiomes d¢ § ni
dens B) avec llaziome introducteur %"z ost de type A et non (Bub x/a)R ",
En mai:;s.aue. ‘ oxz @meeé@ en générel comme suit : on 4it "Supposons gulil

@x;%,st& un @bj@t a dg ﬁf@a A tel gue (¢ ‘iﬁ:v X/@;B sc}iﬁ Poux ; .;..ﬁ,,, et

T

on cmz*e;}ms s.lers & stablir 9@ gebte h:y;«; S:zem un théor éf‘aa ds la forme
non B ch B soit un sméa”éwe ‘j.a %: ne emtaagm P28 & .' 81 on ¥ per-
?wegz::‘é ; i1 s@.‘m eiafmz ous ‘Z}’/ .x}ﬁ &sﬁ;? un %Eﬁé@z’éﬁz@ éé 7

z%hs;,aﬁ Szzwzz‘t E_ &% 2 des rele ff;.;,sm% gt = 228 i ie .,

{x ezt de tw@ 4} = (R ~:> 8) soit

S0itv ff’ iz thaari@ formée par aé;j@f chicn sux aviomes de 1ihypol hese
. ‘;*f?

suxilisive (Eﬁx}a . Introduisons une constante euxiliaive a (ne figu-
rent ni dans B ni dans 5 ni dans les ach es de E’:,f} avec il'axiome im‘treé
ducteur (g est de type A) et (Sub z/s}8" . La letire x niest pas une
céﬁg‘bm‘te de é”‘ - 11 résulte alors de lz rigle de substitution que

{z est de type .!s) = (gub (z /a;ﬁ =—> {8ub x%/2)8) est un théoréme de Z’;i .

-~ Or Tz est de type A" et {Sub :{/ﬁ}% g@*g“’: des théordmes de la théorie

=t
ot

en st donc de méune

iy

t, en vertu de H.1.23,

&

&f)

snant pes g ; est un

r}c:«@rém@ de %f” - ce qu.z eta’nlit la pw:ﬁwm assercion de H. I 25

i1 resmlta eie ﬁZ.B > } II,I et du théorénme de ls déduction que

_.(i% =2 S) "ﬁ(mm 8 -j. non ﬁ} est une :fa:f,@,‘i:;z.m vraie, ls relation

(x st de type A) = (nom 8 = non B) est donc vraie dens £ . la

_seacnéz assertion de R.I.25 réeulte a.lws de la premisére &t de

f,1.8, 51T
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R.I. 26 Soiam; B aafos @eg_mg,a iops BT X @e'lé%'i;za, Supposons gue

ot

{x est do type 8) == (R <> 8) goit un un thez;z:ema gfune théorie £ dont

X N’ @s?asmecf@ns

‘,,, Lesrelaﬁwﬁa { E’ z)B et ( 4 ,%)S sont

alors Souivalentes Gans ¥ , ot il en ost do méme dos
(VmR g (V25 "

Tos velstions (R&>5)=> (A =38) et (B 8)= {5 = R) sont
vraiss en vertu ée iﬁ,‘.%:;’z;%, 2V ot du théordue de la déduction. Les
r@l&%;‘wns- (x est de type A) = (B = B) et (x est de type A) = 5;3 = E}
sont dome vreles dans ¢ , et B.1.26 résuite de R.I.25.

Remaxgu.@. Les conclusions ds R.1.2%5 {ms;;é,:&é R.I.26) ém@amm
valables =i on suppose seulement gque B =>8 (zesp.: R&> 8) est un
théordme de § . Car il résulte slors de B.1.%, $III gue (x ésf?:_d@
type A) => (R =§>n} {resp.:{x est de type ) => (Re> 8)) est un
théoréme de © . | '

R.1.27. Mﬁ

{sub 3:‘ ‘i‘}{gu’@ g?/k} }R — {33?3(4 E}ﬁ e
¢ ¥V xR = (8ub z/T){sub y/U)R * .
‘Soit %7 1z théorie formée en adjoigpant aux axiomes de = l?h@e‘théa@
suxilisive (Sub zf%.f‘}{s@ib y/U)R . la relation
{(sub z/T)(sub y/U){(x est de type 4) et {7 est de t;r@e B) et R}
est vn théordme de €’ . Ce fhé@rém@ peut servir de théoréme as iégitine- '
ion & 1fintroduction ds deux copstentes suxilielizes g et b ne Ligurant
ni dans B ni dans los axiomes de & ef dis tinctes 1'une de 1'zutre ot

de %, ¥ svec liaxiome introducteur




- é?;% = :
%(a gt de type &) et (b est ds type B} ot {S5ub z/a){8ub y/b)B * .

Soit ¢' le théorie aipsi formée ; désignone par R la reletion

{sub x/a)(sub y/bJR . Las relations ©

o
)
3]
&k
£

le type 47 , "b est de type Be

R! sonb dos théordmes de & . Il résults 88 H.I1.23 gue {4 1 ,8iRf est

0
et

un théoréms de T . Oetts relatic

Py

p est identique & (7, a} {S&.@ %/a)
{Sub x/b)R , domc & {3 .x)(Sub y/b)R (car g n'intsrvient pas dans
( /

8
(sub y/b)B )} donc & {Sub gf-b}{gjx}ia . 11 réeulte done de 301,25' que

= o Y
4 }(Sub 3/ vy AF %R est uo '%hé-@z ne de ©7 . Or cette fala‘tmzz est
i&@btigm =) {.,,.. - u}{ e *z)}?i ger b nlintervient pas dans { ;;j x)E .

Le Telation {Z{Ey}{ jéz}ﬁ ne conten i ani b ; est ua thegrema de

€7, et (3ub x/T}(3ub ;r/%.zm = { .;:Ew - - x)R est un théoréms de £7 .

Lo relation (‘7’@3’% 7 i.ﬁ,}ﬁ est idestigue & non {:ﬁ,ﬂ} non non (4 g.«.,}

non R . Or la velztion nom nom (J x) nonm B est éguivalente d&as ls
- A _

W
=t
bt

S
e

sl
)
Lo
g
P
G
&
3
(4]

methématigue & ﬁ:«; 3*} non B (psr m'f' at 5, ¢
de H,L?;é que 'i‘?éﬁ?ivaxﬁﬁ est é;@ui%’ Jente & non {%.ﬁgf}{ 3&3;}
non R . La relation 7 '
non {Sa‘b z;j’éf}{ﬁmﬁﬁ /U = {E‘_J;’}fi x) non R

est vrals daus %’5 en vertu de cs gne nous avons dwfz@z}r"éfé @Zw_g haut.
oz en conclut que i?:@g‘}{ ﬁ 2}3 => pon non {Sub xf‘f}{fmbf fyj‘&})a
_est vraie dans ¢ en verfu de R.1.4, 51 aticn
 sowm pon (wb J&/T}(b?ﬁ gjij)ﬁ - {sub ?.;‘3 c
de 5,3., @H.L 14 rela‘tzoﬁ {‘ffgv}f’ ‘%;f ;:‘?E;% —> (8ub z/

st domo 'sfram deng %’

Soient R zms relation et 6t § des lettres distineciss. Efu‘wosong

G‘\%

T
..»:":. Teduisons

z

que ’3 L}(Eaﬂ 20i%t bn théordme dlune théoris

2

une coustants auxi 3...» aivre

= ; ; -
o o % wad  Aewe R oS R s o o & d@
EEARECENT  dide Sammons  ne hSs hE THESFD © uuWﬁ &J&#—Gmes

59
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{mie
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avec liaxiome introducteur "(a est de type 4) st (Sub z/fa)( {.y)B " .
Dans la théorie ainsi obbenme, la relabion (8Sub x/e)( ﬁgy}:&% est un
E?.a ‘

%;hé@rém. Or cette relation est identigue & :;,?} Sub x/a)R . Inotzo-
e

duisons une constants suxilisire ié , Gis ic g ,de8 x st de ¥ ,
ne Pigurant ni dans B pi dans .z,@ﬁ azicmes ds & ) svec l?aﬁ?,i@m@ intro~
ducteur ﬁ{}g est de 'a;:;@@ B) et (Sub yjb)(sub x/a)R " . Nous obtenons

nsi uns théorie «” / dans laguelle les zelaticns "a est de type A"

Bade

&
YD gst de type BT ot (Sub "sr/% {Sub z/a)n sont des théordmes. De plus,
tout théoreme de ‘E” gul ne contient ni 2 ni b eést un théoréms ds r

La relstion (Sub x e ){Sub y/iz}ﬁ , gui est identigue & {Su‘b y/?:e}
(Sub x/2)R , est un théordme de §’ ; il résulte

ls relation ( 4 y)( 4 Ax}ﬁ cst un théorime de T .

S5-18. Soient R mne rolation ot = ot 7 dos I
Les zelations ( 7 ,x)( 3 ;v)& et ( 3 y)( 3 z)m
~ ;gnteg, et il en est de méme des relations (¥ xf;{ VB:,T}R et
(¥ 3)(Y ) .

Il résulte de ce gue nous venons de dire que ls relation

{,ﬁ Ax}i __&Ey,}ﬁ = a»ji (3 x“m; est vraie. FBchangeant les rbles joués

per x ot par y , on vm‘t qz:;,@ iﬁgy}{ffé LEIR = £ vz}{ﬂgy}ﬁ est vrale,

e qul montre que les relations (333&}{% FIR et {Eﬁy}{gﬁx}ﬁ

- sont éguivelsntes. »
Nous avons va plus haut que la relation (Y %z‘f 14 By}ﬁ' est équiva;

lente & non {E»gz}iﬁgy} non B . De méme, la relation {‘?By)( ¥ x)ﬁ

est Squivalente & mnom (BBy)’(i %)} mom B . Liéguivalsnce de

(Y =) ‘V‘By}ﬂ et ds {VB:;)(‘?’ x)R réeulie done de la premidre partie

ds 8,.18 et de R.I.15, YIII .




N

e ﬁ‘-ﬁ“m i

'8_.19. Solent R une relotion ot x ot v des lebtres distinectes :

{E%z}i VTR = a'gfﬁy}( }%ﬁx}?@ egt_ume ’ﬁ@l tion “zm;;m
geia ¥ 1s théorie Fondés sur 1texiome {4 ﬂx}( ‘Ejgy}ﬁ . Intrcdnisons
une constante euxilisire g {distincte de % 5% de ¥ @% ne Figurant pas
dens } svec 1° sxiome i«é’@fﬁﬁ.ﬁé’%}{%ﬁg (e est de type A) ot {sub zja)
;»;?};i ", lpous formons sinsi une théoric v~ . 1a relation ‘
‘?’ég}%{ﬁ ub x/a)B , gui sst identigue & _%&m zfa )t “.“e:fﬁ'g}ﬁ , est un théo- _
réme de ‘%i{;’é . Par silleurs, la ralation g a5t de type A" est un théoréme
de ¥’/ ; il en est done de m@mﬁg en vertu ds R.I ,,,39 de {gub ?;a}ﬁ =
=>{ 3 X}ﬁ , @t sussi, en vertu de }&“,25 de la relation
(¥ Ey){;ﬁzm zfa)R => E, B@»)(.d ,X)B  (on notere que g ntest pes une

constante de G/ ). 0n en comeclut gque (Y _y)( J zz}:% , qui ne eontisnt

pas & st un théorime de T , o8 goi &bablit 5,.19

Par contre, 81 (Y E"gf}i LEB est un théordme dfums théorie 7. ,

on nisg ﬁ&ilamﬁr‘é ie drpit s:-.?an conclure q_aﬁil en soit de méme de
}{‘;};ﬂyﬁi . Intuit m@m«egt 1z relation (Y, y)(3 x}ﬁ signifie

gu,vémm‘?; donné un ;,% et 7 guslcongue de Lype B ; i1 ezisgle toujours
un ﬁbé@% % ds type 4 tel gue R scit vral de = et de y . Mais 1liobjet x
dépendra en gezzé:f&:& du choix de ?g,?ebjaé_g; , tandis g,ﬁe{;ggx)ﬁfgg}ﬁ
signifis qu'il v a vn 'a"bsjgt fize x , toujours le ménme, st de Type A
tel gque R solt vral de cet objst et de tout objet 7 de Lype B . FPar
e@zﬂ;mﬁ on o le résultat suivent :

R.1.26. Solent B une relistion et =z et ¥ dss lew,,res d;miﬁct@s.

o

Soit B ur terme gul ne coa‘c.;}g@nt Pas y ; 84 °F est ;is_ type A" est un

22

 théoréme dlune théorie ¥ , il en est do méme de ls relation

(V y)sub z/2)R => (3 2)(V 7B .




., ; o e é‘é » ‘:’_‘ s : - = S . . =
Viil. }’ﬁ;%;ﬁx&g. :

Hougs allons maintenant introduire deux schémas éﬁ 42?.,3,9:&%& q&i z::i’m&iiﬁgﬂ'ﬁ
en termes Fformels des proprisdtés évidentes de ls pobion dfégalité.

5. £i % est une lettrs, la relation ==z est vrsie.
S.6. Solent R upe rvelation ot x et ¥ des letizes. L= r@é@ tion
{z=7)} => {{Sub y/x)B<L> B) o=t vrals.

24, 9i x et v sont des lettres, relation (x=v) = (y=x)} est

Appliguant .6 8 la rvelation y=x , nous voyome gue la relation
{(z=7) = (z=x <> y=x)} o=t vraie. 8i C est lz théoris d'axioms =y -
Z=x = y=x sst wm théoréme de f , donc sussl y=x e Veriu de¢ 5.5 .
S;22. 51 %,y gt z sont des letires, is relation '
%=y => (y=z => »=z) sst Trais.

Il résulte de S.6 que la relation (z=7) = (x=z &> y’z) est vrsie.
Or iz relation (x=2{= grsz”} = (722 = x=zv} sst vrais en vertu de
R.1.15, 2 ¥ st du théordme de la déduction. '

Svpgasaas guion 21t une sulte de termes E‘,é Mgﬁ,”,% et gue chscuns
des rslations Tm%; i’gz%;.m ‘,‘fhﬂ,arfi’,_ s0it vraie dens uns ihéorie T -
La rslation I, zif.g
de ls r3gle de substitution st de la régle du sylloglsme gue, si 7,77

est yraie dams z s":’iﬁ%ﬁ‘f@tg il résulte de 5:.22,

ot T® sont des termes et si T=T! et T'=PF gont des théorimes de Z ;
T=P" ezt un théovdme de T .
- ¢

Soit T ::an terme ; supposins gulon veuille démontrsr une certaine rela-
£ionm R dans une théorie ¥ . On peut alozs toujours introduire une
constante suxiliaire a {oui ne Pigure ni dens B ni dens T ni dans les
axiomesde ¥ ) avec llaxiome imtroductenr e=F . En effet, la relation

PZF  ast vrais en veritu de 8.5, et sexrt de théoréme de légitimstion &




Uiy

0

itintroduction de g - Qusnd on introdunit une constante suxzilisire g
svec llaxioms 8<% , on le fait en général en dissnt %?asama 2=T%

E.1.29. Solent B une zrelstion, x une leotbre et T ot T deg %@ﬁcﬁ@sf

¢ théorie ¥ . 11 on est alors

=

% ¥ Que [ous SUPDOSeTons

55 L 0t nl deng B ni dans T ni dons
- : . z - T"{ oy o ; - - e s
1 pni dens les axiomes dée { . ¥ous introdufons g comme constante suxi-

lisire avee llexiome &a=T ; scit &  l= théorie aiuvsl cbitenme., I1 résul

te de 8..21 gue T=a est un théorémes de & ., et de 3.6 gue la relaticn
ke
(y=2] => ({sub &/y)(5ub x/a)R &> (Sub x/ajR) est vraeie. Or, y nfest

i

Gl

pas une coustants de ¢’ ; falsent usage ds la régle de subsiitution

i

gy
b
B
&
Ny
)
i
ek
ot ol
g:
(9
é'ﬁ"
e
Hm
m
Rl

ot observent que {5ub v/7)(svb a/v){sa
.4 i

S
f‘e

b 2/T)R , on voit que (Sub x/TJR et (Sub x/a)R sont Squivalente
deng §/ . Or, T=T' &tent un théordme de §’ , il en est de méme de
a=T! , ot on voil comme plus haut que les relations (sub ;z/"" B et
{Sub z/a)R sont énuivolentes dams & . Le relation (Sub 2/T)Be¢=

A 2 _ &

£=> (sub z’g/@ JR est dome vraie dams 57

. He contenant pse 8 , slls
St {./"
est vraie dsns & .

Relations fouctionpellss.

5@5;%: "f une théorie. Soisnt B une rolistion et x une lettre. On dﬁ.’i‘;

» 7 si x nYest pas une

gue B szt fonciionpplis en X 1o theorie
constante de ¢ et si les relatioms ( ,% z)R8 et B => (z = e_(R))
sont des théorémes de ?f . Le régle suivante est celle guion utilise le

plus souvent pour établir gu'upes relation est fonctiomnelle dans une

H




[

=2

A AT SO o N e et o8 R .,.,
B = {(8 ‘b z/g}ﬁ = x=y} golent des é@”%ﬁ"*g de @g .

> 2,

Soit ©’ la théovie Pormés en adjoignant B aux axiomes do T - Suppo-
sont dfabord gue B soilt FPonctionnells sn x dens 75 . Pulsgue % nesgt pas
unse constente de © et ne figore pes dans e, {E} ; 11 zésulis Gs la régls

de substitution gue la reiation (8ub x/y)B = ag:.a?.ﬁ}) est vrais dens

Y

2

- : s i o o :’?‘5 o
Or lg relation z = Eyi.&i} sst vraie dene %7 ; il en est donc ds méme

(per 5,.22) de (s_(R)=y) = (==y}, d'0h oz conclut que (Sub z/F)R = z=¥
sst un théordme de G/ et que B = ({Sud X/7)R = =x=y) est un théorime

7

da T . Supposons meintenant que ( I Z)R et R = ({suvb x/j}ﬁ:—-; ma

&

soient des théorémes de "gf - 1z relation (Sub x/yJR = =x=y est slors
Bun ﬁbéafém@ de ?%;/ . Or, v n'est pes une conciants de. g/ ; et la resla-
tion {Smb y,/s (ﬁ?}(ﬁa‘b z/y}ﬁ est identigue & {Sub x/&:X{R})R ; done &
(dxm . on eﬁ conclut que ( J x)R=> x = e_(B) est un théoréme do B’
donc gue x= sz(a} sst un théordme ds T’ et par suite gue B =(z=_(8))
est un théoréms de € . _ - |
Remsrous. Oz n's d'aillours pss besoin G se servir du fait gue

{3 %)B est vraie dane é’ pour conclure de la vérité de ,

B = ((5ub ;/y)fi ,,> ;9'} dans € & colle de B = (x== {R}) g?aisant

_ usage de la Z&é’i;hoda as disjonction des cas et de ce qus nm;s -a%éns établi
_ plus baut, il surfit ds monbrer qus, sinoz (] z)E est i‘vra.i dens ¢

il en est de méme de R => {z=e_{R)). Or la relation R => ( J z)B

est vraie (5;.11 ;9 Y1) ; il en est donec de méms de

- I1 en est done de méme, en vertu de 5,.21, de (Sub zfyJR = (e (H)-—y}




52
- . »
non { ] =)H = non BRI M ¢, §1I1).Par ailleurs, ls relation -~
non B = (R = {xp«’?«w{ﬁ}} st vraie en veriu de S«aéﬁ g 111, ce qui
éteblit notre assertion.
Intuitivenent, g relation B=> ({(Sub x/yl8 => z=y) signific ¢ue,
=i des objetes x ot 7 possddent la propriété exprimée par B , ces objels
gont identigues. Is velation (VY =)0 738 = ({5ub 2/¥)R = ==y)

se désigune par il niy o gulun x au plus tel gue B % et lg relation

131 exishe un x el gue 8 et il n'y = gulun x au plus tel gue B g6

dégigne paxr 711 7 & un % ot un geul el que BY . Affivmer qus ostis

on est vraie danm une théorie © revient su mbme gue d'affirmer

L
i
fod
2
o
e

E %3 : Nl ‘ ox Z <
ue B est fonctionmelis en X dans ' {ef.8..14 &t hgi.‘é% 2 ¥i}.

g

Sgi&zﬁ% B une relstion et x upe letire. Supposons que R spit fonetion-
nelle en x dans une théorie ¢ . Si on introduit, comme cela se fzit
trés ﬁﬁtﬁ?‘@ﬁ‘ﬁ; un symbols F pour représenter is terme = {R} deng 3’.%_

théorie ¥ , en dit qus F est un gymbole fongliomnel de la théorie £ .

2 S - vy 5;}—» C3
Conformément & ce qul & é su S IV, n 5, le symbole F contiendra

<

tres guli figurent daus & (E} clest-g~dive

«:*‘*

général toutes les le

ez letives distinctes de xz qui fipuvent dens B , szuf celiss de ces
jettrss gul sont des constantes de T .

e gituation suivante se présente Fréguemment. Soit € une theorie ;

= upe letire qui nlest pas une constente de T ,

2
el ¥,...,3 Glautres E,@"ztf@s gui ne sont pasz des comstantes de f et
aui figurent dans R . Il peut se produlre m@ R , ssas &tre f@n@tiomeifm
en x dons 1z théoriz © , le doviemne daus la théoris b5/ obtenus par
o ¥ des sxiomes "y est de typs B",...,

a
iz ost de type G, oA B,...,C sont des relstions dont chacuns ne




en x dans f gl y est de type B ,...,z est de type C 7. On peul zlors

représenter © {R) per un syambole F dzas ls thés:me %9 ., et 2k dit
gus ¥ %’i; un symbole fouchiomnsl si v est de iype By-.h2 de type C .
On convient éa ne %z&:@im@zy deng ©n u@l wm‘bsﬁ,e fondiionnel, les letires
¥:-4-52 que par des termes U,...,V tels que U est de type BY ,...,
Y est ds type C" solent des théorémes de T .

RB.1.3%. Boient B unme relation, 8t ¥
relstion ne comportant gu’unc seule ..aé;%:f . B -ggs}s@ns gug B soit fomc-
vpe B dans nne taaafi@ ‘T(f dont ¥ nlest pas

%Y st 88 type BY seitmzthé@rém@ ff . La relation

on (sub y/G)R est

= 11 I‘ésu}fe@ du thégréne cz@ la &éﬁumwgz qus Zas relammg
{v est de type B) = (4 xR ‘
(y ot de type B) = (8 = (z = £_(R))
sont des théordmes de € . Do plus, z o st pas une constante de la
théorie {;’ obtenue pazr aéj@ﬂetmm ae % ezt de typs BT sux axzicmes de

Ffortiori, z.n'@aﬁz pes une constants de ﬁ . Lg lettre y n'élant

 pas une constante de L& ; i1 résulte par a@dsmm ion des relations
dorites plug hout que les velations
{U est de type B) = (gve y/Uj( - xR

U est de type B) = ((s5ub y/UIR = (z=(5ub yf’ﬂjﬁax{ﬁ}))

o
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sont wvralies ds

-

Or, U est de type BT est per hypothése un théorsme de %3" . Le teine

A}

U ne contenant pes x , {Sub y/U)( 4 x)R est identique &
( 3 x)(sub y/UIR , et (Bub y/Ule (R) est identigue & a?{{ﬁu‘b y/UR) .

On voit dome gue (Sub y/U)R est fonctionnells en x dans [ .




On voit dome que, g3 F est un symbo,@a fonct m:am@l aﬁtaché g R ae.ns ‘5

is gyﬁbol@ B theau de Pen y fcmp?a@aﬁb ? par U sers un symbols fbnetlar
vel dsus ¢ , attaché & la vslation {m’?} y/U)R . Cela veut dire gue,

gi mn% un terme T tel gue 1z relstion (Sumb ﬁ/T}{San gyﬂ)ﬁ soit un
"théazéms ée,'ﬁ , 1a velation T=F! sora un théordme de & : cela ze ?Qi%
tout de suite en substituent T & z dans lo théoréme
(sub y/U)B = (x==_{{3ub y/UJR) . |
On pourrait développer des eeﬁszéézaﬁieas analogues pour le cas dfune
relation R qui est f@nctzannsll@ ec £ sous condition qus plusieurs
lettzes y,..;.z solent de types déterminés ; nous lsissons aun lecteur
le so0in de fszmule: des régles anslogues & R.1I.31 pour cé ces. '
Soient enfin B ume relstion, x,¥,...,z des lettres distinches, e%
£4B,;...,0 des relations ne comportant chacune gu'une seule letbrs.
Scit %f une théorie dont E;T4--022 1o sont pes des constantes. I1 p@ﬁi
arriver que R ne soit pae fonetiomnslie on % dans € , mBme i on suppose
QUS T;...,z sont de types B,...,C , mais que 1z relation "R et (z est
de typé AJ? s0it fonctiomnelle en x si y est de bype B;-...,2 est de
Yype C . Dans ce cas, si on utilise mn avmbaia F psﬁr réprésenter 1ls
terme ¢ _(B et (x est de type A)), on dit emcors que F est un symbole
fonctionnel attaché 8 R . On convient maturellement de ne remplacer dans
F les lettzes y¥,...,2 gue par des termes U,...,V tels gue
%0 est de type B",...,7V est de type GF édifﬁt des théordmes de © .
Si P! st lo résultat de semblsbles substitutioms, ls relation
77! est de type AV géza un théoréms de € . De plus, sl on s un teme
T %el que (Sub %/T)R et ¥T est de typs A" soient des théorémes de ¥

1a relation T=F' sera un théoréme ds ¥ .
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Dens ls situation que nous venons de déerive dans les ligmes gul
précédent, 1'introduction du symbole fomcticnnel F se fait en gbnézral per
- uns phrase dv genre de lz suivents : "Solent y un objet du %ype B,...,
Z un gbjg"s du type € ; ané.ésigz%; alors @ar 7 itobjlet = de typs 4
%el que R ¥ . : '
Elimination de . 1@%%3 -

Sai@zzt T un terms et x une letire. B0it ‘zf uwne théoris dont z n'sest

2

7

pas une copstante. Soit ¥ une lettre gul nlest pBs vne constente ds

et qui né Pigure pes dans T . le terme T représente intuitivement un
obiet gui 'é:é?am deg objets représentés m‘f les letires gui figurent dens
P, lais, supposcns que la relsition (Sub xg’g};ﬁ?zﬁf s50it un théoréme de Zf -
Dans ces conditions, on voit quo liobjiet représenté par T restera ls méme
si on change 1'objet repzésentéd par £ . On convient dome de désigner la
relation ( YV 7){(sub xji;gr}ii’z‘f} par "I ne déperd pas de =" . 5i cette rela-
tion est un théordme diums théorie % , il n'y sura pes d'inconvénient

& Gésigner, dens la théoris %O . 3.@ terme T per un symbolis gui ne
contienns plus la letize x .

Soient T un tewme, %,7,...,% des lettres éii&%iﬁm‘:@sg 8,B,...,C dos
relations dont ahacm,@ ng conbient qw%m seule letire. Soil Tff une
théorie dont X:;¥;--+2% D¢ sont pss des constanbes. Soit %f’ iz théorie
Tormée en adjoignant 7z est de type A%, ¥y est de type BY,...,

-

oit x* une lettre gui me figure

i

"y est de type O aux axiomes de © .

nl dang T nl dans les axiomes de §/ ; =i la relation

e

(y *3\(8&?} x/x1 )T=T) est un théoréme de %ﬁ” ; on dit gue T ne dépend
pas d@ % dans la théorie ﬁf =3 mﬁaia on gqus X,¥,...,2 soient de

types respectifs A4,B,..., 5 .




/ - 5% -

IX. EQUATICNS.
Soient R upe relation, x vne letitre Ffigurant dans B et Ef une
théoris dont = n'est pas une constantse. Intuitivement, R peut &irs

considéré comme représentant une proprisété de 1'objet désigmé par x .

On peut se proposer de &é%@ﬁmimsr @@@l& sont 18s objous x gui pogsédent
cette propriéhé ; se ?ﬁ@gﬁ&@f ce probléme, ofest considérer B comms
4tent 17énoncé d'un probléme & résoudre : om dit aiers gue R estAuﬁ@
éguztion (ce %@ﬁme provient de ce gue, trds souvent, B s la forme T=T!,
ob T et T' sont des termes). ‘ ‘ '

Une s@imﬁi@n de 1'4gustion R dens ls théoris ¥ est vn terme B
tel que la relstion (Sub z/S)R s=oit vrasie. Ce terme pourra comtenir

%

les letires qui Tigursnt dams B {& 1'exception en général de x} aimsi
gue d'sutres lettfea- ts8s;.. » 51 5 est upe solution gui contient des
lettres t,u,... qui ne figurent pas daps B , on dit que ces lettres

- sont des parsmetres dont dépend 12 soluvtion. UConsidérons pour simplifis

ls ces ob on e une sclution 8 ne dépsndant que dlun paramdtze t . Soit
5! une solution de 1'égustion B dans lz théorie € ; om dit que "l
solution B' est contenve dane le solution pafaa%tzigus 8% , ou gue "g!
_Q@&% se metire sous 1z forme § " si 8! ne contient pes t et 81 lz resla-
tion ( J t)(5=3') est vraie dens ¢ . On dit gue 3 fournit use

ion compléte de E?ég&aﬁiéa R dang la théorie ¢ si la velstion

B => {3 %)(z=8) est un théordme de ©

solution de R dans la %héari@'ff peut se mettre sous la forme § .

selut

. 8'11 en est aimei, toute

Deux éguations R et R sont dites Sguivelenbtes dans 1a théorie ¥
si les relations R st R! sont éguivalentes dans ¥ . S'il en sst zinsi,

cute solution de 1l'upe 46 ces 4gustions est sussi unse solution de lfagu-
tre.

ef
L)
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pas deng B et tel qus lg rela
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Lz plus souvaﬁﬁ, on ne recherche pas des é@l&%i@na dfung égquation R
ez objels quelcongues x‘méig en objets d'un type détermminé A , o0& A est
une relstion ne contenant gu'une seuls 1@%@2@; On appslie slors
golution de B de type 4 un teime 8 el gue les relations (Sub z/S)R

et ¥S est de type A" soient des théorémes de 1ls théoris dont on

.8'cocups. $S0it encore P une relation gul ne contisnne guiune seuls

SOV

lettre. Supposocus gulon ait un terme S conbtensnt ume letire t ns Pigurant

ion (%t est de type P} =>(Bub x/S)R so0it

o

P

vraie dans lz théoris considérbe, et gu'il en soit de méme de
(% est 8o type P} = (S est de type A}). On d4it glors gue 8 est une
aronétre © de type P . On dit gue

solution de type A contensnt ls b

cette solution est la solution compldte ds R en objets de type A =i
la relastion '
(x o8t de type 4) = (& = ( d,8) (x=8))

est vraie dens lz théorie considérés.




