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CHAPITRE III (&tat 5)
STRUCTURES.
9 1. HOHELLES DYENSEMBLES.

Soient 4,B,..,D des iét‘szss. Nous sllons construire au moyen de ces
lettres un certain nombre d'assemblaeges do signes, guli seront appeiés les
6chelons de 1'échelle construite sur 4,B,...,B . Ce seront les assembla-
ges do signes gui peuvent sfobienir par epplicstion répéibe des régles
suivantes :

1. Chacune des letires 4,8,...,0 est un échelon.

2, 81 B est un éehelén, 1! aeaemblage de signes P(g) est un échelon ;

3. 81 E ot F sont des écheloms, l‘assemblage ds signes ExF est un
achelcn, : ‘ = : ' -

{L?applieatim de la z‘égle 5, doit cependant gtre modifiée conme

sai’c : g4 lldchelon E par exemple contient un signe X précéd.é dTautan

ds parentheeas gl mz?ﬂz’ﬁure gue de parenthésea de femature, on ne delt

pas congiddrer Bx F , mais seulement {8} x7 comms un &chelon ; une

.regle enslogue s'applique & F (ef, la aitu&‘sioz:a anzlogus que nous

. ayons rencontrée sn enongant les régles do formation des mlations).-

E.ée,nmoms ; Bl BEet F aésignerzt des échelonz, nous continusrons é

dénoter paz' Ex? l’échelon formé par application de 1z régl@ 5.

nodifice. ] | |

Suppasona meintenent gue A',B? ;,é,sﬁ goient des anse-nme*z d?une cgrtai«
ns théorie € , en nombre égel & celui des lettres A B,,..gﬁ goit E
un éahelm de 1léchelle comstruite sur 5.B,...,D ; 81, éé,am 1’aasemhlage
' de signes B pous remplacons simulianément los J,%tma iag;@,,“ ,B {dans
toutes lsurs aecummers) par les termes zmmz correspondants A By ,D?,

nous obtenons un sssemblage de signes qui est un terms E' de la théoris T |
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de plus, "E! est un ensemble’ ezt unse relation vraie ds § . On vérifie
en effet sans difficulié qu'il sn est bien ainsi en procédant Stape par
dtape de la congtruction de 1'échelon B au noyen des réglesg données
piog hevt. '

les ensembles Bf gue lion neu,t ainsi cons'umiz*e & partir dee divem

=

schelons sont appalés les

%E@ bleﬁ : A’ JB‘ 3! F ’33 Ar
Liintroduction de ces sunsembles tire son intérdt des con szdérations

gngembles de l1'égchellie coanstruibe sur les

aui vont suivre. Supposons données des applications £, 8,..,k des ensem-
~bles . Af ,B* 2-+.,0" respectivement. On peut alors associsr & chaque éeha-
ion E une appliication Zn de lfengemble B! assooié 3 B de la manidwe
indiguée plas bant en procédant comme sudt :
1. lee applicatzozzs Ps 2 Ig pere ’°71'; gon® les applicatione f,g,... ,k
' el.tes-m&mss . :
2, 8i @Q szt déjé constyruite, ¢ P = ) 85t lfeatension eazzonique ds
9, B P(E'), qui est égal & (2(E))' _
-5, 31 9 et 9n sont aéjs conswuitea, 2 xF. est 1fapplication ’
[@F . @3.} de 1llensemble &t x P! ; qui est égal & (BXT),
JHous dirons gue les a.pplieaticns e;zﬂ sont les extemaioas c&nonignes
| é;u -sys%e@aé‘ epplicsiions f,g,. ; .,k anx ensembles de 1'échelle copstruis

l‘j

te sur A1,BY,,.,D! . Joient mainbenapt A%,B%,...,D" dec ensembles tels
que f( B> A" ,glB'SC B, L., k&D ) —_ On peut alors
'faire correspondre & ;bout éeha}.ex; un ensemble Bﬁ gde 1l'échells construi-
 %e eur A" ,B”,... D' ; on vérifie de proche en pmcm que, pour tout
éehalon E, appliqne E! dang E*" - Supposons de plus doonées @ea
applications f’.,g’,...,k' des ensembles M,,B“,,..,,Bﬁ résPeciivemant :
si B bst un éohelon, désignons par "}’E lleztension c&non@qus céz'f@s-i

pondent & £ du systéme (£7,2%,...,k') ; olest ume application de B" ,
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Un eerlﬁle gans difficulié de proche en proche que l’extenaion caasniqp@
correspondant & E du systdms dfapplications P f ,Vgﬂsg,w&.,kgok est
l*agplicééioa '?;79 ﬁé . Gonsidérone en partieuligr i cas ob
. £,8;..,% sont des applications biumivoques de Al B*,.;;,ﬁ’ sur -
4% Bv. . ,.,0% respectivemsnt, et o8 fQ,g?,,igk’ acnz - 1es apg?ications
réciprogues de ces applxcauioas. Les appliﬂa"ions ?’ o € »’f' sont
slors los oxtensions cenoniguee au s"stome formé pay 193 agpl&cauions
.;dentiqass deﬁ ensembles A4,B,...,D ; om volt Uoul de su;ue.qgs-chaqae
’?% o ?E est alers l?app;ieaiian identigue 48 B , 8, dﬁ-ﬁéme;-qné
chague @E,°”fé est 1'application identigue ds B* . On en conclut-
que, pour tout échelen B , @q est une spplication biunivogue ds E’ sur E“'
Nous avcns donc démontré le -

Théavéme 1. ﬁéieg* A,B,..,D—ées istires, A’1B’,,,,9’ 2t ﬁﬂ,Bﬂ,.;,ﬁﬁ

E&i B';;léi.ﬂﬁ « éﬁﬁg& , £ ‘ ] _construite sur
“o% solent B! et E" les ensembles gud ecfrasgﬁnﬁenc 3 P des échslles

dfenaambies gor A!',B',..,D' et gur &7,37,...,0" 'L*exﬁeﬁsicn'caneni us

Ai?nc;eloa E agh alora BaY

gu sggue «,g,.‘,,a carr961gnéantwé,

‘acpchagxonﬁracz;rcqua ds 2

E du svetdme Fformé des

gg catlcas »é 'g, g;;., k
i éo“éma 3@@@ un r&%@ fondamental ﬁdlﬁ to&ta ia mathewatique.

E@?E@ﬁaﬁ” lee notations introduites piue heut, il est souvent commode
atintroduire uns 1azure unigue, disons ¢ , pour désigner simulianément
toutes Z@g apﬁli@a%;cas 9o * Lingi, 8l T set unse applicatiaa dfun
ensenble &?, on désigrezs slorg awssi ?%f ? l'extension canongue de ¥




e

3 P(A'), ou encore 1'application [£,£] de A'x af , elo.etec. &1 on

emploie cetie netatioﬁ, ltimage par £ d'une partie X de &' sera désignée

per #{%) ap lisu &é'ia.notatiwa £ X )» introduite plus heut,
Ithabitudc do Gésigner per une nlao lettre bowtes les appliaatio&s

extensiams canonigues dfun ménme systéme'd‘applications est trés courante
eu mathématiqus. Cependani, cette menidre de feire se heurte & des diffi-
enlités duv fait que certaines notabions peuvent devenir dengereusement
smbigiies. Soient sn effet ¥ et F des &chelons distincls ; 11 peut foxt
bien axriver que les ensembles correspondsats E! ot F! alent des éléments
oémﬁnns; neis que les vgleurs @E(x)‘"ét P5(x) de 95 et de 9y ea un
tel éléments x soient distinctes ; si oz emploie une seule lettre pour
A'déaigner 9p ¢t 9p ; 80it ¢ , on ne saura pas sl o{z) représente @E(X)
ou gg(x) . , '

Par ailleurs, gi x ost nnme lattre, l'emploi de le notation ¢g(x) i
ntest licite gue si la relation ;:gE' est vraie dans la théorie dont |
oo stoccups. 84 on intrddﬁit uné nouvelle letirs x , et qulon désire
paris?'de' @E(x) G fouirs Gonc inbtroduize ll'sxiome supplémentsire
ze B! . _ = |

ﬁoﬁs verrans gue i'on témééié; au moins partieilement & ls difPiculté t
aignalée plus haut par l’emp&si de ce guicn appsile les varisbles *gzigneﬂi
et les te;ggs §trucﬁuraux. Grosso modo, un terme structurasl sera un teime}
- gui indiquara de per g2 ccﬁtaztare zéme apguesl des @naambles de ;’6ehelle
construite sur certains eaaamblas le terme doit 8tre considéré comme apyara
tenant quand oz spplique des extensions ¢an@niqusa de gystémes dlappli=

|

[

| f

cstions, | . ,
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§ 2. SQUELETTEE TYPIQUES. .
{n appells gg’ usietie typigus une théorie € oconstituée de 1a manidze

suivante. Ses constentes me répartissent sn deux calégories, cellee

ds la premid3re catégorie &tant appeléss ensem:p_leg de bagse du sg g,l_g te
Lyvigue, ot celles s 1z seconds objets oensti_.tutifs. Les aziomes sont

conms suit : pour comme gult : pour cheque ensemble de bags 4 , on &

iles axliomes .

{1). %a est un epsamble® et '“Aﬁ“ -

£n vertu de ces axicmes, tous les échelons de 1téchelle construlte
gur les ensenbles ds ‘éasei sont des termes de ls thébrie_; et chacun a4t sux
, représente un enaem‘ble; L'échelle comstrults sur les ensembles de base
s'appelle l'w du sauelette typique, et chague échelon de
cette échelle a’appelle e m Ceci dit, ls théorie eomporte ; en plns
des axiomee (1), pour chaguwe objetb constitutif e un éxicme de 1a forme

() | seB,
o B :eetm’zﬁg‘z‘:é" '

A chaque constante de lsz thébrie on associe an t;tme, qu'on appelle
le type de ae’ste sonstants, de 1z manidre suivente : s A est un ensemble
ds base, son type est Pla) ; si s est un objet conmitutii’ le type de
g est B, . Si ¢ est 1lune quelcanqua des constantes de la théorie et &

son “63%39 ;. 1n reiaticazz ¢ © est donc un theeréme de le théoris, |
goit € wm squelette typigue. Choisiszons un certain systéme o
ds lettzes teuﬁes distinctes des canstantes de ¥ et associons &
chacune 6 ces lettres x 7 type E, de la théorie g . Formons la théorie
g* qui se déduit de ¥ en lui ad;;oignam les axiones

xE.E




pour toutes las 1ettraa xde J 6 il sst clair que f ¢ gt encore unsque~
lette typigue, dont los ensembles de base sont les nbmes que csuz de 5

ot dont les objste constitut ifs sont dlupe part coux do & st d'sutre
part les lettres de o . On dit gue g rpiqus it
ge € , ot gu'il @e dédvit de ¥ en y typifiant las letires de J’ ; o8,

d’m manicrs plus pz'éuisa, en attribuant & chagune des lattres z e &F

le type Eg s v
gSoit @ 19. gonjonction d.ss sxiomes XE€H, pour foutes les letires x
de F . 8i une relation H est vrais deus €' , la reletion @ =p B
ost vrede dsne € , et résiprogusmsnt. =
8i B est uze relation qnelconqua qui contiant eu moing une lettire
de ,f nous désign.em par @ 1a conjomction 85 osux des exicmes
x B, gqui se ropportent 2. aelles den lettres de F and Pigurent dans
R ; 81 B ve contient ancune des lettres de J , nous conviepdrons de
: déaigner par @ une reletion vra.ie qualconqne de la mathémtique
£ ¢ cn pout par exemplo nonvanir que . gera zlors ls ralaticn M)
Nous airone qwc @ - esat lawgmde I ceci dit, nous
allons mon‘brer qe, 35. B est vrale dezs f’ i +1a rela tion ®R =% R
sst vreie dens f - A
c’bservm d'abord povy eela gae, 24 E est m tgye quelsonqus 2e g v
is reletion T4 est vreis dens € . 11 ez est alnsi i B est 1lvn des |
ansenbles de base, pulsgue, _gsur toud egaam.bla de base A , Agéé eat un &
axioms de % . . Par ailleurs, om sait que, si B . est un eneamble quelconqueg
2(E) ntest pas vide f{oar ¢4 g{g}} st qm, gi B et ¥ sont des enmmblas ‘
non vides, ExF 88t 1o emsemble aoR Tide. Hotre ssseriion réanlte

immiaintenent 4 13 -,
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Cgol dit, supposous gue E soit vreie dsms €7 . Pour chague lebire %

de f qui ne figure pas dans B , soit T_ le teme & (x€ £ ). Puisque la
relation B #§ est vrale dene %ﬁ , il en est do méme de (3 x)z €E.),
cfest-g-dire 66 T_€E_ . Cooi dit, soit @’ 1a conjonction des relations
Z€E, relatives & celles des lettres x de of gui ne figurent pas daps R ;
le relafion © és‘b dono équivalente & ¥ @Rh et @1 ", et la rela-
tion ( &, et @) => B eal vraia dsne g‘ . Substitucns ¥ (simal-
tanément) 2 toutes ies lebizres x de JF qui ne figurenﬁ pss dans R les
termes T, correspondants ; mous obtenoms la relation, vraie dans j%f, ;

{ @.R ot @' ) —-;» R, od . est-la conjonction des i'ela.tions T EE,

- pour toutes les lettras b4 de qjé qui ne figurant pas dens B . La x'ela.ti‘:m;-'j
@9" est done vrais dane ¥ , et il en st de mfme de 5>ﬁz =5
' praﬁiéﬁe; on introduit des letires typiques su fu? et & mesgure qu'on

‘on 2 besoin su conrs de 1fétuds de la théorie % (ou de théories gui s'en
d&duisent psr adjonction de uouve&ux aaicmea) A chaque éta.pe éu développe-i
~ ment, on se trouve dena la théerie définie psr ls donnde des types des
lettres qul ont été typifides dspuis le début 4u ralsonpement, Ces lettres,
zinsi q,us les constanies de g , sont sppelées les lettres typiques

% 1'étape en questionv an développement. Dirs gqulune relation est vraie &

cetie 6tape, clest dire gulells es% vrais dans 12 théoris munie des e.ziémes

x gh relatifs é. toutes les leottres qvi ont éts Lypi’f‘z.ées jusqua 1 . On

 &vite naturallemen au cours dtun méma aével @ppement_, de typifier deux

£5is lg méme letbre éa deux manidres &if’i&éf@@ Les.

A la #in dfun développement (par exemple & la fin de la démonatration
gt zm-"ahéoz’éms), on convient tmcitement de pssser l'épomge sur toubes les
typifications suxquelles on & procédé au cours de oe développement. Les

lettres qui y ont 68 typifides redevienmnent alors vierges el éispaﬁiblﬁs
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pour 8tre utilisées sg0il comme lettres non typigues goit comme letires

typiciues avec des types différents. Par contre, si on veub préserver
pour usage fubur (& titre de théorimes ou de propesitiolts) certaines

relations qui opb &4é Stablies comme vrales aw cours du développement
en guestbion, 1fénomeé d¢ ces relations doit mentiopmer explieitemenﬁ lss
types des lsttres gui onu été typifides dang le dit développament cepenpi
daﬁ%, il résulte de ce que nous evong &5abli plus haut gufil suffiza de “
mentionner les types de celles des leitres typiques {autres gue les
eeﬁstwtes de %o ) qui Ffigurent dsns la rolation elle-m@me, sans gu'il
201t besoin de faire Stet de toutes les lettres qui ont 6t typifiées su |
' gours Ge ss &éménstrafion. vn fera per e: zenple précéder it'énoncé de la i
relation dlun certain ncmbrs dlindicstions telles qgue ; ¥ Soient xz un
élément @6 A , X une partis de B , ¢ U un eusemble do parties de AxC ", |
'indiquant per 18 que x doid &tre consiaéré comme variable typique de E
type A , X comme Varisble typique e type 2{(B) et U comme variable f
'bypique de t;ype E(E(Axs}) ‘

S0it R une relation vz’aie contensut (antm aui:z'em) s lsttre typiqu.e

% ot soit T 2 un team., lettz'e x , étent i};pique, doit 8tre considérée
comme uns ccanstan‘i;é de la - haerm dans lague ile on ss trouvs. Il résu,lte
donc dcs régles du misonnemsnt aﬁaas une %mexve r;?z% l'on n'a pas ie
droit” de Gonglure de ls vé:rim de B & celle de (sub x/;.) R . Hous a,.'!.lo:m,s1
cemnd,ant mmtrar qu@ s@tm ccnclusian gst J,Qgiaime daps certsins cas. :
aappagom que 1z lettre typique % pe sgoit mggg une constante du sciueletw
tg?piqﬁe'aéua; jacent. G .. , et soit £ son ‘t‘fp@ 81 la relation TEE est

vraie, il en est de mBme de (Sub z/T)R . Soit en effet O ,13 fela,tion

'tg;;éifian’ae de R ; la re:‘,a ion @R => 1 est donc vraie dans % . |
|

e e -
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Fuisque z n'est pas une constante ds @ , 12 relation
| {Sub .&/’l‘) @‘R ==> (Sub x/T)B est wvraie dans § . Or, {Sub xfT) @R
est la conjonotion de ls relation vraie TeR ot des relatione vraies
_yéﬁy pour toutes les letires t;rz:iques v diptinctes de x ot des cons-
tantes de ‘f gui figursnt dace 8 ; cotis relation est dons vraie, et

-3l en sst de m8ne de (Sub }'/’I’)R
Bn raison du fait qu?til est 1lézitime de leur substituer dans certaine

cas des termes, les lettres {yplques guires gue les eonstanteg de
sont appelées yarisbles t@iguee.

‘51 B ést 1ltun 'quelccnqgé des types de la thnéorie € , on désigne per
( 3 - = ét: (Y B ...) 1les guentificateurs itypiques associds 2 la
ralativan, Z€EL , , : _
Bélatigns stméinrales,- Te@ es siructurapx. _
Soit donné wn squele$te typicue ?” . On appelle rolations gtructurales
de € colles gul peuvent stodbiepir par applicetion répéibe des r3gles
sui,vantes H
1. 81 z e? 5 g sené; des lsettres typigues, ltune de type B eé l’auﬁée de
type P(E) , £y est une relation structurale,
2;8’1 %,7 et z sont des letires typiques de :y — respectife R,7 et
= x?_ ; 2=(z,7) est une relaticn structurale.
3’. 84 B et S sont des relatiome stmgs,,,wa}.‘as, pen K ot "R =5 87 gont
. des ml&ti@m structurales.
%, 83 x est une vamwle ’cgpﬁ.‘iae de tyoe & et E une relatiorn structu-

mlts, 1s relation ( 3 x)B st structurale,
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5. 31 B ¢st une relation structurale et S une relation dans laquelle
interviennent exactament ies m8mes lettres que dane R ; et i RS> 8
a8t one xelation vraie, ls relation S est siructurals.

11 résulte immédintemsnt de ces Tégles gu'une relation structurale
ve -peut contenir que des letives typiguss (c@nstantes ou varizbles).

Pay silleurs, il n'y a pas de moyen régulisr de recomnalitre si uge rela-
tion donnée est structurale ou nmom. Cependant, nous donnsrons plus loin
v certain nombre de erit ares guffisants de structuéalité gui seront
gn praticue suffisaﬁ% pour rTeconnaliitre gue celles des relations dont
noug aurons besoin de gaveir qu’elles sont structuralies le sont en effet.
Pour rsconnaltrs guiune rslaetion est siructurale, on devra former une
suite de relations intermédiaires dont chacune puisss 8tre reconnus comme
structurale en vertu ds 1'une des réﬁleg‘éﬂoaééas plus hant et du fait
que les relations qui la précédent sont siructursles. Si on examine
1z regle 4., on voit que ces relations &Bb?”ﬁéaiair?ﬂ pourront contenir
ées lettrss qni ne ﬁixurent pas dans 1& relation donnée. A une étape
donnée quelconqus Gu dévaloppemenu, nons wac@nmazeroﬁs conne structurale
tcuta relation gui peut mtrs reeonnue tells en introduissnt si besoin

eauﬂaevn@uve;leswvar&abxasNt;tiyues A;Ls&, ane zela%;on gui ne contient

que lea constantes de € (olest le cas ie plus 5mperbant) peut &tre
tonve yaurrﬁtrabtarala mfne 571l est nécesasire, pour s'assurer qa'ellé
ltest, d1iztroduire un nombre non spéeifié de varisbles typi@uaa_de 4 ‘
types non spéeifiés. ' - ’

51 E est un échslaﬁ de lléchelle des tyyéﬁ, on dit gqutun terme T est

un sazme struc ﬁural de type E sl les condil ,caﬁ suivantes sont satiSfaitesi

a) 1la relation TEE est vraie b} 8i z est une variasble typique de

Sy &

type B ne figurent pag,ﬂ&n%*f“* . 48 relation 3=1T egl structurale,
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11 résulte immédiatement des régles donndes plus haut que, si R est une

relation strﬁctuxale st 81 x et x"soat des varisbles typiques de type B ,

%! ne Pigurant pss dens B , la relation (Sub z/x!)R est encore structu-
rale. On s conelut gque, si ls condition b) est gatisfaite pour un choix
déterminé de la varieble x , elle sers encore satisfaite pour toul
sutre cholx.

11 convient 4! obseﬁer que rien n'interdit a priori gu'un méme terms

puisse 8ire en méme fLemps structursl de pdusisurs types différents.

Hous sllons meintenant donner un nsses grand nombrs de critsres pormet-

| tant ds reconpmsitre que des relatlons ou dss termes sont structuraux.
Pour certalas d'entre sux, nous dennsrons quelques bréves indications
sur ls msnidre dont on peut 4teblir leur velidité ; pour les eutres,
pous laisserons ce sein entidrement au lecteur. '

- i 4 n ot S sént des relstions structurales, les relations "R ou 3%,
%R ot 5" ot "R<{=P 5" sont stricturales ; la premidie est en effet équi-
‘ valente 3 "{non 3)'-5*2?}_3" , 15 seconde & "non (mon A ou non 3)F et la
 troisiime & "( =>5) et (5 =>R) .

2. 91 Rest Pl relstion structurale et x une verieble typique de
typ‘é_}i‘; s i x?eia’ciea { ?{3 2)3 est structurale ; a};l'.é.ést:én e'ffsft

équivalents & non ( 3 =) (;;in ).

e

3, 81 x et vy sont des left;fas'%yz}ié;,uaés ds ,iaémé tgbé £, ls réla’zion
z=y esi ét’mé‘mﬁ*&ig, zzﬁ;mduisézz}gs en effet une verisble typique X de
bype ‘_IJ-_'(E) : notre assertion sera ‘4teblie sl nous men‘;::rans guev %2y est
Bguivalente & - { ““‘Qr’ég{_g)z}(mx &= yex) . Op, il est é?i&entique la
premibrs de ces velations entralne ls ssconds ; réciproguement, si mous

supposons lz seconde Trais, ona ve §x! d'of 7=x , pulsaue $x e 2(E).
: s S 10 3 ? 3 =

i
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4, Uge variasble typique de type & est un terme structural de type B ;

cela réeunlte de 3 . :
5. Sosent B une reletion structursls , x uns verieble typique de type

B ot T un terme structural de type £ ; la relation (sub z/T)r est alors
stmetnmie. Seit x' upe varisbls typigue de *b;rpe' E ne figurant ri dans
R i dans T , et goit R! ls velation {Sub x/x"'*)ﬁ . Cette relation est
structurale, et (Sub z/¥)R est Squivalente & (Sub x':/'l")ﬂ' » qui est
elle-nfne Sguivalente, comzs on le voib fs.cilemazit, 3 3 z x7)

(zt=7 ot R'}).

6. Si T est un tarme sbtructural de type E , x une varigble $ypique de
type F ot U un terme structural de type ¥ , le terme (swb xfU)T est
structural de type £ . Le relation TeE est vrale par hypothése 3 puis-
que U est du méne type que X , 12 relation (Sub x/U) e{sub xfU)E est
_ vraia. @r, E ne contiant que les cénstantes de & et (Sub x/U)E est
_ par suite identiqus é 2 . Soit par gilleurs x' une variable typique de
type E nlintervenant pas dens 7 ni dess U ; la relstion x'= (sub xfuye
ast &lors 1dentique é, {8uvb ij)(x’-T) , ca gui nentre qu'elle 0Bt
vstrue{mmle.x -

.8l zxety soat des ve.rz.ablea typiques ds typas # et F, (x,7) est
vn terme typigue de type ExF . e

8, 81 Tet U sont des termes struemraux de typaa Eet ¥, (1,U) est
un terma atrmtural ds type ExF . _ : | |

9. gt T ast un texme strmmz'al de tvpe £ ot U un terme structursl de [
type g(zza) , la relation Tel est structurale. ,
4D, g1 ¥ e% © sont des temee etmc@uram tous deux de types P(z@) /
z‘elation T U sst stmcturale. Cst‘te m..a'biozx o5t en effet équlvalenm
a { Vf x}xeT => xeU), ob x est uns varisble %ypique de type E
n'intervenant ni dsns T ni dovs U , '
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11, 8i T est un terme atruaturaw de type P(8), £( 7} est un terme
structural és type P(P(E}). Puisgue TeP(E} est wral, T est un ensembla;
oe qui permet de parler de P(7) ; de plus, on & P B, dlod |
P{?)= B(E) et P(T)eZ2(R(£)). Solent x ume varisble typique de type
gﬂﬁ) &% y'uha variable typigus de type F(P(Z)), aucune de ces variables
n'intervenent dans T . La rvelation y=E(T) est slors éguivalente &
(Vyw}z}(xey &> . T ), ce gui montre gufelle est struetumla.

12, Solent T et U des tormes sbructursuz de types respectifs P(g) ot
P(F) ; TaU est alors un terme structural de type P(E x F.

13, Tout échelon E de 1'Schelle dss types de E est un terme structural
ds type R2(E). Vérification de proche en proche.

14, Soient R une relation structurale et xz uue varizble typigue de
‘type B ; soit T le terme sx(xé.E et B) . Supposons que les relations
{XeE et R) =D x=T ot (3& %)B goient wraies ; T est alors un terme
structural de type E . kp effet, dire qus ( 3, =x)B est vrale, c'est |
~ dire que "e® et (sub_xf-r)nﬂ ‘set vrai ; il résulte de 13 que la rela-
tion (xe £ et B) nozi -seui’ement impligue, mais est éguivalente & z=T ;
or cette relation est structurale.

15, Soient R upe relation structural@ et % une variable typique de
type E r ls terme ®ife smble des % de B tels que BF est alore structural
de type P(E)Y . S0it % une ?ar;abla typique de type 2(B), ot soit § 1a
relation {Vg %}(*f'e.? &> R; . Leg yelations { - »(E )A)u et
(Le Ble) et 8) = L =¢ L8] sont vrales ; la relation § esh stmemrale,

et e.(3) est l'epsenble des x de E tels que B .
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16. Selt X un terme sbtructural de ty'ca P(P(ﬁa}) Le terme UYeX

est alors structural de type RE(B), et, si Xff , il en est de nlme du
terme m ve X“’ . Scient x et y des verisbles typiques de iypes respece
tz.'Ps B st ?(E) ic terme U ve X‘z’ est slors lfensemble des % de E

; tels que (3 P(F)y)(xe v ot T¢X), tandis que (si IXg§), nYe;Xg

est 1tznsenbie des x de E tels que ( VP(E);aj(yeX = xeg’) =
37 Si X eat un terms s‘cructuz'al de uype ‘YP(&) s C X est un

terme stmetural de type P(E) :

8. Spient T un terme structural de. type B , x une variable typigue de
type F et T un terme stmetural de type E(F) . Lo terme 71 tengemble des
obiets de la forme 7 gour X Y est un terme gtructural de type P(E)
~ooa.t v une varishls typioue de type E i le t@me en question est 1'ensem-

ble des y de & tels qu.a { 3 b 3164 é‘f st yz’r) :
 10) goient X et ¥ dee temes structuraux de types E(E) et 2(F) et
2 une vanable typidue de type P(Q ~F) . Les relaticns ”z est une corres- |
ponda.nce ‘entre X et ¥ , "z ést ume applicatmn de X dans "’Y“ "z est
vne application de X gur ¥¥ , "z est ume applieation biunivogue de X
gans ¥ , "z sst une application biunivogue de X sur " sont structurales.
Le premiére de ¢es relathzs est "2(; IXE " s 1z seeonde ést la eonjonc-‘*%
: ﬁbicn ds la relstion Tz o }’ x‘?f‘f ot des ralations :
R o ><<<x,y>m. ot (z,7')ez) => y=y')
et (‘_v%y)(mx — (1 gy ({ﬁ,,y}sa, -

of z est une varisble typigue de type E et g,y@ sont des varisbles typi- :
- iwesz de byps ¥ ; ces relations somt structureles. On a une vérificetion

snalogue pour lez autres relatlons énoncées
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Scient Z,Y ot £ des lormes ; supposons gue ces termes soient siructu-
reux de types PR(E) , B(F) ot B{ExF) . Si ls relation £ ost une corres-
pondance entre X et ¥ Y ast vraie, on 41t que I est une ,c_orgg;ggg ance
structurale entre X et ¥ . On dé6finit de méme les no‘cions 25 agglicatlcn%_

structurale de X dans ¥ , ou de X sur ¥ , eb celles d’avglma‘tion eumetu-'

. rele biunivogue de 7 dapg ou sur ¥ .

20. Soient X,Y et Z dee termes structuraux de types 2(2) , P(?) et
g;(e) : soient T wuns correspondence straewrale entre X et Y et A
uns correspondance siructurale enire ¥ % 2 ; ‘%‘ est alors ume corres-
pondance structurale entre Yet £, ot AT est une coz‘respdndance
structurale entre X ot % .

21. BSolent X et Y des termes étmc";uraux de types P(E) et 2(F) et
I’ une correspondance structurele entrs ‘{ et ¥ ; "lz domaine de définition
de T° " ot " 16 domaine des veleurs d‘* T 7 zopt alors des termes |
structursux de types 2(B) et B(F) *&;a;snents.vemeat

22. Soiem; X et ¥ des termes stmatu'”mmx de types P(E) et RB(F) ,
ot soit P une correspendance structurale entrs X st T ; la premidre et
la ssconde fonction coordonnée mur | sost alors des agigsiic&.‘aibns
s&mgturalés de T dape % et dens T respectivement. 4,
» 2%, Soit X un terme structursl de type P 53) ; "1'application identi-
gue ds XV ezt alors un ternme stmetara.; de type P(E}(u) |

24, Bolent X st ;‘f;* %:5 wme a‘izmcé raux e type giﬁ) et Y un terme
gtructural de type }’s‘(i@‘} ; 80it f une applicstion sﬁmzstarale de X
dene T ; le terme f Z Vf} est alors un terme structursl de type
E(F) . |
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25. Soient X et Y des tormes structuraux de typea P(E) et I’(s) .

£ uvne applieation struciurale de X dans Y et t un terme structursl de
tvpe B ; £(%) sst alors un terme structural de type F . On 3 an effet
d¥abord P£{L)€ T ; de plus, si y est une variable typique de type F
n'intervenant ni dens t ni dags £ , la relation y=£{t) est éguivalente
& (%,7)ef . - o

26, Soient X,¥,X’ et ¥' des termes structureux de types P(E), B(F), .
2(m') ot P(P'}, £ unc spplication structurale de X dans Y ot £' une
application structurale de If dans ¥' ; {£,71] - est alors une epplica-
tion structurale de ZxX' dans YxY! . Clost sn effet 1'ensemble des

termes de la forme ({(x,x'), (£(x), £'(x')) pour xeX et %1 € X! .

27. Sojent X et Y des termes structursux de types g(z-:} et g(?)
et # une applicstion structurale de X dsus Y ; l'extension canonique '
de £ & P(X) est alors uns appiicaticﬁ structurale de 2(X) dens
B1) . '
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§ 3. IHCARNATIONS D'UE SQU iLETTE  TYPIQUE.

S0it of un squelette typigue. Soit £ une théorie quelcongue ; suppo-
sone que nous ayons 2ssocid & chaque constante de cf un terme de >
que nous désignerons systématiguenment par la néme letire gue ls ccnstantg
donnée de of meis munie d'ume prime. 81 on a uné relation H ou un terme
T de o gui ne contient pas Atautres letires gue les constantes de f , |
nous désignerons par R?* ou par T! la,rela‘tion ou le terme d8¢ § qui ssn
déduit en y substitnent simulianément & toutes les consiantes de ef les
tormes de € que noug leur avons"fait correspondre. ‘

Supposons gque, pour chague 'ansembls de base A de ¥ , les relations
"A! est un ensemble® of Talff” soient vraies dans % . 4lors, pour

chaque Schelon E de 1téchelle des types sur les ensembles de bess ds f ,

B s;ra un ense’z;";‘ole non vide 'dé' &c . Chague objet constitutif s de J’
2 un type ES , suppcsons que 'iéé relstions
3'5:‘1%

: soz,ent vraies dans f . Noug, dlmns slore que nous gvons défini une
incame.’cz.on du aquelette uypiqae of aans la théorie f : A

Suppescns maintenaﬁt qufén typi fiec les letires d'une éertaina 'éolleéi-
tion 3, de lettre:z en associznt & chacsma a'elles, soit z, un type B,
de le théorie f . A chagjue le’mre x de > Paisons correspondre une
lobtre 3 (qui n'sit pas encore 5td enployée daus le devawppement de la
théorie %’ ) s et formons 1s théerie r qui se déduit de £ en lui
adgjc,ignan‘t les sxiomes xt e.&% pour toutes les lettres % ds Z ~‘

1tincarnation du sgusietie F 8o prolonge alors par une incarnation du

: : Z il 3 2 ) 3 2 5 : el s i et
. squelette typique déduit de o en 1lul adjoignant les aziomes zeﬁx, ;
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Supposens meintenant que lfon ait deux incarnstions distinctes du
méme sgueletife typique Jo dans la théorie E , gui zssocient eux
cons‘bantes ¢ de J’ llure des termes of e,t 1'eutre des termes ct .

8i R {(ou T) é.ésigne uae relation {ou un teme) de of qui ne contient
gue les constantes de S , nous définivons B’ (ou T') comme plus haut,

et BT (ou 7%) de’ me.mére analogue, relatmement é iz seconde incarnetion
de f . ‘

i\Iaus supposerons de plug Que i'on &, pour chague ensemblse de. ‘base A
ae {f vne application biunivoque ¢ A de A' gur A" . Pour eha;me typa
B de f on en déduit alors ume zpplication biunivogue g de #! sur BE® , |
extension canonique du systdéme formé par les applications o A pour les
ensenbles de bass A ., De plus, nous feroms l'hypothése que, pour toub
Gbjot constitutif s de . , la relation

- % (s?) = g" A
seit "vx"s.ie dans ‘ﬁ’ . On dit alora que le systdme des applieations 9. A
gat un ;somoghigma de 1s premiérs incernation avec la scconde .

Hous allons considérer des relations B qul psuvent eontenir dtautres
lettres gue les éonstantes de f , mals gui sont des relations struc-
tux‘ale.si Supposcns qus 1ton typifie les lettres d'un systéme 3, en
2%tribuant 3 chacupe dfelles, soit X , un type . B
prolonger leg deux imamatione ﬁcnnées de f en faiea,nt corregpondre

. On pourrs alors

& chacune des letires x de 5. deux letizes nouvelles % et x" (qui
seront diet.inetes ae tcute_s._ les lettres utilisdes Jusque vla et qui, I
notamment, ne figumicnt dane sucun fes tormes ¢! eu c' de gue lion
& asfso_ciés' aux constantes de g’ , non _plma gue dang les termes ¢ A et
qul ne aei*on‘f. pas des constantes de @ - }. Hous désignerons par ?f z

ls théorie déduite de € on lui sdjoignant les sxiomes




- v
x'es! ; =x'g E;*{ o = coE_x(x')

pour toubes les letires x de 2, . On remarquers d'silleurs que la rela-

tion zxve E;’{' est uns comséguence des relaticns xfe E! et x"=q:Ex(x') 5

car on sait que, pour tout échelom E , R est une spplicaticn biunivogue

de E! sur E" ,

Si R est une relation, on désignere par R' (zesp.:R") 1a relation gu'on
en déduit en y substituant & chague constanie ¢ ds o qui y intervient
le terme ¢' (resp.:c") st & chegue lettre x ds 2. qui y intervient lsa
lettre x' (reep.:x7). Hous ferons une convention analogue sn ce qui
copcerne les témes. ,

Ceci dit, supposons que ls relation B soit structursle, et gutelle
puisse €btre reconnue telle en ne typifiant aucune autre lettre gue celliss
de 2, . Hous slions alors montrer que

laz relation B'<=>R" eat yrale dans T .

Cet énonaé métamathématiqae constitve ce que ncus appelerons ls
théoréme de trangport. |

i, Supposcne gus R s0il 1z velatice x vy , of x et ¥ sont des letires
ds ' ds types respeotife B st 2(B}). La relaticu x"cy® est alors
équivalente danse 6*’ 3 @E(z’)e @ZO(E)(:,") ; orona x'¢E , yle P(E!)
ot 9prpy o8t 1'extension canonique de 9, & P(E'). On & done
@Q(E)(y') =9 <7'> , et il_ est clsir que la reistion xX*e ¥y’ entralne
@E(x')e@ﬂ <¥y'> . Far %ille'urs s 18 relation x'c y' est équf.zalente & '
' "cié'E(x”} € "%g(g')(y"), st VO?_tIi(E) set llextension cenonigue ds 9y &
"P(E") ; on voit alors comme plus haut gus 1z relation e g% entraine

xle y' .
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2. Supposons que la relation H soit z=(x,y), ou %,y et z sont des
lattres typiques de types respectifs E,F et SATF . La relation
z%=(x",¥") est alors équivalenie dans Efwxé.la,ralatica
¢E;(§{z'} = (mE(x'), @Eiy‘))f Or, les ralatioﬁs x'c B, y'€ F! af
5te Bt < F! sont vraies, et 95 ¢ z}:t?ﬁ ,v @F} ; i1 en résuite que R!
entraline R" dans f* ; on verrait de méme que R" entraine R! .,

5. Supposons qu'on alt des relations R et 8 pour isaguelles ox sache
4635 que les relations RI<=> E" et 5'¢=> s° sont vraies. Il est slors
gclair gque {nom R') est non R?, quej(non 5)}" est non R" , que (R => s}t
est R =—->‘s' et qus {R =>8)" est R" => S" ; de plus, les relations
{non R') &= (non R") et (BT = 8! 5{@} (R" =» &%) sont vrales.

4. Supposons qu'on ait ume relation R pour laguelle on sait 46Ja que
la relation R'<&> R est vraie. Soit x une lettre'de >, de tybe B ;
nous voulons montrer que ({ 3 pIB)F &= ( q gx)a}” ost vraia
{Qans ‘6*. ‘)'. ¥ous sllons d'ebord mettre les deux termes ds cette éguiva-
lence sous des formes équivalentas, Soit X une letire cul n'a pas encore
&%4 utilisée {en particulier, 'E»ne figure pas dans R ,.est différente
des lettres ¥' et §% que l'on g faitl corresponire aux lettres ds ‘22
ot n'intervient dsns avcun des termes gue lfon a consldérée jusquiici).
soit K la relation (Sub /% )R . Le relation ( E Ex)ﬁ est identique &
= Ei)ﬁ , done encore & ( 3 ZX(XeE ot K). On en dédult que
((:EZEX)B)9 et {(( 3 ,xJR)® sont respoctivement ildentiques & |
( 3 $)Fecr et T') et (] ENFeE" et B'). rar ailleurs, R! est
(sub E/x'JR' et B" est (sub Z/x" e, ‘

Ceci dit, supposons gue (4 gx)a)v soit vral dans %f*'. On peut
alore introduire une constante suxilisire ?’ {on choisit une letire qul

n'a pas encore 6%é utilisée) aveo l'axiome introducteur
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" FeE ot (Sub E/%")ﬁ? ", Soit 2?4* la théorie ainsi formée .
Dégignons par ‘fj iz théorie gul se déguit de fj en en supprimant
les axiomes x'e B! , "€ B* of x7 = qJEK(x') . Les lettres x' st x"
ne soni slors plus des congtantes de ﬁ; . 8% la relation
(xte B ot x"e EY ef %% = @E{zf}} =2 (H! => B") , :

et vraie dans ‘g; . Désignons par ?” le terme 9 { 'jﬁ’ ) : puisque
§’€ &' est vrai dans g"; , i1 en est do méme de §” e;Bﬂ + La rela-
tion " ¥et ot Fem' ot §¥o9 ( %) " tant vrale dens

Z: ; %" n'intervenant pas dane B' ni x' dans B" ; L1 résulte de la
== (swb x"/ ¥ ")pv est

2 i)‘ié’ (6.3.4
vrai dauns % , donc, g fortiori, dange G~ . Or la relatmn
Z}

< 4

régle de substitution gque (Sub x'/ ¢°

d

<

“h g:O

(sub x'/ £/ )R', qui est ident"que 5 (sub X/ &7 )E' , est wraie dans
3 /s :
.1‘( H ;
Y Il en est done de mlme de (Sub x"/ %7 )R® , qui est identique &
o ; : / e = : e i g7 e :
(sub % / 3:"’ JA" . Les relations ié" €E° ot (sub X / if. ~ )B® étant
vraies dans fj il en est de nfme do ( I INF eB?) et Fn),

olest-a-dire ds ({ ;;1} x}ﬁ)“. Cette derniérs relation ne conteénsat
83 f” est donc vraie dans €, 11 résulte slors du théordme de la
.MB)' = ({ E EKJR)Y‘ eat

; = ;;’ - =4
vraie dans ¥ . sz verralt de mfme, en utilisent ¢ su lien de

déduction quien tont 4% at de eavee {({ 7

m-

o
i

95 s GUE g( 4 x)’%ﬁ ;;::; (,N; & Z)R)! est vrail g= dens T il en résul-

o Yy
te qu.e o3 :vm}ﬁ)’ = (7] :z:} )" est vz*ai dans €
‘ifz,; Supposons gue i'on z2it uvne relation B pOs},S" lcﬁ‘;ﬂﬂ@l&{? on salt qus .

- R &= BT est wrai dans f s €t gue 1l'oz eit une relation § telle gue

LA k3

R{=>85 waoit vrai dens lsz théorie déduits de f ‘en v typifiant les

lettres do 2. ., On ssli alors que les velatioms B'<= 8! et

5 =2 .. ’,’./“1 ) s e
A% =5 S gont vrsies dams & ; il ep résulte auseitdt que 8!y gF
s 2 = =

egt vraie dans ¢ .

A
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5i on se Teporte & la définition do la notion de relation structurale ’

on voit gulil résulie de ce gue nous gvons établi que, pour toute -relatio
structurale R qui peut 8tre reconnus tells en ne typifiant gue las‘
letires de 5, , la relation Ri’=> B' est vrale dans &o -

Le théoréme de. '?:,ransport est donc d4mentré. De plus, on observera que .
les ensembles B! _ 8" des dchelles construites sur les ensembles de f
gui correspondent sux ensembles de bess e ¢ dans nos deux incarna-
vlons sont tous nom vides. On &tablit slors sans.difficnlié que la
relation R?<> R" est encors vrsie dans 1z théo_r.{e gzl se d&duit gafr :
adjonction & ¥ des seuls sxicmes x'e Bl , x"€E , x'= oz (x1)
relatlife sux letires x de 3 gui fisuvent dams R, Zp partiaulier,
£t R ge“goni:ienfb g ue des eansta,nt-es' de o, et gst structurale ’ _3_._@_5
zgletion R!<= RT sat vraie dans f :

Hontrons maintenant que, si / est ug terme structursl de type E,
}g les relatwns T'eR' , T"EE" gt o (7' )=T" sont zraies dang g o

En ce qui coneema ies deux premiéres s cela résulte simplement Gu falt

que Te o est une reletion vrale de la théorie cf , munie au ’oesoin

~ de v&riables typiqnes Soit par aillsurs % une },sttre typ.’;que de type B

n'intewenant ;Qaa dsns B ; on peut supposer que & eppariient é. 2

(simn', on ity acljbd.m drait, ce qui, comme on 1ltg vu, ne chengs rien)
11 résulte slors du théoréme de transporf; que les relations AP0 et |
L0 somt equwalantas dana £* . or1a relation = 95(%1) est vraie |
dans ﬁ’ ; on en eonclm*’a toat de suiea guiil en est de meme de T%=g (‘.!:')

Le dsrnier énoncé Qa,e nouss venons de démontrer s'appells 1e théoréma

de transport Eour las termes
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| § 4, TeboRIES STRUCTURALES.
n appelle théorie structurals ume théorie of constitude par un
sguelette typigue er » dont les constantes sont exactement les mSmes
gue celleside 5 » et augquel on a2djoint un certain nombre d’éxiomss qui

sont des relations structurales de ;f’ (ne contenant naturellement que

les congtantes de Jg J ; o8z nouvesux sxiomes sont appelés les exiomes
spécifigues de 1z théoris strveturals f .

iles ensembles de aasc et obge»s constitutifs de 39 gont aussi
appelés ensemblss de bage et obgets congtitutife de JF > l'ééhelle des
types de ‘zf est zussi oppslés 1téchelle Ges types de -JF . Dans
1'étude dfune théorie structurale . , or utilise des variables typiques
de la méme menidre que dans 1'Stude de JP .
~ Exemples.

1. Théorie de l'ordre. Elle comporte un ensemble de base A ; o
objét constitutif £2 avec l'axiome typiqus

Q € £(a xA)
et les axicmes spéeifiques sulvenis :
f.g2-05§> = 9 S 522

o& I est l'applioaticn idantigu@ ée A ., On ?érifia tout de suite que
”eette theorie est suruetaféié:_ Oz déslgne le plus ﬁoursnw la relation
(z,7)e 2 par 'z 4:3“'; cstusvralmﬁzoa s’apnella 1z relstion d'ordre,

Les relstions - '-, o . !

 gont vraies dang la‘taeorie @a»l*ardr@.
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2. Lois de compogition. Si A,B et ¢ sgont des ensembles, une applica-
tion de AxXB dans C est appelés uno loi de composition entre éléments

de & ot de B & waleurs dens € ; une loi de composition enitre éléments
de A et de A & valours dane & est gppelée une loi de composition dans & .
Considérons un squelstte typiqus dans leguel les axicmes typigques
des objets constitutifs £ sonpt de la forme
£e P((a xB)xG)
o% , pour chague objet constitutif £, 2,8 et ¢ sont des enseubles de
bage du sguelette, distincts ou non. Adjoignons & ce squeletts typiQué
tous les axiomes '
f est une application dé AxB dans C
oh £ parcourt le systdme des objets constitutifs et ok A4,B et C sont
les ensembles de bese qui figurent dens l'axiome typique de £ . Kous
obtencns ainsi ume théorie sﬁructurale ; une théorie définie de cette
manidre stappells ls théorie diun certain sysiéme de lois de composition.
3, Togglggie. ot moe théorie qui comporte un seul ensamﬁle de
bags A ;, un seul objet constitutif U avec l’axioma typique
DeP(P(A)) ;
et les axiomes suivants :

Te UL"'A

(VP(?(A})E) LCi = Uaczbeg . |
(vg{ﬁ)ﬁ)(vg,A}v J(Uel ot Uel) => E}fw'eU) |
On vérifie eans difficulté que cette théoris est structurale. Le rela-
tion UeU s'énonce "U ost ouvert? ; U s'appelle 1'ensemble des

ensembles ouverts.




- 25 =
Helations et termes intrimségues.
30it Ja une théorie structurale, st soit e): le squelstie typiqize
s J .11 peut arriver quiune relation R , sans Sire structurale davs
Qf , Boit équivalente dane la théorie .f , & une relation structures

de Jf . Poute relation gui est dcuivalente dans f & une relation

-structurale de %f est appelés une relation ;gtrinségné de

51 T est un terms et E un type a8  , T est appelé un ferme intrinségué
de type E de J si les conditions snivantes sont satisfaites ;

2} la relation T€E ost vraie dans F ; b) 81 % est une yariable
typlque d8 type E pe figurant pas dans T , la relation x=T :est
intrinsdque.

Rana BRTOue. Quahd nous parlons de relations vraies dans F ; et qﬁe
ces relations contiennent des variablee typiques, nous voulons naturelle; :
ment dire que ces relat1ons sont vreies dene la théoris déduite de f
en y typifiant ces variables. | |

Suﬁposbns par exemple gue Jf s0it la théorié dtnn SyStéﬁe de lois
" de éompositibn,,et soit T vne de ces lois, qui est une loi de composition
ontre &ldnants e A ot o B2 valeurs deds C , A, B et C étant des énsem:
bles ds ﬁase;Soiegt‘z et ¥ ﬁss varisbles typiquas de types respectlfa

Aet B ; el cn emploie le symbcla f(a,y) dans leg ﬁquele%te typique de
';f Soas faui naturellement supyaser que. ce symhele est défini au moyen
diune dbfinition anivarsel$e {(cf, Théorie des ensembles, 2 ;Q), c'eat-
3 @ire que clest lo teorme e, (((%,7),2)€2£) . Ce tormo n'eat alors pas
un terme structurasl de gif ﬁ mazis c'est un terme intrinzdgus de S P
car, u 8% n? étant des va“;ables typigues de type € , les relations

(EGu)(((x,y),u)ef) ot ((((z,y),n}éf) ot ({(z,7),0')€f)) => u=u'
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sont vraies dans df’, ds sorte gue ls relation u=P{x,y) est équivalente
dang o & 1la relation structurale ((x,y},8)€f . D'une manidre gémnérale,

on peut dire, grosso modo, gu'un objet dont l'existence et 1funicité
résultent des axiocmes de .f pourre 8tre représenté par un teime

Sniriocdque ds o
Il est clair qus toute relation structurale est intrinségue, et que
tout terme structursl de type E est un terme imtrinsdque de type B . .

Particu;ggisapigg;digne_uhéarie sufuc%aralu.

Soit f uﬁa théoris structorsle. Formons une théoris qni se déduise
de  en lui. édjoiwnant up certain nombrs dfaxiomes dont chacun est
une relation intrinsique de éP ne contenant gue les constantes de ¥
Nous obtencns slors une théorie éc) qui est appelée une Earticularisa-
tion de la-ﬁhéérie £ . La tnéorie ‘2: ntest plus néecessairement
‘structurale au sens que nous avons donné plus haut & ce terme. Cependant,
chacun_dés.nou#eaux axiomes Qque LCUS avous édjbints est équivalent
. dans ép 4 une relation strnctﬁrale, et la théorie :F’ et done
éguivalente & la théovie structurale gui se déduirail de S en lui
sd joignant cériaines z%laticns strncﬁurales CCRRE noureaux axiomes.
Hous conviendrens d’apnels? encofe gtggcturale toute théorie gui est
uneg partzcularisation dtunes théorie structurale.

gles. 5 ?artons de la thnoris ée a‘erdre, et adjoignona-lui
‘ l?axioma (2.L1 SZ = Axh ; otz obtenamb alors une théorie structurale i

‘qui s'eppslle la théoris de l*orﬁrg %ctal.

2. Partons de ls théorie dlune ssule loi de composition £ dans un

ensenble de bage 4 , ot zjoutons-y llazliome
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(R Y =)E(me) = x et fle,x)=x) _
qui aténonce f"la. loi de composition £ sdmet un élément unité® ; nous

obtenons alors ce gu'on sppelle la z,hémz.e du monoide & élément unité.

Dans cetie théoris, le terms = _(s€i et (‘V'Az)(f{z,e)ux ot £{e,x)=x)
esh intrinsdque ; en effet, les rvelations ec4 et e'e A
(\7‘ EH#(z,0)=x

enwainem fw,e")ag et flg,8')=e , d’0% e=a' , d'od noire assertion

#{e,x)ex) ot (¥ z)£(z,07)=x et £(e?,x)=x )

Lqd

e

dsccule Pacilement. Le Terme en quest;,on s’appelle 1'élénent unité.
3, rartons de la topologle, ot aﬁjoignons-lui liaxiome
(Vﬁx)( VAy)(x;éy = (3 2(3)73)(32(5;)?) UelU et Vel ot xeU
et veV et Unv = ¢)
Housg obtsnans alors une théoris qui s'appalle 1la ogolagie séparée.

= (Vax)( v, 7 ) Y ,2)(2(5,2(y,2))=2(£(2,7),2))

qui sfénoncs %la loi de composition T est associstive®, TWous obténons

zlors ce gue lion app’elle la théorie Gu monoide. Adjoignons encore &

ce;ﬁ’e théorie llaxicnme




- 28 <
§ 5. STHICTURES.

Soit .f une théozrie étmotumla , 6t soit 000 le sgueletts typique
de f . Supposons donnée une incarnaticn de ej" dane une théorie & -
définis sn zssociant & chsgue snsembm de bese 4 de S un ensemble A!
- de ?: 2% eh&aue objet con:titutif s de 3: un terme &' de & . On
néubt alors assaeiar- _toute relatiocn structurale B ne contenant gus les
constantes de ef une rslation B! gufon dédult ds B en su‘bstituant aux
constantes de & les ﬁemes ée - ""’ q,u’o:a leur a fait oorrespondre
Supposons maintenant que, pour %tout sxicme R de J , la relation B!

" correspondante soit vrais dans la théorie ¢ . On dit alors qulon a
défini une ptructure d'sspsce f sur le systéme des ensembles A' qui
correspendané enx encembles de base do o , et que cette structure
est définis par lz donnée des cbjets s' qui sazmspondent aux objets
constitutife de S . les ensenbles qui correspondent sux epsembles de

vase ds Jf s*appellent les engenbles de base de la structurs considérée,

et les objets st gui corrvegpondsnt aux objets comsiitutifs s de o
stappellent les objets constitutifs g5 la atructura* :

Une fols dsfinie une atmeturs d'esvsce f dans xine théorie f o
il est clalr que chague uhaoréme de eja ewendrera, paer substitution, :
ghe it theoréme de la théorie f : Aingli, ume fois démontré un théoréme
diune tnéorie Suma%urale, on obtient auug'nmiquemenﬁ des théorines 4o
toutes les théarias fang lesquellea cn peut introduire des stmotures
de l'aspéce gui eorz'eap@nd é e théorie structurale considérée.

Exemglas. 1. Pour ge dobner une structure d'ordre sur um emsemble A° ,;

13 fa,a% 56 donner une partie 27 de A'xA! telle que les relations

7 .Q’ c.: SZ’_ Q e 52_4 - {ou? I’est 1lapplication identiqueﬁc}%
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soient vraies. Au lieu de se domner 1tgosemble S2’ , on se donne souvent®

{ce qui revisnt au m8me)} une relstion dont €’ poit le graphe ; cetie
relation s'appelle,la'relation d'ordre de lz structurs en question. Ur
engemble muni d'upe structure du type défini par la théorie de l'ordre
s'appelle un engemble ordonnd. ' _

2. Pour ge donmer sur un ensembls A' une structure du ﬁyge défigi par
lz théorie du monoide & &lément uni%é,vil faut se donner una loi de compo-
sition £ denz a! tel.:.e que isg conditions ZE 3 yea® et zea! entral- '
nent 2(x,#(y,z))=£(Z (z,;},z) ot que ls reEptch |
(Jeieen et (¥ x)zest = (2(x,0)=x et £(s,x)=x))) soit vrale,

Oh dit slors que A' est un monolds & élément unité.

3, Pour se dopmer sur un enssmble A! ume structure du type défini per
le théorie de la topologie, il faut se donaer un enseuble U' de perties
4e A' qui posséde lea propriétés suivantes : 1) l'application identique
 de U est un recouvrement de A' ; 2) pour toute partie X' de U' , 1a
~ réunion des ensembles de X' est dans U' ; 3) l'intersection de deux ensem-
bles do T' est dens gr :On”dit alors que A! est un espace topologigus,
que les enseﬂbles de ' sont lss ggomblea caverta de oet espacs uopolo;
gigue, et que los &léments de A' en sont 188 poiats.

Trapsport de s?rueturé. o

Sﬁpposohs Eénnée,ane structure dlegpéce o , ob JF est une théorie |
structurale. éiEOdé coriespondré § chague ensembis-de base A de S .
uneg applzcatian b;univequa wA de l'enwambla de base A' de la structure'
correspondant & A sur un epsémble A" . A chague type © de la théorie JF
correspondent zlors un ensemhle B! de lléchelle conetruite sur les enasm-
bles de basze és e strucbare gt ube application biaﬁivoqu@ de B' sur un

engefble B , qui n'est sutre que l'eumsgemble de 1'échelle comgtruite sur




les enseumbles A" (images des ensembles de base de lz structurs) qui

B _
correspond & B ..é@ s est un objet congtitutif de c}” de type E, , poson
g= g (s'), o0& ot eat 1'objet copetitubif de la strueture qui corves-

e
pond & 5 . Lss ensaﬂhlaa AT 954463 ohiats g® Adéfinissent donc une
seconde incarnamion du zqueletis typlaue de df , 8t le systéme des

fappizcat;ons 2 est mn isoporphisme de 1tincernation réalisée par 1s
structure donnée zvee cette seconde inecarnalion. 4 chaguse relation
structuraie R de 42? ne contenaat Que_iaa‘cggstanées de & on peud
faire correspondre deux relations B! et 7 ; une pcur_chacune des deux
incarnstions du sguelette typigue de «f . Il rdsults slors du théoréme
de transport que ces deux relations sont équivalentes dans la théorie §
En particulier, si R eat un axioms d¢ £ .S, 1a relation B! est vrale,
puieque nous sommes partis dluns structure d'espdce J . 11 en résulte
gu'il en est de méme de B ; on on d8duit oue la donpée des cbjets s" |
définit une strucuurs d'espéce - sur 1@§_§g§9mbles A gu1 corresponden
engembles d de base ds ;f . On dit que cette nouvelle structure

dlaspsce <Jp est cells qul se déduit de le structurs donnde par le
transgort de structure défini psr les app linations @A :
Supposons maintenant gu'on se dounné z 2 priori deux gtructures if’

et ;fu'.ﬁ'espéce f . Faisons corr@spondre 2, chaque enssmble de base A

{

de JF une applicaﬁian 9, de l'ensenvle de base A' de &F’ qui corres-
< 7] {

pond & & . Hous dirons que ce avstéae d'applications est tn igomorphisme

de éfv avec S ai 1&5 soudibticse suivantes sont satisfaltes
a) pour chzque ensemble de base A ds . , 9, est une application biuni-

vogue de A’ sur l'ensemble de base A" de 7 qul correspond & A ;
g : ' g H
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b) la structure 7 est idénticue & cells qui. se déduit de &’ par le
transport de structurs dsfinl par les applications @A .

Supposcns qu'il en sollt aiusi, Dannoaa nous encore un systems d'applia
cations %’ des ensembles de bape A* de J~ qui soit un isomorphisme
de Efn' avec un troisidme structure cf%”d'espéce ,?’ . Un voit eslors tout
de suite que le systéme des applications Y;‘o@A @st un isomorphisme
de J avee ¥ . Par silleurs, le systime des epplications £ , estun
 isomorphisue de 17 avec S’ . qu'on appells récigrggue de lfisomorphisme'
définl per les applications @A . On appelle agtogorghlsme de lg structure
Y’ tout iscmorphisme ds F’ avec slle-méme.

beux struc‘nrea de mame espéée soﬁt Gites iggmbrg@e £'il existe un
isomorphisme de l'une de ces structures avec l'autre

Soit maintensnt ;fp ung particulariaauion de la uhéorie strueturale JD
Supposons donndes deux structures isomezrphes et T d'espéoes o1
et un_isomorphisms de lz premidrs de ces suructures avec l2 seconde,
A toui axiome R de 12? correspenuent des relatioas B' et R" ; g1 les
relations B' qui correspondent aux axiomes de Ji sont vraies, il on est
ds méme des relatzans R" , puisqus les reletions R sent équivalentes dang
of & des relations structurales, On voit dome que, si la structare ¥’
est sussi ume structure d'espiee f , il on ost de mfme de 7 , Adnel,
tout espsce muni d'uns structure ééfinie par une loi de composition dans
un ensemble et qui est isomorphe & ﬁn monoide (resp.: & un monoide &
é1ément nnité) est un monoide (resp.: us monolde & 6lément uniﬁé),.
Appelons espace topologique séparé tout engemble muni diune strucﬁure de
l'espéea.“tapolagia séparée™ ; on volt alors gue tout espsce topologigue

_isomorphe & uvn espace topologique sépsrs est luni-méme sépars,
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Soit T un terme intrinsdque d'une ‘théorie structurale ¢ . Donnons-

nous deux structures o’ et &7 dfespdee et un igomorphisme de
: avee, J? . Lot ieomerphlsme est défini par un sysuéme d’appllcatione Py

des ensamblea de base de. I’ sur ceux ds JF . Soit ¢E 1'extension cano-
nigue du systéme dos a@nlications ¢, Telative 4 1ltéchelon B + On déduit
(par substitution) de T des termes T' ot TW,; il résulie du théordme de
'-transport pour les termes que i'en & @ (”’)sT" ;

Par exemple, si A' est un monoide & elsment unite, il correspond au
texme n4lément unité" de iz théorie du moncids & elément unité un élément -
de Al qui e'appelle l'elément upité de A' . 11 résulte glors de ee que
pous venons de dire que, pour tout isomorphlsme @ d'un monoide & &lément
unité eA! sur un monoide & élémeno vnité A" y @ appliqus 17é14ment unité
de A! sur celui de A" .

31 on considére mainbenént une relstion structurale H qui contient
ges variablas typiques A,...,z sutres gue les cozstantes de SF . ;3
pour lul fa;re carreapopdre des rslations R? et BE il favdra adjoindre‘
3 1a théérie' € des axiomes x! éE';;.;,z’eE; , x*'émx,...,z"e g; '
(ot B 3o esB, ) sont les types de Zyareyz). I1 résulte slorg du
thecréwe de transparr que la relsticn BRQnQ R" gers vraie éaﬂa.la théc-
rig qu’on dbti@nt en aaeaignaat encors l&g xiones
2fz 95 (x Jiiee,a” =g, (') . daip on gﬂﬁa donner wne autre forme & ce

% - e o c
méaultat Supposons Gonnés &ﬂs tormes - 5 S, 5‘ “de la tneori@ T

o ‘ e
ueés qas.lgs relatiocns g’é”‘,.,ﬁ, ;Faﬁé golsnt vraies ; posons
&5 2 :
! : "..’ S e ,.; 7 2 7 : a2 LS Z > 2 - s 3
* =0 (Y )., .. % =9 (r’). Scient H! et Rv les relations
J : Ef&' b : ﬁ;z / ) 1

dédﬁiteé de R en y substitmant aux constantes de F les ensembles de.
base et obiets congtitutifs des 4urve;@7ﬁs e at,.agl st aux lettres

X,..,5 les termes % a...,Z“' én ce qui nﬂn. orne H' 6t les termss




Helanrin sl
?'” iy 5 ‘en ce qﬁi- qqnseéne By La relation 8;4—:;5 RY sera slors
vraie dens § . - .

" Considérons par exsmple 19 cas de la ’t.opologie. Soit X upe variable
.typique ds type E(8) ; 1z relation ¥ {; Xeg *® e*éncnce alors .
" X est fermé . &1 A' ast un espace topologique, et §Y l?ensemble dee
verties ocuvertes de A , ume pértia X de A' esh di’ce fermbe =i ls complé-.
mantaiz'e de X! par rappo”t 8 A" est un ezzs\embla ouvei*t de A' , On #oit
= e.lors qus, s:. ¢ est un .s,semerph..sme de l'aane.ee topologique A' avec un
_ @cpace ‘sopologique AR l' image par @ de tould snsemble ferné 48 A' est
un ensemble fermé des A" , :

semble baese privils ; _

goit cf une théorie structurale. Un isomorphisma étuns structure J~
d’aepéce Jo e.vec une gtmcture 7 ” de la mﬁme aepéee est d4Ffini par
»la. donnée,’ ; pour chague enaemble de bese A de J’ Glune application
: biunichue d.e l'ensemble de bese A' de ef’ z qui correspcnd & A sur celui,
' de F” .. Cependant, 11 arriva parfois qué l'on dasire z'estreindre
le @ens du mot isomorphisme en re cone:.derant comme iaomorphismes que
les systems Gt applications tels qus, pour un certa,in nombre {'ensembles
' de base spécifiés A de JP 1t spplication q: soi“" 2! application iden- ‘
‘tique. Sion Pait une convention d8 cstie neture, on dit gue les ensembles
.Ge base sur lesque is parte cetbs convention son‘b les ensembles de base
pr_i_v;lg’g ég du type de structure en gues ui,_ogz. men entendu, le fait que
~ Gerteins ensembles do base sodent pi:‘i*’ilégiéz ne change ‘rien & 1'étude f
dfune théorie stn«.cttzxe,ses éétemi‘.ée ni méme & cells d'ume sir uctm'-de
l’espéce carresponclame ; e8 n'egt gue l= notion 4t momerphisma de deux
s‘tmcmres qui se _trav,ve nodifide.

B A e




