COTE: BKI 06-3.5

LIVRE VI
INTEGRATION
CHAPITRE V (ETAT 2)
MESURES DEFINIES PAR DES DENSITES

Rédaction n® 136

Nombre de pages: 96

Nombre de feuilles: 96

Université Henri Poincaré - Nancy I
INSTITUT ELIE CARTAN - UMR 7502
Bibliotheque de mathématiques
B:P1939
54506 Vandoeuvre-Les-Nancy




{01
89§ o
i I 15 o= = Q @
| § e (&) el R R
i [ B w 4 5 (03] e
S e s
= a g DL R £ 4 & )
8 NIY DY g e o W 09 o e On m =
h & » DA e (D] @ Q@ B e D e
o @ww [ R ! L R o) wd e RN RE T  e
: R i ¥ G = T o » 3 e O el @ 42 o
o AR o TG OTRE AR S S = | Qe oL@ (i 3 3 B @8 g o
od e A oy (o TR - B o R ) LD S g Q QO
49 D e @ L B ) oA Q8B 420t e e »
(o FERR o WU/ ) O e ey DU G S Lo SO e )
| S S T @ @ RN QO 49 e : . JOTREE N e T
| QO (R o R R < )R Pood 2y &
, Fee B 3 A ORI &y w6 @
® T » e o) @ MY e
viim = R £y g = s
S D W R Ry el asd 1y [so) s
2 s aiiih o M) RO i 8 Bl
wl ° & SOV 2 O o » Doy ° O
= w0 i) fy o B N Ba Ry, &= L) 4 O
-4 @l e @ W (s Bl ) 0 = a O e e
o b H o R S TR R S YR et 0 O :
&= ol 0 & 4 Q ® 3 S0 e & sui
& w0 o -0 W ot g o Blal W e
= il e ® Q Lo ST 42 42 ) Qi g
T sy oped &4 Wy e © (VIR o o e & B
(9! LS i e L ) sAICY ey ) el Ry O @ i
= e 0 eed [ o) ol PR e T e i
ot R T N oW R (0, @i O & i
S s (77 YD NG DR« T o 1 e = O & @ 8
(o] B B & o woos @ e 0 i
eV i | 4 2 - o ey ) apde s b Bl D e i
o0 el W0 Nl O wm 53 2 s b
ol Gy D @ e g O m MDa !
L) o i ) v £X 3 L O 42 (1] Hug &3 (WIS A
fal R e e e e S Cal ) o : 1 !
wll W @b o] B A O R » e J 00w M QR
o ® & @ N = a o @ & O
= [ G R 4 b= I Gl = L sl e P
& Wl o S® T o | eH nw o e EERTE R )
ol @ " o fYy ny W0 o oo B . & o
) S 0oy & a8 ey ﬁw % 9 @m Mw nm 1% £a
(G b} S ! % : e g . &
Pl et @] o & & g & AT o $4
(o] S 5 (0] L (W 4 el OR R a
WS el ey £ & LR e e
(dp} fgo @ <) R EERE ) L oD v a e @ :
& o 0 o) Q8 o @ 2w Mool 3 - w
A @ aD R &) 3 (3] @® @ @ 2y ® R B o e
) o B R RO (8] w [0 SRS RI R B @ MO W el e
o2 e B oed [ S | R @ or . © @
[ opd g (o R et Lo MR o) ) o o £ D ol o
= &3 M) ok R ] ! D S Qp "R3B R
et ) nosH 90 0 () O MRS QO ¢ O v
b | LR A . o o B © T o = 8§ = RLo@ g 2
Qe Fofl @ 5o s § s o Ry ey @
o Qe = o IR TR o W o Y S TR ) Tl (o) i R 8 ml o gl e
@W Q4R SR o B TS PR o R O R e T e B G GV S i
Bl el £ & 3 f MDD TS w.m i IO I o & Gl e =
b IR s L (o R e s P b ERE S RS e el s
w0 E (53] Raf Q@ 0w 8 @ o S e
(O i e T @l @ . RO S ) W o el b
e LT RO R o S oL | e S I = P~ o) T = e | RS o3 Je e Gy El N 8™
<& F o
oY o) (Y]




i oI m @
o \ B W
o I R R
QLMD o T ol
Al o .
so LMD o T &
& ) @ et
i TN D =y = S
@ 2 ) B GRlijiine
¢ (G R o | L)) Sy
o) D . &) L&) w0 »
0 e o) ® AN L o
Y Lray 2 Sibay
@G G Y R
i~ R il o 4+ e ®
i MDETHES m &
(1) @O @ & (6] A2
) w0 =D e | 4D o
il 3 il o | o0 ) =
ol ol e ) @ o ;
84 P~ e ST ,
@D et s B B
i3, 7o SRR ] (v} =g )
o Nen? o G $q 5
B ? 4] oy () Wy
oo DA oy 43 D e
s 4 Lo R $4 £ )
[ ) oo o 4D al] !
Bkt o0 (@] b ! pud [}
& & b 0 o3 ]
i = B 9
ﬁm ® @ g O AR B i
% , ﬁ m Dﬁ goad % mw e )
o b < )
im (A (44} s ] & 'l
¢ Gl A e e (AT S y
i ® (R o 8o £ 3
@ ﬁw @ 4P g = 23 o= & ]
42 < e B e ) L] & ) Q §
ol B QUM (ol N DR >
58 w a5 w0 e
& [ A X e o Qe 03
o5l £a 08 A o @ ® e
g B) & 42 np " e
&) puc) ey & Col
O §g [} 0 B > () O
S E sl D e Z
(o @ e R
5 a0 A S e
o o] @ Q o)
& rd W D7 o)
(i g §uf e o)
@ ] 9] ® w [ R
e o e
= o Lo} (TR R )
Rk i) v ] s 42 e [9) i
RO O g b
42 e %l 2w \
(o o o & L) 0w
M sl o e SNV o
e Qg . B WS
(0 T T B @ ayQ
o 4 . 9 @ Qe
(S 0 m@ L EhY] (0| et @®
mu.m L) &9 i) (9] &y uUw
@it et [ e =
o o@ O QO 0 o
wa oy f ..ﬁw 4 el m&




) &
=t e
5 Mw W A
o B } o, 4 3 i
pl o 6 8 g
m; mw_ O3h e Wo 5 o\
o e s g & g
ANWM i 3 9 iﬂw
: “mwﬂ_ o ® ® wa o m S
B0 A D e
, e el e el e
adl o) SRS et T ey
Bt b R ) &
ol MDI e
TR S
S e LA el
& m wd . 42
om0
i
R e &
0 B S =
MR e
Q@
% (9 B S
B a e
oo o ,
) PEN SIS
e O MG
g me
Jarii ) 0
: A.mm
42 i i
Bl
by o
b WGP
g £ =
g
R s
el O 84
R e
0 o » o w
o3 e iy e B &
8 W
S b o £ B e
gl © il ¥ ‘e & 4 o n
o o m ©f a ol e e
g% B LG s
P LY o 3 ?
883 ® £ sl
Q N R e o R e =
wl D Q O m 2w o N
v D S0 e (T B © (o RO
[0} S o ) ol et o el
j 9 i 2w R s S Y T R T F e | o
siof i of o o o e e Rk
ol D ® el e B0 s | W el
e Qb oo CEMIEN O  O  E el e R o
Vet (- @l O P e R O R
bl £ O BB G o R e
Of a3 oty B U N ST s :
Feal b SDE et &2 i 2 sl
. ) D s IS ] : &
o 3 i ol L) 9 nge) ~uw (0] w
R RS RS )

-




&

v tout nombre

3

(=

%

pe

SL8¢

»

foY
7

ing

-

&

L. est localement

& compse

i

-

b

8
)
]
@
s
fos
o

Vi
S V)

Douz

%
]

(i)
3

B

%X sst un ensembls compact

>

2

Ke

&

3.

=

vpe fon

i

en cutye, &

5

e
2

Pour

20"—'
ition sst suf:

compach, la fonoti
cond

tégrable

o
<

(3

in

La condition sst n

Lg

S
B89

Lo

bles, est mesurable

SUpPoOr

"

=

@
by @

N

r

Ot

¥
42

J A
%l 2

2 £
1CaTL

appl

o

existe une

il

de méme de gg@K“;

£5

= s
B

S

25

oy

1, ¥
CRoD ., &

P

{¢

¢
%

Tear
e

_suf

Yo

=

SOmEe

et

&
&
&

=
&
(o)
&

L

. dé

O

o

jrRe s

pnarcourt l'ensemble des

"

£

o

=g

59

-

s de B

gue

‘
:

5
—

, Boit majoré da

gs compacie

parti

5

on du lemme 4

rels

en

o

conditions 80

Les

NG
A

cue

le fait g

°

St

M

e
&

Clleos

JURENETEE

sl

o

e 1'inéga

¥
5

th.5 du chap.1V, §5 , ot d




A e
P
les conditions sont sulfisantes 78
d'intégrabilité {(chap.IV, 35,th.5) uneifois

rieurs de 5'“§ est finie ; ce dsrniar point T

3
8«-;3
e;*z"

PROPOSITION 4.~ Soit T uvne ction numérigue

0

sulte ds lfeppliecation du critére
étahli gue 1'intégrale supé-

tsulte de lz proposition

.

20 , telle que

a

P des x€BE tels gus f(x‘%@ soit réunion dénombrebls dle
b 7 =2 = —
grables ; alors 1'intécrale supérieure | £ 4 est la borme supérieur
> 7 5e dJ
A z { o I it

des intégralss supérisures | £ dit lorsgue
i

lienvw @ppe supérieure de ls suite crol

— e K
[ : { e
gul prouve que | f dyi = lim \foK_ dwr {cha
7 i v:;“,\xj 543 {

La condition gue P soit réunion déucumb

bles est ossentislle pour la vsiidiils

si £ est la fonction carsctéristigue dfun ercemble A4 localement

engemble compact K , AnK est néglises

des Zopctions foK

rable disnsembles

é

& voleurs Gans un

d'une suit

partout ésgale &

¢ la prop.4 : par exempls,

fém% co , meis pour tout

done ;L’{f@y}zg .

L ¢ ©8

intégra-

%mg%@@

COROLLAIRE.- So0it g’ uoe f feneti@ﬂ intéerable

de PBenech F ; 1'inkészsle j é‘ dpe est 1a Jimit

v
En effet, d'sprés la prop.4, } %§:?4?1§

donc pour tout € > O il existe un ensenile

‘; igé g e, ets fortio;i g j g@gﬁﬁgég

Gsmgaﬁt B DK -

/&
| F 9, 4 Jlorsgue K parcourt l'emsemble Filt:

compact K tel gus

=0

£ e pour tout ensemble
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PROPOSITIOR 5.- Pour gu'ure fonction numérigus localement intégrable T |

soit locelement presgue perioud égale > & une fonctiow intégrable, il faul

jue, lorsgus K parcourt liousemble des parlies compactes

de B , 1l'ensemble dss nombres jﬁéf@ idge  soit majoreé .
_' {
La condition est nécessaire, car si f est localsment presgue partou %

“ égale 4 une fonction intégrabls 7, f@ﬁ et fiﬁﬁ sont égal@s presqgue
pa-rtout pour tout ensemble compact K , done )} éf@;ﬂd < f 3 f@ | e -
= ” \ o 3

Pour voir que la condition est guffsante désignons par A l'snsenble

{ mesurable) des points of %f% @fﬁ , 6% 80it o ia borne supérieure
_éflal@ par hypothése) des nombres ji % {4 pour toutes les partiss
compactes K< A . 11 existe donc une su ite croissante {Enm) de parties
compactes de & , telle que sup w (K ) =a, ; 81 B est la réunion des
K., » on adone éA(B " o= o ; montrons qus le complémentaire ¢, de B,
par rapport & A est locslement négligeable. Dans le cas contraire,

il contiendrait up ensemble compact E ds mesure (B) = B g - 11
: : £ { g

existe dfautre part un entier m tel que a - (K J L B ; llensemble
compact K OH , contenu dans A, , aurait domc une mesurs >a ; cOn-

trairement & la définitior de & - Cela étant, soit A la réunion des A ,
- et C llensemble ( gjzz )f”ﬁéig il est clair gue C est i@eaiament
névélgeable. Soit f la fonction égele & f dans le v@mplementalre de G ,
et & 0 dans € ; l'ensamble des points x oh f%(x)fy st identigue & A ,
éome réunion dénombrable ¢'ensembles intégrables. Comms Ly, st fq@g'
sont 6gales presgue partout pour tout ensemble compact K , la prop.j3
montre que f est intéwraﬁig' ce gul achéve ls déuonstration.

2. Deflnltian locsle dssg fanctions lacal@mea%~intévrabl@s.

Lz notion de Fonection localement intégrable est ds caractere l@@@l 2
% cat une fonmecticn telle gue, pour tout =xecE , il existe un voisi-

nage Vy de x et une fonction localement intégrable o telle gue
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il existe une Pfonction ¢ ot une seule, définie dang | et gul soit un
O (9]
SO O eAmen e toltoe o Brmimd mom e : j"‘) MenLrOne a3 £
AR LA G 1 08 GoULes ies 10000 00S8 Doe (1 S MeNLTOoOnRS Qu-%‘ o )
A 2 { & o
3

L s = = S S e e = = = 2 -
ce gul prouvers nobre sssertion. BSoit o up ipdice guelcongqus, ev K un
: IR e el SR R R I B e e B T e e e L A ST 2
ensemble compact conlenu dens G (11U ; comme les U forment um recouvre-

= :

Y

- 3 ] 5 3 S S e e e e 3
#n vertu du th. de Zorn, il exisis un élément muximal T de
9 i e~ e

£ 3
nous allons montrer gue Uo=E , ce gul
Raisonnons par lisbsurde en supposant fermé

A m(:G? serait non vide, et par suite, il existersitl un indice a tel
gue G, rencontre A . Nous prolongerons £ en une fonction £, définie
dans U.UG_ en posant £ (x}zf@{x} pour X eANG ; si nous prouvons
que foéfé? , nous gboutirons 84 une contradiction et le théoreme sers
démontré. Or, soit B un indice guelcongue, et K un ensemble compact
contenu dans %gf?igf&JGQﬁ : KNA est un ensemble c@mya@tfcontegu
daﬁsv Gmfiéﬁ , et par hypothése f% et f@ sont égales presgue partout

dans K A , done il en est de méme de £ et fg . Dfautre part, KNU.

o2

est un ensemble intégrable, donc il existe une partition de ,Kzﬁ@f
en un ensemble négliseable N ot une suite (K ) d'ensembles compactis ;

chacun des Kﬁ ost contenu dans ﬁff§G3 donc £ et £ sont égales presqgue
partout dans Kn'; il en résulie que T et f@
sont égzles presque partout daus K ,

sont égales presgue partout

dans KNU, , et par suite £, et fé,

ce gui scheve la démonstration.




la mesure

de base

Z

Dans le cas ob g sst continue, on retrouve la définition dozmee au

2 N

chap.111, gzan% ; au lisu d'éorirs v =g.p, OB écrit aussi

d3 (x)=gl(x)duiz) .

PROPOSITION 7.- Pour touts Ffonction numérigue localement intégrable g ,

on 2 éggz% :ggsf L -

est lz plus petite mesure

Par définition, la mesure poslitive g o
msé,i; v tells que %i sf du §g J(£) pour toute fonction £ 2 O de

)

=
(£). Comme onm s évi aem,ﬂenug_ﬁ* gf dp gg,gggggf di ,ona Vglgh ¢ .

i3

i‘ﬁs
b
&
o}

heste & démontrer gue V() 3 j | our toute fonetion £ » 0
de '(jb 5&}, on sait Ema ey *’f; gst laz borne “&Y}é"’”lﬁl?;?% des pombrss

j gf,g d w Torsqme f parcourt Zi.?mza mble des fonctions de %(E}
telles que i _fﬁg = F ﬁ'chap III, 3 2,formule (4)). ‘solent K le support
de £ , et U un vuismag@ relatil vaﬁent c@m@&c@ de K ; solent A l'ensenble

deg ?;é?é tels qgus g’x}}}@ : @"s;':%% le compl \Smaz‘%t,bzf@ do A dans U ;

o
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Le lemme i montre que J(B) < | fo dy (la fonction f@?g étapt inté-

& '
e - 5 - o 2 { Xl 7
grable) ; il suffit done de prouver que | fg du< v(U) . Comme f@;ﬁ est
& uns fongtiop continue

12 Y efﬁf% @.{é £ . Comne 1'enveloppe supérisure des fonctiong conti-
nues f,g oy est la fopction semi-continue inférieurement 7T, 1% @ il
existe une de css fsmcti@n.«s °f telle gue

p” { E ; R & n e Y, T3 S
2,98 we | Byap < | ‘;ﬁf +26 = v(y)2e ¢ 3(U)2e (chap.IV, &1,
th.1) ; on en tire gue { ”@ QUJ )%= . et comme £ est arbitraire,

J

le lemme est démontré.

Lemms 5.- Pour cu'une partie reletivemeont compacte N de E s50i%

Y =négligesble, il faut et il suffi t gus fcgﬂ, soit [p-pmégligsable.

En effet, on a (3} )=inf ¥(U), ok U parcourt l'ensemble des enaeﬁzblas

suvert relativeman‘t e@rzsgzm.ts contensnt N ; en vertu du lemme 2 , on a
Lr

done 7 {l\é)«»:@.nf fcp S 7 ; fg,d i , 6t par suite si N est J-négligea-
bls, f@é est H =Zléﬁ4,ig@af}1@. Your dé_‘aazztra'f* la mcaprcqu@g eonsiuérons
un en semﬁle compact X contenant B , et '-'*@4_..{, A lﬁszzs*@mble des points d@

K tels que P(x)=0 . Tout revient & prouver que AUHN est Y -négligeable.
Or, '}&3 f“ﬁ{: A est w -négligeable, et A est [ -intégrable, donc XEXHEX
Aul% est (i-intégrable, st on a jf@guﬁfg‘r“ =0 ; 11 existse donc une

vsui‘t@ éé@roissanta (E ) d'ensembles Qwe%s reletivement compzcts telle
gue l?mtersactmn deg U 801t reunmn de AURNR et d'un ensemale
4-négligeable ; la su;tfe des 'lntégrales jf{pUn dp tend donc en
déecroissant vers j fo . UE_&V =-é€} 5 prés lg lemms 2, la suite (> (U ))

tend donc vers O, ce gui prouve que J(AUE)=0 .




= 45 =
_. lci encors, on peu: donner des exemples d'ensenbles B gul sont
// f# -uéglipeables et non relativement compacts s ais non
= v -négligeables {exerc.2).

Ces lemmes étant démontrés, remarguons d'sbord gue la relation (1)

L s

est vraie lorsque la fonetion 4  est continue et & support compact ;

Q

en effel, pour tout vecteur 2z’ dans le dual F' de F ; la fonction numéé

('-'g

igue x — g,{ ), z /> est eonmme et & azz,;gu@rf’ «compact, donc on a

par définition <§% dv,z’ > = j<é’)“}i’> }<§,Z Fap-
o4 o
<w /G L an Z> ; & gul 6tsblit (1) dans ce cas.

fﬁ;‘\‘a

andy

Passons maintenant & la démonstraticn du théoréms, et pmuv@zzs en
sescire. Soit 9 une fometion

)

premier lieu gues la condiiion est néc
v -intésrable & support compasct K : il existe unc suits (g,) de

fonctions continues & supjort compsct telle que : 19 1a série de terme

gnéyel %E{z) converge absolument vers %{;@} en tout poirt x rnfappar-

.

tenant pas & un emsemble Y -négligesble ¥ , &videmment contenu dans

r & 5 ") s & £
la réunion de K et des sujporte K dzs b, 2 la série de terme géné-
D, =4 § 8

= g-%nng est convergente (chap.IV,3). Comme
j%n“ dvy = j%q@;aif di , le séric de ierme général 4. (z)2(x) est

COnYer @ﬂ‘f{:a ex tovt point du complémentaire d7un ensemble fztaﬂégligéame

i , ot sa somme } (x)(définie éana b #] est p -intégrable ot sabis-

fait &4 la relation 3/ h d.gus, Z 9 fd . Or,ona _
s 50 "‘L"" 2 : ; 2
9 (x)£lx) = Z_Z %ﬁ{x}f{:ﬁ} sax.zf 8% psi nts de la partie ' de B of

Bz
P(x)#0 ; chacun des ensemsles N K H'FYE  est relativement compact
r = - n ‘

et -négligeable, donc {lemme %) il est sussi ¢ -negligeable, et il
en est par suite de méme de H' . On voit donec guion a % (xif(xj= hix)
sauf aux points de 1'ensenmble (-neglizeable My N , ce qui prouve

jt -intégrable et que

o
1 S %a
Z () - 3 &"ﬁ; 2
jf%ﬁé J ot
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-mesurable, done 9 es% J -mesurable {cor.2) et par suite g est

o

=

L
V =§§.ﬁégf&bl@ : enfin, pour tout ensemble compsct X , on a

(1) en pszssant &

t’:"?"
é.'.}

25y ; 4 -} 3 ® :
%,- @ = j i f9 d en vertu du th.2, d'od la rela

¥
g limite suivant ltensemble Tilirant des parties compactes de

i
En effet, pour que q soit localement presgue pamw (pour Vv )

épale & une fonction V-intégrable 9 , il faut et 11 suffit que %

L v

soit ¥ -mesurable et cue l'ensemble des nombres

%%@E% dvy soit

imEOny,

&
\a-

borné lorsque K parcourt 1l'ensemblis des parties compacles de £ (prop.5)

or (th.2 et cor.2 du th.2) cels sipgnifie que g f est -mesurable et
- .

gue lfensemble des j g%f@;{ § ﬁ%,z, est borné, donc gue %f est locale-

-ment presgne partout (pour () égale & une fonetion

i) #
% i 3% % £ e Fosas
en outre, on & (g @ 0Y = !4 o Oyl POUT LOUL €3
JoGg v 5 B

partics compactes de K {cor. de ls prop.4), on aché

Remergue.- Comme dsuz . fonctions intégrables Geales
gue partout sont égales presgue partout, ils pro)
4

culier gue l'espsce L?wag Y )} peut &tr e identi

iﬁf
(<
@
b‘ﬂ-
o
m
)
A
Q
@

et ﬁ@mrgiﬁa@rﬁgﬁﬁ} au BOus-espac
formé des classes de fonctions U m@@‘gfasias
OROLLAIRE 1.- mz,r gue 1:9, nesure f {»L ga%t bemeeg

gue l1a :‘;’anﬁi@aa £ soit 1 a;@l oni presque gartou‘t ( 9]

bpale & pne fopction 1i-intéezable.
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Bxercices.- 1) So0it £ une fonction locslement intégrable pour (L ,

2
N ‘eg

et soit g une foncticn numérigus 2 U quelcongue & support compact.
_g; g} -Cl-,a 8 = 5&723-?}? (

utiliser le th.2).

193]

ST que, si ¥ = f.4 , on

0

A4

2) S0it E le sous-ersemble du plaﬁ :<; formé de la drcite x=0 e}
des points (%[n,kjng)g of n parcourt l'eusemble des entiers >0
et k l'ensemble £ des entiers ratiomnels. Un définit sur B une
topologie %f de ls facon suivanie : un systéme fondsmental de

voisinages de chacun des points (1/n .k/a"} est formé de llensemble

Téduit &4 ce seul polmt : pour tout point {Q9y} de la droite x=0 et
tout entier n > O

(u,v) de E tels que

pour sysieme g@@d“m&a@a
semble des ?ﬁ{y} . on d
E est vn espace localsment compact non
Soit y» lg mesuye sur !
piacée ep chacun des pol
mesure bormés, pour iaguella la droile %0 est un encemble négli-
geablel
mMontrer gu'en placant en chacun des points {%/hgg/n‘) la masse |
?jﬁﬁ on définit une mesure Y sur E , et quion peut écrire *ﬁzf.g,;
ot T est ure fonction localement intésrsble pour K : mais pour
la mesure y , ls droite. x=0 o ure meeure extérie eure infinie
{(8i un ensemble ouver: U contient cette droite, montrer qu'il @zistag

%

. . . _
vn intervslle gagbj de la droite =z=0, un ensenble B partout densel

s

(pour la topologie usuelle de R ) dans cet intervalle et un entier
n tel que, pour tout ye3B , on ait Tm(y} . ) ‘

3) soit }* une mesure positive sur & , £ une fonction > 0 logale-
ment intégrable pour th 3'@§ s0it zfﬁéés On sappgsg que g est

vae fonction telle gue g soit eéazéﬁgaaie gf ¢ -intégreble et




ontrer gue si
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Par passage au guotient, slle définlt donc une forme linéazre continue
s 9 { -~ 5 = : : -‘.{ ¢ =
e g}”n (g} dans le sous-espace partout dense X  ds liespace

nilbertien 12 {E, fw; ; elle se prolonge par suite & i'espace Tg{ﬁﬁ L)

lL!)“

. Or, on sait (Esp.vect.top.,chap.IV, S )

‘m

tout entier par comtinuit

que toute forme linésire continue dans Ed(&§§z} est de la forme

83 55 V0

g —>(gf) , o :féaQa () ; on a done 3 (g)=p(gf) pour toute
fonction g ¢ g%z(ﬁ}, et comme ls fonction f est localement intégrabls,
le théoréme est démontré dans ce cas.

b) Seng faire d'hypothése sur la mesure i ’ supposons encore gufil !
existe un nombre k > O tel qus v £ k.o . Pour tout ensemble |
ST e 2 D o T S 7 T T 1 TS 7 5 ';;5 ‘; P
cuvert relativement compact V , posons [L.=0..u oF Jw@¥ 3

on a slors V. k. (cor. de la prop.y du 21j, et en outre la

(
mesure giv est bornée (3 1,prop.12) ; dtaprés la premiére partie
du raisonnement, il existe donec une fonction f,'g localement intégzra-
ble pour gﬁv , 6t telle gue *ﬁngﬁegig ; on en déduit que fyPy est
localement intégrable pour gt , 6% gu'on a Qtsﬂggg_éé {éfgcergﬁ
du th.2). Posons gvsfg@v ; bour t@ut ensemble cuvert relativement
compect W V , on a "thm ) g@?
donec Qws@wgiggeﬁﬁ)gi@wgﬁjagx ; comme dfautre part, on a JYy=g.. L, L
on en déduit &=y lozalement presgue partout (pour ¢} (21, %
cor.1 de la prop.5). Uo déduit aussitiét de ce rbsuliat gue si 5@ a8t ﬁg k
sont deux snsembles ouverss reletivement a@mpaﬁ 8 guelconguss, pour
-tout ensemble conmpact ;,g;W'rxv - wV et ng sont égales presgue
parsout (pour y,) dans K. En vertu du th.1 du 21, il existe donec
une fonction £>0 , localement intégrable pour (1, telle que pour
tout ensemble ouvert Pelativement compact V , T et g? goient égales
pfeaqae partout dans V , ce gui pignifie encore gue f@v et &y sont
égaleé presque partout. Z0it alors h une Tonction continue & support

et
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- 22 -

compact, et soit V um voisinege cuvert rgldti?@ment compact du support
@@h; on 2 j@sﬁ? @j 9y G nghdg U;MZdﬁ jhﬁwd#sjﬁfd% »

<

¢e qui prouve que l?o%a V= P,

¢) Abordons enfin le cas généra
&,
&

oo By S far ) nes 3o euits das mesuTes P 7
= n’& 31 ’?’; g s S ;; Lo Ui‘j {;7 @ oE:-.a-J ‘.g;a.(‘i"p E"‘«J \i’:@&y L-i’:d-o??é Ub s £ -
L S E €1 = :
-3 w3 g ; n :

10), ce gui achéve la démoastration du th.1 .

= & e = = : % - - ,‘»f - by 3 3 >

Scholie.- Soit ;}.iﬁ,gk} {ou simplemsnt ?<} 1'ensemble des classes T
L% 4

des fonctions numériques finies T localement intégrables pour la mesure

g sont égales localsment

.& ("

¢, pour la relation dféguivalence : "Ff et
DTesque 3rtavt {rour @L}ﬁ; On sait (chap.IV, y5) que 1'ensemble ;ﬁ

est muni dune structure dfespace de Riesz. Hous avons vu ( 31,cor.”

de lz prop.8) gue la mesurs f.fb {pour une fonction localement inté-
greble £ ne dépend que de la classe £ de £ dans ;l : le th.1, joint
& la prop.8 du 51, montre gue l'application f‘w§=feéi (£ fometion
isomorphisme de 1'sspace de flesz ;f
&/
1 tosnace 4 e ngyE s
ang l'espsce des mesures _i&; . On

5

guelecongue ds laz classe T) est

&

sur la bende engendrée par 1 ¢

5

voit en particulier que ls borne supéricurs de deux mesures I. (L ,

g.( de base i , dans l'espace M (B}, est la mesure (sup(Z, ﬁ))ezi,
Comme on sait gue toute bande dans un asg¢ge compiétenment réticuld
est glle«mém@ un espace complétement réticulé, on voit gue l*eSpa@@<

;ﬁ est comglét@m@nt réticulé ; mais 11 convisnt de rappele: gue

iz borne @xvérléu ans 2? d'une Tenille non déﬂombrable'éf&}

]
o
&
&
9
e
@
g
W)
Qu\
9
®
L13]
ﬂ
ey
G}\
g...e
&
gj
g i
&

de classes n'est pas ldentiqgue & la ci

des fomections f& , oh f@ est une foaction queleoaqua de 12 clesse




= ﬁ = z
Toutefolis, nous avons Vu gue POUTr une su 1ite croissente de fonchions ,

loczlement m.wgrableg f:a , dont Ii,?emfed, pjge supérieurs f est loca-

lement intégrable, T. = est la borme supériecurs des mesures ¥ a M

dans A (E) ( 9 1,prop.10). '
Notons encore gue ;f peut &tre considéré comme un module sur liapneau

& ~ 3 b | LR
(/[, des clesses de fonctions mesurables bornées sur toul ensemble

compact ; il résulte de la prop.Y et du cor.3 du th.2 du 31 que ce
r 4 daos M, (), consi-
dérée comme module sur C/Z pour la loi de composition (£,() —T. 1

module est isomorphe & la bande engendrés par

(£ fonction quelconqgue de la classe T & (f ). Le th.1 se transforme

PROPOSITION 41.- Soit «« ume mesure positive sur un espace localement

compact B . Pour gu'une mesure positive - sur B goii de base £L s il

pour toute fomcticn pumérigue g 0, continue

Gete

faut et i1 suffit aqu

»

st & support compact, et rour tout nombre £ .0 , il existe un noubre

5} 0 tel gue pour toute fonction h comiinue 2 support compect

2 2 PR ) : :' 3 & .z
satiefaisant sux conditiors U<hgp , adw <o , on ait gﬁ avy £e .

&

o &
Bn effet, on sait que cetie conditiocsn exprime gue dans liespace
A () des mesures sur E , Y appartient & ls bande engendrée par §!
(chap.1I, §2,pr0p.4).

COROLLAIRE.- 8i la mesure 3 esf‘s de bose 1 , pour toub ensemble compact

o

K et tout mombre € 50 il existe un mombre o »© %Lel gus pour tout

)

ensemble g%eintéy'”abl@ AC K ot tel que u(A)g<o |, on mit

V{8 £ '&-‘: (*‘canmnulte _absolue® de ~ par rarpori & {a,)
Cet énoncd e bien un sens, puisgue tout snsemble A K qui est

¢ -intégrable est aussi ) -intézrable aiaprds le th.2 du Q1. Boit g
o s

une application continue de E dans {i”v & support compact ef égale

z
7

=
5 4 dens % ; d'aprds la prop:1, pour tout & > 0 , il existe un nombre




n >0 tel gue pour toute fonction h continue et & support compac t,
telle que 0Lh (g et jgi dpeLn, onait flh dy <& . Supposons
"”“b@é‘“d gue Ac K soit compact et (L& {(8) ;23 glors il ezis{;@ une
application continue h de & @aﬂa ,\L};'%g ; & support compsct et égale
& 1 dans K , ot tells que j{a die <7 ; a fortiori, sl h,g»ghgzz , OB B
j’ b, dp < ; comme Ogh, <&, gh,é d7 < e ot a fortiori Y(A)< e .

Si maintenant A — K esnt e -intécrable et tel gue (L {4) < % -
A est réuniocn d'une suite croissants diensembles compactis ”{;z, et d'un
ensembls ;,4=néglig$abz@ F ,etone (',1, {a)= %iﬁwfeﬁ,eﬁé{n} ; mais comme P
est & support compact, il est sussi J-négligeable {( 91,th.2), done
v{a)=1im V(K )<= ep vertu de ce qui précéde.

n—>o0 n -~ > - _
Bemsrgue.- On peut dcnner une autre démonstration d'ume propridté

24 -

=

Do

énéralié@ ce corollaire., Soit v =f. (L une mesure positive
de base H é‘%s s0it g une fonctiop numérigue 24U & support compact,
telle gue g ot gf soient (L-intégrables ; pour tout = >0 , il

existe © —> 0 tel gue pour ioute @ngu lon (L -intégrable h satis-
faisant aux conditions U€h<g et ;g 4 {e,«gg , on ait

[
: , J
on sait gue h est alors -intégrable, puisgue h¥ esi gﬂéemesarablg

i
5

& support compact, et que hf Lsf (41,th.2)).

kn effet, omae b dy =jnfdp (014,8b.2). Soit £ =inf(f,n) ;
J o/ : =
B e £ en 5s 9 IS b e 4 9 = s e 4 o2 T &
f’zz est (L -mesurabls 3% sup £ ﬁ»i ; dome gf <L gf est [L-inté
j - 5 Z { % - a ; & -
grebls et ona | gf iis= sup lef dp ; il existe par suite un
5 : . f &5 - & & &
entier n tel que [ gl(f-f jd e < = > = fortiori, on gh{i‘ f ;dm{ﬁi
J n o j > 2

pour toute fonction {»L z.ntemrahi@ L telle gue @<h<g - D*’aa“we
part, on a {mna{,c Ylj hdp ; i1 suf Prit done de premdre 5 ‘tal
gus ‘}?} «::{ %;{ p@@r gue, pour toute wzxmmn - mtégz‘able h sa‘tis=

faisent eux conditions Oghgg et f dy <;8 , on ait

Y

"

M\

G

' ’( : ) vo 3 v -
,f”“” c:‘igA. < %A.», 8t par suite jhf dy € E
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2. seconde caractérisaticn des mesures 9o base P -

R

Tﬁ%’«@ﬁéﬂﬂ 2.- solent £ et vy deux mesures pesitives sur un espace
localement compsect E . Pour que ¥ sSoit une mesure _de base 2

i1 faub ot il suffit gue tout ensemble localement néglipgeable pour [L
soit localement négligeable pour v .

licus svons déja vu (2 1,cor.1 du th.2) que la condition est néces-
seire. P@z,w voir quielle est sulfisante, nous allons raisonner par
1'absurde en supposant gulelle soit remplle st gue Y ne wérifie pas
b
=

1z condition de la prop.i . existerait donc une fonction continue

{ N e

£ 2> 0 , & support compact, el un nombre a > 0 "ayant la propriéité

o
suivante : pour tout entier m > O , il existe nne fonction continue
¢ 4 {
- 3 enmn + ; 3 -} & 7 e 30 ! 2 | 3 s
g, & support compact, telle que 0 < g <, , lg 0K < =n tjgd J2a .
8 I S = v - : ,
Pasons h = §u:p@gmnp ; oo a . g A?_Q“}-'EJ aonc
. =
El e e | £ 4 % 2 e
j”na‘égg‘**,,% £ d?, g?ﬁm ; dlautre part h > g , donc
5,,:
{» d) . Lo suite (h ) est décroissante ; soit h son envelop-
& 7

h dp= %i%wjh du=0

eable pour © mais

pe inférieure {clest-4-dire lim.sup g ) ; on &

m

ok
hdv= 1inm {h d3 > o ; h serait dounc negl 1ig
J - B —2oo : :
non négligeabls pour Y : comme h est & support comg act, cela contredlt

@
(5l

1thypothése, st achéve la démonstration.
- On rappelle gqufun ensembls (4 -négligeable n'est pas nécessaire-
L ment 3 -pégligesbls lorsgue y est une mesure de bass ¢

( 31, exerc.2)

DEFPIHITION 1.- Sur un eﬂpac@ localement compact E , on dit gue deux

mesures positives e gt si les Bandes engendrces

par 4 et Y dans % (E) sontidenm.u%

(ou, en d'autres termes,
gl J est U_.ne mesar@ de base ;,s. et im une mesure de base VY ).
Les critdres précédents donpent les deux canditiona snivantes pour

que deux mesures pr,v soient Gquivalentes ;




lentes, i1 faubt et i1 suifit gue les ensembles localement néglicesbles

S
- 86 o

PROPUSITION 2.- Pour gue deux mesures positives i et ) solent éguiva-

£

it

soient les mémes pour 1 et V .
= . -

On en déduit gue les fonctions mesurables (8 valeurs dans un espscse

opologique) sont ies méres pour deux mesures Squivalentes.
PROPOSITION .- Pour gue deux mesures positives (n et Y goient Scuiva-
dentes, il faubt et 11 suffib gque vy =%. . , OB £ est iccalement inté-
grebie pour L ot £(z) > O localement presque partout (pour ¢ ) ;

b By
- pacts. Soit (L une Mmesurs guelcongue sur E , et posons 4 =K f}{‘K 4

Lo % 2
clair que £ est (t-mesurable, 2 et %Laiﬁtégrable en raison ds la

on & alors (t =(1/2). v {%!f étant d6Ffinie localement presque pariout).

=Y

Zn effet, pour qufun ensemb celement négligeable pour Y

en..l
o
anﬁ-:
&
O
<
¢
m.&
@
Qﬁ

il faut et i1 suffit que f¢§ soit localsment négligeable pour (i
{(31,cor.1 du th.2) ; si £(x) > 0 localement presque partout pour i,
cela signifie que H est localement négligesble pour e inversement,
si 1l'ensemble P des. x¢ B tels que f(x)=0 n'est pas localement négli-

-

geasble pour s il existe un ensemble relativemert cowmpact A de mesure

Q.m

e
i\
et
(@)
&
(£}
&v{n

(A} >0 tel que #£(x)=0 dansg 4 est (L-négligeable,

donc A est “Qenegli eable, et (i et ne sont pas éguivalentes.

PROPOSITION 4.- Sur un egpoce localement compaot déoombrable 4 l'infipd

3 B £ o - ] = <y o En g * o)
£ , toute megure est écgulvalente 8 use mesure bornése.
e =i S
s DL 2 fioe £ -l % i = £ %7 X > e =
in effet, E est réunion d'une suite croissante (L ) d'snsembles com-

{A%zﬁﬁ) ; déPinissons une fonction £ > O dans E en posant P(x)=1 dans
A el (L )z% ot flx)- =1 gans A =i Lméa ) >0 . 11 est
2 H i 0 !

prop.4 du.fg? ; comme f(x}a>>0 pour tout x , lg mesure =f. p est

o

éguivalente & (pron 3), et elle est bornée en vertu du cor.t de la




et

2
ulidres par rapport & [i.

yﬁFIWTTIQE 2.- Etant dopnée une mesure positive ¢ gur Ul ©5pace locale-

mept compact E , on @it gu'une mesure positive y sur B sst 5£Ag@~ief@

e e A SR R

7
par rapport & i , st oo g Iinf {y,gé =0 dans M {(E) .
e e =
DEFINITION %.- Rtant donnde une mesure positive [ SuY uUn 85pace
logalensnt compe t E , on dit gue gi est concentrée sur l'ensemble i si

foat

1
‘ensemble | M est locslement négligesble pour L .

11 est elair gue si £ est comcentrés sur M , pour tout ensemble loca-
lement négligesble XN 5 ¢ ost aussi concentrée sur U N et sur
%f“{i% ; inversement, si [ est concentrée sur deux ensembles I, ﬁé\j
les ensembles M, F;L U, et & ’}& sont localement négligeables .
On peut dire ga“un eaaembla sur 1@3@@1 est ccucentrée uns MNesure éav
est détermind qu¥s un ersemble localement pégligeable (pour w Jprés?,

elegt-e-dire qa@ 1a classe @ de sa fonciion caraciéristigue (pour la

Z

relation d'éguivalence "F et g sont égaies localement p

N

presque partout?®)
est déterminée.

On sura sein de ne pes confondre lz notion de support d'une m@gurg

— et celle d'ensemble ci est comcen ntrée la mesurs. Le supporst ﬁsfﬂ
est le plus petit encemble fermé ok sgt concenirée {chap. Luag'
%ﬁagrcg, ) ; mais il existe en générel des parties du support, mon
identigues 4 ce dsrnler, et sur 1@3@&%118&'5& est sussl concentrés ;
DarT exemple,lla suppcrt da L pout %ﬁr@'ﬁ tout entier, mais il

peut exister des pariies d@ﬂ@JbraLEeg de B sur lesguelles 54 est
consentrée.. '

Ez%mggg;m Soit b mune foﬁctian numériqua finie et >0, définie dans & ,

et soit N l’@nsamble des points x tels que h(x)j> 0 ; SuppOEOnS QUS DOur

t@at ensemble compact K | la.sgmma gﬁﬁﬁ, {x) socit Pinie, ce gui @ntrain

gue HNK est Qén@@?yaélg, wmtrement dit, que N est lccaiﬁmen? @éﬂ@@b?&=
: z ’\}a?a@o .
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inf(f,g2)

‘ensenb
= s X froo T -
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PROPOSITION 6.- 851 4 est une mesuve non stomigus, toute mesure de base
87

ment é;rmm@mul@ est gingvlidére par rapport 4 [r .

ato ique, pour tout point =x€E et toute fonction T locelement intégrable
pour i , f@? 51 est néglipssble, donc £.. 68t non stomigue. D'autre

pars, un ensemble localement dénombrable N est localement négligeable

- ¢ 4
pour (+ , domc (£ est comcentree sur 2: B , ce qui prouve gue [ est

étrancére & toute mesurs concentrée sur § {prop.5).

PROPOSITION 7.- Toute mesurs positive (L sur up espace loecalemont

o

s, & o 5 3 % e 6’ =
compact E pout stéorire d'une seule manibre sous la foxme (M + 4

2 # s 7 e
ok ¢+ est une mesure positive non %s@f&&g&@ et ok ¢ est upe mesurs

i

positive concentrée sur uvr ensemble localement dénombrabie.

-

En effet, soit N l'ensemble des xck tels que (L ({x])sU , ot

posons w{}-:,,/,(ﬂza{}% pour toutb xXek ; pour tout ensemble compact K ,

non gtomigue ; toulte mesure con centrée sur un egzs'-e’amble logale-

La premiére partie de ls proposition est évid@n’sag car si (L est non

=
e 5 >
et toute partie finie F de KAN , on a ?’Jﬁ n(x) £ p.{K), done
=% : : il
&'i Wi £33 % 15 hio o T T B TR e anThIhS L h 1
KN L35 -s} 3 G 28T 28 DOTrnS 84 ')v‘lfi..{.‘}%a S Ge8 sSOomges St 4&.} r«}fgCﬁﬁ
She G i g & Y

< —gﬁiﬁ,,} , ce qui prouve er particulier gus KNK est dénembrable,;

donc N localement dénombreble. Soif @'.;;’ ia mesure définie par

98

parcourt ll'ensemble des parties FTinles de K/ |, est un nombre fini

- S ,
(P %(&;féy} pour toute foncticn continue £ & support compact
£ FKeh

iz mesure (' est positive et csn@@v"ﬁmc’;@ sur ¥ ; en outre pour “a:c:u*s
: 3

J

Zek ! 22

" hix) é{«(z{}, done u, L
: 7 ; G
enfin, comme f4 i%f{?:' p:{,%}:g) pour wm:» el , @‘t o (ix}} < f,.,

&

= : o =
snsemble compact X , on 8 (K=

pour tout = e g N y f.c est une mesure non at@miqaa.

Linnicité d;e la aéﬁgmycmtwﬁ congidérés résulie de la prop.6 ;

x} )=0

: e ) e { (43 = ; ?
en effst, si (L L0 = 4l o+ [L, , OO p& et (~ sont positives et
Y j;_ Ly {7 e - i A T
f,;m zatré%@ sur Ces engenbles ld% ciment denombrabios, /L 6% 5",
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st de 1s forme £ —> ;fg dp. , o& g gst une fouction de ggiqéﬁggiE,
b(\

&
ont la classe dans LY esg

b f.'j)
@

En effet, soit © une forme linéaire continue sur L% ; 11 existe
donc un nombrs g > 0 tel que %5(

des fonections continuss & sgﬁpart compact est contenu dans qifp , et
gue. pour t@uta'pafti% caﬂpacte K de B , la topol og;e induite sur
Ckf{E K) (espace des fonctions continues & support dams K) par celle
de fi,P est moins fipe qus la t@p@&@gi@ de 1z convergence uniforme,
lg restriction de 8 g chajue £%J{g K) est continue pour cette derniére
topolegie, autresent dit, la restriction de 6 & A (B

En outre, cette mesure est de bage

- -
> 0 de Qg:(ﬁ} et si T est une fonctionde J(E) telle que <P f
' S A - {p-1)/p <
on a %5(f3g calplr)) £ a»§§fr§§K (u(r)) /p : le critére
de la prop.1 est domc satisfalt.

11 existe donc une Ffonmction localement intégrable h telle QQQ

e(f}ijhf dp pour toute fonction fw§<%ﬁ(E} : nous allons volr que b

est localement presgue pariout égsle évune‘fonction de a%?q . Supposons

dfabord que D }»2; ce gul eﬁtraim@ qu@ g est fini =il suffit de prou-

ver q&afl squm B gegg@uf% liensemble des parties campactes &@ E .
. a -

, : a .
if@ﬁg@mble desz nombres &;ghﬁ‘wwd§£ a5t Dborné.
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Un peut se bormer au cas o g > O, pulsque ggg £ est intégrable pour
. §
toute fonction :e’;’e::o{_’; P _ rosons gﬁzignf(ggﬁ} ; d'aprés le th. de lLebss-
= = 2 =
- cue, pour toute fonction f£E6of © ,one Iigfgdu=1im g Po &
= - : e e S s

or, comme g 9. appartisot & %{j‘" , la forme linéaire sur LP obtenue

= - > ey yd k-3 ’l
par passage gu quotient & partir de la forme lingdaire f — J gﬁqv%f g -
&

sur a{:P , est continus. Un sait (iEsp.vect.top.,chap.I,§ ) guiune
suite de formes lindaires continues sur un espace normé,; gqui converge
simplement, a pour limite une forme linéaire continue ; le th.2 montre
donc gue E9y appartient a e%/fg pour toute partiec compacie K de E .

¥n ocutre, les formes linéaires continues su 1.2 dsduites par passage

™

au quotient des formes linéaires

1

— jg@yf dp sur o{fp , forment

1

- 0 1
un ensemble faiblement borné dens L~ (identifié au dusl de ‘?)3 puisgue,
Ka |

pour toute fonction T ¢ o - et toute partie compacte K de E , on a
g7

%i{gag g’ﬂ,n,?égf.;ce
suvrement dit 1l'ensemble des nombres Jgégg Q ci;,b est borné, ce gui

ensenble @*@4‘ donc aussi Ffortement borné,

prouve gue g ssi localement presgue partout ég;a,le & une foncticn de mfj
5i p=1, la pmmiére pertie du raisonnement momire quse pour tout

spsemble compact K 89, est essentiellement bornée, et la seconde

partie montre gu'il @msm un nombre a > ~ 0 tel gue H o0 (g@g) £ a

pour toute partie compacte K de E . Un en déduit gque g sppartient

8 L7 ; sinon, i1 existerait un ensembls compact X de mesure > 0

tel gue g g{x;@ﬁix} % ?>; s+t depns K , ce gul est sbsurde.

6. Applications : 11. Forctions de mesures

5019:1‘3; A une mesure tositive sur un espace loaalemex;t conmpact B ,

et soient ,Mi (1<i<n) n mesures de base A ; on p:eﬁt done écrire

i
intégr&bieg pour ja, . Boit u{:ﬁ;} s g oe s X ) vne fonction numsrigue

'.g;é,i-:zfi A - ofi Teg £ sont des .LQJG@iOﬁE numériques f,s.nie@ localemsnt




= '
défini 1o ﬁw"ﬁ o A By o 5 £ 2% 3 2 4
efinie dans R et ftells gue la fonobiocn &gfﬁzzggagﬁgf ) 2oit locaie-
: , = n
-2 o = % SR L Aaen e i % =
ment intégrable pour A ; on pose alors ul i, yégaﬁggginjzgiéﬁﬁfqyos¢
- , : 1 z s

ngﬁ)oji . Cette définition ne Gépend qgue dss meﬁuf@s;éi et géi -

car si on remplace f. per une Tonction g. &gals locale: ment presqgue

n
i i
partout & £., il est elair que u,gﬁﬁ,ecggﬁ} est égale locslement
presque partout 2 ul(f,,...,f
Soient Yy (1<k<p) p fonctions guﬁéziﬁasg définies dans 'R €¢
0

telles gue les p fonctions n, (£4,5,,.--,F =g, =

2 n ik
intégrables pour A ; et soit v ume fonction numérique définie dans
EQL et tells que vigi,,e,ggy) soit loecalement intégrabls pour A
alors si on pose w=vou , w(f ,...,f } est localement intégrable

pour A et il est cisir gu'on a

W(?‘« g = r‘n}’v(u (f’i;s””sf—"—w\_is”s.ﬁm ( pec=p (L ).

25

5

Donnons-nous maintenanl n mesures zrbitraires [, (i<i<n) sur B ;
il existe toujours une masure positive A tells cue §§a %@,ﬁ, pour
, 3 ‘ oaad
igign , par exemple ), = sup |p. | ; on peut dopmo éorire pour
1 iée,f\;‘y‘;, d 5
une telle mesure 4 , géisfaeul , of f oot essenti ellement bornée
et mesursble pour A . 81 ulx,,...,z )} est une fonction oumérigue
= 2 © = mzz- 5 : : N : = < 2
167inie dsns R at tolle gue ul(f _....f ) s0it localement intégre-
: - 12 Zn : =

le pour A {@@qui sers par @X@@Ei@ toujours le cas si u est coatinue

dane T 0, on peut iéfiﬁir c@mm@ ci-dessus la mesure alie . 1),
s, 7 ". - ¥ ; 1 ‘g 23' 5
meis cetite mesure dépend en géméfal de ,Ba m@QUf@ ;i choisierteilg gue
gq‘! ~ 'Y«
g’#""/i‘ ‘\ j{, (‘% ﬂa

¥ 2 tautafols un cas 1mﬁortan* oh u{;»i‘.aa,fi J ne dépend pas

3
de A ; clest celui of la fonction u{x,,q.@;x J est pdsitivement

g 2

homopene auzrement‘wi% ile que L€%&4@.,gg@x“}“ gulx @Exgggwgzz&}
= % >< ’ i =5 5 Gy = 7 :

Dour %@mﬁ sealaire &2 0 . BB sffst ﬁﬁléﬂger %@‘4{, deux mesures
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4 positives telles que |H, 1<\ @”%igaﬁfymw igign ; comze on &
alors aussi é;Aig < igfégégJi?)g on peut se borner su cas oh 5 < <\
Un peut alors écrire A = g. A , o8 g est > U et localement inuégrab&@
pour A , dich ;&isfiaing%f} = {fig},‘kg , £.g étent loca ement inté-
grable pour » ( 54,cor.1 et 3 du th.2). Cels étant, on a
u(fig,...,L )= u{fﬁssgggfa}g , et comme u(f,,...,T ) est localement
intégrable pour A=g. X, uéfgﬁa@,gfﬂ}g st localement intégrable
pour A et on a aif%ggxoagfﬁg}g“hg;aifﬁgﬁa,yfﬂ},{g=qA? ﬁ?ifﬁﬁa°9fn}=iL$
ce gui prouve notre assertion. -

Un no tera dlzillevrs cus la éém@:gg' atior précédente s'applique en

supposant seulement gue A est de base éi, on peut’dcnc-eaear@ définir

ot By } en vrenani pour /. , non plus une mesure positive telle
'{-:‘ﬁ g z
| qus fféi§\~i% pour toute indice i , mais seulement te 1ls gue chacune
A
des mesures (. soit de base A , car alors ByD ( §yi§} est aussi ds
i i .

ém’
Bede,
g’:)
(X?

bese A , ot la remarque précédente s'app
Lorsgue u est continue (et homogéne), on peut donner upe définition

directe de ulp ,.. ,44,.) qui ne fait plus intervenir sucune mesure

- " = + -
Dane 1o cas particulis: des fometions ulz)sx , ulz)=x ou ulx)=|x|,
les Fonchtions 5 P g'%éfini%@ de cette facon coincident bien
avec celles gul ont 6té désignées par ies mémes pobations au chap.ill,

2? sn vart@ de la prop 7 du §z -

L

Lvexﬁfassicn de mesurss !Li en nombre fini comme mesures ayant une
m8me base permet sussi Lo completer la prop.v du 331 de -la fagon suivanid

PROPOSITION 9.- Solent p., (1<i<=n) n mesures positives sur B . four
= - L i - 3
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5) Soisnt (L ek Y ﬁ%&ﬁ}”@%ﬁ?@@.@ﬁ%iﬁiﬁ@ﬁ étrangéres Sur un 6space
localement e@m§m34 ¥ . Montrer gue pour tout nombre p itel gue
1<p<too , llespace vectoriel tepologique L§{g§§.+'9} est iso-
morvhe & llespace produit des deux espaces vectoriels topoliogligues

6) Soit ¢ une mesbre positive sur un espace localement compact Z .
montrer que si le support de L est un ensemble infini, l'espacse

4 . - = oo,
L (B,iL) n'est pas réflexif, nl par suite son dual L (&, )

{(exsminer séparémsnt 1c cag o& g-es@ non atomique st le cas oh Y
sst c@mceatré@ sur un ensemble localement éncmgr&bia : dans chague
cas, former unc suite norndée (f |} dans { s +) qui n'admet pas
d'adhérence Ffaible).
7} Soit (L une mesurs positive sur un egpace localement compact.
On désigne pér* 3% le sous-espacs de liaspace t@p@i@giq&a
{ .

“i%a} Pormé de toutes les Ponctlons caractéristiques d'ensembles

= <~

= & =1, 5 . oo P 7 po Lo = 4

intégrales ; g¢ est contenu dons tous les Cg’-kﬁgfa} pour 1 <p<+too
5 = - & 3 P ST S Lo L;/_:‘.O e §-ol =1 f’;’ j’};’% : e o

et 1z topologie induiis sur ¢ psr celle de £ “(E,p ) est la

néme pour iLoutes les voleurs de p telles que 1<p<s+oo |, Un dési-

< BT e S SR = 227 e i B o 2 o L ;
a) 80it T une fonctio apparienant & l'un des espaces o au

B
éf% dans & es
b)) wontrer qus le ﬁaaawegﬁaﬂa H de b¢ est fermé, donc complet.:
2) soit (£ ) une suits de fonctions de o (%”%‘f+ o= }, telle
gele our tout ensemble intégrable A , la suite des nombres

e -

fﬁ@ﬁdgi aait bornee. montrer qu'il existe deux a@ﬁ@f@& e >0,

que,

el

S

e

‘>fQ @?g gue ls f@iﬁt“@ﬁ x~§A} 2 @mtraxn@ fg g@ d&A < b

pour tout n {u%ingar @} ot b1, en appliqﬁan@ 1is th; de ﬁazr@ &

tespace a@mpiét,ﬁ}a




gue pour tout &na@mblﬁ

- 2 m % 7
o D e S 7L A S ; 3
€ foncticns ds o/ (l<pdt oo )

P

c) soit (£ ) une suite de fonctions irntésrebles telles gue

- [} 5
dang {;B pour tout n , st gues, pour tout snsembls mesursble A

lz spite des nombres

>

d) Soit {fﬁ}

une puite de fonctions intégrables @@léws gue

9) Déduire des exerc. 7 et & leg‘mr@n@siti@ms suivantes :

2) Pour gu'une suite {'z) soit bornée ﬁaﬂﬁ i'espace f%f 5

3@&? E@rne,

&d&&f&bl@ @'d

Z?ﬁyseﬁu

- 1T ¢ dy  tende vers O avec

telle gue,

/n¢

fwﬁgﬁd5L soit bornée. wontrer qu'il existe

". ¥ 3 ; 3 {' 3 Z
un indice r tel que la suite des nombres iigfﬁiﬁ ry G est borrée
z 4 i ¢ SN ¢ ;
- (m8me méthode gue daue ;ﬁgzefe. 7 el -

£ (x)=0
n

dar —»[’3 pour tout m, et qae; pour toul ensemble mesurable 4 |

>: !’7 s 2, 2 R -

:mj T.9,0 ¢4 t@ﬂ&@ vezrs O . r tout nombre e >0, i1
8% gt@ un indice r el qus | r~~ 0 ¢ € pour tout

7 4 Ak ”V‘ 4 %,

indice n (mema mé*ncd@ que dens liexerc. 7 ﬁ)} =

i1 suffi%

l@’dﬁg m@mbr%uA’

m—
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H fu :
= 3 e B A = PP S 3 = = = R
un ensemble B de mesure Tinje tel gue | if o, . di < pour tout b .
i i

jv (Montrer dfabord gue ls suite {A;} est bornée dans Lﬁs puls utiliser
le foit que A (B) est dense dans ;
b) Donmer un exeumpls de sults {%;} satisfaisant sux conditioms 1° E
et 20 de a), meis non faiblemeunt convergsnie vers U dans i {cf. $
16 ¢ :
vy

, tery
la suite (N’} satisf , 1la condi
faiblement vers O dans L. .

d) sontrer qu'une suits (f ) de fo netigvn 1) peut satis-
faire aux trois conditions de a) sans gus converge faible
ment vers O dans 1P (cf. exerc. 10 b)).

12) a) Soit (fg) une su’te de fonctions ds f * (p > 1) bornée dans

Kl

D ' - -
P~ et convergente ep mesure (chap.lV,? , exerc. ) vers O dans tout

of
onsemble intéprsble. mMontrer que la suite (£ ) converge faiblement
vers O dane L§ :

) Donper un exemple 4o griﬁ@ (£ } de fonctions de & , bornée et
convergente en mesurs vers O dans E , meie telle guo (§;} ne tende
pas faiblement vers O dans 2 (cf.exerc.1% ¢} ).

c) Hoit e 1la mesure ﬁé L@b@sgﬁe,suf B zg?gﬁﬁ . Montrer gue, si
fh(x}=giﬁ nx , la suite {%;)vconverg@ faiblement vers O dans tous
les LY tels gue 1< psr-oo , mais ﬁ@'ggﬂverg@ pas en mesure vers 0.

- : .
13) a) soit (£) une suite de fonetiens dge of " telle que : 1° 1a

suite ff ) converge en mesure vers 0 dans teut‘ensambl@ intégrable :
-0 pour tout e >'Q il existe 5:>@ tel gue 1s relation pHA)<

@ o i -, 2 -
entraine lim sup ;;f g@ d&a £%& ; 5 pour tout € >0, 11 existe un

""}”")g




url ensemble B de mesure finis tells gue j( '

fortement vers O dans T

= - - - o :

¢) Donner um exemple de suite (£ ) de fonctions de o/ qui sati
n

aux conditions 1° et 29 (ou 1° ot 2°) de 2), mais telle que la

suite (?n} ne converge pus faiblement vers O dans Ll {(cf.exerc.i1 b)
et 11 e¢) ). ‘
14) a) So0it {:i" ) unme suite de fonctiona de c:gi , telle gue :
1° lim) jfif £ 7 0 presque partout ; 2° pour tout e >0 , il

%
existe u,>@ tel C;Le 1z relation ©{a) < S entrsine |
1im.sup jfﬁf L au <E - % pour tout €& >0 , il existe un ensgemble

m«m;;ro(‘ w’npﬁs 3[‘
B de mesure finie

i t
e
montrer gue la suite {f / converge en moyenns vers O .

3 e

{Hemarquer gue, pour tout € >0, 81 C est l'ecnsemble des X EE tels

gue 'fn{x'} £ -€ pour un n 2 & su moins, la suite (B ) est décrois-

sante et a une intersection négligeabls).

b Soit (fﬁ} vne suits de fémcti@z}é ds rzfi telle gue : 12 i1 existe
une fonction sommable g telle gue fkl > & pour Lout m ; -

29 lmjz}o £ 20 presque parhout ;. 3° l%m“_:éap /fﬁé,f <0
gontrer que la suite {fn} COnvVerge en moyenne vex*sgo {montrer &'asbord
que pour tout ensemble mesurable & , on a lim.inf Jfﬁﬁa&d y«- > 0 ';

p&ls %@m&rqaer gus p@m* tout ems@mme, meszarable s , on 8
e S { = ,

lz.m.azzg ir a2 .};im;sw“ {ffg au+t 1111;%jf1mﬂ8i% )

h ""700 j A ; WL 2 e ! =2 AL ;g.&. o
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aiaxs',@giéf g} = la L {§f§ )

scit vne mesure de base Y

22) Soit (gt ) une suite croissanie 4ds

nl

, > o S | e o P ;
} une suite guclcomgue ds meSUTE:

v T P - = = w % o < 2 s p
24} soit B un espace localemenc compsect dénombrable & 1'infin., et
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a) uontrer que, pour qu'uns fonction Q & valeurs dans un espace
topologique F soit { -mesursble, il suffit que g: soit Pq -mesurable
pour tout n {ut;lls%w lt'exere. 21).
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b) Déduire de a) qus si £ sst lccalement rrasqae partout égale &
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ble, et pour tout emsemble compact K - ;iﬁgs@:'
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Soisnt B un espace le@azemant compacth, A un sous-espace localement
compact d@ E . Pour toute applicsticn f de A dans un espacs Vectoriel ¥
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ce gul démontre la proposition.
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st la mesure de Lehesgus sur < , 6v 4 le s0uUB-85paCe B
réduit su point O, la mesure induite &;5 cest nulls, donec son
support est vide. :
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= = e o o 5 = Zi o = == e : g g f or
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_ S5 y & g , :

borne supérieure finie lorsgue X parcovri llensemble des parties
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COROLIAIRE.- Soit & up 3@&5=3$§“@9 fermé de E . Toute mesure } sur &

est identioue & urs mesure irduite sur A par upe wes b;@ sur E .

donc coumpact, et par suite /. -initéprable,.
} Soit

Exercices.- 1
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S e = = % 3 e =
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)
e

; B i ZeaA
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Solent E un espace locclement compact, ot 1« une mesure positive sur

E . Soient F,F' deuxz espaces vectoriels sur R e

{(Zsp.vect.top., chap.1I1) ;

tells que, pour togt z'c F' , 1z fonotion numérigue x ——><-{'(x) - z>

(que nous noterons simplezent <<&§3 Z?;>x} s0it
é.ésign@ns par @{Z +) son intégrale.

est une forme lggéairebsur'??5 done un élé ient du

- E@fiﬂl%l@h dea fﬁﬁﬁt&ﬁzs fa&ﬁ?am%f intécrablos .
: iwal;tewiaiblg

@asi&éxeﬁa une apﬂllgatlcn g? de E dons F

iﬁ“&p ication zﬁ

dus ﬁébrigm Ef @;@

“- lntégrable
—qlz?)

P




Y

A :

En Qu’%mg si / £, g?:}, o5t u«izz%ég,zﬁa@i
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2. Propriétés des Ffonctions falblement intégrables.

- ~ -5 A
nous dirons gue cet élément est 1tinkéerale de ls dfonction [ par

2

MW

s = 4
"”&pi}ﬁf & (£ , ot nous 1s noteroms K (f) on jfap om
%{x}é{i {x). Autrement cﬁz.% on s par définition

Vel 5 =
= &5} § ol ~
i / ez = L >t 5 d
: } < 7 -é" fii- ; \j 4\‘ T = / a f
pour tout Z'e F' . '

Q"l h.v
oy

P attin.

L as
un 80us-8spe s T , la topolo-

ot
Ly
et
)
=
e
e
&y
Peto
(s
£

Ou szit gue F peut &tr
gie induite par ﬁ{}é‘?%g?’ ] sur ¥ étant la topologie Paible ol ¥, F1) ;
en général, 1'intégrale J { dp d'une fonction prenant ses valeurs

£ 3 F . (chap.lII, 34, exerc.1).
e pour tout gz'tc ¥ | at
=

dens F n'appartient pas noécessairemen

et essentiellenent bornée,

Lfe, z_.*f‘) = g{\_gg z' est intégrable pour tout z'e F' , dono

{_g‘f d & est définie ; meis il psut se Paire que fT d . appartienne
é ¥ , st gue pour certaines fonctions g;(-,g{, = , Llintégrals j/ § g ép
nlappartienne yas aF lexere,t).

DEFINITION 1.- On dit gu'ume apvlicstion [ do B gdaps un espace locale- |
ment convexe T gst faiblement intégrablie pour la mesure (L , lersgue
Jes @@ﬂd’%&g&ﬁ sa”"@'azz%as sont réalisfes

40 pour tout z?eP? | la f“ﬁ@ﬁl.;ﬂﬁfgﬁéflg'@% 4/ é; - est inté-
grable. | -

2° pour toute fonction numérigue g mesuz urable et essentiellement
bornés, gﬂ %’g diL 2pp artient & F .
: =
L@z“saue la premiérs copdition seule ssf réalisée, on dit gue

{ ost impropremept faiblement intéereble.

L, est alaiz' que si '%_",e'&; éz, sont faibleuent imégmblasp il en est|
de mems ﬁe {f 1+§ 3 et d.e g,g p@u:a? «mm wzze @i@n nwérique geef”&“
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si g est une fonction gueliconque de oL , en modifd ant g

o

gt ag 8&&@@.16 localement nésligesble, on peut supposer gue

§ z & prouver
2 b :

que £dy appa f?l@m 32 F . Or. 1'hyvpothése entraine que £ (E) est

Z 3= ] : 7 e : I

Fi* . Soit alors K une pa

{oh on considére gue

I
9 P
i 9 @ appartien 8
- . (s ~
& & = D e g i 74 ! = S =
tient & F . Dilautre part, pour tout Z € r° ;igfféfj?$; i tend

by
&
@
&
i
€t
&
s
i}

j;g dy suivent ¢ ; msis, pour tout 2P cFf , on a

Lo du, 27 é mfi[/‘{" o/, @{141%(’5’ < =

g<§ /ﬁ%fég i vg"‘j‘ AT f K f“"”:‘j‘% i Z};

ce gui prouve gue l'ecnsenble des pointe {i§§ri§n ect borné éﬂns F
> J=k %%

donc contenu dens une partie ds F foiblement compléte ; la limite

j\g dg& de 5%’@Eéy, guvivant §> sopertisnt donc & F . pr@pasze
; %
tion suivante généralise le th. de Iebesgus.

PROPOSITION 6.- On suppose gue 5out enssmble borné et faible oment fermé

daps P poit feiblement complet 5@it'§? J une suite d'applications
L2ie L1 - : £

faiblement intézrables ds E daps F , qul converge presgue pariout vers

E;ZE | ,v— W..»,._........,A.,._.. ,.A 1 3 ( Z E?‘Ez ‘iiﬂ '; : = Q e -“ : Z i EE : =9 ’fv; "“;’:Z < 2 7 7 ‘ 2 ’.‘E 'f" ~ S E & g g et a L‘E E
T R TN R 3 g x & 2 :

e _gue,;

pour tout z' eF! , il @xxste une f@ﬁ@bicgmﬁumeflyu@wintég

hzy'zLQ‘telle'gm@ g <§§ - :>§*;h . presgus Dazt9u+ paur teut smﬁiex n.

ﬁ‘:&
_Dans e@s’cﬁﬂ&itiona; .g ast faiblen @ﬁﬁ»iﬁﬁé%f&bl@, et pour toute

v OO !" Pad = < o o v - F
fonction g €of F ! @»g d gg% limite feible daps F de la Ea suite
i = .

[ £a8 o




e Comme 3<< wgs ?§;>§ igib B_, presgue partout pour tout n, on peul
‘» § B 2 g 2 ? z
x

o s boroer & montrer gue %j§§”a apparticnt & T et ent limite Taible
de ia gnite des §’g 2
o2

45’5 5 ZQ/;> tendent

th. éA ie b@sgasg <i

est limite falble de 1la suite des inté:
niéres sppartiennent 4 F , ot formen-% ¢
logie faible o(F,F') ; leur ensemble ost
suite contenu dans un enscuble

. j[é-‘d‘pb de la suite (j é.fnd
Exemples.- 1) Soit A un espsce locals

Z 4
des mesures sur A , mami de la = 7 = y{;{g} 381
it d £ i 7a & nuné TABUOE A ot & SuOnor. Ccoh ct
espace des fonctions numérigues continua: 4 et & support compact,

la topologie vagpe sur F niest autre gue iz tol

.‘

on sait en outre que touie partie boraée de F esi rolativement compacte

pour la topolegie vague (chap.IiI, S2.prop.o) ; on peut é@?w appliqu
is th.1 ot la prop.6 pour sonirer gu'une applicaticn x ;>ﬁ~ de E dans
V%ﬁ {A) est faiblenment intégrable.

2) S0it G un espace localement conv roxe sépare ot

top.,chap.II, ¢4), et soit G! son dva&, Op ssit gue, dans @f nuni ds lsa
2 5 3 4 5 5

5

topologie faible o(G',G), tout ensemble borné est relativement

faiblement compact (Esp.vsct. top.,chap. 1117, On peut doac.appllquer

le th.1 et la prop 5 aux agylicatlouswd@ E ‘dans &§ =

' Bemargue. L'exenple 1 psut etrm @ﬁ@sLde%e comme un cas partlcalzez

do l?exemple 2, F? 3{(&} pouvant £tre runi d?une t@p@l@gie d”esys=

3,

af,aﬁan. 111 - é 2,

7
sﬁ

&

ce taﬁnslé pour laquell@ ﬁvu%@{é? ’ azjzma&

exerc.1 ot Esp.vect.top., chap.II, § 4, exerc.).




THECREME 2 (Gelfand-bunford).- _Soient & ot H deux espaces localement

= Ko s

%) Soient G et H deux css&ue‘fsé%}azﬁég et topnnelés, et considérons
1'espace F‘»O(:(G H') des zpplications linéaires contlinues de G dsus

le dual H' de H (pour les topologies faibles oG, G1) et ﬁ(ﬁ‘-’ ,8)).
Considérons l'espace Fl= G@H , produit tensoriel (mon topologique)
de G et do H ; on salt qus gi, pour tout Z-= >3 @%i de G&®H
: 35 /}, S = #% =
et tout TeL (G,H'), onpose < 2,0 = ﬁ»‘f“ﬁww a, }> la forme
2

bilinéaire <z)§/ met les czpaces G RBEH e t’i‘—ﬁi {(G,B') en dualité

ce) ; en outre, 1'hypothése gue G

fos
E,nh
w

faibls (¥sp.vect.top.,chap.l, Appendd
et H sont tonnelés entreine gue tout smesnble borné dans F est

rolativement faiblomeni compact pour la topologie ofF,F') (Esp.vect.

top. , chap.lli, 3 ) On peut donc appligusr le th.1 et la prop.6 aux

fonctions définies dans & et & valeurs dans F = of (G,H') ; si
x —> E’x est une tells fonection falblement intégrable, }E U 4 ulx)
appartient & ol (G,H') ; qu.elss que soient d.€G6 st Le H , la fone-

tion numérigue = ~7><§; Ef 4 ) > est intéprable et on a

(=) [Lb,m(ar> ap = b (Tap@Na)> .
Liexemple 2 correspond au cas particulisr ¢f G=1K (l'espace {f (R ,H")

6tant alors identifié aves H!).

g

Lorsque, dans ce dernier exemple, ob suppcse sn outre gue et H sont

des sspaces loealem@xzt convezes metriseiles ol complets, nous allons
Fes

voir en outre que toute fonction & valeurs danse F = o (G,H') qui est
inpropremsnt faiblemezrt m‘é;egza’ble @st ipso factc faiblement i tégrau

ble ; en d'autres b‘termeﬁ :

o

Paibles o{G,G!) et s(w,,,v} Soit z »ﬂg,g e

I




est continue dans € .
11 suffit pour cels de

Y —> £ est fermé dans ;%ag

}.,;

= Z .,‘

chap g,,.a q?; s cor.4 du th

gue si la suite (yﬁ} tend vers y dass G ,

«at

tend vers ¢ dans L

?n
mais par ailleum 1thypothése sur %‘:

P
20 égaéwéa@

v T g {x} @st csntizm,% ; done la suite {ffj

e

y

et g1 ls suite {f )"
S b yﬁ
(E} alore § =%, ; or, en @};tm:;rant une suite
? . =

partielle de la suu@@ {ym} , on peut supposer que ia vite des fan@=

tions cem‘&zﬁga presque partout vers une fonetion g ée la. classe g

gue pour t@ut xcE >

Je converge par artout vers

73l ;\j

. z 3 ce qui pmuvg Q&@ f}é % _presque partout, dioh 'fy*’”‘- g .

b2




- : - , - / , -
On raisomne de méme pour ls forme linéaire Z‘ﬁﬁj¢{fz;p§g{;§}\ L pix)

et le théordme est sinsi démontzé.

: = - | -
Comme pour toute fonclion numérique g Cof {E}, i1 est cl
X ~%>g{xI§z- gaticfoit sux némes conditions gue % — U

£ = = z o B2 2 z 2e 2. 2 : T
montré que X — U  est feiblemont intéorable.
: _ , = ‘ 2%

COROLIAIRE.~ Soit H un ospace localemont convexe, métrisebls et complet.
Pour gu'une avplication 7 de E dans le dusl B de H soit feiblemend
intépreble (pour la topologie o(B! H)), 11 suffit que pour toul z€H ,
<% 2 e i s S = T — S S

1z fonction numérigue <« z,+& goit intéerable.

Remarquons gu'avec les hypothdses du th.2 , o (G,H') st aussl

1'espace des applications fortement continues de G daus Bt , et psuc

&

par ailleurs 8tre identi?ié & l'espace des formes bilindaires fortenent
continues dgas‘ GAER {ggg;vect,éénﬁgchapazigy,

pans le cas particulier of G st B é@ﬂﬁ &aaragyaé@s de Banach (et par
suite H' un:aspage'ée ﬁaﬁach'@@ur iz t@p@i@gié forte), on & exn outre

_le critére suivant :

7 - - = : - . v}
PROPOSITION 7.- Soilent G et H deux especes de Bepach, st 80il P=ol(G,BT]

1'sepace vegtorisl des aoplications linéaires fortement comtinues de G -
dens lo dusl H' de H . Solent & (resp. B)
de G (resp. H), ot soit x~»e>2%”uﬁe'aggliéatiog de T dans F , satis-

faisent sux conditions spivantes :

guels gue solent 4 ¢ £ st b€ B , 1o fonction pumérigus

AR

x —>{b,u(3)> estmesursble

I
= 2 - Tl

/B




= 55
¥
i

4 e ‘
) igiw%"ﬁ {z) est finje.
3 TR =
existe un Slément [ U dp(x) et un seul de
) x e

n (4) quels gus scient 1¢G et LeH .

Comme {<"77 g (y }/} : gj U % ’,é Y. ’z'{ , 1a Tounction numérique

X -»;><Z ;8 (3 )> est intégrable quels que soient YA et ZzC B ;

e @uﬁz’eg on &

) | [z > apEl ¢yl 1zl |0 lap=) .

S A7 g j ? ﬁm?(},:} %g} i jg éZ% j m}z%@' LSy

L'élément Ych étant Fixs, la mla@ien {(5) prouve que 1l'appiication

Z wﬁj{ 4 Q { y §> dy,(»b, est une forme lindaire continue dans B ,

gui se prol @my@ donc par continuité en umne f@rm@}.‘i:iﬁéaim continue V( 2 )
e 3 5 » ~g " b = 7 3 i} :

sur H ; on g par définition f(ﬁ\’z s, (v )\f @ig,a{g} «»<Z 2J( Yy ,x/> pour

JeEA et zco B . Cette relation s'étend dfabord loz rsque Z eost guelcon-

que dans H et Y< A : en effet, si (z ) est unme suite de points de

n
B tendant vers Z , les fomnctions ;*;-ﬁ/fzn ,EZ ( Y ) /> convergent sim-
=~

plement vers x ~—;><g, ﬁgwi_:ﬁ }> dans E : Q'%lliaurs 1a suite (=2 ﬁ)

P - i e -~
est bornée, donc i1 exists une constante a telle ga,@!/zmg £ }>§ <

<

£ 3 ; ¥ - i Lo = ¢ o
est intégrable, et quion a f<;z; E; {(y /> dg{ ) éz%%< s¥(y )>
=L z,9ly )/> . Osla étant, la mlatim 5) montrs que ll'on &

g:z:

(6) ¥y (“lo jepts)
) ROV
pour toult ych ; cela signifie que ¥ est one application lindaire

3

< &’%Exi pour tout n ; 13 th. de Lebesgue montre donc que LZ,U (y ) >
3
&

fortement continue de A dans H' ; elle se prolonge donc en uns appli-
cation fortement continue ¥ de G dans H' . En outre, si (y ) est une
suite de points de A tendant vers ya; g . les fonctions

x —> <Z, ,E{X(}i n)> convergent simplement vers x —» < 2,4y )}
dans B ; en appliquant le th. de Leb%gwa comme ci-dessus, on voit gue

1a fonction x w(\Z'g;@ (y»}} est inlégrable et gue lion a3
X a
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B tel gue £ (En gﬁ‘ﬁ B801 @35“%;& ds=rns un sous-ospace de F de tyve
’“@Mi’fs?‘i‘%@l@ (ehap.IV, 35 prop. ) ; m nals une fonchtion Paiblement
mesurable qy.@gzcuz;ﬂ&@g &5 pas né@é@gﬁ esment mesurable (cf. remsrgue
suivent la prop.5).
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sur {f , %@ﬁdam.?@mﬁ au ;@ﬁ,ﬁt & 1%infini) ; le dual F' de 1l'espace
de Bangseh F est lle a}?&ﬁ@ des suites < m{zﬂ} telles gus Z iz %@w

avec ¢ y 2;> z_ - Soit 42‘: =(£_) iiapplication de z?{ dans F
définie de 1a f@.gmz @'e;z;v,vm‘f;@ - fz;“{;lmw s of '; i£$j65’fﬁz . &ﬁ@ntray.
gue, pour tout Z¢€ e <§53 Z} o8t int sgrabls, et gue g est
mesurable, mais gue gC 4 “ ntappartient pas 8 F .

b) Soit Ifxi la mesure %@ Lebesgue sur E = ;%:’;qgf/n%é . 50i% g itap-
plication ds E, dans F définie per les conditions %i,{z} ={(x]
pour x 0 et ¢ (x)=-F(-x) pour =z < 0 . lontrer que g est

'é%h gue {% - Zi} goit intégrable pour tout z ¢ F! et que

; 9 @{» appartient 4 F |, mais gque ¢ nfest pes Taiblement intégra-
4 i = bl}@
g :

2) sSoit ¢ la mesure G3 Lebesgue sur E= l’;%j , et fse:z,t P un
espace hilbertien ayasnt une base orthcnormale dépombrebls (2 ).
Scit £ 1fapplication d3 E dans F tel (¢
£ (x)=2" %n/ﬁ_ dans 1'istervalle 23 \i
; / >
z; ea‘%: mesurable et faislement inté, j‘
fS"/‘t @“ la BESUre do L@aesgv.s sur BE= g:@sﬁ , 8t é;@:*;f; ¥ un espace

' hilberé;wa a:;am: une bnz;@ cffa@zz&rmﬂ;?@ (€
goit 4 un ezzasmmg zwzz niegurable dens ¥ (chep.1V, 24,exere, J ; on

P «qr = ; g z 5 = == 3 Y o )
défipit une applicatiocn 53 de E dars ¥ en posant £ (x)=0 dang é_, A

st L(x)=e pour xc4 . Uontrer gue £ est faiblement intégrable
2 i : 7 & >4

ﬁaﬁ.g que g{‘g 5,?@5@ pas nesurable ‘

o ‘%:?}» Sel’s% l%spplication de 2 dans F :léi“j_zzia $:;=»f’ %(?}»

poaz* tou‘t xg}?. - ;‘.»ientrér gue ls rést? mien d@ % & un ensemble
ccmpae,t .mflni n’est Das ecntinue p@a:ﬂ, la topol ers,e,@ ﬁa;pla ' @'iu Fr).
4} 301‘& {m la nmesurs ::te ia@'besaae sur ,' ’ 3»’%; : at"saiﬁt ¥ i?rgs'pgcau

_de Banach d@s &s,itas aa(x ) tendant vers U, svec ls norme
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“w'i...pQ‘,u = 3 T ﬂ e e
i % §§ 8UD gxﬁé ;36 &ugf,je F est 1l'sspace F! Q@sﬁ ase.m,fg ymégﬁ}
des suites telles que 5 %;ﬂ %{rm . Soit A le sous-espace de F
forué des suites dont un pombre Tini seulement de termes soni #0.
Soit £ 17application de E dans T défini de ls Pocon suivante :

= i % T A SR = % = ; 7 >
si {g(‘%,}z{inm;} » £ (t)=n pour 1 (ot1) € £<1/n , fﬁ&fg}g@ nors
ds cet intervalle. Monirer gue pour tout 2eh .24, L (% }?/> est

&,

5} S0it F un %};a@@ ile Banach, ¥' son dual. Your tout p tel que
-z

2 27 = o D =y s &
1<p<toc , ondésigne par A = (8) f{ou simplement A‘i ) 1'en-
*£ ‘,X‘f
sexble des applications L de E daps P! telles que, pour tout zZcF ,
oz - A 2 n
la fonction mumé¥rique < 7, > appartienns & f?{E), Cn &

S

e f;'c: A fw ;86 A est l'espace des fonctions falblement
13 2

ntégrebles & valours dans F!' (ef. cor. du th_ 2).

a) Hontrer gus si, pour tout ZEéTF , on désigns par £ la fone-
2 -9 £ o > = o 5 o i 2 /v =~
tion aumérigue <z$.§2 > l'gpplication 1linégive Z —> £ de T

9 I} 5 - . : e =
dems L (E) est continue (wéme raiscnnement gqus dans le th.2),
{§ ) 1a norme de llapplication lindaire continue

Z — % - montrer que U (£ ) est ume gepi-norme sur 1l'espsce /\p
27 §

z n 7
b) llcntrer que, pour que [ appertienns 2 A" | i1 faut et il
¥ Ty
Lo

suffit gue, pour toute fonction numérigque ge L2 (4 /PHifa=1) ,
le fonetion g.gj B0it Paiblement intégrable ; on @ alors

B (er) < U (m (g)

2 = D
o) :38;216 ?i.,?%m@@ f@ 1@ - montrer gus la seni-norme mg est equiva.«

lente & lo semi-norme M*‘(é{, }w- 51

g

¢ =
pgfﬁ@ _agzgg s OB A parcourt 1fen-
@s@mbl@* des partiss mesursbles de E ;

:‘z@ fag@m préci ise, on &

B < ¥ <2i' . En ﬁé&aﬁ;m'qu@i”n 88t une semi-normg équzv&wm@ 8

1 1
(L) =8sup Wlsl) .
& qig. g1 .




d) On prend pour F un uspace hilbsrtien ayant une bass dénombrable,
pour 4 la mesure ; montrer gue les semi-

normes "2 et E*?,E ne sont pas équivalentes sur lisspacs @i&, des

o

fonctions igz’tégza, 1&% » @t par sulite que la topologie défini@ par i
&

i
sur cet espace est =

trictement moins fine g définie par E’
{donoer un exemple des Ponction faiblement intégrable mais non iﬁtée
grable, qui est limite pour la semi-norme H, d'une suite de fonctions
é‘?&%ﬁ’é@é ; cf.exerc.2). Hontrer de méme gue pour tout p fimli et >1 ,

,zé et Eﬁp ne sont pas en général éguivalenies sur @{ff’ﬁ (former un
T

exsmple analogus ).

S0
@) lontrer gue, sur .'espace c{f pr 2 OB & @;W =N_ .

6) s0it F un espace de Hilbert ayant un2 base f‘;}f’"ﬁl’*@ﬁgmﬁé dénom-

J. Seit @ la mesurs de

b
=
Lebesgue sur E = ";3 ?j Scit W, la fonction définiec dans E , &
‘~<
: : : % 5 2 . =i
valeurs dans F , telle cue U, (x)= %3 pour (j-1)2° ‘L\ £i2 - ot
28 -
i ; =

2
1dpc ko 1 suite i?n) est une sulte de Cauchy dans ;’\p
g
mais ne converge vers atcune fonction appartenant & A b
7) Soit F un espace de Banach, F! son dusl. Soit (.g’_’ ) une suite
.

de Cauchy dans l'espace normé f\-‘?

- {1<p <+ o« ) : on suppose
i3

qu'il existe une applicetion { de B

e

5 dans F' telle gue, pour tout

ZEF , la suite des fcnctions ( 2 ylgfﬁ > converge en mesure Vers
g e > s fi @ = . =
<Z, - %} ,Amcmrer gue ﬁ; appertient & A @'quus la suite €”§a)
e pour limite { dans cet espace normé.

8) Soit [ ls mesure de Lebesgus sur B = C,_’i : soit F 1l'espace

S
des suites Y z(yn) telles gue > ggﬁg £+ % | muni de la norme
_ » s {°n !
: = ! . 1 B T o 7
Lyl = % | 9n| 5 le dual F! de F est 1'espace dos suites bornées

2=(z,) , nuni de lanotme |Z[ = oup [z | . Pour tout xcE tel que
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O<x<l , 8ol = > §ﬁ2"33 ie développement Gyadique propre do X ;
_on désigne par § {;aa spite ‘%E;‘ dans 7, ob on pose éﬁ {1)=0.
Montrer gus la fouciion § appartient & A P pour 1< p<tos
gulil sxiste ‘zzaé suite de f@mtimﬁ a-ﬁi&&:,é%‘?s Z;;Ji c@nﬁér&@fﬁbl@m@ﬂt
partout vers % , mais gus 5 nlagt omﬁaéﬁ > (on prouvera gue
1o sous-espace fortement fermé de ¥! oppendré par les valsurs de £

e § e,"'g =7 A 2 = s e 3, Eob S
pour 2 = - = £ {x) est 1o suite dout tous les L6ImSs
2 v V » iy ;f'} 2
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& -
= - aa = 1 -
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A g
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@m‘ﬁs 08l O¢ K. .
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par rapport & la mesure positive ([~
: ]

faibloment intézrable

3

gst une mesurs vecioriells su E , & valeurs daus

2

4} 1es notations é% agz les mémes gue dans l'exenmple pré
o2 5, C o Yo s | : Z =5 “
posone seulement que {i&g g > soit locelezent intégrable pour tout

ZEF al@yﬁ

£e F(B),

%,f cat Ta
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o
&
£
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€
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aéd&nt snp»

sgr toute fonetionm
; pous dirons dans ce cas
th.2 du §@ nontrs

en utre que pour tout ensemble comp
z — ' o > e I dans -~
Z ><;zgg,g/g de ¥ dans

il existe une constanie
pour tout zZc F . On en aé

de support contenu dans K ;, on 2

4;,%f>d¢% §j<i“5%@a

ce gui signifie gue g {%,f é
J

s
AT

20 =

£ ‘"ﬁ>jé%f‘ est Tne mesure vect@”i elils =u

Remargues.-
vectorielle ¢ —>m () ;‘}%,f a o

; - 7 -
toute fonctioz £ & JL.E) , mif]

positive ggj ‘F"E ls méme inégalilé ost walable dans 1'exemple 3)

E &
lazssa?ca sappca@ qus 1z fon

fes gul egt 1@ cas par az@mn e guand ¥

{34, prop.8)). On peut éﬁan@r des ezenr

& ?a;eurs dsns un sspacs de Banach a*

Myeaitlvev(exsrc 4) ;

nesurss vectgrlelles ﬁ-valeurs dans iz

%t qui'na sont @as de lao forne £ —

'{@xere@ 7.

4) Dans les exemples gui précd

< v{iz]), o8 3y est

o z P g 5
etion numéTigus 9 &5t mesurable
4 e
 eat ds type Génombrablie

on p@m aaasa é@ﬁﬂﬁr Ges ex@m@lea de
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ﬂal ne egnt m&gcrées par aucune
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‘«3) On dit gquiune mesure vectorielle v

Banach F est bornée s'll existe une constente & >0 telle que

| €f)‘ £ ur toute fonction F¢ K. (B) : cela signifie dong
Em < & i %% pour toute fomction F¢ K. (E) : cola signifie donc

gue %& e8t une egpplication continus de 7 E) dang F , guand on munit

HiE) ds la, structure dlespace normé définie par 1= norme J; fﬁ

g«.

% S

{topologie do la convergence uniforme). L= norme de llapplication

-3 3

ingaire £ —>m(f) est alors appel e@ iz porme de . et notée §%émj§ -

et
Bt

2. Veleur sbsolue d'vne mesurs vectorielle.

Soit F un espace de Banach, . wune mesure vectoriells sur E , §

valeurs dans F ; nous nous bornerons dens ce gui sull su cas of il

&)

existe une mesure positive Y sur E telle que [ m(2}|g v(|£]) pour
i i :

€
g
e
et
{0
et
@
&
®
=
e

toute fonction f£¢ K (E). Comme M (E) sst un ospacs
réticulé, l'ensemble des mesures positives V sur E aysnt la propriété

précédente admet un plus petit élément, gu'on note E"mé et gu'on appells

la waleur absclue de la mesure vectorielle i . Commencons par étudier

{
le cas o m est la mesure £ — j?’f d L , de densité %} par rapport

& une mesure positive (L | %r étant supposbe localement intésrable ;

nous éerirons m = % e

PROPOSITION 1.- Pour toute Ponction looaloment intécrable g & valours

dens un espace de Banach F , on a aguz;%é ' %E o
PP ' =1l v {
kn effet, posons 93%5‘%’% gilei; immédiat gue ?{Q%Eagﬁ
en vertu du th, de Lebesgus-I uik@@m ; o8 peut domc éecrire J =h. =
ot b est locslement intégrable pour o , et hg %%} localement Dresqae
partout. D'autre part, soit z! un élément queleonqus de norme < 1

dans z® le dual F' de F ; pour toute f@ﬂamm £ >0 de «é,, {(E) , on
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g s e

THEOREME 1 (ymwm,wr@ £t .8}.- Solent ¥ un @gp&c@ de Banach de tyve

dénombreble, ¥ son dual fort, (4 138 Gegure posi ‘f;iz,m sar E , . une

- mssure vectoriells suzr B é; aloureg dons F! g% t@?@}g@« ne

'm {£) §< th (5 |). beos ces conditions, il %:{ig‘i‘;»@ une fonction g
‘aezfz,nm dans E | gg vaelou:s dens F* | feiblenmert mesuyrable pour B s
telle gue gg,% seit essemtiellement bozrnés et gus 1fop ait pour
toute fonction £ e X (B)

(1) _ m (L) = f@f dp .

Ep outrs, si %i gst une seconde fonction svant les propriétés

précédentes, g et g oot Egales !
' — 42

%%%%‘«?

Comme on l's remargué ci-dessus. on neut prolenger M en une
G 2 i PE E

alement prosgue partout.

i

Enfin, on 2 f"mg

telle gue

application linéaire coniinue de
‘m, {f}ég %L(%fg}a{ﬁ {(£). Soit Z un vesteur guelconque de F;ons
7 # % 4 i -
z, - (£) > 1B (2). |2
< !z ")/3 = -
Ba‘m@l;mazmn f ;(g, m(.;,}} est donc une Fforpe lindaire continue
sur l'espace of , et 11 résulte du ih. de Lebesgue-Nikodym qu'il

>

existe une @.”aasse gz

£

I {53 f,z,} , bien déterninds, et telle g;z;.@ pour

toute s;sm‘i;i@ﬂ g, de la classe g? ., on ait identiguement en T
_ - = -
2) - < 7, m i@}> = | 2lz)g (=) ulx)
: , : g —Z !
avec en outre Sis, relation - '
(3) g (g )I |z
On définit ainsi une appiieama

z éz .de F sur un sous-espace vectoriel HEde L {Eﬂéu')" -
norme £ 1 . |

Cels étant, supposcns gu'on ait déff’: ni vos application lindaire

s * - po. - -
g — g de H dens lfespace o, {Egé, i, ssiiginissnt zux condicions




p@ur toute classe gcH , g%’ appartlient
; 3% o 2
2@ on s ,%ﬁg“gfigﬁlm {z) {(ou, en d'autres termes,

 pour tout - £ E€E). -

de B

¥
el
)
$
@
&y
o
&
@
fods
e
£
s
€
@

donc {gﬁ} une suite ,
n , Gésignons par g, une f@ﬂ@%lﬁﬁ de 1z classe g ,rPcur tout systéems
£ini (r,,T5;...57, ) de rombres rationmels, on a
= :
{ 5 . ’ 4 &3 3 s kTR T = 5 &
§<%Z‘?igi‘t§éfﬁ - { = rigi} locslement presgue partoul ﬁans B
autrement dit, il existe un ensemble loceloment négligeable P
tsl gue 1z rvelation pré@ééent& 23t lieu dons le complémentaire de
cot ensemble, Boit P la réan&@n de 1z famille dénombrable des ensem-
bies Er r, . P est localement négiig@ablsg et on a

‘?03 £ &

- .
[ sl (2 58
en tous lea pclats @u c@aplem@ntair@ de ?‘9 et pour %cut‘gystéme

fgax (r } de nombres ratﬁcaﬁels, Désignons ulara gar g ila fan@tian

sgale & g, dens ,égf , 8 0 dans P ; il st clair « que g agp@ ent &

’éﬁ_g et quion o




-y = e % ; = =
€‘7§; g ; ﬁéi €X‘§ %{?Z oo g;% zigi}
pour tout xc E et tout systdme (r.) de nombres rationunels. Soit D

sous-ensemble de I Pormd des combinaisons linéairves des g}z 8 coeffi-
? :

s 3 £ = 3 5= e D ds 2 s e "Am.ﬁ_, = .°-..¢"%é
ciente rationnels. La veletion {4 ) montre en premicry lieu gue s2i on =2

g. 1a fonction Xx

&
montre que cette appliecat

quand on munit D @e lanorme N {(g) et 0 de lz norme grmxmmE

gl = sup gg{zﬂ . Or Dest 1 H pour lz norme B ;
XEER ! e , *

“ﬁapplic'.tiﬁﬁ g —> g% se prolopge done par continuité a4 H ; 1l'applica-

2z = : b 5 2 S
tion pro 3; ongée {(que nous potercns encore g .5 g ) sst linésire en vertu
du principe des prolongemerd on 2 §§ g'h < (g; >

: 2]

»

enfin, si {J:s ) est vne suite diéléments ds D qui con LYeTrSe vers un
&lément h d@_ H haiz} terd loc vers une

de 1o classe b (chap.IV, 56), ce qui prouve gue h° appartient &

@

clesse h . Liapplication g —>g B8 donc tontes les propriéiés
Le £in de lg démomstration du ‘éziz,f sst facile. Sl on &
7&‘%? é’ﬁ""v = j%ﬁf d;z, pour toute fomction T e JU {E)g on a aussi
j Z, %}f dc= j{<§’5%>' £ dyp pour tout zc P ; 4ok
<2: 5 %{,} = 4.2, ' 9 1> localement presque partous vour tout Z
mais comme F est de type dénombrable, on sait (9 4,2%) que cela
entraine gue % = %,i' lccalement presgue zsa;rtcata 4
Enfin, comme F est de type dénombrables , on salt gue % | est me
{ ; 4,prop.8) ; si ¥ = §W"§ yona ¢ Z%E - Rai

: : »Q. g :
dens la prop.i1, on peut écrire v=h.y , of b est },@@aﬁez&em

fonction

voulues, |

€ F ;

surasble

sonnant comme




£
K

intégrable pour

u et b <|g| localement presque partout. Si Z est
191
un élément de F tel que [z [< 1 , on a, pour toute fonction fe K (E),
2 : 3
Vi : : ; £ =t § e : -
: : - 2 e Z s (Y o fent o W A Gt
<230 tee] = [ m@ g mo] ¢ farap, aa
— = § S e i mt At O : = : e v
iz{«é’ s9 > |« b localement presque partout. On conclut gue |2i=1h

localenent presgue part

el
O
E:‘:
{;.'Aa
O]
8
B
5
Q
%
()

L en dsne 1z prop.i .

Bemargue.- Z1 ne fau Lfai* pas croire gque le th. de lebesgus-
fiikodym puisse se généraliser complétement aux mesures vectoriel-
les, méme & valeurs Cans le dusl ¥' dfun sspace de Bapach F de
type dénombrable. On peut donner des exen mples de tellies mesures
m telles que n (£)=0 pour toute fonction £ [ -négligeable,
et satisfaisant en cutre & une condition ds %unvinu.&té absolus”
par rapport & e {pour tout = >0 et toute fonction f 2 O a.@

JC(E) , il existe © >0 tel qaa les conditions O<h<f st
y(zﬁ.}g S  entrainent a'}’}b (EL) &), et gui pourtant ne sont
pas de la forme £ - j coe dg;e avec % localement faiblement
intégrable (exerc. V).

4, Application : dual 4%un gspace i? {F de tyus dénombrable].

 PROPOSITION 2.- Soit F un espage de Bsuach de Lype dénombrable. Toute

forme linéaire continus sur 1'sspace ufgizg f“{') est de 1z forme

fgfm; j< £, %:} dp ¢i g est uge Ponction & veleurs dens F!
faiblement mesurable et %telle

scit essentiellement bornée.

esTace du;} s i1 em’st@
dope un nombre a tel gue ?6{%3 J| € a8 ,(£). sceit z un vecteur
guelconque de F , h une fonction pumérioue intégrable quelcongue ; om a

.) « e P & & 53
hzéc{,; , 8t ée(azjg \2‘ a. Egé_, E&sé{m . Liapplic ation Z‘.Mem z)

est dopc une forme linédsize wms.m:a@ ;:gaz;z* ”gﬁg}&@@ E , clest-a-dire un

&iément du duzl PP d@ F , gue nous désignezons par wilb) ;




_on peut dome éerire 8(hz)= <<zééa,<ﬁ‘/» ~ , ot on 2 en outre

%

aire continus de of 1 gans 7 ; le th.1 est par suite appiicsbie et
/,A = % = o
{

iinépires de x@ncszeﬁs nusérigues intépreblaes, &

on ait éi%(x} c-e ; en outrﬁg ii existe un @apambl@ e@mp&@t L, K, §
4 q

~ ds mesure 3 O @&é %ag 1z 3 es%ra% ;@ﬁff@ g & gi,ggi

3N

tmtn)| < a.% {(h). Bo d antres termes, 1 est upe gpplicatiocn 1liné-
, 5 , : | : - < ,

prouve que i (h)= - ghdu , ok g 68t une fonotion & vale@fs—ﬁans
F! , faiblement 1 mesurabls, tolle que || soit essentiellement bormée,

et déterminés & une fonction localement négligsable prés. On peut

’ , ﬁ e
8{hz) =7 2 fahdi {hz ay .
enz) =Lz, Jghbdp j{bz,9 > dp
On en Géduit gue pour Touss fonec stio combinaison
linéeire, & coefficients dans F , de wctions numéricues intégrables,

g
sont définis pour toute fonetion

poriout d'une suite de conbinsisons “iundzizes de T ﬁﬁ$§@QS numérigues

3

ntézrables, {ig g;> set limite presgue partout d'une suite de

frata

fonctions mesurables, et ast par suite mesurable ; en ouire, comme |
: 53 s Z & é

= o =
est essentiellement bornée, on = i<i§”gwc ng E§E¢ §£%J{l§§§) presque

=

)
e
23
b
@
&
&
e
&0
&
0
g
n)
(
L)
@
6)]
&t

- = - 7
partout dense dans <L, on s bien ol ) = §<:f§313;> d ¢t pour
- ‘ J ~
toute fonection éiéc{”é .
Pour achever la démomsiration, posons =4 @% {%g&). Pour tout £ >0,

= i1 existe un engemﬁl compact K de mesure > 0 tel Queg,p@ur‘toat Zec Kk , {

L ﬁ@mtiaue pour |

1z topologie faia?@ @»b? F} {*'@ﬁprayag}@ Soit z, un poimt de K,




2 = (?L} e
appartenant au support de ls mesure ioduile par (L 88U K, § COMNS
| i £ 25 oo — T 3 = i= 5 s 7 I Ny &
7 # = 3k % b X 0 7 = S L 5 s -l *
2 (o i*“”@}g? ce , il exisie Zc T tel que §~% ] w“xg,gg,i,%}/{;@ 2e;

53 = vl A% N 7 =
wl¥) >0 ;81 £=29,,0n8 § (L )=l st
t

B
. J
{ 7991 5 {c-22 11.(7). Cela montre que ls norme
o -3 7 3 =
de ls forme lindsire déduite ds | —> *’< 1, ’Z> d (L par posssge au

guotient est > cfa};a - comms par silleurs elle est L ¢ ot gus & est

o

5. Intéeration 4'une fonction vectoriells par rapport & une mesure

yectorielle.

= - o @ 3, {2 2 w - 2 L7 *
Scient F,G,H trois espaces de Banach, ef s0il (y,z Y g_i}{ -z )
vne application bilindeive contipue de PXx G dsps H ; il existe donc

un ﬁﬁ*ﬁb?@» a >0 tel guo 1'on a2it ideptiguement

(5} 2-},;.‘: ' ooy ) i}
%!.4 E—ﬂi};?'z‘}:ﬁ: & ‘E':j::'é%u_‘}én -

Scit dfautre pazrt . une nesurs vectorizlie sur B , & ?aiez;m dans
G, et majorée par une mesurs positive (L ; 7NOUS SUPPOSEIORS que Jit

g été ;s;r%ang,és par con tinuité en une applicetion linédaire de % z%,w}

~dang G . Désignons par déff 1le sous-espsce de of 35" formé des combipai-

sons linéaires de fonctione de céi ?g & coefficients dans F . Heus
ail@,ns m@zﬁ*‘é T que k _pour toute fonction ; = % g’kfk de g - :
3t é},é‘afz%mﬁ @é duw m. af )} ne dépend fi;éf“zé’ de - .,gi et non de son
@;@mﬁsmn wmz@ conbinaiscn .i;%, éaire de fonctions de , . Tout re-

“vient & voir que la ?'el sion ‘' A.f =0 presgue partout entraine
{

' B
@_ { élw ’m;(fg }}ﬁ@ . Or, soit

‘%
G
ies 4. : o done




i
5 <7 - <
&, = 7 Sy 3 €, et Je Telation -~ L &fk:;{} presgue partout g&gﬁifi%
PN é_:_g_ % 23 : _j?v-:c £
gus 1'on 8 pour chague indice 3 , ;’;’f" ¢, L. =0 preeque partout. On
Louid &% 8 S
e < =7 S = b Z T
déduit de 18 gue ‘Wb{ 2 @??g‘f?upggﬁ %; ¢fept-a-dive 2’ Sy ‘z’m""d{fa}m@ y
‘F : _%7& &g & 'gﬁ%‘"“‘ E"z} =
var suite J(e ., 7, o . m(Ff })=0 , clest-a-dire s~ e, € ,m(? ))=
e : < 3 5 5 o 5 S : £ i Sia g 228 & %
i 4 <m o n tirve S (5> dle e wmtf ) =0 -
pour 1< jgm j onen tizre » (2 Dle, . € (P ))) =0, co qui
w = Z £d 4 £ :
& z z @ = : X
stéerit aussi L. o . e, m(f)) =0, clest-i-dire enfin
Z i k3 J, .
Z@é&k? %’%(f- }}g .

6:‘
&ﬁ}
m
.f
Qi
8
631:
'S
&
bt
()
)
o
e:f.')
Wn
e
(o
®
£
A
o
Q
4]
S
]
et
(o
@

qus é;' soit ls forme bilinésire camm gue ¢ S, Z7) w}y& Z\ -
soit M la mesurs v@@t@m@ £ — \/j? d it o, oh %; est f@ml@zﬁeaz
m@sur&‘ble et telles qxz.@ E‘é% 80it essentiellement bornée. ?@gm? toute

‘?@L .
< ,""’“'> - < Lfffk& é’“,> 7 5 / £dps }{%‘

“’g.,) : 6’
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od fl’i 8% @Lé sont doux mesures réelles sur E , qu'on appells partie

réelle ot partie imsginaive de M raspectivement ; on a évidemment

e (23] < | CE)+ | fj,z,ﬁi *} pour toute fonction £ & Ji (%) done iz
@s: ma;@ree ga:f une mesurs positive. En cutre :

R OCZ‘I”’OEX - Pour toule mesure complexe M = U, Fiu, , OD &
i 1 2o

'E' 3 e

L@ sens cze la foaction  [£ + (4,

™

s £46 défini au 92,896 . Soit )

une mesure positive msjorant {u et |z i- On peut dome éerire, en
»L ] {8 4

t u 2";@2”? , of g

et g, sont localement intégrables pour 3 , dloé [L=(g ﬂ,gz}.. ) =
Y

P

et par suite (prop.1) H,vé gg{e-igéh Yy = xjg ; mais cette

derniére mesure est par définition \ ?Ld + gﬁ
Soit P un espace de Banach sur le corpe (- ; on dit gufune fonction

%: & valeurs dans F est intésrable (resp. négligeab ble) pour la mesurse

=

complexe si olle est intégrable (resp. négligeable) pour la mesure

positive [u| . On définit slors 1'intérrele [ ap suivant e
- x o o; . - o
procédé général du n-5 : 81 U = #, ge = Py i{ s ELQ; Js

on aura dong

| V {‘fsl. g =
f‘?df; ﬁ &?"a@jé‘gij‘ﬁ,"w‘}

Etant donnée une mesuz’éa positive VY esur B , om dit 'qu? une mesure

i

complexe (= gJL + i}; estr de base =i tout ensemble mealement
néglizeable pour Yy est igcal@mem; nézligeable pour ?’L . 11 est eclair
glors que FL& st {,{, sont des me@?*g’féf;iw e base ¥ , et par
suite, en vertu du th de La“cesgna« Bikedym, la mesure [ = 8.7

ofh g est une fonction lcvaiemen‘t intégreble & valsurs complexss.

La réciprogue est évidente.
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Z el e S
, tégrable g, tells que <iZ:? ﬁ&xz}// = fé dgz }peag
toute fonmction fe X (E)). '

2} Soient F un espece de Bansch, F! gon dual fort. Soit 7 uns
mesure ?@c@@rielle gur E & valeurs dens P! Paiblement absclument
continue par rappert & 1 et qu'on suppose prolongée a l'ensemble ¢

{exerc.1). On dit gque " est fortemenl absolum

toute fonction b > 0 dans & , la restriction de M 4 l'ensemble
des f’%(@ telles gue §f§ £h est contipue pour la topologie

4
induite sur cst ensembls par celle de <ﬁf , 6t pour 1la topologis

«

P

forte de FF . I1 en est toujours ainsi lorsque M. est majoree par
une mesure p@s&tive e base ff :

Pour gue 7 geit fPortement absolument comtimus, il faut et i1
suffit qu'elle vérifie 1a condition suivante . pour tout ensenmble
cgmp&et X E ot toute suits (A }rd?anw@m?lsg intégrables conltenus

dsns K , 1'image per 7. de lladnérence P dans Jf de lga emble

g:m

:eza dans un sous-sspace @6’Fi‘d@"%ype.

®
.t

par les An , doit 8tre ¢

o

dénombrable (pour lz to @;=gi@ fa:t@ ge F'). (Pour monirer que la

[t
et
w o]
€

condition aat suffisants, raisonner par 1

ax&gg@ &ﬁ@ sai%aw{é&'“,da'r@iﬁts @@'? 3 ﬁ@ norme £ 1 , et upe suite
(A ) d’ensembles intégzables e@a amas dais K teis gue '};{ﬁa} tende
yers @@ gus 423, -ﬁhgy j// > r'>:ﬁ. Dour t@at n ; Ramar@g@r quer
'lahyp@tnése permea dﬁeytrair@ de (éﬁ } une suite partielle (e, )
telle que 4;3» s %m(@ };> tende vers une lémit@ l@rsque k cvoi?
’¢ndéfiﬁ1m@nt pg&r t@ut ensamblﬁ ﬁ ﬁ@& que @ aoi# aéherent@ dans

A
> - , :
aé l?aﬁsemals des f@ﬁ& | QS @&ra@'@ziﬁ iq*,g ﬁg@ @as@mblaa,d la

‘?hratz;eleﬁg@mdré@° sar

%é.é?’; conclura en Ta ivgnna“y cg¢me d&ﬁa
- 15&4{@ 7 da, 32}.

%J

des fonctions @araazé,***iga%s des engemblies de la phratrie engendrés

l'absurde, en supposant gufil
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a) Montrer que si o prend ses valeurs dsus F ., 2insi gue Ufg,f du
- .

&
pour toute fonction £ essentisllenment bornde et & suppo

(er dlautres termes, si g@ est localement feiblement intégrable pour
&a,tagalggi@ @{gsfﬁ}}g la mesure vectoriells f-¢r§§J?df- 8 valeurs
dans ¥ , est Fortemeni sbsolument continus {aﬂpligmé; le critére de
l'exerc.2, en remarquant que dans F | tout sous-espace vectoriel

Tortement fermé est Pfaiblement fermé).

b) On suppose que O o rend ses valeurs dans ¥ et est on outre
g S é’ -
mesurable (fortement). “ontrer gque si la mesure vectoriells

£ j %f ééx ost fortement absolument continue, les valeurs de

} g f d it appary artiennens & F pour toute fonction f sssentisllenent
bornée et & support compact (utiliser llexerc. 6)° iv}@

s

c) Montrsr gue si ‘§= est (fortement) desur ‘sble, prend ses valeurs
dansg F et appartient 3 ‘
valeurs de qgﬁ%ﬁ‘é%é appartiennent & F pour toute fonction f
essentiellement bornés sl & support compact {(cf. exerc. 3).

d ) on suppose que, dans F , toute suite de Cauchy pour la topologis
faible o(F,F') est faiblement convergente, HMontrer gque si %, eat
{fortement) mesurable, prend ses valeurs dans F et app

a
: : ,
les valeurs de } 9 f dt appartiennent & ¥ pour toube fonction £

essentlelliement bornée ot & support compsct (remarquer que ¢ , sur

<)
un snsemble compact, est limite fsible de fonctions étagdes). liontrer

Par un cxemple gue la proposition ne sg'étend pas au cas oft on ne
- 4

suppose plus gue toute sguite faible de ﬁgashy'damﬁ ¥ soit Pfaiblement
T J G

convergente (cof. exerc. 4).

(%) En admettant 1thypothdse du
of £ "~ﬁ<j%%$ dp est fortement

’f’»f?_

ble, et 4 veleurs dans

Yoy

., 6t of
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