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mesurables (les seules dont 1l était question dans ls - édac

1a terﬂgnolcgle barbdze des "ensesbles in tégrables™ : il se

~ qui n'est pas localement cosmpact ; toutefoia, 11 y a un ssiuce localeuent

INPEGRATION, Cbap.III - 25
~ Fonctions mesurables
gn@avelle version uﬁaTﬁﬁ)

R
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Le réda ateaf gst a arrivé 4 ia conclusion qu’zl ost nécessaire d

faire

®

la distinction entre fonctlons mesurables, ot Tonections lﬁca¢@mﬂn+

dents, oh clles portaient le no= de "mesurables”}. De ce fait,

bTes Fﬂesardbles” ne gont autres que esux gue Bourbaki avait appelés

“intégra“les” m&iﬂt&ﬂdﬂt i n'y a plus do raison pour gien tenir &

question, ici, dfensembles mesurables, et d'ensembles local
bles (les premiers ont une mesure finis).

Dfautre part, il cst apparu cuo lfon gagne en simplicité et er clarté
en ne se llmlt&ﬂt pas & faire la theoric dos rcna*;oﬁs mesurables sur

un cspacs leealemeﬁt conpact, mais qu il conv;en* dlétudie T,

ralement, les fenctions gui gsont deflnles seusemeﬁt-auf

gesursble (donc de mesure finie) de 1'espace E (localenent compact, sur

,?eqvel est donnée une mesure de ﬁddon} 4u fond, celg revient un peu

z

(je 1c ccnfessa) 8 etudier des fonctisns définies sur un "espace mesuré®

_coopact ambiant, ot ls "mesure aubstraite" sur A (si llcon pouvait en

N

purler} provient d'une mesure (unc wraie) sur llespace : smbiunt.

R

. Duns tout le purarrdphe, E désigne un espace logolensnt compact,

',doﬁné une fois pour toutes, [+ une zesure smr B ,,d@nﬁé@”eiie aussi

une feis pour toutes. . Toutes les fs;ct*ons'que lton cnvisasera sur B,
ou sur nne partle de E , prendront leurs valeurs dans un espace F topo-
§ 5]

lo:sique méirisable (cette hypothése ne sera pas toujours répdtés;.

' eyemnle, F pcurra Etre la dreite nu:er;oue (uCﬁ%V e ou non), ou un

H
A

cspace do Banach. - 7- ' -)
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1= Définition des foncblons mesurables
3&?& (ITI I 1.~ soit £ une fonetion éwfznzafsur une partie B ds B . On

ait que £ est mogursble si;- peur“tdut ’sj> 0 , existe un gompach K cot-

“enu Gang A,, el gouissaut des doux propri i6tés sulvanies -
Fanlpgs , |
ia reotrlctlon de £ a K est cgptinue.
On remargueru gue cette définition %mplir'a
mecurable (cf. th.1,p.48 ; usis 11 conviendra
utilisée ici}. Dorénavant, il sers sous: nieﬁdi

k.

La texmznalcgle de %eou“ableﬁ,nst Justi

PROPCHITION 1.- Pour qa*aﬂ cncemble B oo@geﬁa dans A fe

gosarable,,ilffaut gt il s uffit que sa f@acﬁg@?‘a zag?:rfﬂ*L'

tant quo fonction définic sur A , poif uno fonction

-

En offet, soit 9y cette fonotion caractéristigus.

triction de 9p 4 up compact K contenu dane A est

. < . : & = - 8 V > = 2.
que BAK . KN B sont compucys. Alors B est réumion O
BNK ot dlun. cnsomble de mesure exteér joure € ,

a3 7 = 3
. S

dans A(ﬁ{l& , donc B est .euur¢elo,, Héclproquenens, g1 i

A 8 ? B 1l'est aussi ; il existe un conpact XK, 5 tel
!/{E(} K sjz , et un compsct K,

g»fﬁé“g B{}{ K, } j2 ; sion appolle

o;ntg K, et K la reutrlctxon de 9 & K est conbtinue, et
2 $ i ;

<

§L(A1§g K)< & . Ceel achove 1a démonstrailior

"

On peul denncr, d’une foactioa nesurable, une définition

& 1a daflnltlaﬂ % s -

DEFRIIFIO0N 1 bls . Soit f ume fomction
mesuréﬁle'ﬁ de B ,_Gn di r gue. f est mosnrable s'il exinte une suil

croissante d'epsembles eompacts Eﬁ uanteaas daps A , tels gue




-defiaztlon 2 =91 sa;fit da prerdrb unc sui

£

P Yy

.
) soit Ionnzoa des K et d’un ensemble nbgi;fe)bla -

2) 1a restrzotlon de f chaxue K : soi‘vcontiaueo?

L pl
o
Jsd
an

Il a5t clalr qu'une £ qul satisfait é le définition 1 satisfai
ite de nombrss E >0 ot

teﬁdant vers C. ﬁéclproqaeﬂent, gi f sutisfait tux conditio ons de 1s

def 2 la su1te des -iiiﬂfW{jK ) tend vers O €§¢4é3 corol.de lu prop.4

et Bar sulte les eondltlons de lz définition 1 sont satisfaites.

Le deﬁlnltlgn;met cn évigence lc Tail sulvent : si Ceux nesures
gﬁet 9,:’sur~E‘; sont telles que t.nt ensemble ¢ -néolipeabls soit

¥ e

-Q«nug¢1£eablv, et raczprcquenent -alors lcs fonctions mesurables sont

les memes pouh cog- deux :esures. (aouq la réserve gue A soit ncsurable

pcur chaewne dec HEBUTES y,ea V } En particulier, les ensembles mesu-

rables conﬁenus ddﬁu i oonpbct donne sont les mémes pour les deux mesu

5o;t dg_nouyeau £ une fonction définie sur un souc-ensemble mesura-
ble A . Suppo ons quc l“ fanctlon £ so;t mesurable ; sloTs voute
iom £ definie sur x . ot nrﬂ,nue partout égale 5 £ | est mesurable

car si lo restrletlcn o £ au compact K (qui figure dans 1o définition 1

est contznue, I*ensemble des pczntb ds K o& p#f est contenu dens un

snsemble cuvert*U de mesure £ & , donc la restriection de g su ecoznpact

Kf = F§ (3{36 est contlnueﬁ et LL(A Kf < 2= .

¥

ﬁe‘ﬁa 11 reuulte que lu notl ds zcmctwon mesurable peut éire

15
s

{;’)4
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étendus aux fonetlcns qui sont définies sur A sauf aux poin

cnsemble néglireable.

2. Proprigtés élémontaires des fonctions mesurables.-

PHGPOSITLCH 2.— “oient i et P! deux espaces b@pG&GOmQMOu métrisables,

et u une anpl;catlon contln ue dé-F dans F!. Si une fonction £ , définie

sur une partle me surable A de E , et 4 valeurs dans F , est mesurable
1t anplzcatlon compouee uof est mesurable. ("Toule fonction ¢ént

diune fanctzon ecurdbls est mpsa:dﬂ?e~§




: - a(.é. >
dﬁmenstrzﬁlon est ev;demte d'aprés la définition 1.

Schelie,; étant donnoe une familile ~dénom0fauie de fonctiouns T

définies et mesurableos cur uns méne parz;e A ., et & valeurs dan
néune espace ou dans des espuces diflérents, on 9@&?, & chague & >0 |
nesocier un coapuact K contenu dans A , tel que p{AN| Kj<e , e% que

1a 3estziation de chagus f au conpact K soit continus.

(D‘\
[
D
)
&v/
o

{la démonstration, trés fucile, se trouve dans la wersion préc
p. b4, vrop.5). _ _
PROPOSITION 3.- 3oit (En) unc suiic dfespaces to

F = Z F leur,yrodui+. Pour chague indice n, s

7

mes urahle de A dans F ; alors l'uppliestion £ de B dons
par f{ﬁ):{fy(x>)§ est mesurable.

La proposition est évidenie gréce zu scholie,

4

Bn combinant les propositions 2 et 3, on cbtient aisément
série de conséquences : voir p.6i, corollaires 1 & 4 . Ajouter au corol-

laire 3 1 ’enonco exp11c1te : toute fonction étap e gur les cngenmbies

nosursbles ‘(contona dans A} ost mesurable.

5. Limites de Tonctions zesurables. -

THEOREGE 1.- Soit A vpe partie mesurable de l'espace E , et soit (f )

ra

fx

une suite dfapplications mesurablss de A dans up espace matrl able ¥ ,

telles g.e la suite (fﬁ{x))Aait uno limite en tout poimt x de A szuf

en ceux d'un snsenble néglipeabla, Solt P 1a fonction lini
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bar flx) lim £ (x} en tout point ob eetic

1° P est mesurable ; 29 pour tout € >0 | oxiscte un compact Ko A |

: b = AR > G s {3
ol cue gA(A{EiJK}<< e , et tel cue 1a convergence de 1a suiie L

oit uniforme sur K , les reg rLct;cas dos fn 8 K ééu"” continues.

Lizssertion 2° entraine évidemment gque la rvestricticn & X de 1

I

Fonction limifte f o5t GSBbl?uﬁ : done l'assertion 1 resulie




que nouu allons maintenan% dénonorer. “amﬂengcns par prendre un compuact
Kv{:.ﬁ--, ‘l;el que (Aﬂ@lé‘){e/z . ::.,e zaniére que los resirictions
des £, & K! soient centiaus ce qui est possible dfaprds lc scholle.
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s0it, d'aatre p Tt une- kaflﬂUL d, sur F , qui sci
tapelofxe. zour chague couple dientiers (n,n},
fensamble deg x ds aﬁ tels gque 4(f kz} {x
ies f sont contlnues il est donc coﬂnu@t- 01
points xeiK' tols cue l’on “lt d’f (x), £ (x)) > %;:
un coaple (ﬁ,n) d‘entierv tous deux 2zg {q enti;r-denﬁé} : lloncen-
ble Bq;r est une reunion demgmbraale itengenbles camvaatsracntemns
dans K*"dcnc c'est Un enson ble mesurable. 81 l'on fixe r , llintersec-

tion de ln suite décroxss¢nte des ensembles B, {pour q;%ﬁzgx,eé est
de mosure nulle, puisque pur hypothése la suitc ffﬁ} CONVergs presque
partout ; aonc 1eur mesure tend vers O, ot il existe par suite um
- ent;éﬁ q tel que gL(Bq :é} < a‘2r+2. La véunion {pour ¥=1,2,...}
T 2 !
des Bq ‘r‘ est un ensemble resurable B , do mesure £ ef/4 . Soit € le
.,ecmplé¢§; alfe de B duns K’ : sur C , la suite (f ) converss uniformé-
ment. Prenons un comp¢ct K< ¢ tol que ia(Cfﬁf K) ef4 ; alors |
fi(ﬁr";bzi) = [IL(A{IQK' )+ %L(Es}-%'{ﬁ{f‘ﬂ@i{}{ , e gui achéve la _
déﬂcnstratlon. . , ‘ |
ﬁSﬁULLALha.4' 01t {f ) wne suite do fonoctions pumérigues (2 valeurs dans
in Qrozte achQVee B) Dl lcs xn sonl nesurables, sap.fﬁ - int £, g’
l;m sup f , llm inf f . sont des fonctions mesurables.
By effet sup ﬁ est limite simple: de ;a éﬁiie croissunte des
§onctlons gn' ' sup f 5 aong chacuneo ect mesurable (cor.1 des prep.2

p(m
et 3. Quant 3 lzﬂ Sup f , efest 13 lizite gimp la de 1la suite décroig- |

£ -

sante des fcnctxons h sup ., dont chacume est mesurable d'aprés i
. i ?%ﬁf'f . |
ce gui pregcée, uemoﬁotraﬁ;oﬁ dnwiéfk pour 4nf P et limin? £ .




4"Caraetérisaticn»diverses:deg’foﬁﬁtions mesurables.-

b""

Tﬂiﬁhnu 2.- Pour au*uﬁe fonetiaﬂ f (aéf
Ade E) 501+ mequrable 31 fuut et il suffit gqu'il exicte une suite

nie sur vne partis mesurable

de foﬁcﬁions dtaczées qur les ense&bies maau¢&*l@sk qui converge presgue

nartout vers £ .

La condition est vuifi ante, d'apris le théoréne 1. ‘ontrons gu!
st nécess:ire : soit ane_Suite croissante de coapucts K C A , tels
gue A soit rdunion des Kp et dfun encemble négli
iriction f§ 5@ £ & chaguo Kp_s@iﬁ’ﬁ@&iiﬁﬁée i3 exiéta une partition
finie de Kp en ensembles mesurables srbitrairement petits ; on peut donc
i

hoisir cette partition de maniére que, sur chague cosemble de

ck g parti-
tion, 1'opcillaticd de lu fonction gontinwe £ soit ¢ 1/p ; sutrement
dit, il existe une fonction étagée g, définic sur K_, et telie que

d{f%,gp}‘ggﬁjp:. Soit donné un point fize =2€TF ; Géfinissons, sur B
ok . - = _ ;
Lm(x} pour xeK , & o vou LK

< ; ,4 2] =5
une fonction étagée. 11 est clair gue, en tout point x de la

la fonction hgfégale a

des: K, T(x) oot 1o 1lirite des h fx)

-5

0

bo)

Rezargue : Lorsgue llespace des valcurs F est un espuce vectoriel

normé, on peut en o&ﬁre faire en sorie gue les fonctions éftagées h

: P
{gui con varpen simpleﬂent vers f sauf sur un ensemble né ?}?@¢Jue;
: i o P e L -
satlsfxs ent a 1 cendltzoa g h (L}igizix}g pour toul xe A . Fn effet.
3 = § _,. 3 & &

dfune part on prendra dans ce cas a=0C ; d'sutre part, on peut choisir,

sur K la fonctxon ntagee &y, de maniére gue

§ i e i { ‘%g.ﬁ;ﬂ f’, %% i e 7
g (x}g§;gf (x} et Eg@éx; “p‘ﬁf§§; i/p sux -
Lz voérifica tion ie cetle degnie & assertion ost laissée au lecieur.

InlikE. = ‘S' 7% ﬂst une appiication mesurabls de A (partie nmesurable

tion £ tell& que liimare F£Y(AYC F soii de type dénombrable
i £ =

lipg: il cxiste un ensemble dénonbrable partout dcnse duns  FU(A)




En effet, les fonctions hp de 1a dénonstration du th.?2

- plezent vers une fonction ff, presgue partogt égalc & T

<

est dénombrable, et

toutes les Ve leurs prises par les hm

cense dans }ionsenble des valeurs prises n““ £ .

THEOB@HE 3. - Soit £ une uapplication mecurable dlune partie A (mesurable)

de B , daons un espuce métrisable F . L'imoge réciproque, par £ , de

tout ensemble fermé (resp. ouvert) dc ¥ esti mesursbls.

11 suffit de faire la démonstration pour llimage
d'un cnsemble fermé B dec F-. Or soit K un compact

eela ‘QEK)< € , et que ls restrict tion de I & K soit continue

Lt ntersactxcn dae f(B} et K est . un snsemble fermé, puisgue clest

e
{5
&
o
n
to

liimage réciproque d'un fermé B par unec application contipue de

= £ <
Soit C cet cncesble compzet ; on & o ( £(B) ]
; |

prouve guc F(B) est mesurzble.
Le coroll:ire du th..2 et le th.’ donnent deux conditions négessaires

S £y 2

pour qulune appllcatlon f socit mc-urablg. Ces conditions sont suffisan-

ot

3

es ; dfunc fagon précise :

7

- THEORENE 4. Soit F Uz espace métrisable de type dénombrable, 4 une

“

distance compatible avec la topologie. S0it £ une application, dans ¥

- d'une partiec mesursble A de B . 3i 1l'image réciprocue, par £ , de toutle
T 3 e e s 2
boulec fermie (?esp, de toute boule cuverts) de F est mesursbie, I est

5
®
4]
fomt
fute
0
d-
fse
O
)
B
M
)
[l
B
| (=r
B
(‘)

est iputile dl'introduire ici un conpact X contenu dans A

Tz n o 3 1 = - A A S~ ML oc Oo oo o 7 Y Asmt
Zenazy {“;5 ez 31 Sllf iu Q_e cones 3 Gerer les DRLies & rayon raitlonnel asily

‘ 5 e . = o e e
le centre uppartient & un sous-cnseable dénombrable partout dense dans F.

Le cas des foictions nuuériques {a& valeurs dans B , ou dans R) mérite

une ﬁGﬁbiGﬂ particulicre. Dsns ce ecas, 11 suffit {et i1 faut) que,




/ ¥

- Y -
pour shaque vaéi% (Ou ﬂéme seulement pour chagque a rationnel)}, lien-
semble des points x tels que #(x) » 8 soit mesurable. Fp effet, sfil

b est mesurablc, car

on ost ainsi, l'enscmble des x tels que £(x) <

il est 1!interscetion des ens cmﬁle“'deflnlq par f(x) < bti/m , dont
_chacun est complénentazire de 1l'ensemble défini par T (x) » > bHi/n ;
finzlement, tout ensemble def%nl DAE 8 s;f(-}:é.b est mesursble

(;nta;saetlon de deux cnsembles uesurables, et le théorime 4 a;yliqu

e
(o}
&
{2
@
!}_3
L)
€3
0
@
e

anjours dans ie cas &es fonctions numérigues, au 1
gus ics ensenbles I‘(x) a sont mesursbles, om pourrait aussi supposer
que les enoembles f{x)}> & sont zmecsurables ; ls conclusion seralt la
méme : T est alors vne Tfoactioa mesurable.

Voici encorc une proposition partisulisr

tions mosurables & valcurs dans B , ou aux fonctions bornées 4 valcurs

o P S AN

0

dans R

PROPOSITION 4.- 81 1'espace des valcurs ¥ est métrisable ot compact,

toute applzcatlon @asurable (de A dans F) ect 1lini

- f@uctiaas éta@és sur- ?es ensenbles mesurables.

Pour 1c prouvar, 11 cuff;t de reprondre lis Q?ﬂunstgaticn du théoréme 4.

P@ur cha ue entier on pecut tfcu%er un nombre
2 5 :

tcls QLG ¥ soit couvert par les boules fermées de centres a, et de
rayon 1/p . La proposition cn résulte immodistement.

7

5. Fonctions induites.-

Soit A une partie sesurable de 1l'espace loculesent compact B, et

st B une,part;e ue,urdalo-cantenue dans A .

PHUFOSITION 5. - Toute fonction £ | &ﬁfinie sur A , & veleurs duns un

cspace F'ﬂétrisable,'et'mesurable, induit sur B une fonction mesurable.




#n effet, £ est, Hresguc partout, limite d'ume sgite de f@nctiOQD
dtagées cur les ensembles mesurables f{contenus dans A}, en vertu du

théoreme 2 . Cos fonctions irduisent évidomwment sur B des fonetions

étagées sur los encembles mesura bles (contenus dsns B};.lesquelles
conversent presque partout vers la restriction de £ 4 B . Dlot la

Cette proposition admet une sorte de réeiprogue

PROPOSITION 6.~ Si B est un sous- -ensemble mes urable de A (partie zesurs-

it
hle ds E), toute fonction £ définie sur B et mesursble, est la res-
3 s ¥

-

+riction G'une fonchion d&finie sur A et mesurable, par exemple 1a

fonction £ définie conme suit :

#%(x) = P(x) pour x€B , £ (x)=a (valeur consiante, quelcongue )

in effel, a1 £ ect limitc, pres:ue partout, dfune suite de I étagées,
- - > ’?& 1 P o s » / 1.
les fonctions -fn sont défipies sur A, étazées, Cu ont precsgue
S%
% = 7 : _
rartout f£7 pour limite ; done f est mesuruble, oF Bl

PROPOSITION 7 (Principe de locelisation).- poit E un espace compact,

‘ot (L une ~esure sur B . joit f une application de E dans un espace 7
+

m&trisable. 81 tout point de B posstde un voisinage aesvﬂab3& A tel que
1a regtriction fﬂ de £ & A goit mesurable, alors £ est mesurable:

kn eoffet, E ; éta @L COﬂpauE peut &tre recouvert avec uneg farille
finie de Ai,m rables tels que la restriction de f & chacun des A,
soit mesurzble. CUes A, dsfinissent uno yartition finie de F on ensei-
blec mesurables Biilhﬁi ; et la restricti&n de £ & chajue Bi est mesu-

rable {prop.5). Pour chague Bi , on a une suite de fonctions étagées

sur les ensembles mesurables contenus duns B) F ayant presgue

S

partout pour limite la fomction induite par £ uur B soit £ o

2 ,.i - -2 = 4
fonction définic sur ¥ par

£ % %
Ax) peur xec B >




surables de

f est etagee uur &cs ensembles 1e

?

partout yers. f done £ est mesurable.

=

b. Fonctlcas 100816 eat mesurabzvs.

TI ITI‘JL

_ Une fonetior £ , définie sur

-~
fa0

- S0it B un espace localerc

st

-8
sur B .

dite logalement MEsurl ble si tout point

trisableé est
un voisinape cosursble A tcl suo 1z fonction induite f

?BQ?QST”ESK 8.- Une Tonchion iocalenent mesursble sur

st converge presquse

nt compaet, el (L une Mesure

3 veleurs dapns un espace

E ind

P

de E possitde
s0it mesurable.

uit, sur

)

wne fonctigﬂ'mesarabl

toute pareic zcsurable i de E

Sapposcns d?absrd gue A soitb compact. Alors ig
_sur A est loealement mesurable diaprés la pro

P:9,
onj.

&
L2

{en verta de 1z prop.7 princlpe de localisati

nant le cas pénéral ob A est me

a‘ dtune suita croissante de ﬂsmpach 5,

2

igable

que k&N £ K-ﬁ;{ g (e ddsignont un nom bre > 0 arbif

¥ 1a Tonction incuite-est mesurable L

?

trey, donc 31 oxiste un compact k' C Kn tel que 5ﬁ{§ {7K*)<§
ot gque la fonchion indulte sur K! soit continue. Comme
%&{ﬁ{3€:Ké}<: %e , on voii gue la fonction induite sur 4 est 2 wuraﬁ$b,

F

en se référant & 1a 867.1

DEFTNITION 3.- Une partic M de B est dite 1

fonction induvite

donc mesurable

C onsidérons asinte-
surable, done réunion dium ensenble négli-

11 existe un o tel

sprés ce gufon vient de gémon-

P

ﬁcﬁﬂtlon cdracnerlstLqus est lofnledeﬁt mesurable,

Dfaaros 1a prop.8, 1ltinters eeuzoﬁ de M et dtun ens

cst alorﬂ nesurable. hbczprcqaumen+ dtail

il %

et de taut compact est meourableg as

-

8]

....

Lsemcles feﬁm

Exemgles :

1ocalomeﬁt,mesurébles.

Les ensembles ouverts,

ocalcrent mesurable si s&

sempie nesurable
rs, si 1‘;hter5bctlon de i

1ocalement mesurable.

»
!Sp
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