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_pour toute Fel(E) , la fomgtion f.9 est inté

: égra
tlxlo(zlon | ¢ [£f. j gs;a{:il‘f’
‘ o

]

¢e qui montre que ((f) est imcore ume intégrale de Badon sur B .

Cn dit qu'eliec est Fformée de: masses #n placées aux 'pointg X neﬁ

¢ - Le procédé que voici permet dc d6duire, d'une intégrale de Hadon 172

BUr un egpace compact E , de nouvelles izztégraies. Choisissons une

fonetion 9€C(E) , et posons

(4) g%@zj“ el

Y. e 4 =2 R e = SRy A X Yo 28 % B
On obtient ainsi une forme linéaire sur C(E) ; celle-cigest continue
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4 Gyt . i e fi = T § = B é
L' (fii= ulfell € X | foll K. i £l .ol
fe e = Ifof € K i
3 s
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4 » H f 3
i £2 H 4 g.{}ig
Vg (el 2 ., I
it T H= g
i £ .
g oagn S = x B e A T3 eSS e e e e
ob ¥ $s1 uUne consiante finie. Par conséguent, 4 =y est une intégrals
&
] bt - = SO 5 g 2E a 3 z £~ e 3 o L300 B g e
de RadGon ; on Git que c¢'est 1lin eﬁrate nossédant la densité ofx) par

a forme symboligue

;......ﬂ

rapport & © s et on 5(331"’ t scuvent (4) sous
(5) dy(x) = olz) ﬁ.#(:&}

4 - Désignons par E llintervalie i ) } de R ; clest un espace compact ;|
pour toute FLeG(E), on s défini (Livre Eﬁ},é:w:am:;m, Chap, , & 3

iz nonbre 4
(6) I(f) z;j £lx)ax ;
f

e - Avec les notations précédeniss, soit o{z) une fonction nunerique
: o il A P o - o
définis et intégrable sur éf}??} {Livre Elénentaire, Chap. s & )

able, et l'on a 1'inégali.
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- Considérons maintenant ls cas o B = " est le tore & une dimen-

e’
2

comie ensemble dos nombres complexes x de module up .
opue su précédent rmontre guec les fonctions
x) = 32 (o 7 )

forment ure base topologigue de (B} . Donc :

I
=

Propogition % - Une intésrale de Racon 2 noriée par l'cspacs compagt T°

est déterminde par laz comncissance des nombres

(9) P z[ﬁ“ d pt(x) ‘ (ne 7 ).

Re

i

eroue 1. Les nombres (9) sont appelés les coefficien
Fourier de (4 .

HBemargue 2 - 11 ne faudrait pas eroive gue les nombres (8) ou (9)

- .
i:; puiseent Bire choisis arbitrairement ; la recherche des conditions

nécessaires et sulfisantes que doit vérifier une spite numérigue .
peur gu'il lul corresponde une intégrale de Radon 4 tells gue lion

.Ges moments, dane le second, de la transformation de Fourier,

4 - Horme C'une intéerale - Topoloris vacue.

Une intégrale de Radon étent une forms linéaire continue sur liespace
. e A S - '
de Banach QJ(EB, on peut poser la définition suivants ;

Défipnition 2 - On appelle norme d'uve intéerale de Radon fc definie sur

un espsce compact B 1s plus petit vombre positif fg@é tel gue Jdion ait
{ o= 1 i i.ﬁa o < % my
L . 1 1 £ .
Mo < Il 2] our tout £ e(XE)
Diaprés les propriétés générales des sspaces de Bansch, leg intégrales

s ‘ :
5 = % N AT S = e 70 s i 3 % st 3 X
Ml (E) sur le corps complexe, qui est isomorphe au dusl fort ds AE) |,
20 A
7 mony Aone o s A AR &z ZZ‘?# {7?‘ % & SaZ 21 o om T T oy g 2o,
i POLL GORC mussi O8liniy sur AL L5, & ctlé de ig LODOLOZLIe 10YLe
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Proposition 6 - Toute intésrsle de Radon 2 portée par un espace compact

E admet une décomposition uniaue de la Fforme

(1) fop tipt

ol (ﬁ ?L“ f-‘gn*t des inlégrales de Badon véelles portées var B .

En effet, Poqo-u, , pour fec€(E)
(12) : () = plE) ;
on cobtient ainsi visiblesent une intégrale de Hadon ;Z, dite

imagineire conjuzués® de ¢ . Les intégrales

5

=

dfoh llon déduit (13) ; ce qui prouve liunicité de 1a d

{T,?\

composition {11

-
St

>

Les intégrales ! et (7 gul interviennent dans 11) sont les

parties réelle ot imasinaire de ¢ . Ls réalité d'une in le
sfexprime, si liop compere (10] et {12), par 1'équation

-

Si (¢ est Tormée d'une masse o placée en un point x¢E , (ZZ est

formée de le masse ¢ placée en x , et les parties réelle et imaginsire
de g , des masses %m} ot 5(@} resp. Dlscées en x : ces faits
justifient la decﬁrﬁ‘lmlceff introduite ici

Bemarque 5 - Soit Qﬁ{ﬁ} l'ensemble des fonctions réelles de (B}

R oot 38w Y 8 A | L e B oanan o o ‘g 77 b AT o g A
forme linéaire véelle ot continue sur C_(B), Réciprogueient, sbit




t ap

@(&), de g + ih

dans é%%(ﬁ), de getden .
re de 1l'espace

i

=3

z=-ci &8

inéa

=

ogue ot 1

E) ; cell
, Gans

@ {
univ

ne la conversence vers O

2

D1

&

s

ne intégrale de Hadon réelle sur E .

ication

te forme lindaire réellc et continue sur

%
71
‘o

ung appl

=

3

32

terminée per

Ve

2
>

puis
on voit gue to
ainsi

O

£

{E} est @

i

continue.

on obtient une forme lianéaire sur
Orn obtien

équivant & la convergencs vers O

Par suite,
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1% rafiltre image dé ¢ par l?applleat;an f —> 5ﬂ(f} és Q@

dans (2 sers borns. On peut donc introduire, pour toute £ e 2 (E) ,

le nombre
#olf) = Lin () ;
tc cst une forme lindaire sur g%;{E} , Dositive sur Gg; (&) puisgue

iz - o = = ]
o C Mo (1) ; clect donc ure intéprale ds Badon, &t 1lion a

i achéve 1z &em&ﬁsi aticn.

- s

rollaiye de 1a Prop. 14 - Liensemble des mesures de Hadon positives

Iojorées par une mesure fixe (L est compact pour ls bopologie vagu

Bn effet, cel ensemble €§> eat relativenent compact puisgue liom o

sup w(E) =L (£} L + o0 pour féz’@’f’h(ﬁ}f :

pee -

corwie par ailleurs toute limite vague de rosures appartenant & @3 est

najorée par fio , done sppartient & @? elle-m8ue, notre assertion est

gemontrée.

Un résultat analogue au précédent, et qui généralise la Prop.5 du 21,

est le suivant :

Proposition 15 - Les intéprsles de Radon bornécs, définies sur un espace

localement compact B , dont laz masse est £ 1 , forment un ensemble compse

joie]

ur la GQ@GLC"““ Taoue.,

2
o

iy
K

°

g 35K : A 03 7 P R = = i = Z &‘
51 on congidére licspace vechoriel normdé obtenu en munissant §

i?i‘»‘

1la topolo; e uniforme, la Prop. 15 revient pursment

C‘*
| B
!-.Ja
©
s
()
fnd
AL
CI-"
i
4‘-..}
G}'
"7
(D
o
&

1s boule unité




3,5 =

8 - lMcosnros extrémales.

Considérons 1tespace éfj (B) des fonctions réellos de égp(ﬁ) 2

R

v mna¢ e 1a topologie de la conversence, uniforme sur B , c'est un espa-

ﬁ gs vectoriel normé dont le cual réel est llespac 'é%%éfﬁ zz des
intégrales @ ﬁaé@ﬁ réelles ¢t bornées définies sur E ; sur une partie
bornse de ML (5; - ; th
bornée de Gy (E} , 1a torologie vague apparait donc comme étant la

LR > 2
polozie f£aible du dusl de 55%?{E} {Bap, Vect. Top., Chap. J.
On peut donc appliguer ie¢i les vésuliats 6u Livee V , chap. et en
particulier leo théoréme de Frein et Milman : toute partie convexe et
o ifgi’l 4
Yocucment compachie de 'gfwﬁz (E) est l'enveloppe couvexe ef vacuement

formée de llengenmble de ses points extrémaux.

11 est clair gue ce résultat s'applique en particulier & l'ensemble
€2 des mesures . positivee vérifiant
ol 21

7 e B I Y = = s
Hous sllons maintenant déterminer les poinis extrémaux de 7 ; csux-ci,
comme on ve le volr, sont lz mesurs O st les mesures €. {masse + 1

e

: - 3 Z -y Ng = = Z
_apperticnt au segpment gégw vg de SL , On gurs
= _
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AN

auguel cas b) est démontré

5 &
) -
auguel cas Gﬂ a

Y P ;zﬁaég\'é" 24 -
e ) E (]

uiffisance des condition Supposons gu'une mesure U vérifie les
conditions a) et b), et soit g»94}39=j vn gegment de S4 auguel 2
appartient. On aura donc '
(3) g,‘;o = a,z ,v 94 + &2 . 3}
ot les nombres a,, a, vérifien
4 0 <2
Diaprés (3) et {4), les mesures positives s,. 3, et 8y 92 sont
majorées par 1
(5}. a?; 4
ot b@,bz sont des nozmbres vérifisnt
e - / = .
(6) 0 £, -
Portant (5) dans (6) on voit que l'on a
(7) 1= ’b%

dfautre part, la Prop.10 et la condition a) donnent

o
P

.
e
{

<
¥
{0
i
[
¥
v

= b?.%i.

£8Y

+b2 ;

(8) a b Wi 1oon boll g
- 24 4R 2 Vel = i s
Comme on &
A ol ? A (a i 70
e fé f:ié ;:,: i 5t & om )
(2% nitoat T 3 T4 i A
(2 n'est possible que dang fdeux cas
. goa & : o = z e Lo
oubien | ¥, i =1 ; (4) donne alors, en passant aux normes,
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achove la démonstration.

lious allons maintepant caractériser autrement les "mesures extrémales’

Proposition 17 - Soit y une intéprale de Radon positive non nulle ;

pour gue le point, il faubt et il

suffit gue toule intégrale pecsitive igég‘orée DaT L s0it proportiommnells

1 - liécospité de 1a conditior. 8i le support de 4 est réduit & un

k3

seul point x , g est discrite (Prop.6) et est comstituée par une seule
magse placée en x ; tout

revient donc & montrer gue le support diune
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est nulle. Diaprds le Coroll. %5 du Th. 2, on a done P{x)=0 sur le
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support B(u) de u , ou encore
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la Tonection continue 9 étant assujettie 4 la seule conditiocn (9), cels

exige que E{f@) soit r6duit & un seul point.
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de masse totale v plus érale & un . admet pour po 0lnos extrépmaux les
intérrales 0 et e (z€E)

Si on applique & S2 le théoréme dé Kreinm et Milman, on parvient

Théoréme 3 - Toute intéerale de Radon ¢4 , positive ot bormée, est

limite vague d'intéersles discrétes formées d'un pombre fini de masses
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in effet, 1'enveloppe conveze de llensenbls formé par 0 et les g
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on obtient ainsi une forme liiéaire sur 7 (F), puisque £ —»fuo est

une aspplication linéaire de P (F) dans £ (E) . 8i /¢ est positive,

il en spera de méme de 7 - puisque £ 7 O entraine fo9 >0 - en sorte

gue ¥ mra alors une intésrale de Radon {positive) sur F . Dans le cas

général, il suffit de décomposer ¢ en parties positivés pour congtater
que ce résultal est encore valable. On peut donc poser la définmition
suivante :

Définition 11 - Soient E ot F deoux espaces localement compach, g ung

intésrale deo Haodon définie gsur B ., 9 une application continue el proprs

e & dans F . On appelle image de

par 1'application ¢ 1l'intégralo de

de E dans e
&

]

Radon + définie sur F par ..a formule
=— e . ‘
Y (£) = pt(£o9) pour f£e & (F) .

= = 2 s 3 - - Ps e <] "!'7 3
11 est clair gque 4 —> ¥ est une application lindaire de 5 (E)

e

dans v?@{??} ; que Y @st'po,@i%iv@’ lorsgue ¢ l'est ; que ) est
vornée lorsque (L 1'951‘;;52 qulon & alors :
19 < ) #]
51 gf« est coﬁstituée par une masse + 1 placée en uvn point x ekl
J est constituée par une masse + 1 placée au point o(x)EF . Enfin,
ifappliecation ;i»zi fw%?’ sst gg;zztizma pga? lea topologies vagues 'asu;:”
Mo () ot M (F) . '

cédentes eat ecalui on

(D\

Sﬁ cas particulicr intéressant des notions »pr
1'on a un espace localement compact E , une intégrale de Radon fo ®finie

sur B ei un sptomorphisme o de B (clest-a-di 7e vne applice ation biuni-

yoque et bicontinue ﬁ.e E sur _uni-méme). Llimage de H p&f ltgpplicastion

L)
i
o]
€3
tudﬁ
v
0
PN
Oy
el
fode
o
'{‘é}
o
£
W
re
i
O
e
&
Y]
3

est une intéprale de Radon M definie

1o

ol
L)
oy
B
St
&)
=
§
o~
i
X S
i
S L
faead
\ enaion)
<
o~
e
| B




e
o A -

en pa tic lxof, liimaze de lu mepure s {(x€E) par ¢ est la mpEm mesure

n dit gue M est iliwariasnte, ou gtable par o si l'on a

11 est clair que l'spplica ion ;%5”?£@a est un endomorphisze §%G

de llespace vectoriel iﬁgxiEéﬁ et gue llap yizc i@ﬁ c — fﬁgv g5t

c(x)

il % )

g une yeprésenbation lindaire (ans &3{52 du_groupe des aubomerphisies

?ﬂu’

de E .
; Proposition 19- L'intésrale (e Iecbeospue sur R est invariante par les
{ translsvions du proupe addit f = .

| = 5 =%
| o 7
by A / %
oz tajdx - | flx)dx
’j o Lop %

valablie pour toute P € éﬁ?QEQE.

On verra {(Chap ?L} quc, sur bout groupe localement compact G

%
-

il exis te vne intégralec de Radon lnvavzamt@ par les translations

o

4 gauche de G , de ménou quiune intégrale invariante

AV
sl
&3
(@]
fete
o
(4]
n
o
&

que ces deux intégrales sont parfaitencnt &etefmlz gs & des cons-

‘?{
Sl
et N
‘S;\ T SRS : i

O
L¢3
o
&
ee]
i
Heh
=
H
i
3
&
Pt
B
L)
o
(]
b
o
(2]
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P Tout revient 6videnment & prcuver que lion a
(1) K, (o) < N 2) + V(o)
pour £, g é@éﬁ(E) , 0uU encoie

I o rFamm) il o, <&,>_g

Comme on a dlautre part svidemmont
T :
N, tete) < N (2fHe])

tout revient 3 prouver (2) dins le cas ob f et g sont positives.

Or, posons : =7
S = rf = 2 s% ..E.’} Ef,& Lty gw A‘?
{(3) %&wj = (4| (of 4 {(1-c)g) | pour Gé| 0,1 ;
(2) stéerit
| 1 4 7 2
| P <2} fé’; :"2'” % Y (‘-}} g (1)
| ¢ = - -
| donc, tout revient & prouver gue la fonction 9  (a) ses3t convexe dams
10,1} .

Or, ¢ , Gtant positive, es’ limite vague de mesures discrétes /A for-

&=
@y
o
0
s
&
%
@®
)
s
(oF
2]
&
(3]

sos ponctuelles {(Coroll. du Th.3) ; epﬂ’(s;,)

ost done linite sinple des foncticns 9 2 {e¢) correspondantes ; toute
limite de Ponetions convexes &tant conveze, tout revient donc & prouver

°

1z proposition dsns lo cas o, ¥ est ds la forme

St %
o= ,> a, £ avec a. 7 0
i . i X 17
AL 2 = 2
S Y P




B §,§g - ;
1) Supposons 9y, (a)f0 pour OLagt ; alore ¢ ” posséde des dérivées

dfordre guelcongue 3 et on egt‘mﬁz@n{é & Dprouver que cga;; (a) est >0

dans [0 1? ; Or on trowe 5

o (o) =(p-1). § 2 [aydt 0, 1- D ] | T
52{ A+ b, (1- Aﬂp Z(a b) {a .}L+‘b(1 A)}p"
7 2

: Lo .
en introduisant les guantités réelles :
. 1P . T Lt
| x, =8, A+ D (1-4)12 ; g.=la-b ) mith (1-4)1 ;
‘ oy ! 3;- J e > -t ted P
et en observant gue D- -1 70 , on est done ramené & prouver 1'inégelité
f ‘1 * 5 3 Tk "a = iy Vet
&,5} { Z;% Xiyil "Sﬁ':; ,é s s : s yi s
T Y (2 : &

7

lajuelle résulte du fait gue le trinbme du second degré em X

T 2 £} 2 2 2 — 2
J(x £ ) - 2 1 0% pny PR >y
b vo—a @ 5

est positif quand on domne & 1llin étemmee X une valeur réelle arbitrai-

TS,
2) Qi lion a 69 \a, )=6 pour un e € g@ j , ou sura nécessairement, :
}.es termes de v‘%) Gtant tous 7 0 :
Ay + g (1- cx.(}::@_ (1€i¢n) ;
dfol, pour éﬂ "s‘:g avel sonaue :
Ao eg,;,,'z a) = (4.~ @& Ew,»@; - (144 ¢<n)
si ¢  Dprend la valeur O en un point au noins, on a done
9 (@} = K. w&@} _ (0< o <1)
. '
o K esb unc constanbe : daus ce cas, ¢ “ est encore convexe, ot le
Phéoréme 4 sst done complitemgnt démontré.
Romsroue 5 - Llinégalité
i (ere)e N (2) + H _(g]
¥, ) < 4,13{ )+ B (g) | .
o5t connu sous 15 nom G'inépalité de Minkowski. B8i on 1'spplique |

7

an cas of B ost formé des points 1,2,...,m et of [L est obtenue

en plagant une masse +1 en chague point de B , elle prend la forme




- §¢ =

S L e

tiicwm : ‘
ol leé X3 T des;bnent des membres p051t1fa &rbitralres.

L?lnegallté (5) est 1% . népalité de Cauchy
lisera au Chap.III (Indgalités de HSlder).

—Schwartz, qu’on généra-

On trouvera d'autres inégalitée plaisantes et délectables au

Chap.V, o2 l'on verra comment cellss-ci peuvent se tirer dlun

seul et uonigue théoréme de fconvex ﬁ Laf |
L'inépalité de !finkowski mont'e gue la donnée dfune 1&&9@3@16 pésitive

¢ eur E permet de d6Ffiniv, do la facon suivante, une famille d'ecspaces

=

i
vectoriels ﬁswiéﬁ

o

Pour un nonbre p (1<4p £ + o> ) dormé, 1l'équation

Tt
5 pQJ} =0 .
définit un sous-espace vectoriel de . ; si on note LQP ggpace quo-
7 ;
tient, et £ —> £ 1'application linésire canonigue de of & Zép :

1s formuls gé i_ﬁ ff (£ mguf%fiz)gf? dg;(x}j?i

=

définit upc pnorme sur Z,@ -

les espaces vectoriels normés Eip ne sont pas complets ;

le but du Chep.ILlI sera principalement de montrer comment 1'on peut

réaliser @@mﬁfétamenﬁ, au moyen de fonctions ou de "classes” de fonctiocns,

les élénents des go mplétés des espaces g%?

Bemargue é'* On peut montrer gue, ap point ds vue de leur
Structure alga brigue, .55 espages |, définis ci-dessus socnt

%

tous lsomorphes @ﬁ%;e oux, Tout revient & prouver évidennent

’\,‘/:). - . s . y '_’_‘?.' s x o z
gue le sous-6s5puce a@ o, Géfini par N (Tf) =0 sest indépendant

de » l(ef. Exerc.
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A1

Ceci étani, on peut fﬁrm?z le nombre f (2), que nous crrzraﬁs

) YW= fape)ren e ;
considéré comme fonction de h , clest visiblement une forme liméaire
sur &f(%%) ; celle-ci est sn outre continue sur toul sous-espace
L(H; K)ot K H est mmpa@"c‘; en effet, soient A ot B
deuz c&ﬁpagts, contenus dans ¢ et & - tels que '

ke Ax3 :
31 existe (%2, 17 2) des constantes M, s dﬁég telles que 1ton ait
§§f§g ' pour fe £ (F : AJ
i B )

é 7o » o=y
o] ! 1ig ¥ éﬁw{?‘ﬁf«i}

o B¢ 6

4{

Q%

i s £ gl w4 S e 13 = 5 i i*
f’m‘z} zgfézﬂ SR e Wh Il 2 M i %
% : Fo i o s S 5 . =iy o heba T L4 5
L § i IS I gl s e
il suit de 13 gue
7 i Tegoe
1 ¢ 4 i i
| & ég < M, -pB
ct, comme L (G + ). que
52y e L e s L9 1) 5 GUE
£
% LN % | é § A M % 'é? é
19 0h 2 (o R4 Eﬁﬁi Z i i i:vég)j
‘é}{-ﬁ}% gg«fg}%é“ i%’*r-:% ~§§Qﬁ% j%"‘a@ 3 g
ce gui prouve notre assertica

On uws‘m‘s de 1a gus la fcrme (%) est une intégrale de Radon sur H
& =

et on peut poger la définition 5‘&:}9?&3’5@ :

3

¢

Définition 1 - Btant domnées deux intégrales é@ Radon 4 ot i &finies

< i» eSS

Y B = we 7Y Z “ 5 -~ R Y i 2 Sy = . Z el
i Dar . lYtintéprale de Fodon ¢ . deflinis pur 1'espace procul
i @ @iy &* i

7 S0 R “ - % £in

L' G . &t donnee par le d orzmie

e s A s 3 i %
& 5 P o ) i {‘sﬁ . 3 }) {

(5) y{h) = ﬂfw inlzy)d g (x)

'z! + \5’
" 77 Fo ey &3

LS L P, R
BOUY béecocl « E Ao )
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2 - Théordme de Lebescue - Fubini élémentaire.

I1 est clair que, parni los fonctions appartenant & L (Frb ),

trouvent celles qu*on obtient par
(4) ¥i(x,v) - flz).c0) o FEL(T) ., gedl
ainsi gue lours combinaisons lindaires. lous écrirons symbol

h=f&g

G) ,

igquement

au lieu de (4). Si 1l'on applique la formule (3) ici, il vient

(5) , V(£sg) = A(2). p(g)

I £ ,
e oA 2y oy 3 o P g

EE ._i{i‘;q‘j JAAlZ) = g(dﬁ j fii}ﬁ— e’j’ﬂ-{é‘u; = vﬁ«{«u}* é‘(a’} .

o (3
Plus généralenent on aura
¢ A o \‘z . =
gé} N}‘q‘u Z_“J 2 @gq & J‘a{oi}-ﬁé\gg) .

LE0EM igisn ‘ o
On voit - en identifiant comie i@udgﬁfS les espaces - A &
" i a =

- gue, dens la formule (6), A ot g entrent de facon syme

s
3

ce qui s'exprime encore par 1

s > & . = < 7 v 4 e s % A
(7) 5 dﬁ,(z{}j n(z,yldply = | duly) | blz,5)dAlx)

&
2

valable pour toute fonction b de la forme (4), ou plus généralenent

de la forms
=R

(8) o h= Zm@ ft

Hous alleons mortrer

-

cela, cbservons gue

)

-~

b
S s o
Gelinigaent sur o

BPeiy
* A o
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Théoreme 1

- Toute fonction

fonetions de la forme

(9) z,; £, (x)e, ()

44;“4‘!%.

gui restent nulles en dehors i'un sous-epsemble compact fixe de PrG .

AT
e

£

{fi e

(Fx6G ) est limite

uniforme de

e

£ (F); 8.6 L(6)

)

Pour démontrer le Théoréme | , considérons d*abord le cas oh les espaﬁegr

T ot G sont compacts

7 ;3
Dang F( i< )
4
sous-oledbre Jb

permet en outre de "sépaysy®

en es
o

g ;able

leux points distincis

Dizprés le Théorénme de Veiersbrass

Jb ost partout dense dans

L

L'on pe

2. alore des

% aler& de méme do

G

ctions (9) forment visi

par l'application &
guelc
?w’g RS
(Top.Gén. chap.X, 3

. Ce qui prouve le
Tonc
sont

g tont

{g}%{;a pour xe A
§
r 1£i<n , ls restriction
{resp gi‘:ﬁ”{? (€}), nulle
ce g8 A (resp. B ).
otions (9) nulles an delors

2&& o) D
P ot B onope
A e -
5 5 ecvant un %.”:3 ’

W2 s o
fonctions 1 € @f L )

’

blement une
onques de .

Théorenme 1 dan

L]

tion h Eol

compacis. Dlapregy
nombre & >0 ,

A . T
8 sur B et B

en dehors d'un

b est donc limite

dfun cong
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u prend ls valeur 41 sur ;’%é ; st nulle epn dehors e A ; on a

&

0 {v 1, v prend la valeur 1 sur B@. , st nulls en dehors de B -

Si vne fometion E fi@-gi vérifis

- 1¢esn : 4 ' :
(1) |ulxy) - Z £,(x) gi(3)|Le pour x€h, yeB,
1a prcpriété (10) sera encors vraie si llon remplace > £, @ &

par > uf & vg, ; comm> les fonctions h et Z uf; ® vg, sont

identiquement nulles en dehors ds A * B , on voit que l'on aura
gh‘(ﬁﬁ) - 2 u(x)f, (x) ?(y}gi{y§§<
quels que soient x€ ¥ , 7€ G : ce qui achive ia démoenstration

-

du Théoréme 1 .

Si 1l'on revient au pmduii; de deux intégrales, on voit gue lion 3

s

démontré le résultat que voizi :

és
Théortme 2 (lebesgue-Fubini) - Soient A et - deux intégrales de

R e AT 2

teprs
Badon définics sur des espac3s localement compacts B et ¢ ;ona
T o ” : = =7 7

(7) j dﬁ»éx}jh(%??dgﬁ(?} = [ap) [ n6y) adtx)

pour toute fonmction ne L (F 6 ).

La f@rmule (7) - qu'on appzlle souvent : Fformule d'interversion des
signes. jf pernet de z.zaz*l@z du pmda?t de deux intégrales é’%, et 5
sans préciser llordre des facteurs. Q’&aﬁd on veul écrire explicitement
1%in t»»gwalo produit Y . on emploie souvent les notatiome

dA(x). s uly) duly). dilz) .

vih) =1 nlz,v) d ilz) daely) = j‘ ﬁﬁ,{g,}j n(z,y) duly) =
v'—;t,’ 7 44
i A S e A e :
= fapp) [ nzy) 0 A (=) ;
o * ; - & P <
par sbus de lan ngege, on dit jue | j hdj dp est une intépraie dwzziwgg;gg
o 23

11 nous arrivera parfolis d'enployer suss i 1a notation du produit
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,onaurﬁpour hcf(?%L

o w

ffh(z,zf) aA(x) d pely) = 2 o(x) Z b(x,57] ¥(3) ;
X Ke? 4eG
comme les séries comsidérées se:at a’osolzment ccnve?*g,entes ceci sléerit

jfh drdp = 4,,“1},, hix,7) o(x) Hy)

oR le second membre converge a’bsczlumen’c : done A & ¢ est 1'intégrale

discrdte formée par ls répariition de masses o(z)v¥(y) sur Fx G

Par szemple, on e

e &e =¢
x 5 Oy
et plus généralement
e N
\5 X :
( Z & @5/ o By - 53?.-}’ Pt g
Kigz,g% \z: (}F =t i ey d

N
1&8P

Propbsition 5 - Soient A e, © deux intéecrales de Hadon sur des

3
»

!

espages F st 6 , ¢ e P deux fonctions conbinues sur
Ao ul - 5-*‘»@?‘5'}@@?
in offet, onapour h el {F rE ) :
é’;j{h i apY zjéﬁfg (z) Jéﬂ n(z,y) ape Yy) =
% w}}{h{ x,7) olx)¢iy) dply) = gpjf’ hgy}@(’{)ﬂé«’(w dA(z)dely)

e qui montre, comue annoncd que J.7@® ! est définie par la

2 - i .
deornsité ¢ @ °Y par repport & A & [ |

o
% H 73 < = 2 o>
B201ent g»" 3e s g ﬂ'é“% des ospaces localement @"Wﬂﬂf}?@izs en nombre ,f,i,ﬁ,i.,
4 R
= 4 ;- Fmes St Ao mﬁm« X e Than définice & “:‘(" 3
Bb s zoisg ,f’%_.,(?' des 1nteg . ’'a . ©p a8 Hau0n Jeillinies Uy |, ;...5 Fr.
i i i
S e P ST vy ") 5, 7 o ‘:.*3’"‘ « s e o e G e L oo 17 4“_’”’_:’5”_”” ;Q =5
rTespecvivenent, Un appeile prodult 08 C9S5 IDLeTRLEE lotesrele 08

TE bt
5 g: = 5‘,’/’2‘5, cne % T -
i Yoo
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par la formule

) ( ((hed)edr)..)el,

‘o

on sura donc, pour toute foncsion feof (P )

(M,) A(p) zfdja,i(z,? )j@.‘éfL(Kz},”jf(x;i,xa,”.,in) M%(Xﬂ)

cette foramule asyant un sens; comme on le voit en appliquant successivement§

7 o “"ﬂ; ot T g o i ¢ ﬁ
ila Prajp,v"? aux espaces ( 5‘&% sae s A fﬁg@} * ?ﬂ L ?i,;;, ?‘?@‘,2}?‘ ' on-1
. etc. .,
51 1%con identifie entre eux les divers espaces obtenus en effectuant
dans un ordre arbitraire le produit direct des ; (1€ign}, on obtien-}§
dra, en "permutant les signes jﬁ 9 dans 1s formule prez;édezz , un certal
nombre - &gal, de fagon préeise, & n! - d'intégrales sur s nous allous
voir que toutes cos intégrales sont égales entre elles, ce gui constituera

=

une génbralisation du Théorém: de Lebes
Nous allons d'abord démontzr:z que la loi de eomms:.twn @ définie

sur les intégrales de Radon s3t ggsociative ; de Tacon précise :

0 A % A o Z z @ 3
Propogition 6 - Soient A , A, , 4 des intéersles de Badon d6finies

= 2 3
2 . z =y z
sur trois egpsces lowalement compacts [ }*2},, ?‘3 ; on s
- " s =
{A@%ﬂzj ) ® A = %@{AQ@}LS}
Posons en effet :
o A e }% X 2 e % : }é
p=(L 6N, ) @ 3 ¢ Y = }2@{“’% s

& °; 7

: % ~ T
& ( A 9 X 2
) ]

&

S

L

On sura, pour T

c;{'f -fé\»..- ’-’ *
g,&{f} atjj. @Jwﬁ (2'%‘,3 )i g i, {3‘323 E/’ P{Xw}:ﬂ/ﬁg) a A (‘K;%)

et, dfaproés ls Tnéoréne de Lesesgue-Fubini ;

:?L(fj = [@ jiﬂ% »3} }
o

aeey
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jdﬂi(x1)! d%(x})ff(x,!,za,xﬁ ar, (x)
jﬁa,& (x,) fff(x,; %) a)t, (=5) ani , ()
- fdA (= )f,j 7 r )a.A (x) dﬁ, (x;)
— v {f)

ce gui démontre la Proposition. : ~ >

e (2)

le produit & 6tant aszocigtif et, diaprés le Théordme de
Lebesgue-Fobini, commutatifg on en conclut gue, dans la formule (11)

1) llordre des intégratiors est indifférent ;

2) on peult vemplacer plusieurs signes fﬂ par l'intégrale produit

correspondante.
. - \
Par exemple, on aura, pour trois intégrales A , J%b’ £L5 les

éguations suivantes :
0

[ 3 2 {ﬂ 3
{8 1a) e al - ldA 1d) £ A -
e = 297‘4: 4 wlﬁ;ﬁ %zgj E '}’ -
= L dA d ) AN -
‘jfiv* ‘}:07 3 e
- a ) il ak AR - ‘
> -
5 - Intéorale de Lebesgue deong ?%iﬁ .
Comme application des notions exposées ci-dessus, 60? idéronz 1l'espace
— = e . - o
& . puissance directe n de 1*@5@&86 localement compact 1R . On a
gdefini (% 25 EQ;Z, xemple 2) 1tintégrale de Lebesgue dx sur K .
- .. - - = % ...' - SoT
On zppelle intéerale de Lebespgne dans R~ 1llintéprale obte en
offectusnt le produit do 1'intéprale de Lebespue sur B 0 fois par
: . = 15 =

1 -

SE ? e ; n sl
slle-méms. La valsur, pour une fonetion f € &f'(%i )}, de cotte inté-
grale se note généralement

P {"@ 3 - ) e < S = e
‘gj 305_?} K @$ Aﬁa»:./‘-fﬂ;iﬁ‘_'wﬁ.j dﬁm_‘é ézz Sl ‘:i.ﬁ. b

o -
o < & 455
. e
le symbole rp n [ est appels, par sbus de langoge,
Pl oo hee F
£ «&L/
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une fonction numérigue définie ot
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Appendice’ au Chap.Il : Décompositions specirasles des

algébres commutatives dans les Hilbert.

e

On se propose ici dfaueg;scer une théorie élémentaire (e’esteaedlre
n'utilisant»pas’le théoréme ¢e Gelfand-HMazur) des décompositions specira-
les des'algébres autoadjointes et cemmutafives d'opérateurs d'un espace
de Hilbert ; ceci dans le but de montrer gue ces gquestions pe seraient
pas déplacées dans la premidie partie de Bourbaki, et de facon précise
dans le livre sur 1'Intégration (mais non au Chap. ET§ bien entendu).

e

4 - Alpgdébres sutoadijointes = liotations : /- espace de Hilbert
& &d

b (g@ : alzébre des endororphismes continus de <ﬁ% , munie de la

-

topologie uniforme - clest-a-dire définie par la norme
I

H 51
Ajf = sup
§ §v 5. T E G

£y

7 : i ,% Sr
R (# ) est une alpdbre nornés compléte avec unité, sur laguelle est

.

A'X

e
.
ety

2k

définiec une involution A —» A  telle que :
¢ +* e #
D | At =lial 2) [[a af=f a7 | 2]
33 st "A +1 esi toujorrs inversible

(Déronstrations éléientaires, ,
z ,,_L_?iﬂ = pa 5 e e 3 = a
On désignera par Jo une sous-algébre fermée, commutaiive, autoadjoint

°

et contenant % de %ﬁ (7 ) .

- ' . A ; .
On désigne par /Qﬁ llensemble des & € J& qui sont hormitienms
&
positifs, clest-a-dirs vérifient
(Ax , x) » 0  pour tout X € gé? .

)
Pour vn A Ji

@g’}g ie spectze de A sera 1l'ensemble ¢ des AEC
5

inversible ; pour ls m@memtﬁ'ﬁﬁ ignore

za,g
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mais comme (A-A 1) ' exisie pour ;‘ﬁ ;> i




- Ba -
2 -:sﬁ A "‘g >
G e )
n=0
on sait que le spectre est borné, et domc compact. Si on considére «75’ -

ie spects:*e de A dans J% sora liensenble des )L tels quev A- A1

ne soit pas inversibls dans 76 . On verra que c'est le méme gue dens

% (J ). on va d63a le prouver pour les hermitiens.

: ¥* - - -
Prop. 1 - 53 H-°H"  (H ! oxicie dans (A ( &) pour tout
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Démonstration é1é ﬂen’cal re,

Prop. 5 - 51 H e ]@‘ _est hermitien, son spec,trc dans J%" est
identigue & son specire dans S’QL ( # ). '
Soient ¢ et > les specties de H dans R ( 2 ) et dams 7

respectivement. On & trivialeisent 6 — > . Je dis que tout point
frontidre A € 2. est dans 6 . En effdt, il existe une suite
: 2] - :
* . ’ . o
A € g > qui converge vers A_ . Si A_é o, ona (continnité
n 5 : o o) H ;
de l'inverse) .
- 1
= u/%. 4 = 3 4&5 ‘=...€}*- =
mais (A -A 1y 'e ; comme /4  est fermée , on a donc aussi
. . 3 £ = -
o - j%,,G 1) e Jg’ : absurde ,
Ceci étant, ot comms (Prop.1)] o6cR, = ne peut contenir de

2 3 | > : ; s 4 i o
points complexss ; done 2 < R ; mais glors tout A€ 2. est point

frontiére : donc > ¢ o , et Pinslerent =, =g = C. O T.D
‘;" e S [t o "“i’?" . : 4= <n 3 5 S At e g -3 L3
Corpllaire 81 A€ J,  , le specire de A dans ¢ est positif,




2 - Fermé§ pogitives - Cax;a_@;i;g_e_g. .
On dit gu'une forme linéairs £ aéfinie sur b est positive si
| £(8) 7 0 pour tout Ac A, .
Prop. 4 - Toute £ » 0 est continme, ot vérifio
[2a)] < jal]. e41) .
Va 85 aeA_ ,one £(a’4) 0 ; done (Cauchy Schwsrts).
|2m)f? ¢ 2(1).2%a) -

hais On a
# T 2
0<a 8 < fla sl 12l 3
done
f vi2 {4 A2 a2 ;
2 <« 201)° s carp

Or voit que, pour £ > 0 , 91 =
- A/ . - ’ _ ' 2
Soit alers %’ 1le dual (topologique) de 1'espace de Banach b , st
f é & % : 3 = v E: o+ e
K c A liensemble des f > 0 tfelles que £(1)< 1 . K ost convexe

et faiblement compact (élémentaire). Ses points extrémaux # O sont

caractérisés par
: : ¢ foa a §
1) -1 0 £ ¢ ¢ implique g= AT
cf. 1o présent Chap.1I, 32, U” 8 . Fn foit :

Prop.5 - Lleos points extrémeux de K pont les formes lindaives £ telles

gue
(1) £(AaB) = 2£(a) £(B) .

1) Soit £ extremal £ O , et soit
{




o<B a"/B-B R 8
¥ * *
car (B BA Ax, x) = (B Bax , ax) £ (™ ax, x)

donec
Oﬁgﬁgééf -
par suite £ = JFB P ol BJLB est un scalaire, 6é:al &
r(8* B) (faire A = 1) ; donc
£(B” Ba) = £(B% B)£(n) ste. .

2) Réciproguesent, (1) impligue tout d'abord £20; cér si A é(jg%
eb sl B(L) = A , A-A1 ns peut 8tre inversible : donc {vop 5
Coroll. ) A g'O ; et done £ 0 ., Comme £(1) =1 ‘cu 0, ona PEK .
f est extrémale ; car si 0 < g <% , on voit que

(M) =0 => P(A78) -0 —> (A" A) -0 — o(4)-
done g = Ac: - ‘ G EeTPD.

53 Le thégréme fOndamenual

Soit S s1ensemb?e des points extrémaux non nuls de a@ ; ils sont
caractérisés par

' £(1) =1,  £(a3) = £(8) £(B) ;
aone, S est Lalbleﬂant conpact . L' space compact S2 st le

S - s e
spectre de ;jg . On désignera ses points par x , ¥ ,..., et par

Ces . = 3 2 : S # »
{if& ,:z;} la valeur en A de la Torme lindaire A . Comme

(4

* A A : s A ~
{ A z}wzéA,x>} {%,z/”%@wx;>,é3,z>
: : 7 = A 5 ’ % A Z
et comme on peut séparer deux points X , ¥ par vne fonction <:A : X .

les fonctions

gsont partout denses dans (© (52 ) (Stone-Weierstrass).
N g <
Prop, 6 - Pour tout & ¢ $o on 8
11 A 3
oA ?@ = S35 % / A = N
i S s %
- ,
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- Soit B le second meusbre. D'aprés la Prop.4, on a

Il 2] - .
D'autre part, d'aprés Krein-Iilman , toute £ € K vérifiant £(1) =
cppartient & l'enveloppe corvexe faiblement fermée de S dfo& lion

déduit, pour une telle f :
-3 . %k s~
2(a"8) £ Swp LA A, x>

: x
bn particulier, pour tout x € éé tel gue (x,x) =1 on aprg

® "9 .
% A é% . ga < MQ .
15 &

4 B

Q.OIQ‘CZ g .f%.i% ‘é ?l’i s 3 C,Q,F,z}a

in comséguence, on & le

Théoreme fondanental : J%' est isomorphe. pour toutes les structures

gulon peut y définir, & e )

8o thdordme enbtraine les rssultats suivants, de toute évidence :

- B #=
Prog. 7 : J@4, est l'ensexnble dea A A

Corolinire : racine carrée ¢'un hermitien positif.

ur J, coit positive, il faut

i
@

re

bm‘:

Prop.8 : Pour gu'une forie lincs

=

Aet il suffit qa9elle vezlf;e ltune des conditions équivalentes gue vci 2y
1) f(&; 8) 7 © _?08? toub A b . '
2) ta)= [ L8, %> ap )

of ?L et aneﬂzega de Bsdop positive sur Sé (1a,uelle o8t parfai-

Renargue - 51 1l'om utilisait Gelfand-dazur, on pourra it ﬁfﬂﬁv‘gﬁm les
B3y 2 7 £ e (o = 't) T g f-i C;gf) i3 7-«» ¥ + oo f-'"r'*,-‘n" 5 Lo

ETOD s 29 B80S ccouper oe ge = pniguenendc en Vel &Li aes

L da o s e L s e “’%’ top e o -or o G i ey
propriétes internes de  J« (ef RBepport sur les algcobres nornices ).




