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£ (Notes de H. CABTAN - Novezbre 1948)
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Intépration des formes différentislles de decré n de R sur les cubes

de R

On ccnsidére uniguenent des cubes dont les arétes sont paralléles
aux axes (produits 8'intervalles de R , de méme lonyuaur) Pour de tels
cubes € , on va définir\/h[gi,...,gn] les g, étant continfment diffé-
rentiables, de maniérs qus les conditions suivantes soient satisfaites :

(1) i un cube C est subdivisé en petits cubes C

f[gw'"*bn] %/ 51’""5]

2 one

(2) 51 les g, satisfont 2 unn sondition 5o Lipschits de coefr &
- }/ [‘g‘i"' "gnl lé 22-1n1 (x1)® , 1 déeignent la longusur
du ¢0té de C . :

N

(3) jﬁ [gi,.,,,g ;} est nultilinéaire en g,...,8, -
{ pour n;:E) (4) J[ [gi,...,g ‘] est alterné (est multiplié par -1 var
échance de deux des forctions g, )

Avant de FPormuler la derni2re condition (5), remarquons qu'il sxiste
Gans R” une mesure de Radon ¢ et une seule telle guse 54(0) J([é4"'sga€5

on désiznera par J( [g i ;} 1tintégrale (sur C) d'une fonctl/d

continue T par ranport 4 cette msgure. On peut obbtenir ceite intégrale

en subdivisant le cube C en petits cubes et effectuant des "sommes s

Biemann” relativement & £ . Cela dit, voici ls derniére condition :

ot
fed
B

{5)* 51 on a des fO;Othﬁs cont. élf ér. h. et des Poneticnsg conti-

nues &, , en pnoubre Tini, telles que 22 aiéh ; alors

Z/ [hl,gr,,,.,,bn}-o .

51 les sonditzoﬁs precedentee sont satisfaites, la guantité

7 =

I £ ;Q§$bg,gg c} ne dépend que le la forme différentielle £ &g%éﬂ,‘ﬁ

L
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51 une sonme d'expressions telles que f dg s A ... Adgn est nulle
(en tant que forme différentiells), la somme des intégrales correspon-
dantes sera nulls. Ceci justifiera la notation J[ B dgq A-... Adgr
Cela dit, 1'intég rale‘f‘£g1,..,¢; 1 va se deflnlr par récurrence sur
n , par les conditions suivantes :
(2) pour n=0 (auquel cas l'eciseuble des gi est vide, ¢t le "cube"
est réduit & un point), c'est egal & 1 ; de sorte que 1'intégrale d'une

fonction £ est égale a la valeur de cette fonction au point unigus de

‘espace.

‘....t

(b) pour n 71 , désignons pa: OC le bord du cube C (somue formslls,

)]

coeff. + 1 , des cubes de dim. n-1 de sa frontiére) ; on pose lsz condi-

{I) J{ [g1:“'3un] ng l_gz““’gn]

Ii est evzdent gue le probléme a éu plus une solution sstisfaisan’ 4
ces 2 conditions, puisque, par ricurrence sur n ’\/ {g1,°..,gn} se trouve
défini sans ambighiité. Reste & montrer que l'"integraie” ainsi défizis
satisfait bien aux conditions (1) & (5). Nous commencerons par le viri-
fier pour n=% .

Diaprés la définition (1), 1! ntégrale jr[g] pour un segmemt g dlori-
gine a et d'extrémité b est égals & (b}~ g(a). Les propriétés ( 162,
{3} sgnt immécéiates ; (4) est triviale. Quant & l’wnte*“aie j1f Eg
on sait gun'elle est ézale & 1'in égrale ordinaire Jf foldx Gﬁlm
iﬁx lteras aussi de la démomstrat on générale donnde ci-dessous).

La propribté (5) découle alors aissitbt de 13 .

Supposons les propriétés (1) » (5) vérifiées pour n-1, et monirors
gufelles sont vérifiées pour n . La définition (I} rend (1) évidentc,
' . ; . - = = :
> gue 1 C est subdivisé en ey OC est épal & 200
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des fonctions gD""'On . Reste

.Egﬁﬁﬁ@ﬂd%ﬁv>*ﬁur des subdivieion s de plus en plus fines. Hais vou P

‘gnoet par iy 17arere du cuae Ck , el e t@ndanu vm - @>aVac1 1.

51 meintenant 24 est une fonetioa constante, la définition (I) montre
que J[ [gﬁ,,,.,gntlzc ; en effet, on a J[ [gz,.,.,cn:l-o , car clesi
écal, dfapris (I) pour la dimension n-1 é %( g, {gﬁ,‘..,g 1 et
D0EC est nul. | 2

e 1a résulte que L/“£é1,...,gg;l j}gﬁxa) (ég,...,gﬁ ], a étant
une consgtante égale a lz valeur e &4 ua cenire Uu cubse © .,  Or

(.Dl

gg;»ag LK1, 1 désignant 1a lo;gueur du c6té de C , et K le coeff.

Lipschitz de g, . De 14 on dedulc sussiidt ls propriété (2), puisgue le

{2} est évidente d’épras in d5finition (1). Pour (4), 11 est évicent,
dteprés (1), que t}hL 1,?..,5 '} est nmultiplié par -1 si on échange 2
8 montrer que clest sussi mu tiplié
par -1 8i on échange g, et g - Orona
, dlgigy) = 2418, + 2,dgy
ce gui, en vertu de (5) appliqué & n-1, domne

é :
é [og..zgw-’sgn? 451{:2;“-55} iog quag"j,:“'soﬁ

Comme le premier membre est nul l'aprss une remgrque antéricure, on

Lm‘m

Ghijent le résultat annoncéd.

Heste &4 prouver la condition 5) pour n . On doit montrer : si

ot z - =
2. 2:6h. =0 (he cont, différ. >t s continues), on =

| ‘j b j&i'[h;‘a’?)g’s"*°§g j" 0,

or, en r%moatgnt érla definltzcn de 1'intégrale de Riomann,
2% 3: lim Z [ 1:2.., ()k)h grng’“’?g ?
: . é Lo
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ie poir 'aﬁ nt ibe C ur ision de € _ 1s imit
& czzz 1 ise c@qtra du ¢ ibe fk dluns subd%v ion de <

dars ffﬁg'ﬁ.aﬁ,a - QL 2: (Ak)h () = %; ai{Pk}h (E } '%'?:ga dég
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{(cela résulte de 1'hypothdse 2: a;6h.=0). Donc J est 6zal a
lim . 8y (P h, (P ) j [g?,..‘,g j gui est nul puisque
f Lgp,coa’ ]—' 0- ﬁ co ;oFoDcs '

Woruule de otokes.~ Soit, dans BJ, une forme différ. o Qe degré n-1.

& coeff. cont. différ. dans tout l'espace Alors, pour tout cube €C , on a

Jf do = J ©

comne cela résulie de la formule (1)

isis on peut étendre la définition de 1'intégrale d'une forme giff

-~

rentielle de degré n (dans R™) d1 cas du cube & celui d'un simplexe

(orienté). En effet, la mesure gaeee définie pour les cube
g 2 ’On

B8 gro?gaﬂe notamment & tous les simplexes. Ceci étant fsit, js dis

= = - > = 2 a 7
iton & j s = J{ @ pour tout simpliexe S de dimension n de R {3
® . S V

sleoit 3 iplexe euclidien owlanté) En effets spoit vne partition

z

continue différ. de 1'unité (fi}, dont l'ensemble d'indices soit 1!:

st

i3

oppeosée au somuet d'indice i et 1e contenant pas ce sommet. Soit C.

pavé définl par les n vecteurs ayant leur origine au sommet d'ingdi

et leurs extrémités sux autres simmets contizus de S . 11 est clair

jf ci(fif,:)=fa(f 0) , \Zf /fw,et par suite

- - jfm-—‘ fim—i—f(df)/\w.

En -scommant par rapport a1 on ,rouve bien Jf © =‘jﬂdw :
o8 %

Intégration sur las gimplexes siig uliers dlfféreﬂtlabies d'une vari:

ble des sommets de S , telle gque : pour chague i, £. est identiquemen

nulle dans un voisinage ouvert di demi-espace fermé déterminé par 1~

m

1,
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£
g
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aifferentlable .=

£ 1

On st racené a 1ntégrer une forme différ. (a cceff ccntxnas; g

un simplexe euclidien, lorsgque catte forme est définie dans un V@Lﬁi

cu simplsze euclidien. On peut alors la supposer définie dens tout

nage
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Linéarité. 5i » peut s'éerire T dgiﬂ .../\dgn , o £ et les g5 80"

-5 -
car, en la multipliant par ane Fonction cont. différ. qui s'arnule hors

d'un voisinage convenable de B =1 est écale & un dans un voisinage de 35,
on obtient une forme gui coincide avec la forme donnée dans un voisi-
nace de S et est définie darns tout 1'espace.

La formule de Sto}es est ¢ vii mmmnt valable pour les simplexes

gifférentiables diune variété différentiable.

\

Théorie générale de la différentiation extérisure.-

En réalité, ce gu'on a dit plus haut sur la formule de Stokes ns
TIrASUDPpOSe pasS connue une défirition générale et une théorie des la dif-
férenticlle dlune TPorme différeatiells. Elle montre simplement gue gi
sont cont. 4iffér. sur vae variéié différentiedble, on 2

. qugz . d'g fdg1 S d_gn
pour toutl B mplexe dlfferentlable 8 , de dimension n .
Cela posé, nous dirons qu'une forme différentielle ¢ & coeff. conti-
nus possdde une différentielle sxtérieure sfil existe une forme différ.

% & coeff. ccntinus telle gque, pour tout simplexe (on pourrait, avec

svantace, se bormer aux ima~es cortinfiment différertiables des cubes)

ifP. S . on ait .
\j ® ::JFE'

_ 25 S
Une telle forms, si elle existe, est unigus (prendre des coordonn

0

iccales, et user de petits cubes dang l'espace euolidiem,cerraspamiax?}w

On 1tappelle la différentielle sxtérieure de v ; clle se note d# .

eh

cont. différ., alors de existe 2t est égale & df;\dg@/tb.a pdg, -

argue : dire que © de degré O (c’eatwéedire ure fonction continm e 7))

o
e

5 wme 0iff. extérisure, clest dire gue f eat continiiment différye

of
Vi
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Si do existe, la forme dw a me différentielle sxt., qui est pulle

af _a_i,

et a o < = =
(évident par le th. de Stokes ( :eci fournit une dém. de =

pour £ 2 fois cont. différentissle) ).
La notion de différentielle 3xt. a un carasctére local. Pour recon-

pafire si une forme possdde ume différ. ext., il suffira d'utiliser

£

LY EES 52

O
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des coordonnées locales. Prenois un systéme particulier de coordo

§

<

locales ; je dis : pour que o ait une ¢ifféremtielle ext., il faul

{0
ot

|

1 suffit gue v soit lizmite de formes mk & coeff. cont. différ.

0
25
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(riimite" stenterdant su sens dz la comnvergence compacte des coef
teiles que les dwk aient une "limite" ; cette limite est alors la
difPérentielle extéricure de & ., {Démonstration : régulariser).

3

Comme conséquence du critére précédent : le produit ext. ds 2 form

by
£
{0
e

syant une différentielle extérisure a2 une diff. ext., et on a la

=z

foroule connue donnant lo 4 d'va produit. En effet ; cette formule

iy
&

o)
3

érifie pour des formes & ccaff. cont. différ., et ensuite on pasze

iz limite.

(s

51 on fait une application cont. Gifférentisble d'une variété ‘ans
une autre, 1l'application qu'on 3n déduit de l'anneau des formes di'f.
de ls soconde dans l'anneau des formes dlfia de lg premidre transforme
toute forme ayant une diff. ext. en une forme ayant une diffeér. %z@;;—
&t cette aspplication est permutable svec 1'opérateur de 4iff, ég%é»

: conséguence immédiate de la formule de Stokes.
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