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1tintégrale "abstraibe”, correspondsnt 4 peu prés sox 3/4

-8
au chap.II par des fonctiore ou classes de fonctions, lorsgue lia

forme 1inéaire U que l'on counsidére sst upe "intégrale® sur un clan
de fonstions. On peut imaginer diverses méthodes pour arriver au
résultat classigue ; aprls plusicurs essals effectifs de rédaction

{gu'il tiocnt & la disposition des curisux éventuels}, le pédactsur

est arrivé 4 lo egnclusion'qua in méthode la plus rapide est celle
propossée par Cortan en 1938 ; ells b*ap}lzqv ‘non sculement & ia

définition ées'éfnations sommables, xmais cncore & 1o fréaliss +i¢ﬁﬁ
de l'espace @?U lui-néuc par l*eﬁﬂﬁmbla de fonctions déaigﬁéa;:

par $2  (tout au moins lorsque E et un ensemble mesurable).

Ls reste du chapitre comporte les propridt és essentielles é%.
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ilanecien ﬂdiploﬁcé&&” , et qulon a cdherché & exposer de ls nanicrs

@

1z plus rapide possibls.
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 Comme nous allons lo voir, i1 n'est pses gsible, en général, de
prolonger l'application x —» X & um ensenble Sl > ¢, de manidre que
toutes ces con? itions soient remplies, et gue llimage de $2 soit
Iltensonble éjg' tout entier (ou méme 1l'ensemble L~(Q?) tout entisr).
En effet, considérons une suife décroissante (x,) d'6léments 2 0 ds
” telis que llenveloppe inféricurs de cette suite goit 1z fometion

a T {sutroment dit, gque lim xa{t}-‘o pour tout t€E) . Dans

(3{1 } a vane li‘mne ¥ » O , cui est aussi sa borme
‘L. s Y "_} P ‘
est telle gue Uly)= lim U(x, )= lin Olx,) . on doit

A

mernt avoir ‘\f:“-‘ﬁ si la condition a} esl Tem nl : par sul les

it satisfaire & la condition suivants !

)

roissante (x,) ge fonctions 2C ds £ ,

Se?
il
o

pour tout tcE , on a lim U(x,
npes

—; 71 sat facils de donnor dos czcmples e formes linésires ¢rois~
e monton U psur ua claon «:P , nc sotislfaicant pas & lo condition
{B) . Prenons por @xemplc—: pour lionsenblic dea suites
{w_}__ ., de nozbres réels, tellcs que lin existe ; pour
Lo B-po0
touts sulte 1 )€ C%) , posons U(x)= lim u_ ; il est imné-
n e 87
iist gue U est uns forme linéairs eroissante sur Lounia 1a

te telleo que u =0 pour m L. n, unmz‘t pour m® »n ,

15s %, forment unme suito déoroissante d'éléments de ¢ , dont
inféricure est O , et tells que l U=, =1
‘C.f) & §

-
¥ oMV 7% | B

- {n dit gutuno fomme 1incalro crcz&sants U sur vn-clen

_sotisfait & le condition {B) .

0.

ene allons donc nous limiter & 1!étude du probldme

%8ms dans ce cms, il n'est pas possibic,
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e o = 2 -;7‘
telles gue x BUD X (B(zx)=t oo &t

- il ntexiste sucune suits czois
sacie {z ) ayant eebmgpwy 16883, Lo poss U*{z}z 5‘"3{:’;:&;1’ B(xn}}, is

beTns supéricurs tan’c prise desus l‘era able des suites déervipsantes

{x } de fanctions de 4) telles gue z p ipf x, (13 (x}=- oo sﬁii al

sxiste aucunc cuile décroissanto {“n*‘ ayant ecetto propriétd) .
fonction U* (rosp. U L ) zinsi géfiz_zi.s dans K, eat appe lae l’ir»
térrals supérisure (resp. l'ini'é 2lo inférionre) stiaghde & &l

oy * . = SRS .
our toute fonction mumériguo x , on & U m} G [(x) . En effet,

cotts inGrpalité est Svidents si u” {x = +o0 ousgi U %(‘x}z- oo,

Dars tout antre cas, il suffit de voir gue &i {3y, ) est unc suite crois-

n
D, {z.) we sulte décroissante ds Ponctions
; n .
A e 10 - im Ul )< 1im Ul ).
de @ , tollos que dnfz £ X <sppy, , 0B B g.}:;w { n‘}*‘* 47 z}’(}:

or, lo relation 8¥p y, 7 f:.gf z. noutre quc llenveloppc supbrisure

3
de la suitc croissantc (v_i-zn; d¢ Teunctions de C‘b est 2 0 ; d'aprés
Tnt =% i3 a2 - ¥
la condition ('), on a %3’?@ U(z,rn z,) 7 0 , ce qui slderit
:zimﬂ( g ;a,rp) L‘s‘{z J)> 0, et comme on a toujours lim U(y } > - 00
- T
ot 1lim oz 3 <+0<> , on peai: écrire lim U(y )-lim B(zn} g .

=
on & é"i idomment on outre U {- x)::»U (x) on peut donc se borner

a4 étudier 1'intérrale supcérisure.

PRUPOSIVICN 1.- Soicnt (xn) (JH) deux suiiecs croissantes de

fonctiong do 4) » follos gue oup %, £SUP T, jousa alors

p Ulx) < sup Uly,) .

sr. eflet, on a par hypothlse X S 8up y, pour tout entier m ,
donc d'apros llexioms (D'}, on a U(xz ) € spp Uly,) ; faisant croltre

n indéfininent, on obticnt la proposition.

fod

= "ff 2 2 =
COROLLAIRS 1.~ La fonction U o8t croisganiec cans R
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En effet, pour toute suite croissarte {xn) de fomctions de @ telle

que - x ¢ SUD X, , £ X xﬁ) cct une suiie croissante 8o fonctions de @}

tello quo Az < sg.p{ Az ) ot on e spp U(A x )= A sgp U(x) .

CORULLALGE.~ Boit x une Tonction munérigue 29 , z_vne fonction ée

x, 1z fonction égals & x(t)z{t) lorsgue z{t)#0, 3 0 lorsque

i
G
i

: = = iy o gy ey R s pe e T % 5 i
(en convenont de rempiscer 1o second membro par O loregue n z

vy TR i Rt e - e A S %55 s A T . e & iy,
8lict, 8i z=0, 1'inéegaliité est évidente ; duis 1c cos contrairs ;
~ 5 S e ST P e £ = SrAE Z 2en : % - =
G2 L X £ § 28X , donc ie cerollaive résulte de 1o prep.3 ot do
o8 3% =
- oy i ? P > 4
oI, o B S r b arh ot bl
L I T T 13 Tt A i . Pa el s s ~
PROPOSITIVE 4.~ Pour toule suite (xh; de fonctions numéricues Pt
s
x, o= Z %
> == £ -t
U ( > x 1< > U (x )
N fliey g4 > Comard S ”5“‘

Pans le cas contraire, on & U'(x ) { + oo pour tout n ; guel guc

S 2 ~ 4 o1 % 7 o=
telle guc, BL On DOS 9. sz%p an &

. - - ' 2 . £
e . o e o o~ S . % i <r ).—. b 4% {t’,’ ! } -
oz alt % gy, ot U (x)<U(y )= spp Uz, ) S U (x )+ & . Posons
o = i 2
¥y = 2, ¥ ; nous allons voir gus, si 01 pose uﬂzz,ﬁw"z 9n+"°+z* -
o % % 2 : 3 y i
Mo il A et e
¥y =2t i'ernveloppe suniricure de ls suite croissante (un} de Tonctions
':‘\. s - - 5 % 5 A o ofe o - - -y A 2 e
¢e & ; en ecffet, on a évidemment u ¥ pour tout m , ot dlanvtre
é-a‘. A 3
pour tout B 3> T 1.2 %, ¥5. +...+z dloh sup u. v.+v.4+.3y
i et GLE3IR T 758 g ¥ s il}{:} ;{.;i":,{%'ﬁgi_ * 2 ..._{}I% s = (9l L.?Z:_ n *"3 82‘ s;,:zj
e s REE A S ~
tout p, ce qul ontreine y=sup v . Cela Stant, on ¢
oo S O ST
3 LKy = ST -:&'4 = ;i "f
¢foh U U2 % )X Uy} sup Blu ) ; mais
A 3 i faiar N el e o £ s o
] = AR &4 i = il
-
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les foauctions x «—w;'s%}i et xz— g'ﬁf sont continuss dans j\.
identiquoe dans 4? - .. '
On prolomge d'autre part 1tintégrals U & f\f er posant U{x)éﬁfi}
pour toute fonction sommeble finie ; il ost immédist que clest une

forme linésire croisssnte sur 4. ; continue pour la uepolngie de

cet espscs. Par continmité, onm a 3\x)=ﬁ {x) pour toute fomction %20
-
de 4L, opuisgue cetise relation est vraie dans vcb% {cf. th.4).

-y e | o 3 & .
Nous silons voir enfin, aux 5% suivants, gue 1a condition 4) dv

= e - 4 - »
21 ept satislaite dans jkf pour les ensenmbles dénombrables st gus

vnérigue x ( finie ou non)

st néglizeable {pour U st {? ) si 0¥ (xl)=0.
Avec cebie définition, on voit gus lo saus-eapace 2 de .jif est

“onclions néglissables fiﬂxae._

ey
%)
£
i
(441
P
&
M
?*“3
[y

PROPUSITICH 5.- Bl x est négiipeablo, toute fonetion ¥ tells que

Iyl < }=z| sst néglissable.
Ciopt uns conséguence immédiaite ¢u cor.1 de la prop.t .
PROFOSINICH 6.~ La gomnme @lune sbric de fonctions népliceables O

88t nég limeable.

Glest une counséguencs immédiate de la prop.4 .
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CORCLLAIRE 1.- 81 ume sultc () de fonctions de 'o est uno suite
2e Uauchy dansg - E et sl elile converre simplement vers une fouction x
dans E , x sppartiont 3 5 ot est linmite do ls suite {x,) dams = .

En effet, on peut extraire de {z,) une suite (xhx) telle quo (xnk(t}}
converge presgus pariout, et guwo toute Tonchion Finis érale presgue
partout & la limite de cotic suite, soit limite de (x, ) ot a fortiori

: g _
ge {x_ ) dang 5 ; mais dfeprds 1'bypothdse, x(t) eat précisément
Szels 2 1a limite de {x. (%)) partout. ‘ =

8¢ iz Xﬂ};( t}}. partou

TaraE

CLLATHE 2,- Pour ijoute fonction scmmable finis x , il existe unec

} de fomotio:s @ ¢, qui tend vere x deps llespace A ,
3 5 =7 -

tolle gue xﬁ(%} tende presocue partout vers =zft).

P
b Y

Sl 0o A
Irn efiet, @ 6Glant partout dense dans Lqi'ﬁ)}; il e

#
o
0
ot
i
L)
L
$a
fotn
P
Q@

= : i e =14 £y : =
fonetions de ¢ tolle cue lim ¥ =% dans L {gb} ; on appli-
' nooc “H

th.1 & cettc sulbs, on obticnt le corsllaive.

~._  Remsrgues.- 1)Uno suite {xsﬁ} de fonctions de @ peut aveir wms
’ limite dens 1l'sepsce J&if sans gue la suite (x,(t)} soit conver-
zente on sucun point de B {of. ? 2,exerc. ). -
2} Bi x est vno fonction sommeble finio, il n'est pas toujours
possible de trouver une suite {xﬁ'} de fonctions ds ¢ , telle guo
{x (%)) converge pariout dsms E vers une fonction égale

-

pregouo partout & x (of. chap.V, § , exere. )

ctions sommgbles.

ignerons nzintenant par f \ llensemblce des Tonciions numériguos

s 0w non, 4fTiniecs dans B , et €gslos presgue paxtcut 4 un

: los Tonotions x €\ seront appslées

sommebleg ; dfapres 1o cor. de la prop.8, J'Lf egst bisn iden-

lionzemble des fonctions finios apparbsnant & f\. :
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et toute Tonction sommable est finie %fe;quefgartout d'aprés sg délfini-
tion. Dans l'ensemble A ; la relation "x est égale presque portoud

& 3 J” est une relstion dféguivalence T d'aprds lz prep.7, et chiagus clazes
modulo 7 contient au.meins vue fonetion finie ; en outre. toutes ces
fanétions Tinies ont mémg;image par>1?application'x~w9 g Cela psraet
done de prolonesr 4 /. 1fapplication X ~>% , on désignant par X ls

-3

= AF = = - G s
valeur compune des y pour toutss les fonctions sammanles Pinies é§e$ww

ot

presque purtont 4 x ; Ia relaﬁieﬁ gg'%~§’ sicnifis done pour deux fonc-

= 5 =3 - = ™ ,,# -
tions soumables X,y . qulsllies. sont. égales presgue parbout. De méme,

- o ,‘} "J ~4 o < s oK - .z_,’. .fl—..
is relstion X £ ¥ signifie gue z{t) < yi%} presgue partout ; en affet,
or: peut se boruer au ¢as ob x ¢t ¥ sont finies. On a glors; en pesant

o ~ FAL AT = S et .
z={y-x) , Z ={3-X) =0 , donc z ogt mulle presgus partout.

;‘ 2 Aaszs % ?;’,...‘;__.‘?{f"}‘g Vet LR 5 '..‘
ik ‘E‘i’f} v@gtf_.lv ka:.,“‘l}{}{,g SES e SR SOZ@"?

&

On prolonsers sncors U
sozmables et égales presgue vartout; on -z deonc Ulx)=U{y] ; dlapris le
3 b 1 ‘14 <3 > At-’)‘/
th.4, l'espacc compliet L {é}} pout 8tre 186ntifié & 1

. - = . ~ ~ ) - £ % e
classes de forctions sommablss eg'lfs presgue partout. 8i x et ¥ sont
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Prosque pariout ; toute fonction z %

S

égale & x(t)ty(t) est samable, et on 2 Z=%x+y ot U }x Hx)4o(y) .

De méme u:inf(x.y} , v=eup{x,v), x=Ax {pour A#0) sont scumsbles ot
';'-..w 3 I % - i

on a T=inf(X,¥) , Vesup(¥F) , ¥=A% . 5i z o5t scumeble et z « (x

lz fonction z, égale & xltiz{t) aux poinits o8 z{t)#0. et & 0 alllsurs,

est sommable ; en eoffel, sl y est une fonction sommeble finie éasle

Z
= = /: .ﬂ:’/’\)/v/v .¥_ >3 e = = e % - Q,,
gormable 3 en outre L=y T8=R. 8 . LGS COnAivions a/j,0) 8t ¢} au n 1
3 7 e ’ 4
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3) Le cor.4 du th.3 eet inexact lorsgufon ne suppose plus gue
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g 2, exere,

le filtre

7

* -ait une base dénosbrable (cf. § 2,oxerc.9) .
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cole entraoine %=y , donc x et y sont égales presque pariout. Halsoane-

&Tl
&“

rent analogue pour los Tonctioms z, .
PROPOSITION 12.- 81 x ot ¥y sont deux Ponctions puméricues telles gus
x(t) < y(t) presgue partout {(zesp. x(t)=y{%) presgue partout), on a
(=) <Uy)  (resp. U (x)=0"(x)).

I1 suffit de considérer lo cas of x(t)< y{t) presque partout ; la

proposition est évidente si U*(y)z +co |, 8i U*(y)(-é- oo , pour tout
Z

nombre a > U {:j‘} existe uns fonection z£3I telle gue y<

.--l

L >‘{5&ﬁ’

¥) est arbitzreire, on a

e

Cette proposition peimet df—* compléter 1'énoncé ds la grop‘z : 81 le

A

nd 7 e (4) es3t db fw,x. et {+oo , z{tHylt) est définise

]
W
o
S
By
s
&3
W
&)
7
C‘
b
G

prsasane partout ot on a encors la relation (1) ; en effet, comme
Tz ¢ st UMy)<{+ oo , on a presgue partout =x(%) <+ oo
ot y{t)<+ oo |, et en modifiant x et v dans un ensemble néglis sabl
s qui ne change ni U {y:) st B (:-/“) ni U*{x—i-y) dtaprds la prop. 12, '
on Be roméne au cas of x(t)yi(t) est partout défini. -

PROPOSITION 13.- Pour toute suite croissante (x ) de fonctions numé-

]..

P s

rigues tellec gus su.p B (‘i’z) >~ 00 ,0n 2

(63} ‘{i{saz}v}<1511>¥3fy)

“ Z}’ “ﬁ

ic second menbre oat + oo ““Dane lo cas

pour tout n , et il existe par hy asizi atlol
- e ,)ié"{eq, % . ?'f?é‘-fvy } - £
1 €l gue U (%, )>-o0 ; on De sut donc suppeser gue U (X J &st
Pial Pour tout . Alers, pour tout'm , il existe une fonction sommable
e e . v et (& 3:13{:;_{ } {prop.i1) ; 1ls relstion




out, car o &

partout

pIsscue

t) 1

nﬁ@i

7

i)

% ‘.:\':\ %’I‘i"? Gﬂ'tz'aé?’ =
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S5% o
1° Posons y, =%, si U(xn)-() s Vo=

X, dang le cas contraire ;
U(xn)

i1 en_ elte i Z. Uly,) £+ oo . Dore (§1,00r.1 du th.1),

7* ¥, ost sommable, et i1 est imaédiat que Qy-— an
"zl

2° On peut se limiter au ces of x et y sont des fomctions finiecs car
on ne change pas Q’,, et Q. J en remplace..;t x et y par des founctions égales
rospoctivement & z(t) et y{(t) 2ux points of x et y sont finics, & 1

sux points ok clles sont infinies. Considérons alors lao Buito des
fonctions somnebles xnz{x-»n};)*',} 0 ; la suite (x,) est décroissante,
donec sa linite z est soamabls et ,jz, 0 (&1, th.1) ; nais, dfaprés l1a
définition de X, o a N r : |

‘ el . 00 A “245 ia\x Q ;
tribu < formée dee ensembiles Qr 5 OB X gm’c Iy Eag?

s sommables (pour U ot C}P et > 0 , esat 1o

crale U (et su clan ¢ ).

une intégrale sur un clem de fonctions & ,

ttachée & U . Toulc fonction scmmablo (pour T

sultera du lemme guivacsht @

fonction sommable =x >0 gt tout o >0 , la i
grigtious o est sommable.
o X 0 L
> =, 560it g (u) la fonction conbtinve définie
1 an ' 2 L oy sz
o wme > % oo 5 7 Tiésyem
& O pour O\uie 5,8 1pour agu, et 1iné
<a o est 1'enveloppe inférieure de la sguite
' Q\'.X %
tiore g, X ; il suffit donec de montrer Qus ©esS
: 4
dernidres pour tout > = .
: o 3 "o S < Alarre la dé&Piniti 3337 o 7
= Jh = .- D5 o & UJ LT il s 8 gerlinition g‘un gielk
e ! g =
- o o < - o -
Bap:k. 2 i), 81 =xcl { Q i}, ¥ ect enveloppe supéricure d'uns j
f}:l’} de fonctions Ge P , done g ox &5t
o % = 2 ;
snveloDpe SUDBTiISUrs de la suite {g,{,c}iﬂ Jm~0o B9 fonctions dés P
g ¢ i3 > e 3 -




; - 9% -
en outre, on a2 g (u)j gz u pour tous uz,o done gp(x (£))< %xm(t) 2
ce quil prouve que U(g;noxm)\ = U(xm)\ = U(x) ; par suite ( § 1
EpeX apparticnt & I par définition.
Enfin, si xy0 cst une fonction sommable quelconquo, x est prosque
partout égale & l'enveloppe inféricurs d'unc suite décroissante (35)-

=5
est presgue partout égale & 1'enveloppe inféricure de is snite déexrois-

de fonctions ds I (§1_,cor.de la prop.11) ; il en résulte que g sX

sante (g, y”j”,w& de fonctions de I , ce gui achdve la démonsiration.

YU+ 08

une intégrale.

92

4, dasure atbttachée

Tlous &étendrons léglrement la définition de fonction additive ﬂ‘ef@vm3$s

: s o . . e
sur une phratrie ¥ , donnde aw chap.Il, § 2, en conservant 1°'{4noneé de
cette définition, maip en BUPDOS sant gic la fonction prend ses valsours

< 2 >
’:: sy £ i o '%_ . ,,.‘; 7L S + (-.,. 3
\.‘.8.»..1}’:‘ ‘% Cyj ? : QO s VU- 2 A.»-{;.:.) 3 g «

Aveec cctitc convention, posons la définition suivents :

DEFIEITION 5.- Etant donnée une tribu 9 , on dit gu'une fonction

additive clsusemble ph o sur q est une mesure positive (ou sinpleiment

une mesvre, lorsqu'azucune confusion n'ern résulte) sur %, , si elle

prend ses valeurs éans [0,%- c.xc::g et sabigfait aux trois conditions

suivantes :
s o oisssate (4) & 1 -
. ) FPour toute suite croisszate d'ensenbles de C,L ; on a8
= &50;
i 1 = x
{ ) .f"’i'{: L) A } = z;-lﬁ gﬂfi,. s
2 =i L A ey &
CéwT' Tout engembls des & est réuniocn dénombrable diensémbles de
L % A.‘ e e e
mesure finie.
£ e 2 T T~ s " ~ 3 2 3 7 S o S ] 2 B nd o F:
‘i--+ ; Poute partie d'un ensemble de ngsure nulle appartient © 29
et o donc une mesurs nulle)
e mosure (positive) prend encore parfois le nom de distribution
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les B_ appartiennent & T ,ona \2 A= y B, , les B, sont
deux & deux sans point commm, dfod - ( U An)- Z Pb
et Z (/-B .

1 sat alais que, si une mesure ¢ est définie sur ume trivu I,

lzs encsenbles de mesure- 2 nulle fornent unc‘tribu fG contenant

P
dang “3, .

PROPOSITION 10.- Soit U une intSgrale sur un glan ¢ , 4 1a tribu

attachée & U . 8i, pour tout ensemble A € % , on posge (,LA--U*{@ A)

+ st _une mesure sur la tribu T

[

W WAL LED

fotons dlsbord que si MHA L +oo , @, cab sommeble ; en effet, on a
par hypothdse A=Q. , o x » 0 est sommeble, done ¢, est ifenveloppe
supéricurs des Tonctions sommables ¢ x4 (lemme de la prop.8) ;
GONG DAT h:,rpothése sup U(@P y ) < *(@ ) {+ 00 , 9, est sommable
en vertu du th.2 du §1 :

e
Cola étant, il est clair que (¢ esi unc fonctiorn croissante dans T ,

§1 4 ot B sont deux ensembles de & sans élément commun, on &
t{a UB}»—{AA-r LB ; c'eat évident d'ap.:'és la remarque préliminaire si
wh ot (4B sont finig ; dans le cas contraire, les deux membres de la
Formule sont égaux & + o2 |, puisqﬁe P est ¢rolissante.

seit meintenant (A ) une suife croissante d'ensembles de & , A leur
répnion ; si n:ggw fay= + 00 , la formule (3) est évidente, puisque

ih A pour tout n . Si au contraire pim (A {+oe ', il résulie

2w th.2 du %?mqu%tgﬁ , enveloppc supsrienre des ¢, , est sommable et
Lo LR Y j:'"n :
: o Al = ; el 5 . sl
3 A=T{¢, )=Y1lim pA_ . La condition (i,) est donc bien vérifiée
o - o2 n I
L conditio {».;11) est vemflée puz.sque si A"Qx est un ensembls

cualcongue 68 & A ept réunion dénombrable des ensembles P

Pa®s 2 <% 8

sont de mesure finie. Enfin, los susembles A4 e tels que g 4=0

?l&




a

- he o
no sont cubtres gue los cnsorbles népligeables pour U ot

an 24 ( 31,36£.4), done (iiy7y) Téoulte de iz prop.7 du

QTN
LD

q: aéfinis

g1.

ficus dirons que lz mesure W aipsi définic sur la tribu X est
15 mesure attachée & 1'intégrale U {et au clan $ ). Gréce & cette

géfinition, nous pouvons désormais appoler emsemble de mesuye malle

les cnseinbles nézligeatles pour U el <?.(s'il n'y a pas dfanbisnité

sur lo mesure considérée).

Ixenple. issurs €8 Lebeé;ue

syz R .- Prenons pour & ie clan

doo fonctions continucs dems B , nullos on dehors éun intervelle
_ o :

compact, pour U ls forme lindaire croissante x>

4

z{t )t sur
& 5 :

@?. lious allcng voir gue U est une intéprale sur <? . En effet,
s o A 3 7 ~ 5 = = H
soit (£ ) vme suite décroissante ds fonctions de P, si £,

bt

est nulle hore dfun intervelle compact I , i

te (fﬁ

e

£, pour tout n . dontrons que, si la su

an osth de méme de

} converge simple-

ment vers 0 , ellc converge vniformément vers O dens I . En

prerhesiin

pour tout n , il oxiste un o ot un indice m »

fm(tﬁ) 7o . Soit t ume vulouy dfadhdrence do la suile

dens ltensenmblc compact 1

f%it} <%

s, k4 -
% ol gne £, (t} < o dans B . ot
0

e o o et et - P 3 e
sonte, on a sussl fﬂ(hE £ a dems H pour tout By n.
1&Finits 37 existe ? +al on £
définition, il existe 2 » B, "ol Q0E ,nég .
My 2h ol gne £.(t ce oui est absurde
pHEP A& S teL gue M'fﬁ.\ Jﬂf,g‘}' & 3 S8v < L5

== - c
{ef. chap.V S 4 )
§ e A Ll s ve A L -

=3
ot, dens le cas contraire, il existeralt a > 0 tel gue,
1

conme £

n tels gue

(t,)

per hypothdse lo suite (fﬂ{t)) tend

o8t

311 exisgte un intervalle ouvert B contenant

comme 1la svite (£ ) est décrois

41

&
&
b
0
ey
£
e
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finie, on pout supposer guec B ost
de nesure finie, et gue

orsgue A est de zesur

Zn ounktre,

interscetion dénombrable d'ensembles je dﬁ
réunion dénombrable dfensembles dont chacur est intergeclion donom-
sat

Alors wA

Cest r
de mesure Tinie.
de

brable dlensembles de 9
;hbord lc cas oh A es nasure finde.

il existe une suiite déercis-

1L

rgidérons dla
(§‘1 cor.de la prop.1i),

cllec que 9,<

; s
uite soit égale 1
cun o8t do

donce

foncticns de 1
%z de cette =

[ola
enveloppe inféricurse

29 “

N e (_B

ction dvu

isfinie pour ;
. = 1 <

et lindéaire pour i~ = <u
3T 00 a8

I (lemme de la prop.8), et
s+ Q9 appar-

&

e; Pom 3‘“-'—‘»
périeurs dluno suite croissante
st réunion des @ .
Y
o ., Alors A est *%unian diune suite
apres ce gul vient 4'0tre Adémontrs,
2 >0 et tout cntier n > O ,
el gus ;};iiamn. ot que
B, = é%i B . ; c'est uno réunion
donz il appartient encore 2 '5%“ s
N {*An} ; i1 en résul




d'arrds (5). Si B sst 1tintersection

4

n

Ly .

4

22t

>

Nz4

g

n

puE n |8 g
GosB. ,ono BOR,Be® . oot 8N(acs n{ 4 pour towt m ,

pour tout @ , clost-d-dire guo (BN [ 4)=0 .

i
o)

p(BN[AY<
2° Supposons oncore

done

alors

@
$

e

@, pour tcut_n , ¢t gue l'envoloppe supérisurc

tout d'abord gque A goit de zocsure 4

S

{ 31,cor.de la prop.11)}, il existe vne suite croisssnte(x,) de fonc-

tions de 8 telle gue
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contient la tribu 73.; attachée & U , ot le prolongemont de A 2 ﬁ;
cgt identiguc & la zosurc abttachle & U .
En particulior, si A est une pesuvc sur une tribu 4 , & 1la
phratric des ongsembles de mesure finis dans 4§ 2, ona Q—o =X .
11 est évident que la condition ( p* ) est nf6cessaire pour que puisse

8tre prolongé en une nesure, G'apros la formmule (4). Supposons inverse-
nent gque cette condition soit remplic, et soit U la forme linéalre
croissante définis sur le clan cj) des fonctions étegdes sur D par
1o condition TU{e ﬁ}z AA pour tout & € (5' . Hous allons voir gue U

cst vne intégrale, clept-a-dire satisfait & la condition (D) du ¢ 1.

50it done {“i“.n} une sulte déecroissante de fometions 30 de d,b , belle
gue 1im x (t)=0 pour tout tEE . Etant donné arbitrairement € >0 ,
¥ o L

soit A 1'ensomble dos t€E tols gue xﬂft)ys ; A, appartient & o,

miizsgue cfest la réunion des ersomblos de 5 (en npombre fini) oh x,

prend celles de ses valeurs qui sont € . Soit d'sutro part B 1fon-
senbls Q%

des points t oh x,i(t) 7 C , ot posons Bn=Bﬂ Eﬁn , ensenble
gui apparticnt & %3( . 11 est izmédist que, sl a est la plus prande

e b e - : 1
des velours e %, , on & , pour tout n , xné eq)Bn 3 m“n ; dlot

ulx,) {e. AB_+ald, { s.ABre.AA . Or, l'intdrsociion dos A,

est llonsemble des t o lim x (t) » & , donc est yide, cec gui,
Nvoo &

dtapres (D% ) entraline %igwjmn:o ; pour n 4sseg grand, on a donc
"A_ £ & , et par suite U(xn)s;a(a-HLB) ; comme € est arbitraire,

on & bien lim U(x )=0 .
0> i}

Coei ddmontre done gque A se prolonce on une mesure, savoir la mosurs
attachée & 1'intégrale U , d6finic sur la tritu £ attachée 2 U .
#n owbre, d'aprds le th.1, pour tout ensemble A de "“Io , i1 existe

o

un ensemble B do I o gui est réunion de A et 4'un ensemble de

mesurs~ . nulls .




A
F&7

=5
> 064 =

S0it nmaintenant (4 UnC 1osure prolonseant A sur unc tribu C‘: conte~-
nant & . Pour voir que % contient %o ot que y coincide avec (4,
sur & o » 11 suffit de prouver {(dtapres (Isﬁn)) gue pour toui ensemble
Ae &, tel quo |4 A soit finie, on a A€ ot pA=p b . 51
tout d'asbord K A=0 , il cxiste, df arrée le th.1, une suite déerols-
.sa:ﬁ'be (Aﬂ) ¢onsembles de <§6 telle que Ac A at %imwy oy =0 -

Or, il cot immdédict, d'aprds llaxione (LiI) ; Gue (A= Ha, , puisque
“F&z: est réunion dfune guitc croissonte dlenssubles de g : B‘aprc}gs 1a
fortmle (4}, on a done {4 ( Q An)= %{L_?‘Pﬁm ¢ ha =0, donc Q A ost de
nesure- i m:z,llfa, et par suite A , cortonu dans cet ensemble, appéé‘tzén‘b
&2 U et est de mesure- e oulle .

531 maintenont | “ A >0 , il existe, d'aprés le th.t, une suite ir?:'iéé::’_ais-
sonte {An} d'ensenbles de %‘Jﬁ_ , 48 mesure- ?"'0' Tinie, telle gue A é::Aﬁ s
et que 1'interscction B des An goit Téunion de A et A'un cungemble do
WOBUTE= (L malle (donc oussi de nesuro- (4 nulle) ; comme les A sg:par~
tiennont &4 §, , il on est du mdmo ds B , done de 4 dlaprés co qui
procdde ; on oubre, om & h= AB = %;i_fm%’“ﬁns :x,iifoo Hohy, = f"'oB = {x‘bA -

Dans 1o cas perticulicr ot A est une mesurc sur une tribn &
et & 1la phratrie des engembles de resure-A finis dans C};’ , OB &
done VT QC_‘. T dtaprds ce qui préedde ; dlautre part, dfaprés

{E;ZM}, 4, ect identiguc 4 la tribu ongendrée par § s done

Lorsgue 2 ¢cat unc noguye sur wne Sribu C}: a8t que ‘5& est la
phratric des cnsembles do mesure finic dauns T , 1'intégrale U corres-

pondant & G et ¢ ost dite attachde & la mesure [ et & la tribu

!

e

&~ . 1o th.2 montre gue, réciproguenment, A et K sont la tribu

it
ot 1a mesure stiachéces & cetiec intégrale ; on éorit U(x)= } X d e
& X :
o sncore I =(t)aul(t) .

v

~




- 65 =

Une fonction f mesurable- & n'est pas nécossairement sommeble pour
1tintégrale attachée & & et ¢ ; pour qulelle soit sommable, il faut
ot il eulfit 6videmment que £ et £~ lo soient ; Co qui peruet de so
restreindre au cas o £ » 0 . I1.existe alors ume suite (f,) de fonc-
tions &tagées 7 0 nesurableos- %' » Cul converce simplement vers £
(prop.€) ; si £ est scmmsble, il en ect de méne de chague £ car si
une fonction ceractéristicue ¢ A d'up ensemble de %, est inféricure &
une fonction sommable g » 0 , elle est sommable (prop.10) ; done fn

Pod

st uno fonction étagde attachée 3 1z phratrie @’ . Réciprogucnent

pour l'ensemblc des fonctions étasées g attachées & B et telics gue
0Lg4<f , s0it finie ; U(f) eet alors 4zale & cette borne gupérieurs.
Enfin, soit U uno intégralc définie sur un clan CP s et considérons
son prolongement régulier ( §?1 ,n°8) sur l'ensemble f‘g des fonctiocns
sonmables correspondantes ; soit %, ot ¢ la tribu ot la mesure
attachécs & cette intégrals. Alors, '1 cst ausel llensemble des
fonectious sommables gufon obtient on faisant lc prolonpement rérulier
de U & partir du clan VY — A des fonctions étegées attachées 3 1s
e g r._/ N ) 2 C"'I ~ o D 5 £V -
phrairie % des engembles de &, de mesu.re—im finie. PEn effet, il
réoulte de la prop.10 gue toube fonetion = > > de ﬁ est limite
divne suite croissonte de fonctions de WV | diod (en vertu du th.2
~ > Fone :
& o - 5 A 3 2 2 ! % >
du };,v‘s’} suit sussitdt gue f‘)‘f egt pariout derse dans L (({) } ; conme
Gtautre part, tout cnsemble de nmesure- Iu nullie apparti&n‘c 5 % par

o

définition, 1 prop.18 au 21 est applicable ot donne le résultat aunoncé.




6
6. Fonctiocns gussi-somnsbles.

DEFINITION 6.- Soit U 1'intésrale stiachée & une mesure i gur une
tribu 4 . On dit gutunc fonction nunériguc £ est gussi-sommable
(pour U) si £ est mesursble- X ot si U*(f)-—-U*(f)

2 § U*(f):U (£) cet £ini, £ est sommedlo ; une fonction £ guasi-sommable
ot non sommable est donec telle gue U**f)éU (£)= + o0 , ou X £)=0. (f}:aog
Dans ccs deux cas, on &é31gne encere par U(L} ou ‘ff dp la valeur

conmne ég *Zf) et U (f)

81 £ ost quasi ~semmahla et U(P)~+ o> (zresp., U(f)=- oo ), l'ensenble
des poiﬁts t ok f‘t}~~ aresp. £(t)= + o0 } sst de mesure nulle,

car il existe une fornction gommable g telie que g <7t (rﬁsp. g‘;:f).
31 T est guési-sommable, AT est guesi-scmmablc pour tout scaiairs
fini A #0, et om & U(AL)= AU(Z)
Si f et g mont guasi-sommables, ot si U(£ HU(g) est d6fini, la somme
et definie presq:

ne paritout, ot clzst une fonction quasi-sommabdle
=U{£ 3+ (5) Br offet, U(Z) ot U(g) nc peuvent &tre

S

tellc quo U(f+g

infinis de signes coutraircs pur hypothtse ; on peut donc supposer palt
excmplc gu'ils sont tous deux différeuts dc - oo ; la proposition dtant = |
vraic lorsque £ et z sout sommables, on peubt se borner & cousidcrer
le cas ok l'on 2 , par exemple, B(f}=’+ oo . Les fonctions £ ot g
nc peuvent Otre alors Sgales & - o© qae dans un enssmblo de Lesure
nuile ; en les remplacant par +°°  dans cel ensembls, on obtient
dont 1la somme eat encore

e i 5 3 e A 4 i
megurabic=- 2, COY 12 TORCUIoN Uy gzt conitinue dans




o
ot =~ £,78, ; dlautre part, Ulxty)=U(z}HU(y) , et U(x) peut &tre pris

arbitrairemont grend ; dome U (f4tg, = + oo = U(£)H+U(g) , e qui prouve

gue T,+g, est guasi-gsommable, d%oh la proposition.
41 4
PROPOSITIOH 11.- 8% (f ) est une suite croigssante de fonctioas guasi-

gormgableg telle cue L’( i )} - o© pour unc veleur de n aw molins,

l?f*mvelaﬁr,_u supéricure £ de cottc guiic est cuas ~i-sommable, st on @
U(£) = lin U(L
(£) = 11 U(£,)

En eoffet, T ost zogurable- ‘;”f {prop.5) ;

borner aun cas o8 linm ﬁ(”‘ }- oo mme U (
-0 ; :

om 2 u}%’f*} 7 0(2,)=t(£_) pour tout n , done U (f)= + o0

4
an th. de shesrus 'mu.) oi l.g,z 1 <~1~w , on peut se
s 3]

)

3 ho g 2 o oy g By e g g
NOEe L8 DroposBitichi.

2 0, mesurab ble-% , est guasi-sommable. Clost

b

Poutoc fonchion

NS ode wmpaawmn Ao gmeate 2 nen e T g ol B i G o e A 7 %
inn6iiat pour toutc fonciion caractérigticuc ¢, dlun cnpenbic A de

mesvre infinio, car A ogt rdéunicn d'ure suite croissente {An} d¥ensenble

de mecoure finie, done 9, cst caveloppe supérieure ée 9 . On en 4éduit
: A A

5 _ i

gue toubte Tonetion étende sur € et >0 wm@st gquasi-sommeblo, puiggue

touts forction mesursble- % et > O est guasi-sommablo, étant

ltenveloppe supéricure d'une suite croissante de fonctions étagées > U

Ce raisonncment prouve gue toutc fonctiion guasi-sommable £ );, 0]
cst envelepps supdéricuro dlunsc gulte {fq} de fonetions gommablos
# 0 ; on romplogant £ par gp=sup(L,,. ..,fn) on voit gue T es

5 -

onvelopps supbriours dlune sultc croissante e foretions sommabl

TS ERTRINCE T TUY rADT T o Y ey e 3 oo 3o 2 % A
PROPUSIIION 12 (lomne de Fatouj.- 81 afp} est une suitc guelcoague de
o So e 5 e, 3o « N 4 < S amef? P 3 g :
foncticns guasi-gommabics et 20 %Jm,:znf T, e8t guasi-somna eblc,
Pisraerey =4 - 0

% < Bon S 538 &

£ J < Uin inf U(F )

S8 .




G

in erfiev, poitb En™ %?5 fé#p 2 gn_est aesurablse- grliprop.B) et positive,
done quasi-gommablo ; on oubre on a U(g. )< g(£w+p) pour fout 0 ,
done U(bn} 1nf u{s ) cela Gtent, lim 1nf £, est envelepne
supéricurc de 1a sa1+ eroissante (gb), donc (prop.11) est quosi-somma-
e . : , =

ie et on a U(lim.inf £) %ﬁgwﬁ(%) < %5_.3”(%31’0 U(fm))
= 1$m.znf J’f }

v@acﬁg ITION 13.- Pour au*une fonction T , mesurable- & , soit

gussi-sommablo, i1 faut et il suffit gue u(£) et U(£") me scicnt

_.idwu..,
pas_tous depx infinip ; on & sloxrs U(£)= =u(£T)-ul£")
a;?;- St % = 5 - = 2
Gommo  T=f -f° , lo condition ost sulfisante, Elle est sussl noces-

anive ; en effet, si £ est pomnsble, f+ et £ lc sont aussi ; si
7(f)= + oo , il existe uno fonction sommable g teclls que g < £ ,
done £ £ g , ce qul prouve gue £° est sommable, done u(e") ,<.+ co
Raisonnemert analogue lorsque Ufz) = = o,

En par»xcalzef, si f est is mesure diseréte canonigue sur un
“nsembl@ 1., los fonctions quaq:-sommablcﬂ pour U nc sont asutres
que los zamziles {x@)-ee ; telles que lfun o des deux sommes

‘fjm x ; ;22% v‘ soiont finios ; ume telle famille est alors
AE L ’\., 3 5

Wﬁmuubis dong 8 (&0 260, ,chap. IV <s 6,2°% et exorc.1) ot la
<l T S # ’ '

lour ¢a llintézralc U niecat a&tr@ gue 1o SORNE 2;1 x, de la

telle gulelle o 46 86Finic en Topologie générale.

COROLIAIRE.- Si E gvpartient & 4 §% est de mesure finie., toube

est sommable,

& A

~ —

ﬁ
ol
=
0
K
B
&
et
9(,3
}..f
)
§
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BEFINITION 7.- Pour toute partic A de B , on spoelle mesure extérieurc

B
{resp. mesure intérieurs) de A ot on note 7 *A (resp. Fy A) le
o

nombre U (“;A} {resp. U*(cpA)) .

™3, . 3 e * o‘ - 4 3

Un a évidemment @ 4 S ph. 81 u A=f Ad+ o0 9, st sonmable
dene A est un ocngemble de § et ;A*A = yf‘“A = & ; la véciproque
ent Ovidente.

Toey e + £ s o oy oy %.’z ® :

Lo rolation AC B ontraime (ol g @ B of “ b < B . La

PToD.2 du %"é appliguée aux femt‘eng coractéris tzq 25 a., doux pariiecs

g g A e e $ 5 “3 2 2. o I
G e A O 7 1 % 74 = 551 oo | o e b 4 o SR 3 e g 3 o & o3 7 O e 3 30 o S el a0 R 180
L5 RPOPL. Yo WA § 2 PIOuy e guS, 83 %,-r?aﬁ )} st u dii; SULTE Crilaganto OO0

s oy e &y m B m A £ 2 > 7y e %
artics do “ et A= | J A  ona gn < 13m 51. A . Il en résulte que,
'&‘f-:)i@ Ak % Zl 3 I& . :
s ;, 2 L S i ik i S ey Db oy s 2 G ; i a =5
@i (A 3} est wne sultc guslcongue L Parvics 4o & ot A = |/ .::':r s D1 2
L5 2 ﬁi"-r cpee
‘ s
. i <t * :
£ 7 2 a } o
: A
NS g 5 5.::-3 i lfJ(, Ao
= noa 7 L
A 12 prop.ii1 duo ¢1 correspond i pour 1,, mosure extérisure la proposi-
:
2D ggpm el e = apen = S R s . o § 2
tion viugs progcige cuivants o gou:z' tont cngenblo A tol gue f’i“ A 801t

. - , K * #* ok
i1 existo un cngomble A €% tel que Ac s et pA=p 4,

nee A Bn et {Aﬁ".& < 2 Bﬂ 4 (J, A = {-ﬁ {il sulfPit de prendre une
fonction sonmable X, 7 0 telle que @,}. xn et U{xn)< gx A + j?,,l , puis
dc prondre pour B, 1'encen ble PX,,,‘F}‘ Cela étant, llonsemble

A = /m? Bﬁ ré@aﬁd vigiblenent é‘*:.“la quegtion.

Bn effet, pour tout cmtier n ) 0, il oxiste un emsemble B ¢ % tel

"-'%_0
Rt i n, i 4 & g 5 S :
D¢ mime, pour touite partic A de E , il exisloc un ensemble & de <5
%

) TR P ST e . % oo P 2
on offoh, nontrons 4!'abord gue

el e e

ot -l
IRTE Ee e 4 Y SR e s F S ot
P2t 15 L:..é’é. 233 "‘-L/.'.Lﬁjpe Sooe s o, LA

%
N A o™ TN b Fmy e
==t u{:{} ) o (91,7wop.11] : pou
A <5
3
ny 43 J{ . ot 77("" } S Oz S5
Lty 2 P e w?‘& - x.l.} Z A E A N
* o e "5 o Es A R G i SR e e
£8 SULTE {\3‘;,.,3, SE A8 TOoOneYLOon < EEA P b S
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G llensemble O, ; Q appartient 8 & ,etone Q <& ot KQ >a.

Cela Ctont, poit (o, ) unc euite croissante de nombres tondant vors
y.%ﬁ s OC pour tout n , seit 4 wun onowible da T tel que A e A

et (A > a ; on psut supposer la suile (4,)) croissunto, ¢n re:zpla«
cant au 'ézyao:m A, par ia roupion des Ap d'indice p £ 1 ; 8i on poso

7 - { - 7 - + o 3 - x

o v’Ai A*a}"-mrta,ema & etons 4 c:;!x et pi, = (A{
 4vec ces nrtatmns, la prop.14 du g1 prouve gue, si H*A Z oo
Ty o § ; & aser P h

o0 m» pN [ a)= g anladeo, g8 0 [ a=panfa-

8 E’('-"——'% = :

;9;%—, Tribu de Uarsthbodor

el

dfune tribu.

tn o vn (091} que 81§ est unc tribu sur E, ¥ une partic 'qmﬂe@n»
gue de B , les troces F/A dos onsesmblos L€ % pgur F Lamems VG
tribu sur l'ensomblce F ; en z0néral, ccs cusemblos n'appartiendront
pas 8 9 ; 11 on sera toujours ainsi, toutel Oif' 3, lorsgue ¥ lu:g.-mame
cst un ensemble de ¢, . Plus gén éral_eznent les p:;zrtms F de E tellics
715 5 s < Cg..' { £ o £ 3 ¥ : £ &
gus . Poux tout A€ G 3 ANYE z.l:_'_-f_:)x;’artle.ﬁne (49 CI: ; LOFMSNT unec

tribu & o , gu'on appelle la tribu de Carathéodory de la tribu oz

sels réoulte de la Tormule (37) do Eas. R, %4, et de ln formule
{EN { GYAA=(FPY4)N g(smx). on & toujours Ee L

el : ; s : ‘
cae =9 41 fout ot il suffit cuo E opparticnmc &4 &,

pour

a9

puisgulalors pour tout cnsembls F E'C}j FNE = F gppartient a 4 .

Exemple.~ 8i B est un ensembls infini non dénombrable, et T

T ooy
LG W ol

bu (%) dées pariics dénombrables de E , le tribu de
Carathéodory o cat la triba .e toutes ics pexties de E .
feit U une intégrals sur un clan CP , et soit @& et ¢ iz tribu
5 cetio inkégralo. Considérons ltengemble S

crmé des Tonctions x telles que 2X s80it

) guﬁ r‘me goit 2z € @+ .




=
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‘PROPOSITION 14.- L'suserble % gop pertios F de B fellos quo ls
memvgwm SL , st la tribu do e
Coratiné & o

1° supposons quo @p appariicpme & . . lions sllons voir gue, pour
toute fonction sgnmeblc x 2 0, y= @y oot oneoro scmableo ; comme
%:;Qxﬂﬁ , oocls prouvera que P apparident & Ja tribu de Carathéodory
de S50 Op; 29y oot sormaoble pur d6finition pour toute fometlon z ¢ c{>+ 3
si xn€l , ot 2 20 , x ost cuveloppe mupbricurs dfunc suite croissaute
g‘.,,,} do Toncticns 4e 4> , telle gus aup U‘(z J{+0o2 ; comme

Z g8 & Z, s OB & cupsi  opD Uiz ;1?) <+oc ; et 2p cst enveloppe

'y <
supérieure de la suitc croissante (z “’F) de fonctions sommsbles ; done

ey

{ 31,tb.2) 395 o8t sommable. Un raisonnement enalo uc montre que pour
toute fonction sommable X 5 0 , caveloppe inférieure d'une suite
déecrcissanic (yn) dc fonecbions du I g cst sommable ; enfin, si

'z 30 ost une fometicn sommable queloonqus, X ost presque partout ég,ale
4 uvno foncltion v onvwcloppe infliziowre d'unc mite déeroiasanto de
fonctions de 1 ; dome X9, 08T PLUGGRS partout 6@&1» & uan y 6%

par suito comaable.

2% Inversenent, supposons gue P appartiennc & le tribu de Carathéodory
de ¥ . Pour toutc fonction scmmable x 7 O , monirons QuUo y= X9,

ogt sommsble, co qui prouvers gue 9. appertiont S Or, pour tout
@70, ona qy’ = qxﬂ NP ; par db6finition, QJ’“ appartient & & ,
donc ¥ sst megurable- & ; par ailleurs, on 8 ¥ & X presgue partout,
sene ¥oest sommable.

On remarguers gue lorsque ¢ est le olen dos fopctions étagéos
sur la phratrie S des cnsombles de X de smesure finie lfen-
senbtle Q. correspondant est forné des fonetions £ telles gue

£ 3 soit sommable pour tout onsomble A de mesure flnie.




CORCLLAIRE 1.- Pour gu'un onsenblie H goit guasi-néglireable, il faut

et il suffit guc pour tout cmsemble £€¢9 , HNA goit de zesure mulle.
En effot, sl H cot quasi-négligesble et A un engemblo de S de
mesure finie, HM A& appartient & CI; étant contenu dans A , il est
de mesure finie, antrement dit, PHNA cot sommable ; Zais comme ceite
fonotion est gquasi-népligeable, elle est négligeable ( §1,prop.15),
done H(A eost de mcoure nulle. Si negintenant B est un cnsomble guecl-
congue do 2% s B est réunion d'une suite dlensembles A de mesure Tinle,
done H(]B est réunion des ins, , qui sont de mesure nulle, et a fortiori
est de mesure nullc lui-méme.
Inversement, si, pour tout ensembls A€ , HNA est de mesure nulls,
pour toute fonction 32 e <§p ; 29y ©8% ré-lipeable, puisguc cotte fonctiocn
st pulle hors de 1'emsemble Q ME , gul est négligeable ; il sn résul-
te gue H ost quasi-négligoable par déiinition.

5

CCNOLLAIRG 2.- Toute fonction de S2  est mesursble- ‘Z* :

En effot, soit x»0 une fonction dc S2 , ot @ un nonbre >0
quelconque ; on a @QX = sup(inf(‘% ,z(y o.) 1), et coume im(1,n(x»a) )
appartient &8 {2 et eét 41 , i1 résulte du coxr. do la prop 16 du 31

-~
que ¢
9%,a . |
GORDLLATAE 5.~ Pour tout onsemble A de_ls tribu de Carathéodory de la

sppartient & S , donc gue x est mesurable- ".L -

tribu & , @, , 98t la borne supérievre. dang Q ; 8 l'enserble

(filtrent & droite) deg @B , ob B parcourt l'ensembls des onssmbles
de ¢ countonus dens 4 . | |

Bn effet, il suffit de voir qv.o pour tout z € cg;: , i1 existe un
ongenble B €% contemu dens 4 , et tel que le différence
Uz, }“ﬁ<Z¢B} soit arbitrairement petite ; or, si on prend pour B il'en-

F'd

semble § M4 , qui eppartient & % . 1a dlf*"ézv,nce précédente est null

ﬂ,«
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Zious ovons 4435 dit aulon général, 1vimagse de £2 par llaspplication |
o Gy
%z —» % n'est pas nécessairemont 1'espace CfD o tout entiezi-‘%:" Il en
opt tomtefois ainsi dens des cas trds fréquents, comme il résulte du
critére suivant :
PROPOSITION 15.- Si la tribu de Carathdodory de 4  est idenvigue & X
{otopt-fedirc si I oot réunion démombroble dfonsembices de WSSVIO fiziivza}
% 1'imare de S) par i'opplication x - ¥ ost licspace Yy A
Bn effet, si E ost un ensemble de ¢ , il résuite duuth.t que E
' é;jg;xpa,rtient 53 CE" asutrement d,:‘it 5 3.3, existe une suite {(z_ )} d= ;,cn ticns

g 7

de ?’}é tolle que E soit vbunion des 4, ; si on Dose
A2 5
n

; E < o o = SHot . o oo
7 -""*1**53‘1?13.{:2,% 3859 e 3%} , on a donc =9, £ eup 7 d'od, oz possnt
-2 2

e gt T 82 e = el A7 5 T s AT,
> ‘izg%y T - Or liimege de ¢, dans P nlest auile gus
< s s
4 Pt
E Sl 2 L35 & 3 ¥ - = rige e b 4 " s 3 o3
o tel gque ous=u pour tout u ¢ ¢ [(echap.1I, §4), et par sulte
g
R e i S E = - T § ey S .
o pour tout m € Yy ; dlaprés ce on &
E &
; = AL PR S
S 7 & o = A g 25 e 2% .-.,...}"-m <+ 5% 5 AT e it T ia b
O=HUL ziz linm x , donc u=scu=iliR X .U [ COMIE X, %My Ol &
n L Dy U : = : A 5 ;
o . : 7 A A - s o
= - - v uneL (O dfol T onel (D) ;
o = - C 03 s 3 ¥ 3
i e ¥ % dde i

3 e

e
T u i?;‘I?.U’- , &t comme y_ £ g/_%‘ cn a
i1 existe par suite tne suitc (un} de fonections sompnables telle gue

AT, e ~ ot <
I3 Y b i (2 2 a Hremaa - 3 o]
=%, 0 POur tout n ; de la relation o, £ Yoy résulte gue
Y 5 73 e - S 2 s
pdti< v {t) presgue partout. Diautre pari, on &,pour tout 2 &
oy L% < +f§ A = & <2 G
ke -
e AL 2
P ¥ - 7 L A.i % o J . e % 4. 5 P S T % it -5 P = !
Ulzu, J=U(Z0 )} < U(z.1) dtot il résulte, en vertu du cor. de 1z prop.16
o - - S ila 2 £ e gy AT S e N
do 91, gque lleunveloppe suporicurle ¥V ae 1z guite (v, appartient & 54
Pt
ot gulon o w=u .,
1, 2 = ’ - . e ‘.,.-—.,-v,_ LS e 5 X g my z t Ty
T particulicr, i B est do nosure fimic, liimass de oo
2 = SO S S Ny oo
38T pout contenir 405
Sl ok
non JEE
. Mesurc ol
.
S d- T 13 -i;":'a-"a}f de Garast .ér»(‘f’(}r"!?’ 3o {:2
S0iT K 1’4 TroL 4o el T LELEHOLL & A5 . 2
af 5 g F , tribu qui est donc conbenus
IS R e
o
& e
R e s X 1o meotkd o
"*;_ . o Uln . » = R or SRR o P B




=4 L
de 4 & ?F est encore unc mesurc sur lz tritu X p 3 ob Git que cstte
ncgure (o, est la mocuro lndullto per pb sur lleasenble F .

Your toute fonctiorn £ d6finic dons E , désignons par f; la restriction
de £ & l'cnsemble T , par ?F‘la fonction définie dans E égale & £ dans F ,
4 O dans EF ; on notera gue lorsque f ost finie dans E F,ona
Tp = f.9_ . I1 est clair que, si £ est nesurable- &, , Fp est mesura-
en outre, si £ > 0 , on 2 } Tpdp jf dptg , car cotte rela-
tion est évidents si f’? est une fonction étagfe, et comms toute fonction
nosureble [y 0 est limite dlune suite croissante de fonctions étages
aot vraic pour toute fonction £ 3 0 telle que

dtzprds le th. de Lebespue ( §1,th.1}. (m ep

bt

. plus géndéralemont gue, si ff‘ gst gquasi-gommable pour iL,m. ;12
: 2y

est guasi-sommablec pour @ et que j EQ?Fd " = } de;/.F {(en considérant
séparénent ¥ et el mﬂcw" conmune de ces deux intégraiocs se note
< [

plus souvent  Jpf dit ou j Ff(t)a,b .(t), et on dit que la fonction f

38T guosi-gommablie dang F O,

g y ~ i~ : 7
91170 est mesurable~4 fF est mosurable- ‘:LF , car l'ensemble

dos points ok fﬂ(t) 7 a>0 ost l'intersection de F ot de 1l'ensemble
l’sf L, (%_17:?. apparticnt & , ¢ par hypothdse ; on outre, on & ?."’”F =7 .

done ‘}Ff < ,;! £dypu . On en déduit qus, si f est quasi-sommable

(resp. scmmable) pour (b elle ect aussi quasi-sommeble {(resp. sommable)

{ v 4
'éf”'}”,carona fFfalu,{.: f+d.;»é,e'€:

g

engambles de ©f  tels gque AC B , on a, pour
o :

d
2% 5 04 7 s Y, & J - o5 [ L ok R
toute fonction £ » 0 , mesurable- & , J, L ap L jgf dpe . 81 A et B

apparticunont & % et ne se renconiront pas, on &, pour touite Fonction




pe

=

(8) jAUde(" ffd{,e%-/fdy,
car on a fA\;B ='?-+'? , et lo second membre de (7) est défini.
Iotons encore gue, si (A ) est une suite croissants dlensembles de
&, ot A=%Jn,o{‘na

Y
(9) Jfdp= %%m}%fdp
car cette relabion est vraio gqusnd £ 2 0, puiaqu' alors f est limitse

de la suite croissante (?A ) ; en 1'appliquant & % et 27, on en
n

&

tire (9) .
On é8duit de 1& gue, pour toute foanction £ O mesurable~-% %

g I

= *
pour tout onsemble A de %7, on a
10) | fapu=sup Jofap
S g 2 {

{) .

%

<% B varcourt 1llensemble dss parties de A appartenant & 2 et éo
L = e

sepure finic. C'est immédist si A appartient & & , dtaprds (9), toub

onsonbls de ‘f Gtent véunion Glunc zuite croissante d'enscmbles de
35 Ge mesuve Finic. Si A plapportiont pas & 25 ; 1‘0‘zsu;;ble Qp

: {
sppartient & %, , donc aussi A Qg , et on a Jgf 4= ‘é‘ NGp £apu

on est done remend au cas précédent.
Frfin, si N est un ensenble quasi-ag sligeabls,; on & ~£ﬂf ap =0 pour
cute fonetion f quasi-sommable, puisque ?.ﬂ gst nulle presqus partoutb.
£

10. Fonctions larrencnt mesurables.

Supposons gue 1'intégrale U , définie sur um clan {}? ; satisglasse
& la congition (D) e’é 1,2°9), de sorte gu'or puisse définir le

wroioncencnt Jaxse d2 U & 1lensenble f&, - des fonctiong largencnd

gomnables }.Cu. le raisonnenmcrt de ls prop.7 nontre encore que lorsque X
parcourt l'ensemble des fonctions 70 largenment somnables, les ensem-
a8 ?‘y forment une tribu ‘;Kj_ centenant X ; pous dirons gue 25 -

est is tribu 1ar;rem,ﬁ attachde 8 ltintégrale U , et que les Tonctions

2 ~ g
los- &, sont largesment mesurablss.




o
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Le roisonnement de la prop.8 s'étend aisément en ﬁmplagant I par Ia
¢t la guite croissante (x ) de fonctions de ¢ ¢+ Par un onsemble £il-
trang ¢ droite de Tenctions do <§7 + 2 &yon ant X comme cnvolopne suptricure ;°
en slappuyant sur la prop.19 du 31, on en conclut gue toute fonction
largement sommsble osi largemont mesurable. Comme au 1%, on définit sur
g g VmC Ziesure (L, qui prolonge la mesure (4 définie sur U, et
gqufon appelle la mosure lergement attachée & U ; de facon précise, pour
tout onsemble larpgenent mesurable A , il cxziste un ensemble mesurable B ,

tel gue l'ensemble (ﬁﬁ{ B)U (BN {:A; soit larsezent négligeable (on,

A

("5

¢ gul revient au ménme, de mesuree “q nulle), et que 28 A =UB
Av th.1 du 74 corrcspoud ls proposition suivante :

PACPOBIVION 16.- Soit o) 1l'lengemblec des Q. , of xz parcourt l'ensecublo
b

deg fonctiong » O de 1 - @ i'ensemble des Q. ;0% x parcourt

i'ensonble des Tonetions 20 ds 8§ 5 ¢ Zour tout ensemblie A de C,’}’:’a

1~ un ensemble B de j5 tel gue B soit réumion de A gt d'un ensemblo

larpomont nésligseable.
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La démonstration cst cssenticllencnt eelle du th.1 . Le zoul point
it

o

~

gzl demande vn exanmen particulier sst la dénm o:astr 2tion du fait gufune

- o - e - 9 - f ~ _"
réunion dénombrable dlonsembles A.n de .J appartmnt encors & o .
0n a par hypothése & = , 08 x €I ; posous y,=%, si ﬁ(x )=0

7! xS : ’ - 5 2 e -
> X 8l Ulx) >0 ;ona ’nf"i U{y )<+ oo, ot comne ia

comme a e Pl

somme d¥ur nombre finil de fonetions de I apparxtient & I s =2 ;&
Tzl A

appevrbisul & ;9 en razison de ls prop.i9 du g1 ; or il eat immédiat gu

S = ;x § ';E—:r £

ke
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CUROLLAIRE.- S1 A c¢st un engenble largenent mogurable Ge MESUYe« (¢,

finie, pour tout ¢ >0 , il oxiste un enscuble G de j et on cnsemble

Hde (& telsue HcAcG et p (60[a)<e , plan(B)< e ,.
D'aprds la prop.16, l’axiome,(i&l) ot la prop.9, il suflit de

Tenarquoer gue 1t intersection d’un nonbre fini d'enscumbles de 3

aprerbiont & . {parce qus 1'cnvolonne inféricure dfun nonbre fin:i,

ot tin

de Tonctions de I abpartiﬁnt & I ) ot que la réunion dlun ﬁOIﬁbi‘B f’.:.m.
dlensembles de G’S aapar’clenc Zz fH (barce gue llenvelopps suae:czcum

_G'un nombre fini de fonctions deo 5 appartient & g S 3)

o
g3

i on feit le prolongem m régulier de U 4 partir du clan deg

& .v' . - i ‘1””'
fonetions étagées attachles & la pﬂrs’crm %, _ des ensembles de E},&

(s
e

de mesure- ¢, finie, on retrouve A L_ comne emsemble de fonetions

sommebles (méme raisonoement qulan 1n25).

- Crs

définit log Fenustions lorgement nvam»somma’bles commne ioa fong-

o

: ¥ ¥ i =
tiong guasi-scomebles, en z‘emplaga.n‘t o par Ve ; M par [ et 3

nar Z ; log propriétés démontrdes aun n96 gubsistent sens modific

tion. De méme, on définit la mesure sxtérieure ot la mesure :;.ntérieure
Jg}?r“e;, en renplagant U~ par U'* 2 an n°7 Bofin, la prop.i4 est
cneore vraic quand on ¥y remplace C,C% par la tribu de Carathdodery de
e 5 5 0t @ par p ; dans sa démonstration, il faut seuloment
remplacer I per I , et une sulte croissante de foncticns de C§3 e
cvont conme enveoloppe sunbrisure une fonction de I, par un ensemble

e
L2

“2ltrant & droite de Touctions e @°, ayant commo enveloppe wne
i ~§-

S o= ‘ufﬁ u.%:e I‘h .
o )
- <
z s - g At ST Y. 3 = o R Y = ) = > LS TN RS i B ek S
Exercices.- 1) Donner un sxempls o phrairie & telle gque touts

Bt R e “ - ":.-f‘»
intersection dénonmbrebls dlensenblos de o appaviienne & ¢
s Ha s s G > Yoo S
nais gue ¢ ze soit pas uwne tribu, 31 A esl une pATeTIIc sUY
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ds fonctions mesursbles- 4 gui converge simplemcnt dans A4 vers une
fonction 7 , nontror que, pour tout couple dc nombres o >0, € > 6,
il existe un engemble Be% , contenu dans 4 , et un indico D, o,
tels que ((AN[[B) 3 et |£(£)-£,(t)|< € on tout point teB
et pour tout nzn, (considérer, pour tout n, 1l'ensemble F, des points
teR tols quo |£(t)-£,(t)| ) & pour un indice m 3 n su ma:;ns, et
1'intersection des F 1 :

En décuire gue, pour tout & 7 0 , il existe un smssmbls C

$
P S o - s LA (‘} f ot S oy 4 3 ~ o i 1o o
appartenant &4 % , tel gue M Zx 1 C;K 0 ;, ot que dens &
) 5

% = : ]
{2,) converge uniform gzzwf& o £

) Gpsd L0008 seee caSLa A e et i)

73 Soit (£ ) vne suite de fonctiors gom ables sur un ensemble B

< e v b P e e o 2 Loa 2
gui converge simplement dang B vers vne fonetion I .

, - .
. 1 s 5 - x f iy e fx 3 e
a) Lontrer gus, si T ost sommable st sl I GU= fi‘é’m jEa8 ¥  pour
g i -3 57 03
i 7

t
tout € > 0 il existe un cngermbls A ¢% , upe founction g 7l Setine
on ait | J. £.ap] < e et, pour tout tea, }2,(6)|alt) . (consi-
aérer Uzl 015@*"'9193 de mesure finie tel gue g ‘/{,Bf g f}véé % Sl
. : |
soit bornée dans B , ot utiliser l'exerc.6).
b) uontrer gue réciproqusment, si on suppose en outre £, » O pour
5

tout n , les conditions énoncées duns ) sont suffisantcs pour que I

solt scmmable dans B et Jf fdp = %im JE 8 ;5 on outre, dans ce
3 : —~ OE e
N

%0 o £ . § 2B £ - e B o -
on sans que llon ait L dp= E.%z.gmj £0 4 .
4) Soit & ls mesurs discrdte cancmigue sur llensembls v des

Four tout entier m , goit ‘*?-1 la fonction définie

St 5 SR e | S ATAT ks S S i - XA
sur /i Dpar lcp conditlions i.,_,ltz,u =0 pour ®mFm , I, in0)=1 .
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La suite (f ) converge simplement vers O dans A , mais
lim jf ap 0.

ns7:3,3) Soient & et w 1a tribu ot la mesurse de lebesgue dans

(0 i( Pour tout eatier n=2P+k (0% k(ap) , Boit T, 1z fonction
ég&le & 1 dens 1'iantervalle -g-f; 5 kﬂ [ & 0 ailleurs. wontrer qus,
Jene ll'espace 0 , la suite (f ) teﬂd. vors 0, maois que la suite (£ (%))

ne converce pour aucun point ¢ de (0 1

2% Soisnt 9. ot # la tribu ot la mesurc d.e Lebesgue dans ltinter-
Sl O .
relle I=0,1 I ; soit B llespace topologique deos fonctions mesura-
ples- G, , prenant leurs voleurs dans I , E etan’c. mm* ds 1a topolo=
A e ol A ey 4 L i ner Tl &~ 5 ; !
. 4o ls convergence simple. Montrsr gues 1 application
= oalrid f.{} de B dans T =zntest pas continus.

10} soient ¥, & et (L 1'intégrale, la tribu et la mesure de

mbeggue sur B , & une partie qv.elcongue de R . iontrer gu e egb
cnvelopps supéricure dtun ensemble filtrant & droite de fonctions
népiiscables, En déduizre que, si CP cot 1o clan des fonctions som-

sebios ot pulles hors d'un imbervalle cospact, 1!intégrele U ne
setisfait pss 4 la condition (D) dans cb
scient U, & ot o 1lintégrale, la fritn o e mosure do

ur E*‘i 11 . 30it CfJ le clan dos fonctions continucs dens

(47}
‘-I
=

clen des Topctioms contipues dans I , et nulles dm
o

(o > 0) dépondent de la fonction cons idérée ).
e, le prolongement réeulier de U & pariir de d) est

=&

son prolongement résulior 4 pavtir de 5{3 mails gue

! welatif & d;»j oot Gistinet de llensemble S& “'adi“,?’
%1% Boit U upe intégrsle sur un clan CED de foncticus définies !
ians wn onscmble B soient @ et g la tribu et la mesure attachées

5 1tintépraie U . Soit I - itensemble des enveloppes superieures




g1 -
de suites croissantes de fonetions appartenant & CED . wonirer que

our toute Lfonction £ mesurabl;@-@: il existe uno suite dicroissante
£ ) de fonctions de I o telle que £ § £, pour tout n , et que

lim £ (t) f£{+) presque partout (1e démontrsr d'abord lorsque

f{th= + <0 en tout point dfun ensembls 4 de F , et £(t)=0 en

Eh

towt point de {ji . Be Awquer enst ite que toute foncition mesurnble-4

inféricure d'une suite déerois-

est une fonetion du type précédert, et @a‘é h_

; ntiliser enfin la 1 g. 15
[ 5’4 .
s F

>
A e e e IR = A s 4 7 = 3 S o
i2j Los notations élant celles de l'exerc.11, montrer que si P

T L0 . nz. - o : .
1e=- 7, et finie prsgque partout il exis

5
L)
oy
foie
o
)
a
Y
&

qui converge prssque partout

A eot llcnsenble des points t éE od
£{£)}#0, 1l existe unc partition (B,) de A en omscuble cg dessl
veilie gue £ seit sommeble dans chaguo ensemble B, ; raisonner ensuite
conbe dans hfxe th 5 ou 513 7

15.) bSoit - une uesure sur une tmidu % de parties d'un ensemble E .-
Bolent A et B deux parties de E sans élément commun telles gue {A?A
M°B soient finies ; si C=AU3B , montrer gue

#“C - Hoh = B & {/.*A-kg&*B -{f,{"'c

({SC Tamoner sy cas ok A g_& M B=0:81 A A*, B .B;ﬁr et

; 7 D o= un” s _ 7 o ﬁ%'i'"\ G
iy = f,ﬂ,, 2 gﬁ,ﬁa iz o= éi"«_.ﬁ s o IOULITEer q_c}.é' {,*C‘ S l(/i (.ﬁ. ek i Fe 7

e
~ = 5 g & = ; bCe s > e " b
is & G cel gue Bl = ¢ B = (B ).
ol e 1 3
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Ipversenent, soit g’ ltensemble des parties & de E possédant

1z propriété précédente. ilontrer que : a) %G/ ost une phratric uni-
toiro - b) %l est wne tribu et ‘a* une fonction complétement addi-
tive d'engenble sur %’; c)si Ace o ot (LL*A Ltoe , A oppar-
ticat & & . En dbduire que %’ est idontique & la tribu de
Carathéodory de & . ,

14 bis) Soit A une fonction compldtement additive d'emsewble,
définie sur une tridbn % ds parties d'un ensemble E , et prenant
ses valeurs dans '{Q e w} . '

2) Nous diromns gu'une partie A de E est négligeable si eile est

contenue dems un ensemble B € % tel gue AB=0 . Dans 1'emsemble

g 7y - s % = Y : - A =

(B} dos partics de B , 1 relation suivente entre X et ¥ :

R vl 77 ";-1 ks L _ {; o & o o P2 A i :
"Bl Y et XN X sont néglipsables? est uoe relstion disqui~

P s
valence. L'ensenble A o des parties de B équivalentes 4 une partic

sppartonent & € est une tribu ; si deux ensembles 4,B de 2

Py
3 & 3 = c;w " 4
sont équivalentes, on & Aa= AB ; on prolonge Aa & on pre-

C
"pant pour valeur de A A pour unc partie A€ 55:'0 , la valeur

commune des A B pour tous les B € 29 gui sont équivalentes & 4 .
Lo fonction A ainsi étenmduc & & o, ©8t une fonction conpldtenent

zdditive dtonsenmble sur cctte triba . :
- » o G-'
g:o enreunlirée par llcnsemble =

tols que AA { + oo . uontrer gus tout

5) Soit @, la souc-tribu de
des ensenmbles A€ X -
o S > . o :

snsemble de R, est réunion dénombrable d'engembles de < , etv

b - e s s s }r’ 5] - s g wry RS wm pmem
gue la restriction de A & E sst un? mesurs. iontrer enfin gue

1
et izl k. s : - P == + 2 Vel ;x - ‘s.f‘; ~ g
g~  est contenue dans la tribu é3 Carathéodory de A 4 % que
aracs” ';‘:_.
4 = e = = Z it 72
ol A coincide avec ls masure extirieure [ .
L%
o
£ ) ; - = e e 3 b 2%
4%) Soit @ une mesure sur une tribu X, , et soit C,i,’%ﬂ a tribu
e e by 28t £ 3 4 32 o - o
¢ Cors . . Pour gutuie Tonction £ » 0 =01t mesuran.
1 nPPit que, pour tout couple de mombres réels a,B tels gv




- B3 -~ .
0<a<B ob tout couple de partics 4,8 de E teclles que £(3) < &

gans 4 ot £(£)>B dans B , on ait WYAUB) = p'A + B (utiliser

la caractdrigation de ‘K}* donnée dans i'exerc.M pour se ramener

& prouver que, pour tout o 0 ot tout couple de parties A,B telles
quo () <o dans A ot 2(t)p o dans B , on s pF(AUB)=f 4t 0B

| Pour cémontror cobie dernidre proposition, comsidérer pour tout |

n > 0, l'ensemblc B, des points dc B ok a + '5,3,."1— <£t)< a +% -

liontrer, & l'gide de 1l'hypethdse guc les séries deo terme général

iz ‘n o fL*BZnH sont convergentes ; en conclure que si C - est

- 2n
i1'ensemble des points de B od £(t) Do + % . {,L*'Gn tend vers

v/,
Mo
s

# B lorsque n croit indéfiniment).
46 Hontrer que si un cnsemble & n'est pas mesurable- o *, i1

existe une partie B de A , non mesurablo- 95,'* , ot de mesure cxté-
ricure finie (remarquer qu'il existe un cnsemble C tel que

5/{/?;’3 < {,{,%(GQA)‘* g:b*(c N CA) dtaprés llezerc. 14).

17] Soit (An) unc suite de partics de E , telle que, pour chague 1,
i1 existe un ensemble mesurable B‘n contenant A, les B, Ctant deux

3 deux sans élément commuc. ilontrer gu'on a

S VIR wa, et p (U a)=2 pa .

4%) Si, dans ls droite numSrique R , considérée comme espace
vockoriol sur lo corpe Q , on prond unc base (do Homel) dont un

des Gléments est écal 8 1 , on voit que le groupe additif R

{non topologique) est somme directe de Q ot d'un groupe H .

Comme Z < 4., le.tore T#R/Z est un groupc (non topologique )
isonorphe 3 (Q/’ 7Z) % H ; autremert dit, il existe un sous-groupe H,
tel gue T scit réunion des classes Enzrn-i-Ho module H_ , oh T,

o

f./
aroourt 1fensémble des nombres ratiomnnels contenus dans ?:0,‘% i




oAy,
N

-8 .

g5 fu. %1, iz mosurc de Haar sur T (chap.V), montrer que

pot u H et {A* {-L* pour tout n ; en dbéduire que Ho niegt

pes mosurable et gqulon a M _H. =0 .

’29} On coasidére dens T , idontifié & 1'intervalle {0 1[ éds R ,
un engsenble non nesursble H , de mesure intéricure mlle {exerc.18).
On désigne par 4) 1e clan do fonctions sur T formmé des fonctions
dont chacune est égalc 4 une fonetion countinue sur T , sauf en
on nombre £ind de points eppartenant & E . Pour chacune ¢ cos
fouctions £ , on désisne par U(f) son intégoralc de Lebespue sur T .
ionbrer gue U satisfait sur 4) & 1faxiono (Da) (so0it (fa.) un

emble filtrant & geuche de fonctions 70 de ¢ , dont
‘cuveloppe inférieure est 0 ; pour cheque a , Soit I"m la
fonction continue égale & f gauf &ventuellemont en un nombre
fini de points ; l'enveloppe inféricure g des ?0‘ est socmi-continue
suptrieurenent ot nullc dans C H ; en déduirc que U(g*)z

= inf U(fa)zo ; on utilisera lo foit que osur T , toute fonction
ascni-continue supbricurencnt est onveloppe inférioure d'une suite
de fonctions contimues). En d5duirc quc lo prolongement régulier
ds U & pertir du clan dp redonne leg i‘onctiona gonnables pour
1'intégrale de Lebesgue sur T ; au contraire, l'omscmble H est

largement mesursble pour U (& partir du clan ¢ ).

9 3. Ltintégrale indéfinie.
ition canonigue des formes linéalres relativement bormées

i _J.J‘

_M‘\a.l‘.fJ c} 0une iﬁtéég_&lc.
4> un clan de fonetions définies sur un engemble E , et soit

=58

4% dos Tormes lindaires rolativenent bormées sur & (chap.1I, §
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var B la bende engendrée par U dans é (&) (chap.II, 31,n%2)

ff; ( ¢) est somme éirects de By et o la bande BY des formes liméeiree
Z sur ¢ étrangires & U , clest-a-dire telles que inf(U,iZ}):O dans

£ ( c%:‘f ) (chap.II, $1,th.1). Hous dirons qu'une forme lindaire rela-

tivement bornés sur <§) est absolument continue por rapport & U si

,%ilﬁ appartient & B{; , Bingulisere ar rapport & U si elle appartiont

' Soit 4t 1ridéal de C? forné dos x é Cib telles que U(|x|)=0 ’

o409 4); L*esm.ce de Riesz £ ¢ ) des formes lindaires re.s.a*ivm
4 L) ;

ment bornées sur ? = (ff' / AA paaiz &tre identifié au souﬁ-es:ﬁa&ﬁf

¢

".‘\\
de
J

Tarmé de = { } des formes linéaires relativenent bornédss sur

C:'
%
®r

>
A\

Dy
S’ :

: e
2t qui sfannulent dans - . La bande B, st contenue dans % {

L

-

§:§

- e - el E
gr clest l'adhérence dans 1 { cp i, 6e liensemble des formes 14

aives dont la valsur absolue est majiorés par un multiple de U , et

cos doernidres stannulent évidonment dans 14 .

On en déduls llexteonsion du eritire do continuiité sbsoluc donnto
au chap.TI, §4 prop.4

PROPOBINIGE 1.« Pour wu* une foxme ilindaire reiativ ment bornde X

uvr & soit absolument continuve par rapport 4 U , il faub et i1

suffit guc, pour tout ¥e€ {j:’_f‘ gt-tout ‘e >0, 1]l existe n >0 tel

gus ise relastions 6-£x g7

et U{z) { n eantrainent ’gx{x}'; G

E‘?i
o

i i s - . -~ o 2
Lz condition est nécegsaire. En offct, solent X et U les formes
7w

e e iy sl L e e ot s o s
iincairves X ot U , considéréss comme forames linéairss sur

?

1 exist

O
w3
o
ot
oD
o
fies)
o
Q
£
L4}
&
()
i
ok

PR KR S y -
nouy teut & >0 ¢t topt xr & CP

3
A vy "u' ot >
< yoet: Blxjg cn entrainent

o = 5 = P ) 7
ics relations O $ X% §
H
i, = A A el = e s >
pouri 0L Ly ; o0 & © L XL ¥ “ok B(x)=Ulx) ,X(x)=Xx) , 1=

: o s T s T2
conclusion sst inmédiate.
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Lo condition est suffissnte. En effet, elle entraine d'abord que si
yédﬁk est tel que U{y)=0 , on a X{y)=0 , car ‘U(y)gn est vrai
pour tout ® > 0 , done X(y)l £ € est vral pour ’cout € >0 ; on peut

A)
donc congsiddrer X comme yne Torme lirnéaire X sur CP Cela étant, solt
3 S 1 i L P SR : & e Avrs o 3 ; -

£ >0 ot F e ¢, arbitrairos, et soll yun &lémont quelcongue de <§>+
apparbenant 4 la classe ¥ .80it Xe f‘P tel que O0LZ ¢ < ¥ et

O{x) £ n; sl x, est une fonction de c§> appgar‘cenant 5 1a classe X X

inf(x,,y)=x eppartient aussi 4 %,etona 0£xgy ot G(z}zﬂ{x}a’a
e

donc ,‘K(x}% =}K(x)§§ £ ce gui montre gue X afyart.iam & 1z bande

5 o 13 A.)

engendrée par U dans }g: { 5? }, ctest-t-dire gue X eppartient g By .

sntraine [E(x ;Z £ €& ; eutrvemsnt dit, cela signifie gue X ost

une fozme linéaire conti ‘nue dans 1l'espace (i) moni de la

semi-norme U ;.xi ¥

S
lingeire U sur <§3 montre que toute Jorme linésirs X absolument con-
- ()
tizme par repport & U , considérées comme I6Iue lindgire sux C§; , est
A s o

de la forme U, oh y est un élémen: de fé‘»‘yj . ie84 lespage Al
g A 4 B 2 3 & < R P
g6fini s %1,n°7 , est complet {6t par suite tel que = > X

: ; s L
Itaoplique sur @g) 31 sxiste une Tonction z €S2 , telle gue 2Z=y ;

jue sut 4

pour toute fonction X g cp , on & donc Ly(?)“{}{ax) , done
%(x)=t(zx). On obsorvera gue la fonition z n'est pas entidrement

4

kS
E‘J

détorminde par ls forme lindaire booluzont continue X, n8is gseulement




2
AN
tf?‘\'-':x

£
o
O
*"::

onction guasi-péelizeable prés. On a X#(x)sU(2+x) -
X (x)=U({z"zx), i‘\ (z)=U(|z|x) pour tout X € q: ;

Bornons-nous au cas ol X est unc foime linésire groissante. Alors,
on & 2 5,0 ; done 7z est positive guasi-presgue partout. I1 résulte
ansgitbt du th. de Lebesgn@ (_ 1,th.2} que, sur qj la forme linéaire

sbsclument continue X(x)=U(zx) est ure int intéerale. Diaprés le th.1 du

- e » oy : 2
§2, 1a tribu A . attachée & cette ;nﬁagrale ne 4iffére de la ufl@@
; . £ ; . : .
&~ sttachée & U gue par les ot e£wwaa méalirea%l&s pewv X . Hous: ”Laﬁ@
& o - -

7oir en cutre que Loutb ea§@mala enlﬂgeanl& pour U g% anssi,néﬂlﬁgéable

£ & ki = e % i ) % ) .i Qo % g R z

wne réunion dénombreble d'ensembles %Xﬁ s O zné’QZbC 32.th.1) ;
E [ B o
B : e * o o = oA
comme N = (/ (B0, ), on peut s horner & montrsr gue toul snssable.
e X_-{-}; ;
nécligeablo (pour U) et contepu dans un wﬁ””ﬁﬁle Q , 08 X € ¢, 5 &8¢
b losm

ponr X . Si H est un tel onsemble, 31 s*f* rg de prouver
est négligeable (pour X‘; puisque H est l'ensemble des

peints ob - X.9. 65 =5 {9 1,pro v,a},‘ 6r, on a ¥y ¥ ; il existe
sme suite déoroissante (u,) de fonctions de I gqui ¢ end presgue partout
vers O eb a$% telle gus v ¥ pour Lout ¥ { %ﬁ,cor. de 1is prap,?ﬁ} 5
on peut surpposer gue uﬁ-é x son reaplagant N PaY iﬂf(xguﬁ} si

- v n
néoosasire. Oslz étant, u_ est envelippe subéricurs dtune suits crois-

= ’l X <
sonte (v de fonctions ds ¢ ; pour tout m , o &

7Q est sammabl& pour % et
Tornés ﬁe fonctions sommables
vartout vers O , doanc

S L o 3 S 5
gue v est négligecuic pour & .

tient done la tribu 4 asitachée

S
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Toute fonction mesursble-X  _est donc gussi resursble- gx ; toute
fonction £ » O gommable pour U est doae quaai~sozﬁmablg pour X ; en oaﬁm,
on & X(£)=U(zf). En offet, cotte rolation est 4vidente si T sprpartient
& @ _; =i T est soumable ot s'il existe unc fonction =x¢ c}p telle guo
£f <=, f ost presque paritout og'alc & l'enveloppe inferieure d,'u.ne -
suite décroissante (1. ) de fonctions de I , felle que u, » f pour
twout © ; on peut supposer que un £ X en remplagcent si nécessaire u,

pat inf(z,u_J ; u_ ost l'onveloppe supérisure d'une suite G.’fGiSS&Z&""&@'

te foncticnsde @*i- , donc, d'apres le th. de Lsbesgue, on &

i{n, j=Ulzu, ) < Uzxz) {+o° ; comue la suite décroissante (zu,) est

Tormée de Tonctions sommsbles (pour U) et tend presgue parbout vers zf ,

is th. de Lebesguc donne do nouwvean X(Z )-.lim X(u J= ém U{zu ’*::‘f‘r{ %}
Enfin, si £ est une fonction sommable qualconque, il oxiste une

sulte oroissante (x,) de fonctions ée Q’D_i_ telle que £ X eup Xy

afof f:sz,zyiinf(f,xn)) ; 81 on pose T =inf{?f xn) on a

2{f =U{zf_ } d'aprdés ce qui préotde, d'of de nouveau, d'eprés le

th. de Lebessgue, X(£)=U(zf)
floptrone enfin que, si l'lntenralo U vérifie 1l'axiome {D ) sur 1c

clen 2 , il en est dec méme de X . En effot, soit (x ) un onsemble

38

- filtrent & gauche de Fforctions de dp L oyant O comzme enveleppe infé-

®

5

ours supposer gus les x, sont toutes inforicures

ST

itune dlolles, sclt x . Coume 5 sst z:artout denss dans 4"4?% -
sour tout & > 0 , il existe y € . telle que #(x lz-y[) K & ;

= M “ S s 3 : ix i - 3
fortiori, on awra pour tout « , x §z 71 ﬁ{\ 1%, g"” J, LT

3

de fonctions de (P, dont 1 emrelo;pe inféricure est ; dfaprés
e L o T A= o s ~r3 : e L R e
‘hypethdése, on a inf E;{grxa )=0 ; autrement dit, il sxiste un Indice
.7‘
i cue, pour x. < X, , on aura U(yx_ ) < €& ; on en d8duil nue pour
5 < i~ e




g
&

les mfuss a« , Ulzx ) { 26 , d'od la proposition.
2. Décomposition canonigue des fonctions additives d'ensenble par
rapport & uvno mMesure.

Soit & une phratrio de partice d'wm emsemble E , (4 une fonction
additive d'ensemble > O et Tinie, définic sur % ot patisfaisant 2
lloxicme (%) (52,0 %) 5 81 CP est lo clar dos founctions étagles
sur & , U la Porme linfairc croissantc sur q: coz-respondant é [A ’

11 rovient au mlne de dirve gue U est uno intégrale, et K la restz':s.;:-

% Ff:’ o » i
tion 8 & de la mosure attachée & cotte inbégrale ; per asbus de

lancacs, novs direns gue | est une nesure sur % ; nous désignerons

1z tribu encendrée par 54 , par < 7 la tribu attachée &

“ < 0

1tintéorale U (plus petite tribu sur lzgquelles i se prolonge en une

&

e
ws) ; one & O 6*;,:. ;
Seit A une Tonotion additive d'emsemble finie, définle sur g

st tolle gue 1ls formo lindaire croissante v cormspondzmte g0it

‘rolabivencnt borméo ; on Git aloxs que A et & variotion bornée.

T1 rovient av o8me de Cire gque A est la difPérence de doux fonctions

@ B + = - :
additives d'ensenble positives A et A~ (correspondant mespective-

zent & ‘-’J+ st ¥ ) définies sur 5 . ilous dirons gue A est obsolument
coubinve psr repport & M si V est ebsolument continue por rapport & U ;

a < < + rs - 2
revient au néme de dire gue A’ 8t M sont absolurent continues
var ropport A {f/f . Aussi, dans ce qul suit, nous bornerone-nous ie

ter los fonctions additives dlomsenmble A pogitives

Sus nous borusrons en cuiIe au Cas ol .}L est une mesureg sur ot

P o - 7 2 - s = > %
zenc sdoptd ci-dessus (clest-a-dire gatisfait & l'axionme (D" ))

e

car &, A 1a plus petlte tribu sur laguelle A

A P

E)\
¥
b
&

b
&
Q
("
"
L

se prolonse en une D2suTe ; On 4 encore 'Y - f_h -




a j
= 60
Une fonction edditive d'ensemble sur & , différence de
deux mesures pos.i"cives sur 5 , est souvent appelés une
mosure de sisne guelconguse.
PLOPOSITION 2.~ Pour qu'unms nesure (zositive) A définie sur 5:

soit sbgolument continue psr rapport & la mesure (o, il faub et 11

suffit guo pour tout cnsemble A €L tel gue pA=0 , on ait AA=0 .

licus avons vu su n%% que la condition est mbécessaire ; pour montrer

autells est suffisante, nous ellons rrouver gu'elle entrafne lie cr ﬁirﬁ

v

%
% e s e Gy 2 A )
to la nron.t pour 1'intésrale ¥V correspondant § A
- e < <, 2 By

e - - : s G e P <
suppocons gus V ne soit pas sbsciument

e ek £ L - e A 5
L. N = G« ; &L Un nonove o o » Y els gue
(s Vit : z

» el i e o ' 4% & g 7
J{Zl ‘qa 3 f’.:)x-% L LS 208 G_\ }.m‘l {} ':‘,‘:: o] .‘:{:‘_ \g;;; :\1 (} & Z
N
Vet 2 e oy = @ “p ) O 9 ST s
: ) S f/ & . rosong Z @ ‘TQ L % %ﬁiﬁ ¥ DY & Z’(" o 45__{ 4;.:,:?:‘:/%} z
B 24 7 b=za =
", ¥

e > 1 = 2 2 g ¢ L T e
1S 2 J(z;.m_p) < 5—«,{» feutre part, z_ 7%, , dome
8 1. suiic t.zn) est décroissante ; soit

- s, - e 2, - y » /. s
ure ; comme 2z < ¥, , D & V(z,} S V(z,) <+ oo
dons le th. de Lebesgue prouve que V{(z ) = %5.__{;“\’( zn) et

i

22

5 = 1inm U(zﬂ)zﬁ ; llcnsemble A=C, appartient & 2 .
> S
ost do mesure-y nulle ; nais cn & v(z ) > o , donc Z., D8 seraitb

, et par suite AA ne serait pas nul; ce gui

T e e s o LS Ty 3 e pe G S e
Lorsgu'une cosure positive A sur o est telle que, pour touu
o T | Repsir '»(V 3 £ TN LT 2 i 3 g ST “t i 2% d 14 AN BV
cosemble A& 7. de mesure-y nulle, on 8it A A=0 , on dit encore
i ey 7 I -, = - - o - 2 3 o
i1 A eslt uvne Beguye de bese (4 . Un dit gulune mesure de gigne
~ > ¥y . e B . S
saloonous est de base L pi elle esi différence s deux nmesures
B




W

Hous pupposerions dans ce gui suili que l'ensemble E appartient & la

tribu G4 “ (ou, c2 qui revient au nfme, & 5{6) ; on sait alore

($§2,prop.13) qus 1fensomble SL des fonctions sommables (pour U) sur

o d

tout engenble de 5; & pour image dans U lt'sspoce $ oy ini-néne
( icats gy
{(par l'application canonigue X —> X}.

Si la mesure A est sbsclument continuec par rapport & (L , il

3

sxiste uno fonction z » O appartemant & SL , et telle que *=x)=U(zx)
pour tout x &£ <§> ; on particulier, pour toub ensemble A € E"}: ;00 8

(1) ,.?*«,f%-a_f z 4
: ; A . L b
et comme A est une mesure par hypotihibos, cetie relation est encore

» 3 T ¥ 2 -~ & s
vraic pour un ensemble 4 guelcongue de A ( }2,2°6), puisque z est

- e =z » ; 2 - & L 5 %
nuesi-sommable. On 4it gus la fonetion dfensemble délinie pay {4)

ol IS e 2 - I ey o 3 FERE &L e
{pour une fonction z guelconque de SH4 } est 1'intéerale indélinie

de la fonction z . ©On peut donc dire gue :

3.- Soit ¢ une mesure (positive) sur une phratrie &

B , tails gue E sppartienne & {3;0* ; pour gu'une mesurs

o . \ : ; i
{ée signe guelcongue) A sur %}*'/ 89it absolument continue par I
rapport & “ {ou, ce gui vevient au méme, soilt uno mesurs de base i s

1l fout et il suffit guielle soit 1'intépralc indéfinic d'une Fonction

S

-

omusbic sur toul ensemble de mesure- (4 finis .

e Tait gue ls condition est suffisente rvésulie en effet aumsitdt

ronction z n'est déterminbe quti une fonction négliceable preés

e} ‘ o » o 3 -
par ls mesure A ; une gquelcongue dss fonctions Gouivalentes & z

bt
)
el

s 2 » 2 5 3 ; «
st appelée la pseudodérivée de la mesure A par rapport & ls mesure [L.

e nom, ainsi que celul 4!'f"intéprale indéfinie", provient du

cos particulier of M est la mosure do Lebosgug sur R

(92,n74) ; lorsqgue z ost wae fonction continue, et la fonctior

Aimnecomy AT A e 2 ~ o
diensemble donnée par (1), on a




S 0o
Afa,t]) =f: z(u)du

et par suite z nlest auvtre gue la dérivée de 1la fonrection

A([a,t} ) de 1a varisble réelle t , ot )\(E&,t]) une

prinitive {ou intégrale indéfinic) de z .

Soit maintenant A une nesure (pos:.tlve) guelconque sur g’ . Ltinté~

B a

grale V attachée A se dbéconpose dluno seunlc manilre en unc sonmS

o

V=r+Z , of ¥{(x)=U(zxz) pour toute fonction xec $ (z €S2 ), ot Z est

sineulidre par rapport & U (chap.II, 5 4,th.2). Comme OLZ {V , Z est

aussl vpe intégrale sur le clan C;J : soit o la mesure attachée 4 Z ,

wous dirons gue ¢ est une mesure {pos .a*‘:sw

On dire gu'une mesure de signe guelcongue

»
Y

(. si eile est différence de deux mMESUTES

rnontire que o est absolument continus

5 = ot . i =
donec 1la tribu P - contient &% 5 mals

en général, , Dbe comtient pas TP -

PHROPOSITION 4,- Pour gu'unc mesure (positive) o définie sur la phra-

triz 9 , soit singulidre par rapport & (i, il faut et il suffit
' tel
gu'il existe un ensenble 5S¢ & , de mesure- - nulleaue 1fon ait

gA = a(ANB) pour tout ensemble A ¢ & {autrement dit, 6B=0 pour
; 5

sout cnsemble B €S ns rencontrant pas S).

On exprimec souvent ce réoultant de menidre imegée en disant

gufune zmesurc ¢ singulidre par rapport & ;L est concentrée

sur un ensemble de mesure- (4 nulle.
Neus ubilisevons le critdére donné dans 1a prop.2 du chap.II, ¢ 2,
pour que deux formes linsaires croissantes solent Strangéres. En

3 T a 1S R e~ 3 2 2 e ¥ e K ~ A A
nremier liew, la condition de 1'énoncé ost guffisante ; en sffst,

e T =N S w=n o s e Sy e e S e A
sonr: toun £ S50, 11 exX1gce BRe BUuLTe croissantes (zor,; dlengembles




as 5{ telle gus SC;U s21 et §“sn'~<~.$ pour tout n . So0it alors x3 0
4%

Gt P -
une fonction Steste sur & ; ona Ulxeg )<L e x| pour tout n ;

Glantre part, 2(x( 1-qpsn)) < e flxff ; 1o critdro préeits ost donc

satisfait.

uontirons maintenant que la condition est néecessaire. 11 suffirs de
wontrer que, pour tout ensemble F de 9 , il existo un emsemble T
conienu dane F , appartenant & < , ds mesure- po pulls, ot tel que
efan®) = o(ANT) pour tout A€ ?5( ; car E étant par hypothése remio
Sénombreble dfune suite (.ek) d'snsem”oles de cg , deux & deux sanp |
&iérment commun, gi {5{’%} sat la sulte des cnsembles dc mesure- ffz nulic

-3

gul corrcspondent aux Fy , llonsemble 8= g,, T, appartiont & a

5
£

sst de mssure- . nulle, et on a pour tout A ¢ &, oA = Z.,; olAnE ) =

= . olh ET?,-} = g(A/18)
Posons donc x=9, ; pour tout entier n 70 , il cxisto, d'aprés lie

rers rappelé au début, une partition de x en dcu}: fonctlions y,

PR 4 Sy ] R F ¥ -L ——- .
z, de & telle gus D(yn) B et Z\z ) < \ -8 ; bosouns
; ona v, £X e‘b v, < ,;. done
? 2, BT Znip 2 ©
{ < - ™ = -
\z‘_;m) % ""’ﬁf""rg =t ; 204t 1 =X-V, ; on & U <yn , donc

2 suite (v,) ect déercisounte ; sl v ost son crveloppe

a Z(v)= %:Lm 4(wy)=0 . Dlautre part, la suite (u,)

est croissento ; pour tout m>n , on a J(un)<'0(um)< p g done

Ufu )=0 pour tout n ; si u est l'enveloppe supérieure de la suite (u n} :
U{u)j=C et x=utv . Soit T l'cnsemble Q, » V licmsemble Q, ;

est néplissable

‘1‘=Fr’”}§:i‘f ast

cos PFUV , ot T et V appartionnent 8- % 7T

- - >~ " n

pounr U , ¥V est négligoable pour Z2 , donc W=V} L
- ey i g - - PY : , C.' .

ansail néoiisseblie pour Z ; par suite, pour tout A € %, 0B &

o{ANW)=0 , cc qui entrafnc o(ANF) = o(ANT)




g =
Résunant les vésultsts précédenis, on voit denc gue @
THECRELE 1 (Lebesgue-iikodym).- Soit @? une_phratrie de partics d’un‘
onscuble E , teollsc qus E € ’2'5“;,. . Scit (4 Ung mesurc (positive) gur

% ; toute mesure (de sismes aquelcorque) 4 sur < , peut se metire

d'unc nmanilre et d'une seulc sous la forme A= otg , ob A =4£ f ap

ost 1'intéerale indéfinie (per rapport & y.) d'une fonction sommable

sur tout ongemble de mesure-;. ZLinle, et ol = c{ANH) vne mesure

sinculiére par repport & . , H Stent un ensemble de mesure-(l nulle,

s
apportenant & la tribu engendrée par o .

On obescrvors ouc 1'cnsenmble H n'est pas déterming en g6 CrntGrel de

: s \ & ot - o = 3 3, i e Sire oW AR
mals 4 vn cusemble présg néglireable & 1la 70igs pour

T ey TR SNTeS st 4
LOB HeSUrcs e LA b
<

=

reices.~ 1) Soit U uno iaﬁzgr&le sUL un.c1aﬁ &b de fjﬂcti

C)
m

engemble B . Soit z ume fo&et:en“4fﬁ‘apgaftcnu it a 1?4

> 52 des fonetions telles que zx scit sommable gou* touu

x e § . dontrer que si z est bornée ou scmmgble poor U , et 81 U

gatisfait & la condition (D J, tout ensemble larcement négligeable
pour U est aussi larcement né571 seabls pour 1'intéerale |
X(x)=U(zxz) sur & (lorsque z c¢st sommable, TCHATQUET QI ué pour

tout &€ > O et tout c;} 6 il exists un Jo & 4{§ tel gus |
' i A et un ensemble larcement régligeable

2.
2t que

a
(15

o
4

H
Ufgz»ycg} e
pour U , il cxiste un cosemble filtrant & droite (x de fonctions
de @{ telles que x <1, 9 ¢ sup % et sup ﬁ{‘:}Aﬁ '6)
est largement gue si-somaable pour X et gulon 2 X{f}mﬁ{@z}
(remarcuer gue £ cst &gal & la somme d'une fonction gommable et

dtune Fonction largement négligeablc (pour U)) .
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2) Soit X ume tribu de parties d'un cnseuble B , telle que
Ec% , ot soit u une mesurs sur ¢f . Hontrer gque si A est

une mesure sur % tellc que la relation i A=0 enmtraine A 4=0 ,

on a AL = [

A
cnsemble de mesure- A finie (soit (‘5’ la phratrie des ensembles

z dup , o 2 egt une Tonction soamable sur tout

le & de mosure- A finie et de mesure- p finie ; comsiddrer le

clan deg Pouctions étagéos sur @’ s &% remarquor que @7“

ensendre la Tmasd A

3) On dit quune mesure ¢ sur une tribu 4 de parties de B
ol

zot connexe sl liensenble des vslours ‘;,!_ A lorsgue A parcourt .

st un intervalle {(dforigine O) dans R . Hontrer gqus, dans ce c&s,

pour gu'ume fonction 2z 2 0 soit sommable sur tout eunsemble A
il Taut et il suffit gue z soit la somme

et d'une fonection sommable (Pour voir gue

ém
-y

O
(".3
c.i..
fute
<
5
oy
®)
i. Al
]
(o)
)

lo corndition et nécessairc, roigomnor por l'sbsurde ; si pour
tout o > O , llensemble des t E tols que 2z{t) 7 a eat de
mesure infinie ; il existe une suite (a n) croissante et teundant

vers + %  telle gue, si B % est l'ensemble dos t¢€ E tels gue

A < ofEy o g 2 OB 2it IB z du » 1 ; en déduire qu'il existe

une suite dfemembles €€ Q tels que G C B Jg z 4@t
o n

st 2 o < too -, dlon ecnzr&dlctwn).

Donner un exemple de mesure discréte  sur Z , et d'une
s .

fonction z » O sommable sur toul onsemble A de mesure- (4 Pinis,

gui ne soit pas somme dfune fonction borne et d'une fonetion
s

4} Soit . une tribu de partics d'un omsemble E , A uns fono-

tion coaplétement additive d'encemble ddéfinie dans 2 . &b

L
-0 , ooy . B5oit b la borme

%9
b4
&
(5
o
o
ot
LS
(4,
n
]
4]
o
‘-'.‘4
by
{n
1]
&
,v
t
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supéricure des valeurs de A dans % (b nombre fini ou nonm),
(4,.) une suite d'ensembles de T telle que Hm A =1
a) On d6finit une suite double (A,,) d'ensembles de & , oh n
prend toutes los valeurs entidros, ot 1€m¢n , par lc procéds de
récurrence sulvant : on preud i, '1=A1 ; les Aij étant définis
pour 3 < n et tels que Ai,,j‘:'Aj,M,j pour 1<1<3-1 et

$£34n , soit (C.) une sulte Tinie d'ensembles deux & doux
sans point commun, telle que chacun des n ensenbles A :‘(‘i;'im <n)
scit réunion dlun certain noinb*ﬂe deé C (théoréme de :iécomm

L3

tionj. On prend pour Ay i {1<m<n) la réunion de tous 1as ;;

-
contenus dans ﬁm,r} ot tels que AC,» 0 , et pour A, ,uﬂ

io réunicn de A 1 et c‘ie tous les G tels que .A.C 79 . Pour.
teutim. goit B, Q A, s 0t sozt ¥ m‘\i B ; moz&tmz‘" yulon

s AF=b . :

b) Déduire de a) qu'il existe une partition de E en deux cusen-
bles F'g‘, P, dont 1'un eu zoins apparhient a ‘57 telle que,
pour tout ensemble A de @ tel que Ac:_l‘ (resp. A F ),

on ait AA Y 0 (resp. )L A £ 0) ; en conclure que llon peut

sorire A= pt» v , of g et ) sont deux fonctions complitemont

additives et positives sur 4 , dont l'une est bornde. lontrer

cn outro gque poite dernidre déconmposition est unious.

4. Produits de mesures.

nténrales doubles.

4
ent E,,BE, deux ensembles quelcongues, < 4 {reep. @2) un clan de
‘onotions définies dans E, (resp. BE.), ciD 1o ¢lan produit des clans
« a 5

¢¥,, Tormé de fonctions définies dans E, X B, (chap.I, ;4).

uns d.z:x,é:;rcale sur ¢' . 02 uie intéorale sur 4)2 :'nows sllons -

ne 1n Torme lindéasire croissente U-U,bhz..UzU s produit des




@

dos inmtégrales Uy ob U,, définie sur & (ehop.I, 3 4, n°2) est ume
intécrale. En coffet, soit (£,) unc suite Géoroissante de Tonctions de
Ci?+, dont l'cnveloppe inférieure est O . On a U(E, _70-----'(1,i {en), ot , pour
tout x4 B, , gn(x.g) ost égale & UL(Z, (x, 1%51) {chap.1, 34, th.1) ;
pour tout x,€B, , les fonctions x,-»%,(x,,x,) appartiennent & CP:{
ef i‘omer't une suite décroissante dont llenveloppe inféricurs est O ;

I U? es‘c vne intégraie, on & .«.im gn(x1 J=0 , 8t par suite IL-_ég gﬂ

3 4,th.1) ot dont ltonveloppe inféricure est 0 ; coume U, est =
on & lim U{f ) = lim Ulg )=0 . Le mfne raisonnement
ﬁ“?ﬁéa LI K,x,‘(.:_'o (iA

(ot on remplace ume sulte décroissante par un ensemble filtrent 4

kA s R o VR W iy « g s, - e
sl U, et U, satisfont 4 l'axiome {0}, 11 en est

Uze intégrale produit de deux intégrsles U,,U, est souvent appelés
intégrale doubls.

Soient «., 6% (A, 1a tribu et iz mosure attachdes & U, g st M
4 vl i 2 2

tribu et la nosure sttachius 2 U, , 4 et { la tribu et la mesure

sttachées & U .

[HBOREL: 1 (Lebesgno-Fubini).- Soit £ une fonection sommuble pour
1%intécrale double U ; pour tout =x,¢8, (resp. x,€E,) & 1'excepticn

P

Ges 6lénents d'ur ohnstibie de mesurs- (L, pulle {resp. de mecuvs- Hy

pulle) la fomotion =z, —=P(x,,x,} (resp. x, —>f{x,,x,)) est_sommsble

pour -{59 {resp. U,) ; ia fo fmrctian .ic,i ffzx %, )é o {resp.

X, — .L{*{ % }dfv ) 4éiinie presquc periout, cst somnebls pour U,
43 1 .

:"‘w:mp, U, },; ﬁtm
(%) xf £(x, ,/:,J:’d go= f([f x,i,xa)a‘u?) dp, j(jf(x1,x ap, )4 ¢ oy
Le f;"ﬂéer(me sc r6cuit su th.1 du chap.i, %4, lorsque T appart:.ent
53 f est une fonction de I , enveloppe supdéricure d'une suite

€% £is Pl T S X o iz

ercissante (£ ) do fonctionas de ¢ , ot pi on pose

- forment une suite décroissante do fozzctwns appar*tanant & cg,, {éha‘z;.l L

2
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e, () =j T(xsxdap, , oma g ¢ D et U(z,)=U,(g,) ; i g oot
lienveloppe ouplricure de la suite croissante (Sn) ; & ost sommgble
pour Uy ot on a U(£)=U,(g) ; mais on a g(x = lm jf(xg,xz)d{xz
’\jﬁ( .z)dpaz , car la fomction x2~1>f(x1,x2) est quasi-somuable
pour Ug.; comne g{xQ) est finie presque partout, le théorime est encore
démontré dang ¢ cag.

‘81 maintenant £ est enveloppe int réeure dilune suite décroissante (f
de fonctions de I , la fometion g (z,)= j T (31,x Jop, est Géfinie
pour tout x, et sommable pour U, dapres coc gui précéde ;3 en ountre,
on 2 U{f,}mU {@ ) +20 , Dlaprds le th, de Lebesgus (% 1,th.2) on &

done U( "?‘)-“E;ﬁ (g;;} ; ok g est llenveloppe inféricurec dc la suite décrois-

55
&
s

= » 3oy Ak £ = g 5
(g,) ; mais, pour pros out x, , on a g(x,)} L+ oo , clest-

& dire que x, ﬁfn(;’i— ;%) est scmmable pour U, ; 1s th. de Lebesgﬁe
montre & nouvesu que pour p‘e‘esqu@; tout X5 1z fonction = «ﬁf‘(x y ,yz)
est sommable pour U, et qu'on a g;f.,«;.,N ‘/f(x“x,,)dduz . Le théorime eat
ﬁ.(.e,core démontré dars ce cas.

En porticulicr, si f Z{ 0 est nc,, yll”C&‘blB pour U , et est envelopps

PO

inféricure d'une suito déeroisscuto de Tonctioms do I , on & glx, )=0
esque peartout, sutrement dit, la forction X, = f(x,; ,xz) est népli-
geable pour U2 pour presque tout x, . A fortiori il en est ainsi pour
toute fonction f négligesble, puisqu'il existe alors (% 1,prop.11) une
fonction négligeable h » 0 , envelopre infériocure d'une suite déerois-
sonte de fonctions de I , ot telle que [f£]

Fnfin, si £ est unc fonction scmmable quelcongue , 11 existe une

}‘

fonction b égalo prosgus partout & £ et qui est 1l'enveloppe mférieure :

d'une suite décroissante de fonctions de I (% 1,cor.de la prop.11)
Diaprés ce qui précddc, pour presquo toutb Xy 3 los fonctions

S <

X, _,.;._\f{z@ ,}cg} et . —> z'z(;:’::,i ,X, ) sont ézales presque partout {po our T )
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pour presgus tout Xq 5 j f\x,l ,}cg)dy.2 est donc définic et égale &

:i n{=z, ,xg)dpca ; comme U(f£)=U(n} , 1> théordme est complétemsnt
&e,montwé.

COROLLAIRE 1.~ Soit f une fonciion guasi-sommsble pour ll'intébraic U ;

pour tout =, €E, , & llexception des éléments dfun ez;semble de mesure-

i, ulle, ls fonmetion x, 7f(x,;,x2) est guasi-sommeble pour U, ;

m 2.

iz fomction x, ﬁf‘?( 2%, }a,u., ; a1 finic prosgue portout, c::":;i.,

&

guasi-gommaobls pour U ; les némes propridtés ont licu en intsrvertis-

lcs relations (1).

san‘i; les r8les do B, ot B, , et on a
Comme l'une des deux fonctions £ , £ est sc;mmableg il résuite du

7 l

et U{f)= +oo,

\

th.4 qulon peut se limiter & considérer le cas o f > O
Alors, o sait (o2 196 que £ est 1'enveloppe supéricure dfune suite
croissante (f } de fonctions sommables pour U . On peut appliguer 3 fn

Lo o Lobesguc-Fubini ; comme x_ —»f (x,,%,) est scamable

:
sauf pour lcg Sldmcunts X,E G'un cngedblo A 4o Zosuz re-nullo,
£ = . H o
X, ).-u:ﬁ 'ii,) est guosi-coumable saui pour les &lépents de A= {,} z%,ﬁ
ps ’}.«V

qui est de mesure- f, nulle ; dans E} ,ons (32.0%)

2 {5 14 [
f )%, }dg,t ﬁ—-—}oaf (,.1,}» Ja ¢, done ( §2,n°6) jf Z, X JO [y
(éfmi presque partout, est guoesi-sommable pour U,; , 6t on &

) b 2 piy o 4 sy
5,08 b, Ja L = A_-}wj(( £ (X«*e ?xﬁ,dﬁi} aw,w j{f\_x,; ,xg}glz,»

%

j £(x,,%, )8 -

R g G G s SV gk o 5 GaRE 2 2 s o & (g - - iy ~
CORULIAIRE 2.- Scit A un ensemble do la tribu ‘X ; pour tout X, € I,

T8 R P s pedlr b e SR o4 i o o e R P
lexcoption dos 61¢acnts diun cngemblie do megure- U

(1
=
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. : -1 <

(2) pa= [ aNap, = [p ChxNap, .

C'est unc conséquenco immédiate du cor.1 gppliqué & la foanction
caractoristiqus P, -
Bozargues.- 1) En raison de la formule (1), 1'intégrale doudble U
o'éerit dtordinatre f j £(x,,%,)af, &, e licu do f £z ,x,)0 ¢ ,
et on elimine les parsnthdses de 1'Scriture de la formule (1) ea 1a
notant sous la forme - ‘ :
{ 3 ‘ 1 e i £ - 1 [ ot A
(41} J-{:/‘:E‘(X1 sFpla fr A -fd(,ci ) Bzqoxdap, --fd.‘u.Z Jf{xﬁ,xz)d{a%

2} Le formule {1 ) montre gue, lorsgue f cst guasi-scmmable pour U ,

0

cnoa liégalité

{8

v 8

Sons®

jic.{“’i / f(xsza)df}z =}(;dy~2 jf(:x.q,J&t;z).;j,i,!,(,1

tormmle dite dlintorverpion deog intérrations. .leis cette relation peut

svoir lieu sans gue P soit guasi-somnszble (exerc.7?) .

%) Lorsquo %%-(:esp. ng) est la mssurc discréis cancmigue sur un
ensenble L (resp. i) , la formule (1') prend llaspect d'uns conséguence
de 1'asgsocciativité d'une somie infiniz de nombres réels (cf.Top.gén.,
coap.1iI, §4,mo3 ; chap.IV, §7, on particulicr exerc., 1 et 2) .

<. »nseables et fonctions mesurables pour ls mosure produit.

Ls mesure & ettachée & it'intégrals double UﬁUquzﬁéU? sfappelle

12 goguro produit des mesures [, et K, et se note parfois (L, K,
du th.1 donne €z conditions néccosalres pour
, *B, 80it nepurable- a s 1Bais en géuéral ces

2
el 3 (*} 5% o o - —~ S
yag suffisantes . lioug allcons obbtenir des conditions

tog de mesuradilité pour lcs fonctions définies dans E,x B, .

- a iy -, e
1.~ Bi A, est un encemble de 95; , A, un ensemble do %, ,
T
e=ne s eb-on o
=3 ¢ il = 5 A
(59 #fﬁgﬁ-g) fg By e KRy
{ o Taatific 1o rnon de "megure praduith ).
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11 surfit de démontrer gue A1 an sgt mesursble~ & , ia formule (3)
étant alors unc consSguence immédiate de (2).

Comzencons par le css porticulior of un des ensembles Ay ,A, est de
nesure nulle, liautre de uosure finis, soit par exzample g1A1=0 .
{"gﬁgz a {tco - Pour tont £50;, 13 existe slors unc suite croissante
(£,) de fonctions 30 de CP,x et uno suite oroissaute (g,.) de fonotions.
> 0 de Cbg tellos que @%, £ sup' T % & Bup &, , avec ’
sup U (F ) <& , SyD Ha(g,ﬁ) <28 . Lns fonctions re appartiennent eu

W

AL :‘ 5 6’-& ¥i - =
SRELE b on & @%x& @A1 %2 ésgp fﬂgn , méme eux points

{ z, 3;;:?}3 oh l'une des fonctiors su,p f » BYD & est nulls et ltautre
infinic ; comue ?3(1"’ Zq)= U, }Z} (g" )< 225 , on voit que ¢ ? 1y <A

est négl igrea,%slc' poLr ‘{3 ;
ﬂ::zrng aw coas of i%.,z ek }‘"P sont do mesure finie. Alors cy% gs’c—'
iimito dluge suite {*‘” ) 4o fonctions de (bi ; sauf pour les %, appar-
tenent & un onsemble N, de meaureo &, nulle ; do méme ¢, est limite
dtune suite ( gﬁ'} de fonctions de c})z sauf pour les %, apgaz"tenant &
un ensemble i, de nesure- £, nulle ; il en résulte que cpA1 = b, est
iimite de la suite (i’ ‘5;1) gauf aux roints appartenant & 1l'un cies ‘
cugenbles ZA;AH, , II * A, ; chacun de ces derpisrg étant de mesure- ¢t
est bien mosurablo- X (§2, cor. do 1la prop.5).

Enfin, =1 A, 8t Ay sont guelcongues daus fi et %2’ ‘respectivemen@
A, pet réupicn dfune suite croissante (B11 ) &'ensembles de mesure- |4,
finis, et A, réunion d'une suite croissante (C,) d'ensembles de

nie, done A, xA, est yéunion de la suite (B *C )

¥
(1)
0
A
B
&
{]
e
{
oy
bedo
g‘.s

diongenbles de ‘Z{:’q , et par suite aprariient & S'E'
SOROLLAIRE 1.- Soib £(x, 3, g(xa) devx fonctions > O , respoctivement

e

wosureble- g% gt mcsursble- Ez . La_fonction £(x, )g(xz) (rrise
Sgale & O guand un des fae‘tours, est ¢, 1ltautre + o0 ) est mesurable- 2
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(4) ”f(:q Jelxy)a e d e, = fi’(-ﬁf, Mg, )(jg(xz)dzu-g)

En effet; le corollaire résultc sussitdt de lsa prop.1 lorsgus £ ot g
sont respectivement dss fonctions Stasges sur ';Z,} et CSZ ; dans le
cap général, f est enveloppe supérieure d'une suite croissante { fn}' ‘
de f:o:actionﬁ &tasées sur Ly 2 & envoloppe szxpérieuz*afdftme suit

=

croissante {Q } cw fonctions étagées sur C,Zd ; avee la convention de

1V énored, £( y,,s 2} est llenvoloppe supdriourc de la suite {1’-‘_,,%} -

Miiaet
#

g FPoyvoule {4) résultent zusgitdt de {?:}

foet

digh 1o proposition (

= f

COROLLALEE 2.- Soit T(x,) yne fonction sommsble pour v ol *;,}} une

P PP R = : 3 5 = Py e p, % e i 2o A
feonction gommable pour U, ; alors £ix, Je(xz,) est sommsbls pour U .
_e > ,

Lous allions nainitenant voir comment on peut d8finir les eusembles
e & & partir des onsemblos do la formo AAA, , 0h K€ 0 gt
by & {;f’j ; nous 6Gtablirons dfasbord la proposition plus générals sgz;ggxﬁ.v-
PROPOBITIOR 2.~ Soit “3{‘1 un Cléﬁ:ﬁe fonctions sommables pour Uy :
"Y' un glgn de Fonchions sommebles Tour U, . 81 les prolongomenty
résuliers (% ,0%8) da U, (resp. U,) & portir do ‘ff?,{ et de Y
re8p. & parsir de P et de “uy 2} sont identigues, les '{srsslszzﬁézg@niss
U=U,U, & partir du clar ¢ produitde ¢, et o
et 8 partir 4y clan '\éf produit de ‘fi A "w}’b sont identigues.
Appliguons le critdre de la prop.18 dn g i, en montrant 4d'asberd que
“ndf
.3-7’ cst partout dense dans LQ{ (g} 3 ; ou, cc gui revienit au z8ne, gue
~ et
; est demse par rapvort & (P . Or, il régulte de 1a démomstration
cu th.1 et de la prop.t du chap.I, § 4 que, pour toute fonction £&
et tout e > O , il existe deux suites finilag (ui,},i <ign? (vi }’iéigﬂ
e fonctions apparienant respectivement & C,fDi et a é!?i ; tellies gue
l”"g }J<e . Pour tout O >0 et tout indice 1 {(1<i¢n)




S
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il cxiste par hypothése une fonction u'i € *4;’1 ot une fonction v%é A&

tellocs que UF1 us u;'! < & U (iv*-v! P!; S ; & dlavtre part

%{ég UV, - Z u'tﬂi} < u( Z l v, (v,-v1) )—HJ(Z ! vi(ui»u;’)}) -

Or {cor.2 de Ln,, prop.1) Lgf ui(vi-v’,i)_v (lu l)ug(\v-—vi\) < 5‘13’,‘(‘»*l i)
6% de mbne U{Sv'(u.-u')p < o7 (} i) S (U (Ev“}% S )i

est le plus grand des nombres 81(}%}) ; Ua(lvi )) , on a donc
UQﬁ‘Zuyﬂ)é e +nd (2a+d) ;
&

sion prend O tel gue nd (2a+td) e ,ona U(&f— > u;ﬂ‘*fﬁ}é.':’é&'
¢s gui montre que ’;{j est paz-’coﬁ-t dense dans L1( (35 1 ' |

sontrons maintenant que toute fonetion négligeable pour U st c}) est
aussi négligesbls pour U et ”}’ . 11 suffira de nonirer qzie s bour sout
£ > 0 et touts fonction f & c? ; 11 existe une suite croissante (g )
de fonctions de “3( 4 5 telle gue £ ¢ sUP &, et syv U(En)\j‘f}vs :
Supposons en effet ce point établi, ct soi’t h une fonction & D négli-
seable pour U et Cp ; par hypothése, pour tout e > 0, il existise mze-
guite {f ) dc fonctionsde <?+ tolle que b £ %fm et
'i.}ifﬁ) £ & ; pour tout n , il existe unc sultc: {e )m >4 de

Tonctions as "‘Y telle gue i‘ < 7 3zxm et rﬁ:‘ U(gnm £

Ty S =71 < S . iy

B fﬁ Jje.2 = ; On aurys wonec h < Z gmn ‘

= z £ -y ¢ : - -
2lg ) < ,gj_,, (U( )+¢ 2 e: , Cé gui prouve gue k sst néglige

Suit done f =o(#y,f,,. SFE g,‘,gﬂ,...,gg) une fonction de ¢

+

tes L. appartensunt & Py ies j & sz ; et 9 étant une fonction
vunériguc positive continue dans B* X R* , telle que

910:0,.0,0,74,-4+37.0=0 ot glun,, ...0.:0,0,..,0)=0 idemtiquzm;::;ﬁ -

g 2
501t A liadhérence, dsas RY , de llimsso de E, per i'ap ation
x, ~=2 (£,{x,};...,2(x,)) , B lladhérence, dans R? , de l'image de E,
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par l'applicstion x, -«-}(g,,(xz)),..«,gq(xz}). Donnong-novs arbitrai-

rement un nombre & > 0 et soit C l7ensemble fermé des (x,yjec Ax3B

zels que o{x,y)y¢ ; il existe une suite finle de r Fomctioms u, 2 O,

définies et contirmes dans A et nulles & llorigime ds B , ot une

suite de r fonctions vy 0 , définies et comtinues dans B et nnliss
a2 ltopigine de B 52 , telles gus 81 o1 gose g = Z Vs , OB ait,

=a
dans A4 %x3B , %fﬂa ﬁ{x,y}»e{z,y}i . fn en tire gue, dans l'en-
i

semble C , om a 8{(z,y)} » (14 ',?mxa}z"?»a > o{x,y) ; d'autre part,

b
dang AxXB , on a gc?a‘xgg}«efzﬁ} & 2ae , en ééaigns.ﬁ‘h par a la iz
ronds velewr de 3@{:9;5?% : 84 on pass g= Z ug {8y, .2 07,

(=t

. on adone f£4 g sur llenpemble D des polnts de

rs

B, AE, oh flx,xm) e, eb Ol|£-3]} < 2sbs , o8 D ne dépend que
de £ , mais non do g 38 de ¢ (chap.l, 24,prep.4 ). Or, per bypothéss,

ie fometion wuy(f,,£,,..-.5,), qui sppartient & @, , est sommable
pour U et “‘g& , done 11 existe une fonction n; snveloppe supérizurs
dtune suite croisssnte de fomctions ds -, telle gue &i{fﬂ.,g%}g%
st gus T, (a,; mi} soit ervitrairement petit. On en déduit aussitét ’

. existe une foretion h enveloppe supérisurs dfpne suilte croissante

£
&

il
8

fad

[
i

Zonctions ds Y , telle que £ < h dans D, et qgue
£-b]} £ (2abtije .

On déduit do 12, em remplagant € yar £.272 pour chaque entier m > G,
itazistence dlune suite {hn} dtonveloppes supérieures de suiies crois-

&yﬁ;,

P

(i

santes de fonctions de "V, , telle gque £ (b, dans l'ensenble des
points de B, xE, ot #(x,,x) pe.2" et B({e-n |) < (2apet)e.27 .
81 h= snp ?z}g , b est envelopps supérisure dtume guite croissante

de fsge-“oms ds Y, ,ona £ &h dans Exﬁz et on &

vl j2-u}) < "" ﬁ(}fw i} 2{2atb)e , eo gui achdve la démenstration

&-A

i
ds 18 Dprop.2 .
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Appliquons en particulier la prop.2 su ¢as od on prend pour VY 1
{resp. YV 9 } le clan des fonctions étagées sur la phratrie ':5;’.

(resp. &, ) des ensembles de ¥, (vesp. X, ) de mesure- i (resp.

de mesurs- {A,:b) £inie. On voit gue la tribu ;’ est la plue petite
tribu sur laguelle la fonotion edditive d'snsemble pw , prodult ds
p, ot @, , définio dams la hvatriz T produit de 30 oD
{ovest-a-dire formée dss réunions finles d'ensembles 4,7 45 of

by € %{4 ot A4, € %‘% s of.chap.l, % 4,02}, se prolongs ez une
BREUTE ( 2,th.2}. On noters que % est en pénéral distingte de 1a
tribn 2 @ opgendrde par ls phratrie %‘_{
th.1 du  §2, tout ensemble de ¢ s'obiient en faisant la réunion

{exers.5) ; dlaprés le

: o
d*un ensemble de ‘:50 et d7une partie d'up supsembls de ﬁ‘g 5 ¢&e

@

megure- (L mulle {ou en retranchart 4'un snsemble de o ©ue

v

o Stun ensenbls de

o)
gﬁ
3\..!5

65 dp mesure- (L pulle] .
Soisnd 35 {(1€i<p} » ensembles suclcongues, C‘g),, (1< z,gp) un
clen de Tonctions définies daps B @ ie féin produll des clans
@, , forms de fopctions définiecsdans B = B, (chap.I, S 4,12%).
i 3 3
Soit U; (1£1¢p) une intégrale défiale sur 4}1 ; per véourrence

sur p , on volt aussitdt gue le forme lindaire croigsente Hwﬂgﬁa..ew? -
définis sur Cib , est upe intégrsle, diie intégrale p-uple {pour
rarpeler son origine).

Peur touts partie non vide H de l'intervells {‘i @} de B , nous
désignercns par Ug 1 1%¥intégrale prodoit des intégrales U; telles que
¢H® , par P g le olan proguit des claps CPi téls que i EH .
PROPOSITION 3.- Sozu {8,XK) une vartiilon guslcongue do Lhnt en
deux snsembles. Ls prolonsement répulier de U 8 partir du clsp d%:) 885

§

identigue su prolomsement réguiier d3 TU. 4 partizr du clan produis de
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Tout d’szbord, le clan @' ; Produii de 433 st ‘PK s est contenu
Gaps Cb » et Ugly eoincide avec U svr {chep.l, 94,prop.3) @’ -
done le prolongement régulier de U est un prolongement du prolongement
régulier de UEUK . Hontyons inversement que toute fonction £ sommable
rour U est sommable pour Ugﬁg et telle gus E(f}sﬁglfg(f} : 11 suffira

syvidemment de le démontrer liorsque £ spperticsni au clan c@ . Pour

pimplifier 1liéeriturs, nous nous boruerons su ¢as ok p=3, I= {’ﬁ 22}
ot K 3} Oon o slers ﬁ‘a@{ui,&ﬁg .} {hk)} ok (£ 3?41
5‘5@4}; D5 Jyeing ], { (kg Sout trols sepilles Zinies de fonotions de
3 e R 22 B =
Yis D, P respectivement, ¢ une fonction costinue d8fiznde dans
1s Yo T

ot telle gue o{0,v,wj=9({u,0,wi=q{n,v,0)=0 identigqusment.
Le sfme raisoruement gue dans le th.? du chap.l, ¢4 prouve que, pour
tout ¢ > 0 , 11 oxiste trois suites finies {n&},w J2{w } éo » fono-
tions d4finies dans BT ,BS sﬁﬁ respectivement, nulles & liorigine,
tolles que, si on pose O = % w¥,w, et gw@(ﬁfy,(gé},fa 11,

on ait gf{x%,&gw ,mg{zﬁxp,}?}{ Le , ot ﬂ(&f«-gi} e ,0ta

ue dépend pas de g nl de € . Or g appartient an clan :?D’{ ;: done il
sxizte ane suite (g,) de fomotioms de (}} * qui convergent uniformé-
ment vers £ dans E , ot telles qus U{ }f«gﬁg) tende vers O lorsgue n
nroit indéfiniment ;3 i1 en rémulte gque ls sults (é;} sst une suils

= Vol
de avchy dans lfsspscs i %bg 3 {pour 1l'intégrale Uply ), done

{21,002, dn £h.1), % est sommeble pour Uyly , et comms U, (£}

sst limite de Ul {g }=0lg )} , on 2 bien W)U (£) , avon
B K EniTV\6p iz ¢

ia proposition.

On moters gue lo preposition ent triviele lorsqus les clans @i

sont gnitaires, puisqubalors les clzas P et &' sonmt

4
&

ldsantiguss.
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On généralise sussitbt la prop.? & une partition {Ej)ﬁ <iga guel-

congue de [? ,n)

iss prop.1 et 2 ot lours conséguencas s’ébendent immédistement & un
produit dYun pombre fini de mesures ;

diémoncer ves généralisstions.

¥

goit (B ), p uoe famille dfensemiles; E =

un ¢len pnitaire 46fini sur &

{uniteire} produit des <§>@ aéfini svr B {(chep.I, $4,07%).

TT

LSIE’Z;

e,

Pour toute

nous isissons au lsctsur le szoin

partie J ds I , nous désigrerons par J! le complémenteire de J fdaus I,

- par EJ 1'gnsemble produld LET VE

dirons que 4 est un ensexbio

Ee=T 30

soordonndes %, de x telles gus

94 P est une fonction nprérigue 66%inie dans B

§ pour
, nous

4%invariebilits pour £ gi la relation
entrsive F{zl=f({y} {eutrement 4it, si £ ne dbpend gus des
; 11 est immédist que la

1€ Jd%}

tout xXcE , nous DoEsYens

réuonion diun nombre £inl dlensembles 4'inveriebilité de T st snsors

un ensemble dfinvarigbilitsé de £

réunion dVune infinité de tels spsentles).

b3

is

=
Gont

aue
Seit slors, pour toubk 1€l
telis gue U (1)=f ; soit U
moyennes U . (chap.I, 34 n%)
s0lb f? P le produit des clans
aup @ 3 » Droduit des U, tels
identique au clamn produld de @
Uss

oy

prodnit des @moyennes Uy (=34

partie finie de 1

F la moysnre

{meis ocels est inszsel pour is

opriété d'svolr un ensesmbls dlinverichilitd qui ss%
{sutroment 4i%t, elles ns dépen-

dium nombre Pini de coordonrées de xc Bl.

wne intégrele sur ls clan d%

1

sur iz clan @ produilt des

de n8me, pour touite parile J de I,

Les fonotions Gu clan

q‘*)f pouY +€d , U; la moyenns
aue <~ €< 5 On s8it qus :'f;* est
4 by 7 & At - s
: en variiculier, pour tout £ e :})

leur prodmit, é&
{pour chagus €1}, P ls clen
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11{£) appartient & C}>J .
PBOPOSI‘I’XOI! 4.- Le produit U des intésrales U ( tc 1} gst une

Soit (f } une suite dSeroissante de fonctions de @, tendant
vers O on tout point de B . Scit 53 une partie finle dg I tells gqus 5%
soit cngemble 4'lavarisbilité pour £, ; 8i Jd= %} J, s J est dénom-

brable, o% J¢ est ensemble dlinveriabilité pour tous les £, ; solent

L {g 7 4} les indices sppertensnt & J , st soit ﬁé le predulit des
U, diindiece distimeb de 7., Ta...., by o Soit np™ {f ;

mﬁg}}ﬁ 714 est ume suite décroissente de fometiocms &pg;@ztm%‘f s
prodult des p clans ::;;v@ . (113
Colea &hant, supposons que ‘i;f{;’: 3> a >0 pour tout n ; on s
nk &

GlE, J= if{“ (g,43 ; comms g , spparthen

L et
voe intégrale st une Boysune zul c;p@ , il exigte x € E tel gue
ev i e g {z iz g Y=g . (z :
pour dout n , g.(z :?,/ 6 ;ona U %éggw}{%i s )”",,z £ g:{ i 7 3
i g&j 7 } appartient & C}:*i‘ -, et que U,
1 ) 2 %
ezt anse izategm}.e ot une moyenns sur o& clan, il existe %k

9 9,
tel gus g&?(x%i, x 1y 3 >« pour Lout n . Far récurrence, on définit

porr tout P » ? un éidment x,bpé Eﬁ? ; 4e sorte guoe, pour Loutl D
8t tout n , on a8l

Zoit zslore X un éhamm' de E dont iz ewvd@ﬂnéa d¥indice ¢ _ est

e

¥
x pour tout D dfaprés la ﬁéfiﬂit:?.tm de J , pour tout n , il existe

o :
un p $el gus le complémeniaire de Vgs Logeses L z(, scit ensenmble

‘&
4
"»..

dfinvsriabilité pour £, , ot per suite I,¢ z} = gnp{z seragx  Jo> o
. b
se gul eost contrairs & l'uypoihése. '
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fous désignerons per C:u ot ¢ ls tribu st le nesurestischées 2

i'intéprale U, par X et u la tribu et la mesure atiachées &2 U ,

par %, et (7 la tridu ot la meeure ettachées & U; . Il est facils

de voir gue la Prop.2 ge gbnéralise zux produits 1nfinis ;: en effet,

ie Pait gue ’\f’ cet donse par rapport & @ résulte de la mime propo-

zition pour les produits finis, tonte fonction de Y ne dépendant que
A%un nombre fini de coordonnées : povr la méme raison, pour tout s > C

st toute fometion £ ﬁ.cp¥. il existe une sulte croissante (g,) de

fonctions 42 Y . ‘tells que £ < sup g, et spy U(gg} & B(ehe ;

corme o £in de s démonstration de la prop.2 repose uniguement sur

P

asstts dernidre propridétd, slle st sncore valable pour le ces
oue nous oons 'aééz'imﬁ ici.
Prenons ep pertlounlisr pogr "i"@ ie clen des fonchions &tagdes sur

la brive % ; alors il est immédiat que Y est ls clam des fenctions

- #
étagése sur lg phrailzie S asfinie de la facon suivente : nous direns

sulunepartis & de B sst un snsewble gylindrigue ayant uvne bsae dans I
#i on & 4sBy, X prgh {pr A &tant la base de A dens EJ) s il revisat
sy mime de dive gue J! est un ensenble dlinvarismbilité pour le ioucticn
saysatéristique ?, cela étant, &  nlest sutre qus llemsemble des

engombiss eyvhindrigues aysnt une base dans un E;J corregpondant & uns

nartie finis J de I , cetis base appartenent 3 la phratrie ng'
=4
produit des ¢ dfindice ted . La tribu %  eat alors le plus

it sur laguells la fonection additive dlemsemble (« , définie

dang % , se prolonge em une mesurs. On pofera, d’aprés ls doéfiniticn
s %4 , gue tout susemble de "5:1?5 s OUG e C‘S;Scr . est un epseuble

eriindirigue syant une bage daos un }’35 ot J est une pertis dénombrable

ds T . Ootke remsrgoe va nous permetire de demmer ia généralisation
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précise de lz prop.t au cas d'un produit iafini
PROPCSITION §,.- Pour t‘cut

; pour gue l'snsemble Aﬂ:,ggig A,

K7 i
e e - S = : :
Supposons amwm aus | | o A,
11

Genonbrable dfindices 4 ftels gue

<

2t une inficité d'indices « itels gqus

o

ble 45

«—5

d8aignerone par ¢_ ;3 l'ensemble A

2
ong volr gus B

nous ail oot Degurabiec
dans oe cas ls propositicn.

S A :
5% ’%@:z - G’;},? &‘L% By - 3? apparti
2 i P F,

B = {{ | B, , donc B est mesurable e
3= A N
75
=0 ,

En second lisu, supposcns qus gi.(

srpariensnt & npe gm:ﬁ::}.@ 3 énombrable
b
e 3 s & e ’ £ t-
g encore AcC B = Ll ’;:é,.nx By, ot
gyt mmodrrrnh} 2 = ] L & =
- Do T Lv:ﬁ«i&an &»% %ﬁ g,«‘i g ?,6 5} ‘i’ Aﬁ;"g’
Je mbme, 81 A4 = B saul pour les
P S B T :
brable 4 de 1 , oo g8 &= : i AxE..
¥ & ﬂ‘d‘ —]" w ¥

intersection dénombhrable

=
2t gus E f% A = | | A 2
1€ 5 t rszepad

880l pour upe Sofinité

Or, sl on pose sp:: %zig¢%,.,é§ ?"p? s
tent

'.’f .2

f/

tel , pol} A, nu ensemble de ls fribu

soit mesureble- X, , il faut

m

LA = P ik
5%il ¥ & vpe infinit

£ non
£ 4 J vl
p ok LT, 11 existe wn o L 9

o, b, £ & ; 801t 4 U susen-

nombrable d4'indices aysnt cetie propriété, indices gue nous

W
o cenn s b A Bry

"é‘,&'
et MEB=U , dton résulte.m

1
J

3 la phratrie O ; et on &

@LB

E
f@«poo - 'g':?

& =% saufl pour les indices -

s de I

=
7

L)

Pl
setque | 1o s =0

gomme oi-dessus gus B

Ze

‘3)

on voit

S R

indices <« d'une partie ddnonm-

; et on voit encore gue A et

g ds %') , donc sppartient 28 4 ,
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[
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Reste le cas ok l'ecnsemble H des ¢ 1 tels que A # B est non
dénombreble, l'ensembls J des ccl tels que p A L 1 &lant dénom=
brable et tel gue }:‘E ¢ &, 7 0 ; montrons elers que A nlest pas
mesurable. Bn eoffet, dens le cas coniraire, il contiendrait un easemble
B de 5‘5‘1'35_ et serasit contenu dape un ensemble € de 65{6_3 s tels que
2 ot C aisnt méms mesurs { 2 2,th.1). Mais comme un ensemble non vids
ds Céggﬁm e toutes ses projections égales & B % gaul vos infinité
dénombrable d'entze siles, B est nécessairsment vide i dfantrs par:,

§ est un eusemble oylindrigue DAKyy , of D C B et 1 est ups part

?.
adone BOoOpras= LA, dfoh

digpirds ¢ il précéds ; mais on &

A 70, ve gui sontredit lfhypothése B = pl .

sommadble {pour  }, om sait (g 4,c0r.2 du

'5}

th.%} gulil existe une suite i’f } de Tonctions du clan %) telle gn
iz suite f’f ) tende wers £ dans L0 <§> } ; on noters gué chacune des
fonebtions f& ne dépend gue 4'un nombrs finl de variables. Hous allons

- pne sutre méithods dfapprocher T par des fonctions ns dépsndent

nae dfun nosbre fini de varisbles, el formées & partir de f par des
opérations de "moyepne pariielle®.

Do Pagon précise, pour toute partie J de I , nous poserong

“r‘:ﬂk} 5% ¥ = :{

(53 2lx) g £(R5s%5, I8 o,

4s sorte gue iz fonetionm £ , qulon paut considérer comme 4défimie
éans B , ne dépend gqus des vsrisbles x  d'indice € d ; le prolom-
gemsnt régulier de U & partizr de ﬂ;} ttant identigue & celni de Uzl

& partir du clen produit de <§3 g et ‘b ¢ » i1 résulie du théoréms
Ge Lebasgue-Fobini, que £, ost sommnable pour 5"‘5 ; &t par suite suszsel

i. 5 et gue 1%on &
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Cala étant :
PROPOSITION 6.- Suivent 1'ensemble filtrant (S (I) des parties finies

s ~ ~J
dds I, £; tend vers f dang Ll‘(cP) et }/J, tond vers la constente
J£au gma LU Q). |

Poar tout & 7 O , il exists une fonction g e § telle gue

gfmg lapw < & ; or, g ne dépend gue d'un nowbre fini de variables

-~ 5

A m I est llensemble des indices do oss variables, on g g

' o 2 &y
v : 4 -
2t g.. = jg du=B pour toute partie finie Jd D I, de I . Dlautre part,

n{“fv“")a’" 3';’:;1.‘& (s -] e A i ?: i s “’2 i - 5 5
é’»_\?l?;‘p R2)e OB & ng §; é E{f ggé 87 % 3? gcﬂé,( ?f g!@?? ;udone
st A ek =5 =
6 8z A & [ [t-al 8= |t-glapn £ 2, ot
et | 4 ¢ & . Pour J.ﬁJQ,@nad&nﬁ
., o8 gul 6tablit ls premiére partis de laz proposi-
re part, si zm ToBE o = [f a ¢ on a hz,»a < E aone
s !\ £

\::;@'wiﬁﬂn
GORGLLAIRE 1.- Si une fomction f sommsble daps E sst telle gue toute
artic finis de I esh un snoomble d'inveriebilité pour £, £ get

cale presgue partoul & une congbenie.
En effet, on 2 alors peur toute partie finie J de 1

B

i (F?a

fi

f“}, = {xnxgw pour toub XJCEJ ; puisque par hypcthése
o5y . J queis que selent x; et 7, dane E; ; 4 aprés iz
vrop.b, T est dam Sgale & la conmtarte If d o dams Ll é,D }, ce
¢ ocue f ost copstante presgus partout.

COROLLATEE 2,- 84 un enmsemble A do & egt tel gue, pour touk xEA ,
meint v de B dont les soordonnée s _gent 6zale 'g__g_g_g__l_l_._eg___, X

g;.g,u;f’ vour un nombrs find d¥indices, zppertienns gussi &8 A o0 8

3
'y
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En offet, l'hypothdse signifie gque toute pertie finie de 1 est un
enssable dvinvariabilité pour la fonction caractéristique P, de 4 ;
d'aprés ls cor.i, ¢ 5 ©st presque partout égale & une constantbe, lonc
presque partout Sgale & O on presgue partout &gale & 1 .

Bxercices.- 1) Scient ﬁ:ﬂ 3 %2 deux tribus ds parties des
snsemblee E, ,Eg respectivenent ; on désigne par CE:; » 63:2 is
ribu de partise ds E=E, X B, engendrée par les eusembles &, <4,
g% A, parcourt ;):, st 4, parcourt ’;3: et ¢cetie tribu o8t \
sppelée la tribu produit ds @:ﬁ ot %2 ,
w3} Pouy tout ensembils A € & b fi’:’“ , mopbrer gus *asaf Lout
£

2
z,€ 5, {resp. tout x,¢By), 1'ensembls Alzg ) resp. A{

&\

L350 o”?” -
sppartient & %::?; {resp. & } {montrer que llensenmble des

sriies A s E aysnt cette pz"@pmaté set vne tribu).

} Soit CS‘ un ensemble de perties de B, engendrani (35 ;

& an %‘,Sema}.@ de pariics de E. engendrani C,z‘z ; montrsyr gque
iengemble des onsembles A X4, , OB 5,,2 parcourt %": et A

1
[
&Z

{"3
f\o

DEICOUrt , engendre ls tribu 29 D 6;

R

s Généraliser ces preprietes & un ncmbre f‘izzi anelcongue de

wmmé st dédnire de b} que lo produnit de tribus est assoclatif.

%

2} &

produit ; sur chague enssmble B, soil CL; une tribu ds pariles

it (8 ), .y une femille d'ensembles, B = E:T}: E, leur

Jt

Sy . ] < ¢
telle que B € 4 . On désigne par feg:{ 4, la triba %

4o parties de % engendrée par les emsembles de le forme

P e ]

i bi

m ok 4] B, , ok x est un indice queloonque, et A un ensempis
&t S

gueicongue 4e ‘f"é.; .

&} Hontrer que teai; ensenble de &, est un ensemble ecylindrigue

”2

7t nne base Cans un eonsembls E, . of J est ume partis

%=

Mg e
.z.ﬁ B4 e

=r =

LYo
dénomoral

~—¢"3”'

H’
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b) 54 (J)L)JLeL est une partition de I , montrer que & es=t
identique & la tribu produit 23; (j;T S
o) Pour cheque te¢l , soit G

<

un ensemble de parities de Eb
engendrant %ﬂ ; moutrer gue llepsemble des enmsembles A ;ax'??& E{, ;
ok % parcourt I , et A parcourt ‘}7& ; engendre la tribn K .
3) Soit E un ensemble dont la puissance est strictement supérieunre
& cellede ;ff(ﬂ) ; soit &% 1a tribu sur BXE ; produit de la

tribu :pg{E} par elle-méme ; montrer gue la disgomals A de

ExXE n'appertient pas &2 & , bien gue A (x) appartienne 3

%(E} pour tout =xecB . {Raisonner par l'sbeunrde ; en utilisant
lfexerc.t bis du §2 4 A appartiendrait & wvne tribu sngendrés
par un engembls dénombrable de partiss €, de la forme AXEB .
nontIer QuUe A est nécessairement contenne dans la réunion des {; 2
en utiligant 1'bypothése sur la poissance de E , prouver gu'il
existe une partie ¥ de E , ds pulssance strictement supdvisure &
gﬁf(l\,’)j telle que pour toui snsemble P de ls tribu engsndrée par

lez C, , on ait MxHCP ou (MxM)NP=f ; pour cels, soit

n
\ o 7 = ﬂ 3 {m @ )
C,=A,XB, ; pour tout x€E , soit U_ {‘14,‘ ¥, (z})n{ e a,(=x)) ,
» 758 v 1o e i ;
o V,(x)=4, si xeh, , ¥ e f’ 8, i xfh , W(x)=B =i
véE W (x)—» B, si T:E : _emntrm guton peut prendrs

pour easembie ¥ l'un des U_ ¥

4) Soit %4 {ress. PE? ) une tribu de parties d'un ensemble E,
¥ %, % ¢ - 3 s vy o o - -y CE:‘" ..f 28, 2 &
{resp. By ), Ky (resp. 51.2!} une mesure sur <, (resp. A, 3
% la tribu sur laguelle est définie ls mesure produil Peq Fg
C‘o‘
{et qui eont:aant ie tribu produit i A }‘

¥
a) Soit % la tribu de Carathéodory de C§" , & 1z tribu de

elits ko <

{s

Caratnéodory ae '}:2} . Mortrer gue la iribu d.e Carath
* '
de C:(: eontient lz tribu produit "5,;",’4 KA et qulsells pout en 8tra

distinete {of. exere.3). ey T

|
ol
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b) Soit JU 1a sous-tribw de G formée des ensembles dont 1'in-
tersection aveo tout emsemble ds X  est de mesure- « nulle. Om
prend pour E, et B, liintervalle [%33?) ‘de B , pour Q’i et g,
la tribu et le mesurs de Lebesgue sur [0,1] , pour <% , 1 tritm
des perties dénowbrzbles de @2 et pour M, le mesure discréte
canonique ( 92,n%). Montrer que ls disgonale A ds E, #E, appar-
tiept & U7 , bien que pour tout x B , A (x,) soit ge
BESUTB- A g Hon oullis.
©) Soit ¢ 1s mesurs produit sur 1l'ensemble E=E, xB, Qéfinie
danis B). On eonsidére sur llensemble ExE ls mesore Vv  produit
ie (0 per ells-mlme, Hoantrer gu'il existe um enmzﬂzl@ 4 ds ls
tribu G correspomdante tel gue, sour tont xeB , A(x} ot "3{@
golent mesurables pour U et de mesure 1 .
5} Solemt % et p  la triba ot lia mesurs do Lebesgue sur R ;

soit B vn ensemble nop mesursble- ¢ | de mesure sxtérieure finie.

31 ¥ est un cusemblo de mesure-t mille, montrer gue ExH est

uesurable pour la mssurs produit de 4 par elle-méme, mais ntappar-

tient pos 4 la tviba produit de & per allo-mime {sxerc.iz)).

6

ment sur B, ot By, U, ume intégrals sur O , U, ume intégrale sur
i

R

Solent f:?gﬁ . G?‘Z dsuz olans ds fopotions définiss respostivs-

£ - 7 g R 2. &
P, ¥ liintégrals produit 3}&3 - On suppose que U, et U, satis-

= B ox E s o
Tassent & ligzione

D}, ce gul emtrafve que U satisfait omesi & cet

2

L 2l

axiome ; généraliser le th.1, ls prop.i et leurs corollsirss en yeom-
piagent partout les fomotions sommablss por les fonetione lsroement
summsbles, los zesures asilachéss & U0, et U, par les mesures

largesment attackées & ces inbtégrale:z.
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-2} Soient By=E,y= [0 1] : on prend pour ~, et #, la mesure de
lobesgue sur [0, ] . Pour tout » >0, soit &2 =[§5, é‘i +-—;m]
ap -{‘ "‘——m “""”T"j B*wA* ;zAf BgsAgx&g - c;mA;x.Ag 3
Cr=AP xA* cn pose f£(z, ,xz)nﬁ»m dzma B; etAB; : 2z, ,xa}mém% dans
Q.; | si; Gn , Plx .},xz)..o anx autres points de E xE, . lontrer que
pour cette fonction, les deux derniers membres de la fowmule {4') ont
un sens ot mont égsux, mais gus £ n'est pas scmmable pour la mesure
produit (4, [, .
8) soit (B, ) une suite d'ensembles, <P, um clsu uniiaire de fonc-

tions sur B , U une moyenne sur ?3 gui soit upe intégrals peur

@333;3

?‘
shague n . Soit U 1l¥intégrales mrodull des U, { la mesure atischée

B

1,

<

4

s
. g:..,.!

5) Soit ? une fonotion 2 0, sommable pour (L . 8oit {J,) une snite
croissante de parties de ¥ |, et s0il g= sup f&_ mgug} Z 73 ; pour
ot @j?@ ; 801t 4 ltensemble des points ¢ E = ém‘ E %els que
g{t) > e, B, 1'ensenble des pﬁimtﬁ 7 tei:s gue n{%} >a . Montrer
que *z ;Jcﬁ& g j £ 4 ® a8t a«p_B <. j £4 4 {(remarguer qus A_ est
1z réunion dec eusembles of vn au meing des fgzz(h) > @ , et expriger
cette réunion comms réunion d'emsenmbles gyliz n&riqaes deux & deuxn
gens point commun). .

b} On suppose gue {é’ } est une suiie croissante de parties Tiniss
de § , dont lz réunion sst B ., Hontrer goe f tend presgue parbtout

Jn

veras £ &t tend rresgue partout vers iz constanis f £ z:"e_{:z.. dans ¥

g%
(pour tout §.: > 0 , considérer une fonotion g de (jD tells gus
£

£

Tt

'-gjap & , ot appliquer o) & le fometion |f-g) .

=

v

i
Ly
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