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% 1. Polynomes.

1. Définition des poiynomes.

DEFINITION 1.- Soit A un snneau comsutatif aysnt un élément unité.

On gppelle algsebre des polynomes & ne inddterminée sur

L
1'aleobre du monoide (2dditif) N das entiers 20 , relative & 1'asn- |

nesu A {ahapgii;§§7§n v). iep élémonte de ce tte alpebra sont appelés

polynones & une indéterminée sur A .

L.a base cencnigue (chap.Il, §7,0°7) de cotte alpdbre de monoide a
donc pour ensenble d'indices § ; 31 on la note (er}rféjpg'cﬂ voit
5 B % A L i

gve la table de multiplication eorrespondante est ame »e .On en

conclut en premier Lleu gue l’algéb*e esu commutative et ddmet e comme;

élément unité - cet olement étant libre, on peut 1dentifler 4 3 la sou8a
algébre Ao, par l'applicatlon Au—aﬂkeg , ce quil identifie_eo g 1'616-
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‘dre). D'autre part, pour tout neJV , ona e =(e e , comme on le v01t
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de & efuteurs de 1l'alpgébre des pol nomes & une inddéterminée sur A .
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homosine oy U ne pea? done “ﬂparieai“ u‘& un seul des B ; lientier v
&5 : : ?’ é‘ g ¥ 2
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-’ow

’,des sous-modulcs Hp (1>eJV) - un polanome quelcanque o peut donc ge.

me‘btre d'une seule maniére amm soua 1a forme u = Z % ; o&

a?f"ﬁ (np~o eaar pour un nombre fini d'lndices) le polynome homoaé&e

v est appela 1a gartie hoaogéne dg gegr p de u : c'est la sa@m@ de

'teus.leﬁ exmea-de iegré botal p ez u ."

_LA.

&?ueraecnlun ﬁe deux Fp dlstinc te se redu;t é U ; un polymome

tel gue ue€H

- %étvgggaié le gre ftoﬁai} d& a rlus réﬁérazam@n%-

on poss Li,z.'définitim suivan g :

1.- Pour tout polymome ufU , on aaﬁell@'éﬁmr‘ {tote 1) de u

et_on désiome par deg u le Qltzs ,@;razé des entiers p;:« "ﬁ;salﬁ. gue la

partie homoséne de degrsé b da u saif %O

_ ﬁemaﬂeues. 1) Ou notera gue, ronformémaﬁt aux aéf, 5 at 4, G estAa

.oun ”polynome homogéne de desrsd D! pour toat entler B ;»a mais.
que ls &egré d@ o n'est pes définl - '
a} ‘Les palyaem@s bomo&uﬁes ce de&re P sont eneare aypeles.

Paneg de d@fré P par rap?art £ux iﬂdatemminess X 5 *as *afi

gai %app@ A o ﬁsvminées gont a&gsi appeléas fszmau n-sires
kh aazresg u@fﬁairps, uu&terna:res, pour nwdzE,a raagpc iv em@nt};

%

' 3) les psiynaﬁes homageges,ae &egra (8] ﬁe_ﬁﬁﬁt sutres que les.

eau A ; on dit eucore Gue cs sont les congtantes
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_ﬁQRGLLﬁEa'.f Siusetv aont éeux go zgam JGV et si ﬁqra ,ona
;é%; - . ,'ﬁeg{uv) deg u%deg v . Lt - .

;}’résulte des fornules (3) @t (4) (la saconda apblzguee au  cas ot

.deg'?zﬂ} é  les polynomes fG de degré total <kp et O f@fﬁ@“t un
-saue~meﬁule de A{i *GI , agant ?aur b&se les ff_Xw% tél&=§§$i

) d # ; 5 L - Ak 1)
Yo N o T % s 3
paruiz OoH Yi0e ZUsi

S
bout polynome a ds

{837

o e
8 e

«
& l\ifﬁﬂ

=2 -g»

'si'ga'& 21 0y =p > M sera di% homug@ne et de degzb P gﬂr z»ﬂﬁcfa

28X X @91naace %ﬁié Sl tous ses termes fﬂ sont &e Q@gré P @“@
rappgrt a css 1ndeterminées ; i'ensemble H_ 3 da'cas polyncmesysaz un

Dy -
soa -module de A[X ]-zéI , et A[i, est somne dimec*é de ces

Jeex

’aoas~¢o&ules (;>ej§) Pour teut polynoue ufﬁ , on appelle egré

de u_per rapport aux X dqlnéice , €J’le plus grand des e&tzers D
tels gu'il existe un tarma »a{n ’ifix ~ Ge u pon nul &t ta} gue
s on A “

n

teg B *P - Bana ie cas'pértigaliar of J est réduit & un seal_élé- 

ment ; le depré ae o par ?anpor% g X g2 noters &sgiﬁiu . Bous

lezissons au L%aieur'ia'sgiﬁ até Gﬁ@vig’&?@@ 3@s.défiai7

picpositicnas 2 el 3 st leur corcila e dans 17 a:nsau £§ﬁ
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B o~ 7 il | 2 s o PR AT
bone l'apnean A7 des polynomes per repport &4 uns
b B
A2 Y e o+ T Yoy 4 ARSI B0 N o
neg, il n'y g natorellement gu'une geule notion de degré, ot




de degré 1 , s'ﬁemt u,-g. 1 X

5
las polynénes he.“oé,encs sozat les men opbmes ; un polynoms uwiC de A(X |,

k - levcoefficientan', gal est ff;} par

byr othe..;e est appele le coeff;cwnt do:ﬁinant de u ; un polynome Ao

dom. le cocfflclem dominant est égal a1t est apbel mlvnr% mi%»:am‘
'A}.gébms stratiflees._ La notion de degre danﬂ une aln*ea% ffia

solynonss est un cas aarticalim" '1’&:33 :ac,mon plus générale dont

(82, ) E ost somge Lxrecw deg B, ;
¥

&b‘?,j} pour tom; xe B, et_ tout yeH (A et u guelcongues daus

L 8 -a:*rtle,,,t 3 K
)} KY }}:'3' )\?# :
L“enserble £, mum de 83 struc’cuz'@ d’algebre et de la ra-,,,; i-

ca’ucn (E X ) sers dait z.me lg_ébre atratifids. Q”l dirs ei’ordmalm

que les Plémen ts de H 3 sont les elements homomuaes (cu pariois

les fomes) de gegrs (ou de poids) }L d!aprés (‘“’” ), tout &lément

--v

.er s?écrit @?we soule maniére sous la fozms x ‘"fmilis “}“ ez‘a

AC ﬁjﬁ‘ - x} ea“f appelé la pdrﬁie mmagézzs de. dep ré Sk wa is

>

wrzosaat homogéne de derrrn A ) da X . Up élément homogéne X£O

ne peut appartenir qu? un seul des H};' ; 1'élément A€ 1 ‘*
que xecH ) est appelé le degté (oa le poide) de x ; le degré de O

n’est naturel lement pas a6Fini. Dans ia plupart des cus, B edustira
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_ Exemyles.t 1) Dans ung aigwbre de polyno'nes A[X
dens cette stratificatign stant le degrs totel (resp. degré per Tap-

};sar ‘iov_t couple (*3,@) d’en‘smrs namre}.s, soi* E q .L’ens emb
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.A

At o)

dans le




7 4 é:n mswn 5&011&1%:1113 dasmlgnomee & une mdétarmin@s.

B e L p
: : !

- '{2 -

’GGROLMIBE 1.. %i A est un c,.mzeza.u dun'e rité_;‘f’ui-et v doux polynomes
7-0 ce }.'anneau ﬁ[x }LEI s g ‘ ‘
- (5) ' des(uv) = des a + deg ¥ .

En effet, s:i. deg m . deg v=n » n peut écrirs U=t +u,f:i~...m ;o

v=7 +v1+...+v 5 oa uh (resp. vk) st la partie homOgéne de degre h

fresp. k) de u (resp.vv) poar 04h<m (resp. O(k $n) c:omme B O ot

U.‘:gz?'a par hymthéﬁe: oma ? %0 é’apxés le th.t ; comme w vn eav la
garwo mopéne de d.egz'é m+n dans uv 19 cwollan’e est degm umt

f‘Q?@LL&EBE 2.- ‘9__ a est up_emnesu df;_n_sé Tité, wet v deux pols z@eﬂ

ri’j de lvamnesu AlZ > »an 2, pour -*oceu‘c v)eI

L‘aiél

4é) . - &eg (uv) = degzaiﬂegnv -

' bn peat éeliﬂir,

smu. A&, zm wocessw‘* analmue a celaz.z. de la alvismn mualiﬁ;@ﬁm dans

. l' ensemble i des entmrs naturels (Ens.,chap.III).

?B@?OSETEO& 4,- a:somnt_u e‘crvldeux 'rcl o

nes fG de ﬁ{.’&j eu ,a_‘ ‘
‘ es deg. s de u ei:"v_resgectivement ;3 le coeff'wierst aemmemt de v ,
( ﬁ f@) si . < _:z; 3 il emste dans .&{X] un Eolgome q nul ou ae de;.»;m

£ m-n et ug polymome r nul ou de é.egg (n , tels gue
m=-1+1

‘m . e

ﬁalsomons par récuxrance sur la mfférezxce n-n ; §i G=L , of 8l o

em le osf‘ficxent domnant ae g il est médiat que  g=a,_ ’fségénd 5 la

qubstlon Eams ie (!dB geﬂéral ’ soit exzcore c. ile coefflc % dominant

de u ; le« polyaome u ..ﬁ U ey gsi nul ou de degré Zn ‘i"fh'smm

}’\
ﬁﬂ.
Lo
el

ﬁ?i“sa de - reczurrszsce montre c;_u’ll 8”{18 te vn polypons qi nal ou Cﬁ de

<l D &t un rolgraoma z,} nul ov de ‘dezré < n , ‘tels que E;;“,;,xqg«rf

& 8 "7*‘“"%, Jvir, ot les p polynomes

.dans l'anneau A‘X] des polynomes & unme ind: :"zizf;méa
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COROLLATRE. - B A est un ennssn d’zntegrl ¢ {avant un elamen%-nmité},'

i

'vles EQIEQOﬁes g et T aaﬁlsfaisanu 2u% oondltiaﬁs de la @raposztiqgmg

sont avt@rmin s aa facon un 1gus.

=

En effat, ei qvﬂi—r—q,}vlrr1 ; OB & ‘(qéq1)vzr1=r ; comme deg r 4;3- et

-r){n ei 1,-r nfest pas pul ; mais dens ce cas

deg rqé , oD & &ew(r? ,
q- q%«e donc deg((q-61)v)-deg(a-qi;+ﬁeg vzin » €@ qui -egt absaréﬁ,'
on g done nécamsalremvn% x‘u3 et q~q{ .

klas yarﬁxeuﬁzarem&nt; of & }a brcposztlcn suivant@ z

pRest)

PEQ?OSET CH 5.- Soit K un cerps cgm&utzt;f n e% v deux palvaaaas ds

2’? A e R A ] ' 7, < E = e 3 ‘wFey ot e
EiXi; si wv=0 , 31 exlste deux polyncmes g ot r de K{X| , tels gue
Yoy b 3 5 ]

: / : g i ‘ , : : -4
Gapns le cas eamtrair@y si ﬁﬁ %S% le coefficient dominant de v , B v esi

' &§ xcljﬂeau an«taire et 47&@?&311& céro?laire de la prapé 'il-axista
'éeﬁy yal rmomes q1,r? uazque&ent detezﬂlnes par les cnn&ztzons 'vv

qq\ﬁ J}+r1 Qt deg r <:deg v {(ou 1 *8) tes poiyaomes _q;ﬁg'q. et‘
r£=1 TFLOLiG&t & la Q&‘Sﬁi@ﬂ e* sont éVLdenﬁent unigues.

La format tion des polynomes g st T & Ga?ulr de u et v 8’ app@llé

division euclidienne de B par v ; g est dit le guotient euclidien de u




3
g

?ROPO@TIGE& 6 _a___z__t_ K un corps commutatif guelcogue. ogt idég_;
1’azmeau K[X] des polznomes a xma indeteminee gur K est grine;gal. :

En effet soit (& un idéal auelconque dana X[X] si u f(o), soit f
un ele*ﬂent £0 de CJC dont ie degre seit le plus petit. possible ; 8i g
est un autre eleuen** quelconqua ce az' s 41 exi ste deux polynomes g ot T
tels cae g:zqf‘+r avef’ r=0 ou degrT <deg £ (prop 5) ; comme

N

- r=g-gf , r appartient & ¢ , donc si on avait réﬁ y o aurait

? 21k

deg r » deg £, ce qui est absurds ; or a par suite r~G_ ’ done g =(F).

51 £ et £, sont deux p@},:yﬁomam #0 tels que (f,..(f J, il existe 4

f=¢f Y 6:@ ces re.mt&eaa on re f:

u et v war;'%: des c@.ﬁqtan*za :

donc {formle wzr tout
Soen T e 7 e : ;_rf 5% ;

idésl oL #(6) 8 ] .z.yzmwg £ tels que oL =(f)

S a f v constant mrés - . particulier. il existe un

GeelillTie g & "'Qui« con b%v Sy @ﬁ k& blcu ig g e -w.‘?{,deG has

-

p@ﬁ ynome unitaire f’ et un soul tel gue ’?L-(f ).

DEFINITION 5.» utaﬂt riomae un c,;ps commutatif K b on d:.t gu' o pciywm@

£ de d@&f@ >0 de ée Q{X} est lrréductzble s’il n’est dwlsible ga:r gucun

~ golynome g tel que 0<.deg g <deg £ . _
] rement au méme (formule (f;)) de dire que les seuls divmears ds P

dans k[x] scmt. les. ccnstantes et les 9r0éuits ae £ par les constantes.
La mamon () c (g ) signifiant que g divise £, on voit gue les poly-
nones irréductibles- peuvent aneore gtre Qé_finzé co_mme 198 polynomee £
tels que 1'idéal (f) mOi‘t maximal ‘ o

0n sait (chap.I, §8, th. 2y que tout: idéal de K{X} distinct de (%) est

contenz c.ans un :meal naxmd,l - il I‘Evleflu 23 ’néme de dire gus :.

PEQEJQSLT‘L H 7.« Toub golgmm non egggtaat de - K{X] ggt divisible psr

i g, .ynome irr éamti‘?;la,
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La démonstration de cette propositio. pout d'sillcurs ici ceo faire
sans aveir recours a l'axliome de choix : si £ est un polynome yuelcongue

é'O et non constant, soit g un divisecur de f non constant et dont le degrsé |

est le plus petlt r.ossible ; il est 3Immuéci .' o @B S5% 2irCGushitiv.
Cvﬂﬁéuuﬁlfﬁl. Poul polynome fekfX] , de desxs >0, oot ¢ual & un

produit de polynomes irréductibles (distincts ou mon).

11 suffit de raisonner iar récurrence sur le desré de £ ; le corcliairs |

\:')\.

ezt évident si f est irrécuct’ible ; sinon, il exiglte un diviseur irreduc-
tible g de £ tel Gue 0ddeg g {deg £ ; ona f=gh , oh 0Ldeg b (;‘;@gg £

\

h est donc egm un produit de polynomes 1rreduc’c1b1es, et il en est -
de néms _.ﬁe'f (cf’. chap.VI, })

_ _i_gggg_rcices;- 1) kontrer gue le a—moaule des formes de degré 'n par

‘rapport & D mdeterm.ne@s a une base de (*”'zl Uelements,
~ T

“} S0it A un an:nedu c.ormutatz.f ayant un Mement unlte, B ‘un‘
Aumoaale cuelconque. sclt S (b) {on E‘l aplement 8, ) le sous -ﬂnodv.la

de la puissance tensorlelle nmme ® E ., on ’enure par les tenscur
z=-0z -, ol z parcourt @E ', et o le ;_roupe s:,rme,tnque G on

. _ . '
eppelle puissance s;gt..et que n-dme de B s €l on note Vi , le

module guotient ( @ E)/ Sn(E)‘ ; pour qu'une application multili-
néaire de EY dans un A-module F soit'sy;;étric;ue, il faut et il suf-
£it gutelle scit de la forme (x,,..x )-—)f(:p(x1®x2®..;®xn))
of ¢ est l'application camonigue de é E sur \/ E, et £ une

F .

applicalion lim’mire ae \/ E dan

0}

e

3i B admet une base (ez)ze 7 montrer que les éléments

ole. & e & ...®% e, ) distincts forment unebase a6 \/ B , et
oL L a R , : '
gue 1'application lizaé;n rede \ & dans ie a-module

gui, A Lout Slément ole ® e ® ...R®e, ) fait e
3 » : .
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le 7oncne ~X s X J;,.fx¢ﬁg est un isomorphisme de \/ E sur le

s,

' sous-module H dea golznomas h moq&nea de degre n par rapparb

aux X _ ;
N - _ : .
montzer Hua, dane ca eas, \/'E est gsusal isomorphe au module des

tense&rs cantravariants syﬁétribues d*ardre n sur E (Stablir une

: corresssnaance hlunzvegue eutre ies 9&685 de C8B a%ax madulag}

. om " ,
}} iontrer gue J?agylicqtlcn {&3 *)*ﬁ?z.z‘ de { @ B)x( & B)
- omem . e
dans Qg; B est e9m§a&i%£@ aver les relstioms diéguivalence
. ' - L : o
- modulo §_ , ﬁaaale g st m@ﬁﬁiw 8 dans les ﬁaéh' a C9E ,

-

’ 3 r 3
symétrlqus,z'ast-aatre que le z*odui dans l?aﬁnaau B kﬂg o

4) Boit g,ﬂl*cperdzau* de ﬁvwst 164“;f§%¥>'6 duns lg,ggaaaif
tenporiel S = ’cqu.&ii 24, 9 ; Gu a §¢Ja‘ gz = ;%fﬁy 0% )
pour tout tenséuf"zég 2 E . 5 2 68t un t@ﬁg@a;' symétrd Qw@u ait
-§?Lé "‘%é de é_;‘@amtr@r gue si, déﬁs g, 1téguaticn rﬁ’ﬁxa adas

uﬁf solution

d'ordre ‘n sur E




(4

)i

cation de F suivant le ﬁcﬁ@l@@ Mo, m&nirer‘qu@, dans 1e produit

»%@ﬁgeuiel BE®OF , les sous-modulug ﬁa 25 ﬁi' forment ume stratifi-

%‘g@? . | /5?3

: . 17 - _ -
5} ﬁontrer qua, si uﬂ module E ezt somne 41 re cie d@ Genx s@g@~m@§ulea
2, ; o ’ A
s ﬁgv;]~ﬁ Pﬁlﬁﬁaﬁc@ Py eﬁ*iuaa NV E esi iscuorphe & la gomme direc-

M"f s
; %P . ; : . G .
thc o niuonnee (VE @l B,) , o 0<{p{z (msthode do

1texerc. du chap 111, ,4) Géusraliser au cas oh § sst somme divsc-

ts dﬁuﬁ ncmare flni queLQGaqae de eauvaadu¥ea,v
é) &01t 1 une appli@atzaa linéax*e d'un ﬁedulg‘“ ﬁan? un mudal ;

la puiss&nce tensargella n-dme de u :on &

S o =

2 s e dy o i Oy S L G, S e : S e e S S 3 i - Lo R L
sontrez gue, si B st P sont deux cepsces vecitoryiels sur un ndme corns

v o o5 s it - 2 : Eliea el
hwgdwg“?1¢ £, el 8l u ech de ran: fipy T §j v est vde appiication
-  Tn=i ; L - e : : & .

e ENe e ) g =3 8 g g q i i S IR ;e
de rang s 3 {uwﬁﬁ@&ﬁ 48 l~®K¢ZL. due aﬂap.;iigga%; 2

f, aait k une alx bre sur un aﬁuu&ﬂ £, a§ une siratification

: A j’&- (:'}..9
ﬁs.@ aulvant_aa mﬁﬂ@lde L 2 Seit,d une w,wréaeatazx@ﬁ e L & sar Y]

monoide ¥ ; pour tono “el , solt H%_ la soume {axregte; deg:ﬁi
tels que olA )= (o ; mombrer gue les 524 forment une stratificstion

w

de B suivan? le monolide & .

8} Soient E,F deux algébres su" un anneau A €HA_}2L’ . une

= - : ; c 4 :

atratifiﬁaticn de B Sblvadu le mouclide L , {E?ﬁ!)yésﬁ upe atraitifi-
A { Zi 2

5

=

- caticn de B @F sguivant is Mg@9h4~ hoxu
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B /oz f’crment una stratzﬁeatmzx ae cette algrébre suivant L

\13'

10) a) Soit i un f'sonofde muni d'uue re,la’t.x.on d'crure x = y tolle
;,que e soz,t to‘sala;ﬁent ordonn{a par cette relaticn, et que las rela-
tions x(y = x* <y’ entrainent x‘*’x'<y1‘y' (o T dégi,me 1z
loi de cmmmsltian dang m) &ontrsr qua si A ést un annedu &*’ inté-
gmta {ay unt un lemezzt ursité} s .i’algébre d.u monaIaie mla‘bive 8 A

sst un anneau ﬂ*integrite. .

b} {m suLLose en oubtre gue ﬁﬁ_ﬂi un gfrs:supe abéli&a, noté aadﬂ;;,vga»

ment, tel que pour t@u*&; couz,le d‘elez&enta a}@ s 8 ,"? 0 (m .§£ V:r;},‘

 existe un eptier 1 >0 tel gzxe 8 < na .

du groupe # la division e &"‘lldl@m@ des fel'vzwz.@g & une indéierminde.

.'v

i1} 81 5 esl un arnem 'm_aégr%,t@ £ et g doux pw;mgm G

'~§3"

sV 7] S s e o a2 o o S e
AL {, =+ tels gue fg solt hos mogéne et £06, nonirer gue I et g
LR e s G 5 3 7 : : s

}.

%2}& Soit A un .ﬁmﬁ@m ﬁommi M:s.f fw:eﬁmm ug ayan & t,j.hmeab il
'gz_‘ % akﬁg un zi;‘;vigeur de © '(ia;as Ltanneau Aﬁi} . -@ontmzﬁlga&; .'
g}. ’¥:;f$«—-_ @Z;a 8}{}5}“‘ aat un é ément M} de a;_ﬁni . cze daﬁl‘& B }a’}g
el que ;m:@ , 11 existe un mlgmama wiG  de degré g; n-1 , ,"S@}_
Qg‘kl‘%. aw=0 (se ru mener a}l cas of B #0 52l @ ,3-,;?-'-:{3, go@r G%k }
_:;&nir,é:' 0u o pezﬁ: pz‘emmﬁ@ wmg,a , si &kv“g i@r\w {}’Q <pgm-1 ,
et &j}géi} ; montrer q@*oz’i,"péut ~rendrs an-:‘; & 8 X""} m&émlf@

5~r’i

=0

quiil existe un 41lément v#0 de A tel que fga-u .
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7 .y % w—«g}‘ 7 8 e % j“"»\::‘.’-‘i . S -

f=a +aﬁﬁv,..+a Z  de l'aynsau ﬁé%g.d@s polynones & une indéterminés
o o on

ﬁur &\, at tout élpmeat xeE , on pose fix)=0 eta xr.. . X

Plus &emeralemeﬁt soit X O{x )4z ume famille d'6léments de B .

deux & deux wermatables. ?eur tout. ;%13&0&@ £ = > @éf.a é,%l?ﬁz?;@a _ 

Fag - (:}',& A Lo e
] A Wy e ten
it gus l*éieﬁﬁat f{ﬁ } est ﬁbﬁ@ﬂavﬁ¢ ub%t&*aagt 1télément X, 2
Ltindéterninés Xﬁ ians le polynone 7, pauf’%@it."$ el .

ok
HOTg

hgiﬁ[}z&fiﬁf} ot h (x)=flx)elx) Les doux @ffmiﬁr@a relations
ﬁaﬁt ev1de tes i tand £ aemp?a de la ?QZﬂhlw de distributivité

L
@ags E ; Oﬁ se ramone g ae ontrer 1& roi éﬁ@ fcrﬂula lorsque £ ot g

mcnt ées monoﬁes @116 résulte »loru ﬁe L& dé&finiti up du.pral&itgéa‘
? .'

~

ﬁe&zhmomamesé et ge s*hy othase gue ies x sont ueux & deux pe rmuuab;es.
Il est clair que }*image de ﬁ{353 ; par 13 réprusentat on f-¢»f(%
est une sous-aléebra de B , contenaﬂt e et les % ; d'autre part

toute sous —n1*3br@ de 5 contensnt ces élé%ents'ﬁantismi aussl tous les

oS

£{( XY ; donc l'ensemble des 1{2(); ob 7 ?&*ceurt ﬁii fﬁ , @ct bien
e

< £

el e s e L e o
ia Sﬁasaﬁigcbre de B sngendarec p&¢ i‘easﬁmbi@ formé de eL aeg

i

gle ;ents x ; on notera celie sous-uslgebre 'Af;} , ou Agx4§1 .
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Lors f‘ié@ I est anc parue finie. de N (cas le, plus f’z\,cuent) et
Gy P les élenente ¢e 1 rangés en ure sm.te strwtemen’s |

croissante on sorit le plus gouvent f‘(xi‘!,.xi ',....,x. y et
2 y
111,5 ,...,xi ]au lzeu de f((x )) et A[_ ] :

-

zt-'I

Whe;}LLAmg,. Lg soup-algébre .&[x} de B engeaérée par e et les elémsnts
de la famil'!e *=(x ) (deux 8 deux ;er:satables), est_ isomorghe .
i?algebre guctisnt &;Xz /% , oh 7 es% l’ideaa. dé ;‘3,‘:&1 '

J‘f&:{ ‘A‘ﬁg‘fg‘;

s polymones £ ’i}@m cue "-':E" 3¢ lu-& 2

5016 lfz.,_-:f‘amiila'{z%} 85 ;»_:*éﬁui%;;%, un seul tert:e.ﬁ

.a‘",.
f

‘}. X% @83 G "?né’fi}e(-z 5 ui
5 Lew b
minge sur Nazzneau L dfa;s ent iem mtwm%u,

f——x. «4 n“eqt pas pul, ma:f.s on a f(?.)-e

FBOPOSITEOE 2.~ Soient A,a' deux énneam comutatifs lsomorrhes ayaz t

_mn élement unité, 9 un 1somorghisme de Agur A' | S0it E (rosp. ﬁ‘)

une a.grebre gur A (resp A’) ayept um 6lémont unité e (resp 9*} .

p 3 =(x )ze‘}f (resp. 'x_ "(x')zél) uze famille d'éléments de E (resp E“)
daux & aeux _ﬁarmuta‘bles. Soit 9 i'isomorghisme de AA[ 1e3 gur

: =
Akl o , YALLENLE 288 R, |
8i 1'image par T de 1! idéal oL des des relations alﬁébriques entre les.x

qui pn oloa}re ¢ ot laisse irvariants les X 1-‘ (§1,prop.1)

S

Py

at. l idésl ¢’ des relations & z2brigu ues entre les x! , vivl existe
-
b

Taid

un iscmorphiasme "i’ st un seul deé l*azmeuL ﬁi_x} sur 1! ammaa j:

tel cue ¥ (x@).—.ﬁxi pour tout &1 , st W(ae)—c&{a}e* Lowﬂ ‘5:,98:?;-_”
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o » _21. : : . .
En ef fot, comme @(61)— au' ; i1 axiste un isomo:phieme de l'anneau

l/»’f" sur w[x ]%1/06/ q.ti, a la classa modulo az d’nn
de ﬁrx Yot fait cozrespondie ia elasse mcéule 0% de

L el

g&rﬁieullar 8 ;a_e;aase da,ag’ﬁ,‘{nodulo cz 3 cﬂrresyo 1 la

h 1

1lo° et ) de ﬁ{& et & la clmess (@ duls é% ) de X, eor-

lasse (modulo o') de &k ; 1° ﬁﬁ&ﬁt&ﬁ“ e 1* 8@*@?@&233%

> donc du @@f@ilaﬁf&_a&hia_ﬁrap.?"- son uﬁzcéué @wi immédists,

é& conne
une =1:3bre sur lilapneau _Z; G238 entiers ¥ tlsnr 1@ f&&&ﬁ 1s loi
de compogition .{ﬁ;K}-ﬁ>ﬂ,§ ;_ﬁf.@hg*,ii ?, , }, La prop.t

determing done l‘vﬁtsﬂﬁadfe du mous-%nnﬁaa a?un snneav B {3s%
~Vx01%¢6k” ou, ee aul rav1ent‘3& mema, eeusxd@re ccﬁma azgéb?&

sur 2 }vﬁﬁéﬁﬁ&?é gax 1! eleaand umite de E et une famille dféelé-

'2}’03'§0tg$a_$&e paur dﬁpli%har 1a prop.1; il nlest pasg ndces-
szire qus E’applicatiaﬁ e 1 mﬁ#@e éﬁ & aana b solt un 1saﬁernh(3 é.
Ear‘exav ;le, 81 B esh une algdore sur 7 . on peut avoir n. x—a '3
'go&?_ﬂoub XeR at un entier n#G ’iorsque la caractvrlsthue

de 0o et divise n). - -

3) L'application (f, x)-9 f{x) de %EX} x.E dans £ . est une

il de ¢ ﬁmoai?xaﬁ ext @rgg sur E , ayeat &{Ajﬂcamma aunesn

La ;Top.? zontre gue cette loi est distributivs,

rapport 4 l'ansemble des deux lois additives dans

3.6 288 QDeIaeurs au Sous-mhesu A4 08

s

P 3 & NV
Wl e <& . z =
= ¢




£

“’3"”1?
,;vgg';'
on retrouve la lOl externe de J'alg bre B .
4} LOISvdS l’algubre E n’a pes Gl é lém@ﬂﬁ unite, on peut anccra
dﬁ‘f‘&mr f{x) yuuzf Soute famille 2 s{z,}- _ﬁe}.émzwe de E ému{ a .
Feux perma$abié$5'@t tau&’yelgnﬂﬁe_'féuéﬁﬁ‘jféz B ﬁaﬁgmgexmﬁ

L
constant, B8i B est ls sous-algébre de AEK

R

@élynomﬁéﬁ l'application £ — £l x ) ic/B;éans E est une représsis
_f;ilcﬁ;‘%@ 1'image &e”E‘?ai caat&,raprééantaﬁi@ﬁ est la $§§;~
algébre de E sngendrée par llengenbls des x
: _ 2
Lorsoue 1'alpévrs 3 computalive, on peul évidemment substituer &

(y\ )A;'L =Y est ume,faﬁ¢¢lv. alﬁ*an?a devx & dsux yﬁf@%t@%i%% dans

ans “algdbre F sur 4 , a; ant o é¢&men &nita, aa'a . ﬁ{>! ~f{{g¢(j })},
On yaut piuv martlcalﬁer ment rrsndre pour B ifalgébr@ a?x o3 ‘
.ellesmem@ ; cela permet antre autres a*e@?lr@ fzf({x | .
v(féf(x1,i2,...gx ) p@ur les galynomes & a inééterminéea}, en_aubsiitﬁanﬁ

x, 8 luza séme. De mamag‘aubqt;tugong g X 1 lyﬁame K &

L, L cé &,

est'un elemant»quelcomqua'&e A ; si ,kmf ( T a, }}, ls ternme COQSEaﬁt

de h s'obtient en substituant 0 & chacun d es X, doae.ag%'éza & £((a )) .

d'aprés ce gqud précdie.

H B S Sl 1 - o7 R :
nne au tre indé Lw{‘b inée Z ; en a8 E=Bi 4t




0w

PR@PQ mszz 3. _'gg_r_' ,‘ *-’"2“4,? 29 ;game re a[x_v] i e gg-tie homagans
£, d@ degré k dg £ 28t éeale au o eff cien du terme en B dans le

Qolgncme f(gx 7)) {“eﬂsidére comme polynome en Z y 8 coeffzai&nﬁ&

fud

,...,l

dans A|X { - )
1x auf-xt de le éamantrer ;our aﬁ;monﬁme, et dans ce cas is
proposition asi i ﬁméﬁia@e.- e - “**#”A X f . '

GURULLAIRE.- Pour g&*gﬁ gelxgsme fﬁ,&g Cder :goit homopéus ot de

deprs k , 11 7 aul et 51 ‘mffit gie -
- ' . Kk
(13 2({x z}} = P{X ))2 .

alzetes.

T

S e e
2. Fonciions polydomes sur une a

S0t &_q@ anneal agmga*a@if ayaa% un 6lémen ant aﬂit E une alg Lf@ 
ﬁ@f.ﬁ-&gﬁ*é un élém@ﬁg amiié {cu re aa~“oa&”g". =
@;w§ﬁﬁ &@»g fa -s:n soin un i&s ??sm&} our ﬁaah pa¢g¢0
f{h, 28% ﬁéfii& d@@f.»d&t XEE ,v; lﬁagvlic&tién

‘mﬁ@“;*ﬁliéﬁéiéﬂ éé"@ ﬁ?ﬁa B, gulon appslle waﬁgﬁian

SuLrosons maintenapz que “*alg%bre ﬁ'géit‘en outra connutative.

#i I esy un e eable é iaﬁ;ces Cualcanqae, f un polyname ds Tfal&aume

ax | ; f{x.) est &éflni pcar touts fauille % =(x) . -
d*élements de B , ayent I pour enserble d'indices ; l’applieatiaﬁ'”
1

 x —> fx;%)'ést doﬁc nne agylieaticn éa{ﬁ \dans E , gu'on appeil

fonction soigﬂom@ a&goclée au polyncme f Une fonctlan p@iyﬂoms

t done une epplication de ia.forma

’”ﬁ” n i :

i £: ., Bk ,{nﬁ} parcours ﬁ{{ ; et of ims
= o (1

- pour un nombye Tini disléments de ¥ ' .

& toute Peulle double® (x ) (14idn, 1£id{n)

S PR o e % 3 - :
déterminant detlx. .} de la matrice carrse (x. .:.
SR ¢ % X
st )




7 . - 24 - ; : :
on de,.f;,nit une fom.’cion palync:::e asaasoiée an poiynOme '
‘ n“> ; q - ’% (s
W it
' .det"i . d:ms 1 anziean Z[xﬁ,...,x j des palyne sur

! aﬂneav EZ . par rarport aux nz 1ﬂﬁeterminees X, 0
ey

Pour tomt Esiynom& T de l‘algébre a[x:] S nauﬁ ﬁﬂﬁigﬁﬁfﬁﬂg ﬁar £
'falynaﬁ&‘ ¥ ?w~% ff;i) @ui lum esu assae‘ér
: -

B
Q@ Ei_ﬁaﬁg:E§» E§a@rh$ l& e @g.? l*agpizcatian f w# T o1

'ﬂq&;{hh de l'snseambls ﬁl éaﬁs i’alg@b?a 3 . heus uli&&@

o encore agu'il peut @xisﬁexvd' $leﬁam@ -f?@ t@i@ gue

ifﬁréﬁﬁﬂﬁﬁiiaw de lralgéﬁfﬁ géf%qui' aaas 1! aigatr@

;ﬁ&ﬁ%&%i@a ntest pag cagﬁufa un isomorphisgne (autre

e fonction rolynome peut Stre agsociée & piﬁ&i@&?h polynome:

tout ¢}{€ E ) 3 m@ng'aotianﬁ?a“s sn mé&e temns des CG&Q ti

5an;ca,reﬁ“ gu aal& 1s goiﬁ

sy

"&ﬁm@ lefseue iz repreaaatauzam f >~f &*est pas aﬁ isc 3@ phisns,

plzcatlan. p G f(;ﬁ) se ﬂota aeuven% £ , por a%u is 1 fvnzsg
sucung csnbusign n'est possible dans ce cas, si on a soin de
- preclser, 1orsgu’cn introﬁuit l'élémant r , s‘ll e’agit dﬁ ’
Qolxgcme f ou de 1a onct;on lexgom £ .
3. Raciues d'un olynome & une indéts go. _ _ _
mtant donnés un pelynome re,a[ 43 eI ? et uvne algébre commutat e B
sur A (agant an élément unité), on.ait qn'un élément . '~(x de B

est un zéro du gg;gpqze-f dggg 3I 51 f(x)so 81 ;o est un polyneme

par ra;pcrt & nne seule indéterm&néemx un zévo x du p9¢§ﬂam6 £ danas

£ stappelle’ ncore racine du polynom& P dars 5 .
¥ous allﬁf&‘ﬁéabgfﬁ congsidérer laﬁ reclines 4 un polynone £ e A

ding l'snpesy A (considéré comme 8lz8bre 3 par ra@pu Tt & lpi-né




, , . ,,-25-. ,
— PaaPosxnm: 4 - our gue a £01t racine de £ dens A igg faut et n

4'5 A[X]

En offel, comme x-a est un polynnme unztaire, 11 exiute un polyname
ge.&{x_} et un éle"zent 5 de & ‘cals que. f=(X—a)g+8 ( ,pz'op 4} On tire
de cette identite que f(a)ss - donc si f(a}-o, X—q divise 2 ; 1a

suffﬁt gne x-a _soitvun divi eur de ¢ i

r@&iproque est évidente

- : ' T - s
5i o est racine dans ﬁ d!unApolynems ££0 de A{X) » ¥ peut eire divi -

;i
sible par une puisesuce fX»@}ii de Z-a ; d'exposant h >4 ; tonme
o -

sB -
(X-a) est uﬁiaalra? 1 ﬁ?esa pas aiv;ss T de ﬂ daﬁs ﬁtf

\E?

=

; =i

oy

«kiw e le polyﬁema g @St dane déterminé ds ?a%gﬁ ﬁdxqub et on. 2
&sg z~“+deg a2 Ln §@us agnc pﬁ&sr ia déf2n¢tzan ul?aata<:'

QS?I;ITEG& 1. a_GnWaroailawefdremde”multis iezué @*a&e racine a A

un poivnome f%ﬁ, de g{Xf le;plus grané dms an%zers h telg que

’X-a} lelSé P Bna racine dont - 1’erdre de nuls iplicita aat k e&t

ﬁlte rac;ne mkltﬂg;e a’ordre k.

Une raclne muitl pie d’crdra % est dite raoine simple ; upe raczne
| multlple a’ordre 2 (resp. 3,4 ,.,.) &st dite racine double ‘
(resp. tr; le, guadrugle,...} ‘ . -
FPour gus %6LA soi% raelne maltlple d’ordra k de f dans A , 11 faat
st 31 9aff1t que fwixﬁa) g ok le polynome g nlest pas dzvzsib3@ par
Z-a ; :* s ls prop.4, il revient su méme ds dire qa& gf@)%u :
s§maa .dﬁg f~k+dag g, on 8 la rela%xeﬁ k <.&eg T ..
. _Berargues. - 1) Poar uﬂ polynone f%u de ﬁ{XE , 0B étend lé
dérf.1 aux eldue ats QUﬁl&QBsﬁiéB &E A ; en emwéﬁamt gue lérs:;iua

oy B
UDOTe

EL}

2
e
@
w
qv«l
Qe
&
o
e,
;,\'3
o

cine de T , son ordre ds mulpiplicité par r:
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d) Dire quo l‘ordre de mu&tigllcite d'un eléme
)h

a un oolynoﬂa f%b ewt ‘>ﬁh h39n1fle oue (k-a

aztersion, oa wazvlant de aize gua Vc&r uout h

mvitiplisité i3 @ par xapgc an i&l?ﬁﬁﬁ@ @ es%_}zw

1'grdre de mulﬁi@liciﬁé,da é,gaxfrapygrﬁ’é un @:1va3e%.

5, £.g dsuz maiyﬁameg_:w*
B A . v 7

il est égal & Win(p,q) §i< P#Q

7

1t6 e & par ra pport 4 fg est T oig ; sl =

-
ko IR,

90 ‘Z?z}réz*é de_multiplici

gt ur anncau d'intésrité, cet ordre de mudtipl icité est égal & pHg .

En effep§ on 2 fﬁx} (X~a) f fxx';.b(x}n\xng} gqii} , avec 'fiégzéﬁ
ot g (a)#0 ; eupposous par exemple gque p ¢ q ; alors |
£(x s+&u,,} ={E¥-n)¥ (£, (X)}+H(Z-a)? P, (X)) , et s1 p<la, 4 ntest pas
racine de f (K}+(Xam}q Pg%(x), ce gul ae@&mt e le premiére'partie'
de la ;rcp E&ﬁieﬂ. La seconde résultb de m@va de la formule
f(X}g(K}:iKea)qufg(X}gQ(XJ'; et du f£ait gue fﬁ(a}gf(@} #6 el A est

- 2

A S AlSS T R e S
Wi snnesy 4'in @g rite.
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THEOHELE 1.- Soif A un amneav d’int@@ £6 ( aysmt un élément unité )
gg pcigmgma ae ﬁLX} . ée d@gr% n.z'GA;‘gw m (% $p) saat D

'“aciﬁ@a aiatiﬂvtes de T &aﬁs A , k {1%;1 . p) liordre de malti piie i
ivi

B e

3

'a@ ig recine a, ds £ , ic geizn&ma i est g4

igivle ﬁar .

&

QXa@ ) Q(Xa&ﬁ}k“t..(Xea 3P en;ggrtzéa@xarg ls somue des grives ds

= 2 v
yui tiplicité ds toutes les racines gg'f'éagg.ﬁ, es

prenicrs 8L du cor.i du th. 4 dun

o

que ¢ aaﬁ racina gf ordxa kp‘de g ; g set done divig:

d?@ﬁ'ha ﬁh&&?fMﬁe

COROLIAIRE 1. *@it A un snnesu &fggtégri i, f mn#@@ivngﬁe de ﬁfﬁ}

ami a&.d d@greA,«n_‘ 8i ls Fonction QQJVJ&E& £ sur A sl: aaal@ _pour

n+1 gg;eurs distincte& de 1s verisbis, on & £=0 .

=
AN

7 aff@tf toutl uaiyﬁoma ?ﬁ et de aegfi p< 1 au plus p Tacine

a3 -Sl;buﬁﬂ dans Q %

%

COROLE EEB ?Qw Soit & un amﬂa&a dfirtegrité ; si T et g pont

T A YN

8 -

;&iyaamas dsg 3§X} - nﬁlﬁveu'és degié {n , et tels que lesg fonctions

E P o 1w G e S e & e som o oy pa s P
pelynomes £ 2% g pur A aient des vrleurs duaies pour ontl




NBE 2By - ?)0
. : : : =28 - : - !
;Ez _ Le th 1 et ses corollaires eont inexacts lorsque 1'anneau.ﬁ poaeéde
' des d:viseurs de 0. Pa:r exemp}e, dans 1‘annaan A= ;/(16}, ie polg-

nome x° & gg_a;_tx'e racines diatz.z:ctes : aavoir les clesses {mﬁmo 4 6}
de 0,4,8 et 12. éma iorsqua A st un corps a,yam une izzﬁmm ;

-d%elémaﬁua, at E &ne alg *“aﬁ% un él&msm, unité qavaﬂ ?ﬁ@ﬁ
identifier & 1° lsﬁent Bﬂib@ de a2 ile COTpE & ét&nt aza&i id@ntx»

716 & un gauanasrma du aaﬁzr@ ée E} , un pclgmama T@ de a{*j peuL

Foy 5

e it

:euz'él ments é@ ﬁ

=Dast 2~0 ; t@ 1 &$s~mléugx%g %_ eﬁ.,é gareﬂar+

ic:»'

waa?e ?

des zéros éa.uely

L %aa f{mi}& 5  pour 1%3;%;3;

si f @ﬁ g sont deax ﬂ«-r&ﬁmw &ya&@ gette propriéts, st 8i h=f-g ,

o0 a &i@i}zﬁ pemr 4 é1<fn 5 et.il résulte du th.1 Qu@
B(X)=(X-0, }(X-0,)...(%X~a o Ja(X}, of g est un polynoie &fﬁ?traar% a@

fx / “ =
a{KET; i1 Suff§ Oﬂﬁ a*avoxr une BG“&%lOﬂ &u prcbléms pour 1@3 avoir
ta

1u€e$; sul puseas &’asar& Gd$ ﬁkni et ﬁiwﬁ pour tout ifk _u@ui
391 ;eme reponaant é l& qaestzon egt alors élvxgihle @ar :

| X*&?}iX° ?;..Q(i-mk ?)(K “k+i)"‘cx"@n} é*a@fea le %h. ? ; magtrnﬁg
at z‘m:z peul tmm’@f %m sﬁalaira ﬁ.eﬁ: tel gue ia nﬁlynwz@

} goit une ssiuflaﬁ :

.
Lo
o

§ o bryers pusin e S e enane
?Eyﬂ& 73 ST 1‘& [F 857 E;é’i ,’.;‘.; A
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Le poly.nmne ”‘k étant ainsi détermi.né pour 1{k§n - mvanans au cas

*enﬁre.}, oz!z les ai son‘" quelconquea 11 est immédiat que la polymﬁ%
q. 2

4:; 3,, . z-epond. Ee la question soz; degré esf. 4.11-{1 s et clost

3 1«94‘

oﬁéam@mt le seul pclyncme solution ayant cette propriété (ccr. 2 du
th, 'i} Pexpressmn trouvée

Z 5 (X cx.1)...(x~ai 1)(X"ai+1),,(xuan)
isd (f’--» 1)--(“ -a }( aiﬂ}"(q'i'“ )

£(x) =

st a’i_i;‘tez fgmulad?iméralatieﬁ 18, 2
4. Foncti gal;;aom sur un @geau d'intégg_j_,’_ 18 aye ant upe infinité

- T S RS EA Y :
i ! mézzfzznm -
ScE e 5 8

insnts. Emz‘f tout ye.!."mome f‘!:; ds -i%:’; ,fé»gf . gzsl;; f .
> infinité éﬁéfiéémﬂ‘%;a Aebx o e } zie ii. tels quse
; gyt i e i : e

'a‘v"'oz;‘@ sition aca* vraw paur n=t , d*aprés le cor.i du th.1 ; sous

la ﬂzroatramrxs par zecurrezree sur zz . Le pal;mome £ peut’ 8ire considsré

ﬁum@f . :;al};zxome & une indet@minée X sur l'cmnem Ar}i,i : ,.,Kﬁu E

sei‘:, f = Z kak ; commg f%O il v a au, moina un coefficient

r #=0 ' : - -
B¢ .@’;j“,i, X ‘i] qui n‘est pas nal Z)' aprés l‘hypsthése ae :éeaz*m;&eeé ‘
il existe (xg, 2,..,& ,;) dans , i b - 1l qus gi(x 2,...,xﬂ”1}#€2

taet

! en résulte que le olyn e x Xk g B
i B q s e i
e e - . -Z'g.z;‘* gk‘ 32 ’n"t)n - %.xzj

nt est pas nul : d’apres le cor.1 du th,1 » 11 existe une infinité

"ﬁ%‘rmnw'g L (o 30 ,.f'-’ 0485 { o e e LY :
¢’éléments x € A vags que _h{xn)fq_, conms ?*"n) f(:;,i sXpse-0X, 4o%n)

ie proposition sst démonirde.
81 & ept un snnesy @'intésrits wg.mt uzz@ infinits dféié-

: e s
f—¥f

Qa

e 1 algdbre de polm& ones ;{KQ}H gans
=

applications de A dans & , est un zﬁ@fﬁawmﬁﬁ.a.{x

3 e i Ko

)4

it

S gE
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 Fn effet, sozt £ uwn polynome fu de A{K ]zel - 11 exlste une partie.

'fznie Jdde I telle que £ aypartienne & Afxi}teJ d apnés la prop 6,
il'existe vn elément )I~(y ) ' J_ tel que, pour tout élément‘
x =(x I - de at dont la pro,;ectlon sur &J ea‘b Y , on ait f{x }#G .

ce-qui démontre 19 carollaire._ : , .
Ep-ﬂ?autres termes, ni pour tout élwmemt ;éw(x )L,AI y’gn.a

= o a
> Bp ) 3.2 x*®=0_,oma zee@ssairament m, jua paar

Al -l ‘{'
Q%*z,} . “ afe
5 j‘e "{E
tout (n ) €4 .
1 .
Lorsque A est un snnesu d'iniézritsé sysnt upe infinité d'élémerts
£ oy e - e 4y S o] £ = i 51 = 3 o &
108 gul est le cesg le plus fréguent fans les appiications) on iden
“? = ] - - ,
L8 plus souvent l'amnesu ﬁ?Km§:€T ; & 1l'2ide de lt'iscmorpkisns P
= Aedg e T
* ot Ci ) ng n s, - e a = o
Chidle a?hﬂ@@am ﬁ@g fonctions pelynomes ﬁﬁ?@@k}@aﬁaﬂsw& lorsguton parie

ﬁxv Loe ﬂé?lni aaﬁs A& ; B cawffzcleata dung A.%'y‘a?es@;ﬁ*uﬁ@

‘fﬁﬁﬁ ivr_psivﬁuﬁa aa?;¢ ast ga@atxﬂa. _

k J'Avac l*abms de Langqge hahzi*el qai COﬂslStG & conﬁsnd@ aﬁa
f@n ozaa et sa ¥sleur pour ur el@mant ﬁ@?éfi@&& (Enméd 3'§ 2}

on ;ariara done du ”nrivnmme £(x)" , ou du ”polynoma ‘,
acfﬂﬁx+...+m xm % . ‘Pant qua les GQﬂdltienB precedantes eon
romplies, ce ¢angaga ne peut causer aucun 1n&anvénianv.

B@mﬂfﬁmﬁb. 1) Soi E une algdbre cosmutative sur A , ayant un 616 ément

 &&19§ e . tel que 4 bawsqe 8tre identifié & la 80&@”&1&@br3 he de & .

8i 4 est un amneau ﬁ*;mtégriti ayant ume iﬂ%iﬂl e d'élém ;w;té,.lfayplicsw
& = : s 2 ﬂ&j 5 7 - g 4 _?PNE’ - ,. e i '(f % .’ 7{» w-‘}i
fion ¥ -~ F de A X,gﬁfi dang 1 alg@bra E° des sprlications de B
5 3 ; % v v e Pt A / : : ' :
E est cacore un igomorphisme, car pour tout polynome £ de

5 R P ey ;; o S T % i P e : AR I
“OCEBZAlYe 08 SuUTDOser & commutative
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sﬂ = @ w : o x) ‘.w.w : m
o & S _ L on oo o
é ) ! ¥ M a3 Lo g st § gl &
hia H oo ol £ 3 LR S om s 8
: W ¢m e 4 @ @ = ,ﬁ e i wm @ ,i N e TR
D ad R ! g Qo =1 - e A e e
B @ 5 52 B % 8 a8 : O g
2o 8 o oom B . : @ b Toag Qo
H 0 o @ =@ g & @ L e ) 0 o i
o L ) & s e R e e
MR B e g ey ®m | b & oz %
hots A3 & e P & Sl s - €5 Co R v o R
Sl et . . L s e s
4 : 3 &8 £y ot % W vt a3 i b {8
55 2 8 g o= O L Fman B e
© W WM B i a4 o & 22 2 o & e ® &
. ; a2 g2 0 s 42 : ] &v e i b 3 o3 =3 “.m
HoRoa o8 G 8 o WD o8 2 3, e WMo
- w2 oo A e e M e S B G o4
= O e el (o] tea it i EL o R W
SRl T e s B does G e ot B &
& ow ol s 2 mw S ‘Ww i e . wqu o4 w ! o QW w.mm
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o il @B s 8 w0 Sl 5 B e
.m am CRR R e el -oa m m w a T n
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M&. e mmw Mm & wm..wm cw Wﬁ m @ e e .wwm S 3 ] &b
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a2 oBoe o o F & 2 N B B2 8 28 @ b
g Moo @@ e B Ll e el S el @ o
3 i 2 ] peh 8 m.w SHE ek 1.8 W e Yw £ ¢ h _L : A ¥ : ﬂﬂ e £s o
@ A 08 MYy =R 28 08 B O ¥ G
3 el e i sy e . S n e e L. Gl S R el R
i bl S g . ﬁ .@ D P DR e & $ (2% hat e e o R o 4
S 4 n @ a 8 7.8 e s 90 Lams @ w 8 3
: el e G BN R 6 @ : o el LAl el _ o el
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Wog oW e S4.dg 8 S 2 9 @ B, 8 = o 2o e e m 5
. ﬁH@. @l g o e 2o e 9 & s 8 g o - o de
g .m.% 2 m g 9 m w8 0 B9 L8 s 8 3 od e 3 B ol
: i o ol 8 e D & ) SR e : = . W
a o W 8 m m e Mw el m - Boa MM M 9w P8 T oa RS
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' u—-&[ ] 1—61; }me algébz-e de polynomea sur A , pour tout polynozﬁe

‘fﬁo dans A[Y] la fonction polynoma corraapondante r ‘4gans
E n'est pas nulle, puisque t(x )#0 pour tout udioe 7 par

, définition. , '
THEORELE 2 ( principe de prolongemen’r dee 1dentités algébriquea) - '
Boit A un srnsau d’ in‘tgg’ rg._té (admettant nn élément unité) ,ug a yne
‘..‘&af;amite,d‘fé ment . {gi)‘!ﬁ i <m

& 13 0. x| 5 f—-ﬁ---w-.w t gn polypome do A[x't'x”""’}: ?t ”23‘“'3””
f{g ;x ”y;g; }«4;} '«-3{\\,;1‘ mat Eliément (I.-,}eﬁ m | '

{a

. W.H,f ;w{} ’g@uz’ *243;{51 s ona f=0 .

ff‘mg si o eamw ff& le pzfls’nam@ h—fg,,g?.,.gm e ﬁw«

aul {'g‘:«*??ﬁ;&; 3. ic;,,w z?%'@ f;’* il terait uwn élément _
- (x, 1Fopen e X JEA ?315-_"1’4‘3' ﬁ{xﬂxﬁ,..;xg}fﬁl » ©6 qui contredit 1'hy-

pothése,

hé-lis. ne m 2 faumit or 'noyen mre,s coamode pmzr démonﬁrer qa*tm

. jg:{a‘lymm@ £ 1 :a,r ra@pari & n iﬁdetar@ nées sur wn annsa}; ee}’ intég?iﬁw A
,{ag%&zzf wn elerreat Lmité) est mul, 11 suffit de cans;dazer un m&m
' -a?mtvgrité ®, ayam zme infini & mélévmnts, _wntenant B a«:ubnamieau
sumarphe 8 A et agam ‘E@Iﬂﬁ élémmt zmite que B ; si Qn‘,.démon.tre qem '
”{.ft,_é, oye o0 g® ,‘)*Q pour ’ccu‘i: mlémant (Xi) E’“ {ow seulemernt pour ies
élémes 'é- de B° _gul s'enpulent pes vn cartmn nombrs fim de fomtmns
;,m. yoomes wmxeos, non h@ﬂtiquemem, nal.tee') , On en conclut qu@ =t .A
31 A& lui -»f’z@me pws&aa uze iafizzite ¢ L,.I.rmw*s, on .Je&t prem&.m. ﬁw& :
ou E iden tifie au cor:ps des frac?lozas da A simm, on paut par ez ..empl@
prendre pour E_ l* a,zm@au %r}i j des nmym*:zes & une | 'a&éﬁsminé& BEE

sur A {ou ‘son corps ei@q f‘raatmns}




=33 -

Qne fﬂiﬁ dénantree ia relatioa faﬁ ; On en deduzt evidemmvnt
' fa3¢3y23--,; v}-e pour touﬁ elé;eﬁt (y e P2 , ot F‘est une algebre

eicczuae suv A {d jant un 31348Bv uni%é e) 3 T peut %m

i av0ir u&%bﬂ nombre firi a* glé ments, Gu afoir des dﬁWiﬁe&rﬁ

iieoplication  & 'vma do A dans ¥ peuz pe pas 8tre

e

= 1a ééﬁsﬁet?atﬁsavée'igidgﬁtité'f{zifxﬁ?,.;zx =0

E e T g t et 3 A o I { o S AT ey

X le gorps des nou éaulonaaib () (avec éveniue.-

leient 1y rest?iﬁt;@n que g*ix,,.,;,ﬁ%}?@ , ou les g. sont des
e : : 3

pelynones non ouls & coefficiwnts entwers), on a 1a méme identité -

lorecus les X1 arceurent un appeau cgnmatatlf guelcongue aye nt

,4¥ tn 6lsment un“te \meme lorsgus cet annesu a une cara ctgristiqua
‘ >0), car le principe de pralangement ées identités algébriqﬁes
'm@mre_:g;e‘ £50 dans _Z ?X 12,...,xn]. ‘ .
Agﬁgrcieagee 1) a) Dans l’dlrebze &YX} des polynames & uné;indéw
erminée sur un snnesu 4 , l'application (2,7) “ﬁ?ﬂ(?) est une
loi ﬂe'cémpa tzgd Lnt&rne ~ noniTer que.cetﬁe 10i est associative

% gauche par rapport & liaddition st & la
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WG e Uux Q)G i
i |

A ; |

2 1

o )4 o

b) si A est un am;e'au ci'mto,g ritr, noutrer rue 14 relation u(v)so

- entraine u=0 ea v constant, et qae si u£-0 et v non constant le degre
de ulv) est égal au produit des degTés de u et dev . ' -
c) Gn zsai,z,ose ueaormuis due A est un cgrgs cgmmutapi Soient“ﬁ 8t v
deux gowncmes de degré 0 dsns A[_X} £ oun polynome de degré S0 ; .

wer que si G est le cuoment et r le reste de la div;.azcn evciw

@* '_

'@ nne d@ u par v, q(f) et r(f) sont 1e quotient et le reste é@ ia

-,*‘f

rigion euclidienne de u{f) pzz*‘ v(i")

ﬁu

},
d) our tout pclvno'ue £ de ﬂ[X] , on désigne par I(f) 1'ensembl
des ic yueaes de la f‘orme e.z.(f), ob u pdrcourt A\_X ; ctest o ‘
'_‘aw-am@au de As&} i’our»alue Af}-I(g), il faut et 11 <~*»uf’f1’z;
que &jm‘r%—ﬂ » ot ca,‘-ﬁ et B sont dans A . . .
n;M Soit £ ot g d.su.x polvnomes de degre > o dans 9.[3’ ; mcn*é'::‘vé:c
@ i(f) ;g.a{g) @st iden‘uque 3 Aou est de. 1a fovme I{h) )5 oh i A est
,za nmgmg,ze de de fre >0 (ecartant iz premlcre eveatuall‘te, coms:&-
ﬁ,z‘,_er un polynome n cie plus petit degrs >0 dans I(f) N I(g) ;
'rsmarnuer ensuite que tcu’c polyncme u de A[X] s'écrit d’une seule
nenidére Z vy ) -vk=0 ou deg v, {deg b , et que si
uCI(f) les vk a;,partzennent sussi & I(£) (utiliaer e))). ,.
?) Soit K vz coTps comutatif I{[X} l'anneau‘des polynomes & une
indéterminée sur K . iontrer -cjue tout vautcmorphi;sme' s de l'annean
(sens opérateur) K‘[x] leisse invariant K (ef. 31 exere. 11) et
indu’i‘i sui' X urn aa’comorphis'ne 'o' de ce corps ;-v en outre, montfe:ﬁ |
quion a S(X)- Az + 0 ot .A.£0 et [L sont dans K (u‘tlllser

1'exsrc. 1D ,} réei mqua&ent montrer gue la doxmee dfun aubonor-

Y,

e
3 5 < 2 1 93 R = 7 'i £
vhisme o ar 3?,3.“8.1,1’6 de K et dﬁ_ﬂ.@ilm éléments A , . de *" L0

d4ternine un automprphisze s de K X| et un seul tel que o =g et
ifl= AZt 81 G est le groupe de Lous les aatamw*fm@;;,u;
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de l'anneau x[x] sans opcrateur, ﬂ 1e sous-g:oupe de fonh des -
autgnorpnlsmes de l'glgébre K[X] sur K , nonirer gue H est ul
sous-groupe distlnﬁué de ¢ et que G/E~est-isomorphe au graupe des
. automorphismes du corpe K 1s groupa H est isomorphe au groupe
défini sur 1! ensamble K ><K par la loi de composit¢on
(&,u)a}’t’;;’»‘) (A, *_*{f»*ru-) |

%3} Soit A.un &nﬁeau dfintégrits, f un pglgﬂcug de l'anneawn

it i : 1 . AT
i.bj";. 'L_—é ;A—"‘f: 3 o ® ,XE) § 3 Lne d@grg é: ki ;,31' fa’\;ﬁﬂf‘ﬁ é Xi (1 é‘ l %ﬂ}&

Pour chague valeur ds i , 801t 8 un snsemble de ki%@ éiémenis de

- -re 1 o Rl 4 b
4 . tontrsr que, gi on a f£(X,,%X.,....%x =0 pour tout &lément
" il ¢
AT .
g Ko H o -
{.,a,:; )"-«: { E Ei: . O H =l
== SR 32 2
S £ e B - :
A St 1 2 & L P - x = i o R e 3 Ty e 3 .
43 Zoit A un apneau 4flntégrilé syant une infinité dé'élamenlis, &%
: i : -
o o A 5% - ) g
geit @ un sns @J:? de polynomes #0 de ltarmeaun AlX sﬁh..,.,Xﬂ]‘
Z 4 : 3 : = P 3t

5} Soii A un apneau d’l tég é 4gant une 1nf ité d'éléments, of

g0it B ans gaf%iu infinie de & .'g@3¢L¢r que 81 f est un polyzome

de Azfj ﬁa,i&gré v}’ﬂ l*i aae.de B par ls foncition polynoume
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quana il exlsw dans A un ulo ent X

infini dans le groupe additif & .

- nol (iv:l.seur de O et d'orc.re

%) Soit K un .corps de oaractéristique #2 oontenam une infinité
d’ élements, ot soit G une algibre de jusbernions sur K chap.II

7t ) correspondant au couple ( 1,-1) Hontrer yque le polynme
X.2+1 8 une infini%,e de zeros d.ama Q.
| 8) Soit K un coms fini 2 q é1ézents, .
. 8) Dang l‘aaneau K[X. ,...,X }soit oL 1'ideal engendré przr
: les 1 polynomes xgl-xi (1<£ 1 ¢ ‘n}. gontrer que 8i feck , on a‘,
‘ f(a@, see 9%, J=0. pour tout (x, yert | _
'B) 3i £ est un polynome quelconque de K{Xﬁ ,Kz ,...,ﬁn Z - n,onsmr
qu i ex:xste £3171 polyaome f et un seal qui est nul ou va? k;,_il@ ’
Vd%gifé q% i:ou.r i(i(n , 8t Jel gue f«-'? (mca. ¥4 ) ; od &

aeg ? < deg f ' si f est tel gue f(x ..,y )..{} %Unar’r%ém

2?
1'1deal % . qui est donec l*mage reciproque de 0 par la rsprsm
sezztation L >f (utiliser l’azer‘,. 3) : ' s
c) Soxent f1 ,fz,,..,f des pol,;mcmes ;éO de K!X "“’Xn]
tels que f‘ (0,0, ..,,0.)-0 {4 g:l.('ﬂ), et que la soniie tdes degrés
(totaux; des £; soit. <n . montrer qutil exist,e un elfmeﬁ’t
'(._;;d,i,..f.:x )cKI‘ d:.stlnct de (0, ’},.,.,0) : ot tel que £, {x”‘ﬁg,,,,y )
gmzr tout i tel que 1<i<m (Raxwarquar Gue s 111 nlen é&tait pas :
:z:maz,,, ie golyneme j" 3 {1- fq } sersit coagru modalo ¢ su y@igfwm@

§/ (?mig } et atﬁllser D))
L

Eita ]
7

) “ia_ng 1tannesu des yolynemes 38 w%wminoes X, "‘i (?s,j. ig4)
etr l‘auﬂlawz}s ﬁ des entiers rauwz&ms, euabilr itident 31‘@
oo ,g_ . 2 h..2 42 i Sk e \,.1..
(x5 A @}wg S RID RSO S0 R
7 B | 2 ! 3 - - R “ < %2
+{X Y 71,.? } 4 féf} +{ A.,ﬁ X;‘Z +?;"£2- Xﬁiﬁ_’}
{}’ *r'}iﬂ’ aL Y }

4 ”“f»’v '2
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(oih le Pait que dans 1taly¢bre Ges quaternions ordinaives
sur le corps Cz des nombres ratxonnels, 12 porme d'un rrodult
est égale au p:mdui+ des norues des faoteurs)
| 40) iontrer qae, daas l’anneau des palynamee & b indéternminéss
X‘.i, ‘Y (1431 £3) sur Z Sl n! 2xiste pas d'ldenulte de la fa ?‘;6
| (Kﬁd&“f& }(Y +Y +Y ) = 2+v +w ,. 04 u, v w ssat trois polyﬂcg&g

~ o par rapport aux Xi et Y & eoefricients entiers rationunsls

2 ~ =
e »
oy e

Gbservgr gue 13»} 5 ne peut s2 metirs sous 1la forme wm mip

‘ot m,p,p gont entiers).

115 S0 it E un annean ¢ atintésrité ayant une infinité d'&lé

pcgsééaﬁt'ug ;1émeﬂt unité e , st muni dfune structurs @ aigéhra'
pex rapﬂéf & gﬁ amnesn ﬁ’iﬁéégfi%é A ~;ayagt}uﬁ &lément units) ;
g0it ezﬁ‘i'iﬁéai de A , aﬁnulé taur de e {poar iz 55%@0&&?“.éa
A-mod u&e de £). _Mea%rer qéa si A, est l‘amneau quotie ,éf&i s
‘.i?lmave ce l’dnueau A{Xi,xz,..., ijpar l'applica tlon £ —m%f
'dgﬁsvl'annaauldes agpliCations is En dans & , est un aopeau

'isemo:pheva 31[31,x2,.{;,x£i1.

3 ?ra&tionS'raticnne‘len et fuﬂCbiﬁnS ratlenn slles.

rr zionﬁ ratlcznalies any un eorps communl &t;

2
; :x

Eﬁﬁiﬁiﬁzﬁf .= Etunt donné un SOLDS LSD”Qtablf K, on appells fr ctiona

- B oy i 33 b o oo e P P & g
raticnnelles & Q&fol@i&ﬁdﬁ daps K , par ravport szux ind e?afmzﬁé 38 4
" 3 23 i
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Lorscue 1 est un innervalle [1 n7 iec N ; le corps des fractions

'ratlonnelles a coefflcipnts dans K par rapport aux X, (1€41 <n) ss note '

'KQX ,X ,...,X ) et est appelsd norng deg fractions ratlennelles &fg"

indetermlnaes,.‘ caefficients duns K .

L Z

D’fp“fs la définition du.cor s des fractions d'un annesu dtintégrite,

toute ?Iaccicn ratlonﬁelle 4; carpé K(X }4151 peut se mettre ¢ ‘une

2

iafiﬁiig de mapiérss sous la forme f% ; ok u et y sont deux gﬁ?fr

o ; . = : : . : : : il
g& - 5t { o ¥ ey ¥ e o e s e w0
: L;,Lw =8 mzi},Awd:nl Kg é i wJ {}LL’“ : JFQ ; 5% = i gr O, ¥ 4 £

?Wfﬁ% ;dmmgn.gﬁ}guﬁ& et dacs ce cas, OB 8 i%@,f@ﬁﬂg§§ﬂ

feg u + dsg ? de& v vd aeg hi , 54 encore deg u - UBg ¥ = gep u, 0683 ¥,
32 "‘".__\ .‘ 25 s Rt ‘. =4 ...A 3 A 7 o - > 2 =i =i S
Ie Aemb entier (pysitif oun négalif) depg u- deg ¥ 1ne abowpu Aune

l.l

ue les formales };, {5)

x

crés des frections ratianﬁalLes,'

. ennesu cTintogs b?»-aydn* un élément uniieé,
o . - .. - r¢ _“% B 7 ; o - = : .,..V : :
1tanneat 33& i . aet un snneau d'inté-
i se € le corps des fractions de I *':amzea@ & ; on peut
idert fier K avec 1s sous-corpe 4u Coips @&e fractions ds
k?x"}’“zi‘ foruc des fynﬁtigﬁﬁ 2 , ofm ot v sont des polynouss
o e S T R : _

de fisgré 0 (v#0) iden fi,s & des €l “euﬁu de A . vec celte
oorveption, le corps de
itentidue au uu:;a de fr:

titetl, tout. Jniéﬁa it &v
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' (il Buffit de réduire au méme dénoninateur tcua les coefﬁciente

du polgmo’n'e c'onsméré) : toute"fraction'rationnelle de’ K(X )’,L T
s'écrit donc (u/a)/(v/a)z(au)/(u.v) , o8 a et B sont dams A, et

w et v sont des polynom&s de B{K ] ¢! est donc un élément du

aeI

ccrps des. fractions de l*anneau A[X zel

Si naintenant K est un corps commutatif quelcongue, J uné partie

non vids de I , on a va ( §1 ,8°1) que 1%on peut identifier 1'annean

¢e polymoumss Ki'}i & 1llanneau des polyﬁomes par rappori sux

Z jﬁdl -
E.Laiis"’&i"ée" ‘X, d'indice 2 € | d§ , & coefficients daug llannsau
: S o : it

i prop.1 du 21, jg;izzta 8 13@?‘0@ du. cbaw‘[ 29, montre que :

‘S.L’f‘ 0 1 Soiem K,K* deux nor*s cmmata’cifs isomogghas. $ un

;éwmrgm Sms ae K Sur zi* ; il existe uid z,somergnisme 9 gt un aeul de

un gous-corps de K , £ un élément du
. o
£ P B b e %
K(X ) 4 coefficients dane K .
_ 1 2o

sl ”ﬁ ’ ¢;ﬂ PR 5 ';3.1

g“"i‘i»@;f’@'ﬁj Lol QUue b= :%' s

- & '_1_“’ 3 T T zZ
Ltélénent &5@%4 ge K = ezt définl

B 3
g s (S8 St ¥ R e = R VRS
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s'il existe an moins une expreesion f= -— .de g telle qus v(x )éo :

. nous dirons que - x-—(x ) est eubst.;t;uable dans la fraction rationnelle

f nous venone cie voir quse pour touhes las expra‘ssioas de r coume

quotient ds deux polynomea tels que v( x J#0 l'elément 3 :

de K_ est le 'neme ; nous ie designerons per £(X) , ou £2((x_)).

?m}POSITIOh 2. Soit x-(x ) 1 gge famills guelﬂongaa d'e}.gmenta

' 9_ z_:g._ K, 'ax;gemblg des gggct;oas ra*‘;onnelggg fc K(x ) - I
Atalles gg x soit sggst;:tua »le dans £ s8t up sous-anneau ‘U de

K(X )1€I . A agglication o -‘7 ff X} est une rearesentaticﬂ da tI

dans Ko et ifimage ée o 'par ce‘%te renrésentation est ls eeun-cerps

cle i& engendré Ear }.a ré@iw de h el de Lfehaemblsa des elémenss A--x

(= e ). _A
= - . ' .
ument en efxe’s ,gzz = f,J::'._--w dgux fraciiong ratmnnauas E,&l’ '
-3 i 57 2 275 us¥y £
que v, (% ),-éﬁ ot *z,x}( 140 ; on a .i’.“‘,;-,h‘:“_2 s o 5 22! ot
ff | .12 et si v-—vie,anﬁ V{K}Vi}c{)? x}fe doncUest

¥
172 :
zm anmuu., Tenant compte de la prop.i du g2, on. voﬁ: zmssi t8t qne ;

f ~—-—> 4’{ ,;() es‘c une repvésentation de U dane I{ ; 6t gue l'::.mage de i

nar cette représentati.on est . le corps des quots.ent,s cm sous- anneau

K [:ﬂ en‘veadré ga.r 1s rw.nwn do K et do l’anoemble des z 4 ; clest

dom le sous-eorps de X engena'fé par cette réunion. On motera es

20 us -cerps £(x ) ou K{x . B, 2....,,3: ) lorsque 1~§ ,n )'
Con eidérons en var iculier le cas oh K et un corps de zrdetims
m;;ommngg ’(Y ) },}L é' ;'si: (8,) oy o8¢ une famtlle 4t 616nents de
‘ce corps substibuable dans f | {(g ;}»}:. et we-'fz‘*ae%iézz ?&t=ﬁuﬁ&},i@
il est lamécial ggé; 8l zég;ﬁ -}ﬁ s 1 ssl une fémilia ‘g=§iémen‘tﬁ
de B  substitusble &:%fa chacun deg z el 'tsé"i}.é gue la iaw.,NJ,a -
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En particulier, sl K, ﬁK(X ) la familla (X.) c1 ©st subqtltuable

tel ’
duans gute fraci.ion ratlonnelle £ , 2t on peut écrire f-f((x ))

(f-f(x sone X ) pour les fractions rationnelles & n indeteminées)
1

mtant donnée uns fraction rauonneile fe K(X ) eI . designons par

Sf '-la partie de Iv(I formée des % —(x ) qui sont substituables dans

461
£ lersque K, est an corps nfipi (ayant une infinite d‘éAé*nentq‘i

3

1a. prop‘é du §2 L:zonbre G us Sf est un enser*me inf‘;nl. l"awlicamaﬂ

* w¢>?( ) de 8

£ dans ff.Q est alors ”Up&l@@ 1a fonction &awmmel?e

associé & 1s fraction rationnelle ?

ﬁe,:;ét = zzrai:;lire} Bupposcns toujours oune K soit infini ; alors si £
3 e
et g sont deux fruclions rationnellss l'enscemble 8g M) éfig nlest pas
e . : : 3 2 5 o - i o £ g
LY, (5 T S 2 e Y - T2 % Al L A : b -
vide {-f;f 2,2}~ 21 0n a8 £L % )=p( vi. ) pour tout élément % de cel
T ' s B 21
ST CILS i s 5 7 ot 3 e -— 2
engenble, on a f=g tn effet, si f=c- , g=% , oo =2
H
“t < N2 = 3 = ~ 4 4 = 5. z 2
wl 4 }?"‘1( % "'“"‘s(‘ % Jv( %} pour tout X =(x ) tel que % )FC et
. £

-
v{ % )#C
A '}‘n‘?‘ A ‘2" e 4
Erad s Do LR 01~

it
ques (§2,th.2), on 2 uv,=u,v . Autrement dit, lfapplication T —

ast biunivac ue .

ot tons maintenznt cue si £ et g soat deux ?J‘a tions ratioidpelles

guei congues tout ¢lément de 1'ensemnle S.015 est subgtitusble dons

Ty PEnmotion Poiionng B A S e S R W e Sl S ot S
Le Topgiion Teilonpeile AsS500iee 8 L3 ITaCuidl ToRi0NC . A8 iy B3E
e z e i 3 ’) /‘;2.'
< i T T g n £ o KT %
ol B BeTe YeilenlD gue o Lon0oion !;." 4
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Bemarques.- 1) Au. thp Vi, §‘§, ncus verrons que, pour toute fraction

rationuelle ffu ] 1} existe deux Lolynomes vV, tels cue f =U /"O )
et que 1'ensemble 84 des x subetltudbles dans £ soit identggue &

l'ensemble ées A tels que v ( )#0

2) Le prznclpe ga prolengement des identités sglgébrigues

-

8¢ étead aux fractlone ratzonnallec : 81l P et g sont des
{1<Lidn),

2

5 tou

bt Waas s

v e T oo T ormmayid e & i 7o
“une extensiosn ai georiguencrt feimpe de E 2
b o8 wnc ?g’X) I Ly L Tl CEN e A A B S 2 T Pt
) el B Kl A) esSE ‘?*‘é.j Su 851 oerBA A BRG 08 C}-%‘;é“)f A, . BOIETeT
3 - e A ey am
que ie d@wip de degrés de v et v ;

ai le dagze de v ﬁﬁﬁrfiﬁ » le degré de u(v} est un multiple du

.éegré de v (pon néces salr@msrt 6g;2l au produit des degrés ds &

tde v).

) 8i v est nan‘aanstante dans ixl},»et de
4

exisle une cons a ‘te a telle que ==t spit de depré }ﬁ@ :

e
2) soient u et vrﬁeux fractions rationnsiles n nﬂ const

antes dans
Z{X). Pour gus ulv) soit un polynome, il Taut et il enffit que -
: u bi o f i
2} ou bien u=f/X" e
! ; % &
t=ilg , ok ge L est Jn
7 , 3
{passer 1o
i
[
(
i
| =




3) On dit qu'une fraotion rationnelle re K(x1,... Xy ) est

homogéne 81 elle est ég;ale an quotient de deux polynomes homogénes
homogéns

(1e démox inateur étant %u) ontrer qus, pour que £ soit

#

il ﬁut et 11 suffit que
f\ZX1’Zxa’ooo’Zx } = Z f(x ’oo"x )

oﬁ 4 est le degrs de f

Différentielles &t dérivalions.

ha?

. Différentielles ‘ot dérivéea des nolvnonss,

’g
nNons nOUS barnercnb gans €€ paraérayhe 2% galyﬁames par rapport &
& un annesau Cﬁﬁ&ﬁiaﬁif

bre f1m¢ d €adutert,&£es, par qupo%*

3 nom

a

quelcongus A (ayanm un JIwment anits).
5011t £ un ro&ynﬂ&e de l?anneaw ﬁ{{? Xa,.‘.} p] =B . ﬁans l‘annaan
3?21;...,Zv,2ﬁ,...,; ji ‘des polynomeg par rapport aux 2p ir uét“?m14683
;Y, i p), copsidérons le polyome £(X s xp%¥r}
L

X {? i
3 .
ze peo* étr ccﬁsldera COZmS polvneme par rapport aux . f

éé poly
£ coefflclents dans B ; considére comne t&l son. terme ccnstant est
X puisgu i1 s'obtient en saﬁstltuant 0 a chacun deQ'Yi

et

A= f(:gﬁy,i ,XZ+Y2,...,(P+YP) r(x1,x2,...,xp) .
ﬁgf,véqu on acrlt auseli £§f(X .k ’Y ..,Y?))‘eSt

;-,(L,i,,zigr...,
i on pOSe

ie yolvnaﬁe
donc un :Olyﬁoﬁe d6‘-Bff YZ""’Yi *Saﬁs terme eonstant.
SEFINITION 1.- Do apyﬂllﬂ dif férentd zlle du bolynome £ ;‘@u on na% 4f
on éf{kd;..,,xa : Yﬂ;,,.ﬁY%} 1z Dc”tle hoforeﬁe du ydelQT depré du
! £ b et
onm NP (eco; &ETA pomme molvneme ner ranncrt sux ¥ & ppetfi
polynone (N (considérs comme polynone pAr rapport sux ¥. & coeff
3 o
2 7 ’;w' ~ : 7
cienLE Gang L = Ag’ X,: fXﬂg ® s WXF é }‘ '
: b8 w 7




L peut aonc ecrlre, at aprés cette définition

(1) - - Zgli | |
i=% .
ol g1,g£,...,gp sont des éléments de B , c'est-a-dire des polynomes

de 1’ Ile&’l AIX}‘ ;Xg,n rve g P]

DFPImIQIbh .= On a@;elle dérzvée pcrtialle au _polynome. f DaT rapport

& X (1 p) et _on_note D 7 {cu %?* S ou f% lorequfavcune
3o

.confu31on ntest poaalb;e) ile Qolvnoae de l'anneay B~ﬁ[x1,X2,“..,EQ}

soa rlckent g Y %5 ddns la alfferﬁntlelle df de £ .

La formule f1) s! gerlb done

P S

5 peries oy 3 ﬁ-‘. 5 <
uz";« ar = >~ ‘f.'f_ = 7 %-?— Y.

o - it Pl iy OB o : -

four le polynome pa ulCﬁlle* f=k; , ona df = ¥, ; cela conduit 2
¢cfire dX, les indéte minées Yi (1< 1i<p), et a écrire

% ; g '

‘2 y £dx = 5 9I ax
2. 0, }?:2 :?»\ £, -

Lorsque £ est un poly jnome & une senle indétorminée X , om a
;" A i v—4 d-" 3 ! = : ‘.: : 2
of = Bf.dX ; Bf 1qa?on note aussi E% ou £') s'appelle alors gimple-

%

ﬂ&L ic dé i?’ de i 2

31 7 85% une consfdnce, cn a évxae&ment A0, dome df=C

?B&POSI?;Q% 1.- w;_f et g SOdt deuvz polyﬂgmea de liannegu

AEzq,xgg;;,,z?j}; o g .
4) - a( = df+dg |
(5} d(gg) = af.g + f.dp

La Tormule (4) est uie conséguence immédiate de la déf.1 . Pour

Fb
i)

e

-~
R

o8

i

déuontrer (4}, remarg juons qu'on a

(S p : f : o 1""_, g4 r/\
éig. Arg+t fAg+rfie DNg
5 S S T 7 . : i = o S 4 X i % P
or, is ps u@a»hﬁnogéﬁ@ du.pfemz@x degré de [\T.g est df. g,
A a4 o A o ot P Ar t aslld A ‘ e 13l
5= ie 26 & Lk f'-f, GEG o wg_.g s ey Gelig G : E‘ f. i’z\. & S TR A
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GOBOLLAIRE 1.- ml;cgt;gn r-rdf : '

A-sadule A[X,.xa,.-.,x ]m&a&-m&_mxw_dn
f W n!,.tz,--.,rp] -
C‘OEULLAIBE 2.- Chacure des ap: - S 1 -anir ggt un endomgm;sme
a A-ggg____ A[L“Xz,..., ] tel gu'on ait ;dm;gmg -
ey - ' Di(fg) =’ Dif.g L o Big Tt _

De (6) onm déduit 1mmédiatement, par récurrence sur n , qu'on a

1.
(X. ),-nx c'mtre part pop_.r tout entier,m-'}_o et j;out ipdice
‘ ,ifi , on a8 B (Im)‘G puiequq : A(I?)' ‘ne contient pas Yi Le cor.2

_ D~ n. .
prouve donc que si £ = {?2) '“n : 11 1122...pr s On &
't . £ e
Df= 2 nlan1nn..n§1 1xh 31 3” ...xp

PHUPUSLTION 2. Soz.ent f oo Lolzgome ds l'anneau A[X,,, ,.. . ,v;&p-} 5

u (1 i< P) P polxgomes de l*ggeal. A[Z1 ,22,...,Zq] ; 81 on pose
h-f(u 2,...,u ), ____a_. _

- {7) dh(Z,i,..., ql,«ctz,i,...,rzz )=c.f(u1,...,up,du1,...,du ) -

t’ar déflm’oion, on a .

- A h = f(u +A ut,u2+ Aua,...,np+Au )- r(uvuz,...,up)

uomme les A ui gonti des Lolynomes mens terme constant (par rapport
aux az ), la partia ho*aOgéne du premier degré de “An est la msme que
celle au gol*z;o*&e éf(a“....,u J; An e Aup)- i“ Di(u“...,u );_/_\_u
atol ausaitct 1s formule (/) ' . :

: &uBOLLgsIRI:, .- avec les mBmes aotatlczaa, on g »

{8) . D, L= i D, f(u,i,ua,.,.,u%}ﬁj i (143<a).

2.z !gnlicdti&zz e cam ter sation des racines simples G'un mlvmme

PROPOS1ITION 3.- i’evu’“ gu!une raeizze ceh dlup volynomse ¢ c ﬁ;z{j soit
;,;';,;jg_y}-‘é‘o’-. il faut et i1 mf £it gue o Mg;: goit ras racine de IF. '




92’{: 1icre partlc de 1a progesition. D?autre part, on tire de ig

ot s gt
gm0 Y i [‘,{

En effet, on a par hypothésa r=(x- x)g ] o_h g est un polyno,ne ; pour

que c0it racine siuple de 2L 11 Paint ot il suffit que g(q) #0 :
&r, on' a Df;g&(x-a)ﬂg d'aprés la formule (6) ; on en tire '

(a)-Bf(a) , ce qni établit la prOposition.-. s o
. Plus généralement = - : 7

,Paoms:{*rmw 4.- 31 aed est rgc;g_e_ dlordre k ¢ gg;moma fs‘"ag 1
a, est rucine d'grdre"v 2, k-1 __g o ; ggg A Ig relation k f =0

antraine z =0, q‘,:?; &ﬁf raci e d'ordra k-1 g__e. : Bf .

En effet, on & par. hypothéee f*(l-.x) et [ n'est pas d;vi‘,
-z A-a = on oL tire. Df—k(x u)k e i-a.)kl}g ’ ce qui etablit

1145“)('103 yrece&ente que, 51 (X—u) CL’LVJ.SG Df (X-a,) dlxylge

z.c;o ne kg {pms%ue lfxsa_ﬁ‘est ras d:w seur de O dans A[X] ).

szm ( 2 2,prop. 4‘} ,que' kg(u)-o ; 81 da.ne Ala relat:.on k ¢ < =0
amra'?ue % =0 , on_ auraz* done g(a.)-o contrairement & 1 nypathc‘;
Si ad contram‘e i exisba des élements fe A tels gue f#@
- §.-° ) & peu*.; etre r&cine a'ordre quelconqua 7 x*i de DF ;
, ;;(a,r exe'sﬂe,. si k§-6 pour saut ‘g'eA ’ et si on pfend ’
g=(4- a.,*’%-e; , aves 5,40 : a est racine dtordre k de £ , mais

rgclae ufam.». S ,,/;f k+n-1 da ar .

ZOROLL AIRG.~ 51 agh est racine de £ , st racine d‘ordre p ds izf

#

ot pi 1o relstion p? © =0 a:c.tz‘ggne %-0 déms A o et .?c.ﬁ.»i“ﬁ

orop.4, & est racine de £ svec un ordre ds
<k€&ptt ; si on avalt k { ptt , comme lg

traine pt ¢ z(} f’f'ozm =0 ar’ nypothes s o seraid
e 2

ds L}f‘ s con trdzr@maat 8 l‘rayucthﬁsq .
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628 Dérlvations dang une g;gébre.

Le cor.2 de la prop 1 conduit é énéraliser la notion de derivée é.
une algébre quelconque = _ , e
DEFINITION 3.- Soit B une algébre sur un snnesu commutatif A (ayant un
élement unité) On aggelle dérivatior de E tout endomorghisme D du
A~f.ﬁ..._t_2.l§ E, .____tel gue D(xy)—D(x)--y+xeD(y).. | | :
~ Dans 1 lnébre gée polyhoneé_ A_[X,‘,... ;Xn} ,‘. lecs' n applicatiOns 'Di f |

sont donc des dérivations , Qqufon aprelle les n dérivations purtielles
de cette algzdbre. e ‘ ' ‘ .
Remaggueg.- 1) La veleor pour € £ d'une dérivation D dens B
- notera souvent Dx au lieu de D(x) .
2) Un ensemble n. peut &tre muoni de diverses structures d'algibre
'»a;y, nt toutes 1a méme- structure ¢'anneau sous-jacente ; lorsqufon
‘ parle de derwation aama un ganesu E , 11 fapt avolr scin de
préclser L,uel}.e strucwre d'al;;e bre {ayant comme strucmre a'aaneau
sous-,}_acen te la struc_ture dcmne_e.r) on ccnsidere. sur # , En purtlculier‘.‘
tout annesu ?‘ peut étx'e‘ éonsidéré’ comine algébre sur Z.' s 1orsq'u'an
parle d'une dériva'bion dans un znneau E sans préciser la structure
'alaébre de & , il est sous-entencu Ou'll st agit de ls structure
dtalgébre sur ,,Z toute aérivetion de B , zuni d'ume structure .
"d*valgé’ore ayaﬁt comme structure d?anneau sous-jucente la structure
d'anneau donnée, esl aussi ume c¢érivation de E consldére comme
algébre sur Z . .
"Si E posséde un ele’nent unité e , or s pour toule dérivation D
B(e)*ﬁ(e‘i}wﬁie)%eﬂ{e;*zme; , dloh .;J(e)«{} ; o 8o rlédmc_ﬁ{ne}-nﬁ(e)z()
pour tout aﬂumr © , et D{ue)=ad(e)=0 oour tout a €A . - '
 En P rtmulier, dans l‘ax*rxeau Z et les annesux Quotiems f{n)

{considérés conms algéares sur 7 ) tou’ce derivation est i denulguem
nent m;;lle. :




: ﬁn a loutefois la prdyasitien suivante :

’i - e
'E( PGSITION 6.- Daps une lﬁébrﬁ E , pour toute fé rivation D de B o

NGR.0pY o+ Db

\
| -~ 48 -

51 2z est un ¢loment du ceutre C de_E,_Dz appartient & C pour toute
dérivatidn D de' B ; en ‘effet, four toati X€EkL , on a zx:iz , dtol
b(zx):D(xz),‘ou‘ Dz.x+z.bx = Dx.z+x.Dz ; comne z.Dx ='9m.z', il vimt
Dg,x = x.,Dz , d'ott la prdposition. | A
om vérifie sussitét aue si D,,D, sont des dérivations de B ;,11.en
st de méme.de D;?B et de >aD? (a2 gquelcongue dans A) ; autremgnt dit,

e Z2
1'ensemble des dérivations de B est un sous-medule,que nous nolgrons

_2@'(2)-, du s-zodule anE) de tous les endomorphismes du Aéquileyﬁ ;
Par contre, en général, le éﬁodait '9132 (:Bﬁoﬁg) de D, st Bg'agﬁs

1’anneau d[(E}, n’est pas_une dérivation

g

: » S 3. ; :
Iar exs&;le dana L*algébre F~A Xl Qn'a pe{Xx=)=2 , mais

Ms

4
9\12( L \.‘9' i 5, T £ 3 s Ez
A)—O et par suite BY(X)X+XD°(X) =0 , ce qui montre que

n?eqt cas une dcrlva*iou dane B si & pfest pas de caractéristicus

VPEQPQQITZOK S _§£ E L gont deux dériva tio&s'@ueicenques dagsfﬁ

l*endomorgm;qms D-E2 ?ag1ﬁﬁ, di sa-module B est une dérivation de

L?a;ge.re B

kn effet, on a, pour tout couple d'éléments x,y de B , Blzy) =

D, (D, (x)y+aBy (7))-By (D, (x)y+xB, (3 )3=0, (B, {x) y+D, (), (3 )+, (x)B, () +

%>x92aB (3))-9, (Dm{x)*VQb (=)D, (3)- D, K)D (y; -xD, (u (y)) =Dix)y+XB€§§.
' ,B_

Lo dérivation D b‘ ﬁ B s& note d-crélﬂaxre

'4«

L\««.J

1

o

- one

& & Yy »:v : < 3oz gy T < . B o R
tout élcment o du cerirs de E | 1“;4&0@&‘;[1»&%

e b LP7o0 | g P A
% w@a&ﬁiﬁg {noté abl
e e i S e N R R R e e ] B b e s W
du A-poduie B esl ups dgrivaitior de 1'zlcédre B

#a effel, sl %,y sont des élémenis guelcongues de E , on &
) Xy ) , puisque a est permutable avec

tout 8lément de B .




L N ' S 5/‘

, =49~ A
On notera par contre que l'application x —» D(ax) n'est pag
une dérivation. ' -

COROLLAIRE, ~ L’epsemble i@ (E) des ¢ Srivations d'upe algébre E ,,mtn;

de l'addition et.do_la loi exterms (&,D) —> aD , of a appartient su

centre C de B , est

x/?h
=l
A
:"\
“»
{4
e
o
(K]
U
o
E‘S
Jood
O
o
s
ft
«3
(<
et
‘\
C
]
o)
L
o
L%
=
3

¥ 3
résulte suseitlt de

1

4

A
Fe - S N gy | Bt S K St e e = - ol s 90 y e Sy ey
gue d@ OE o une r*gﬁh?t% &y 1'encenble (e T B tels gue SJ\-,.:}:%;}- ese une

i Y% 3 =1 3 e £ 23 v en b i e m % b B < TR
E;(ﬁz.; m.,_)ﬁ?}re de E qgu'con appelilie paricis la sous-a

aarJraDport &' D) . Or déduit ds cetite remarque l"ufﬁpasu ion sulvanie :

PRCPUSITION 7.~ Soit 3 un systime de générateurs d‘une algibre & . 93

%8&?’36?1?&+{;j§i.Dq7ﬁé §§_E‘Qﬁt méme valeur en toul éldment de g

akies sont ii@ﬂtiQVGE.“ ' o . - _ .
Ea'effat, Ezﬁia 5 est vpe dérivation de E , st la sou -slzébre de

B formée des X tels que Z}{:_@}zﬁ'g mn"dzzt 5y v ¢ est identicue éﬁ:& =

)

:@E@LLéIHE 1.- Soit B l'algébre AX Xa,,‘,‘/ ] degs polynomes & n

indéterminées sur A . bes n dérivaticns part 2ie iles ﬁi Ci< 1 ¢ form ot

une bace du E-module éﬁ(E) des ng;vatisns dang B .

En‘effet soit B une dérivation gue:leongue déns-E , et posons
D(X )--ui pour 1<in (u éléuent de E-A[x1,..., ]) ; d'apres la
prop.6 O'= 25 u,D, est une dérivetion dans B , ot on a B‘(Xi)—ui

i1
;

pour 1 < 1<n les der:LVau.ons b et B’ ont néma valeur pour 1'81lément

. unzte de E et chacun des X , et ces élémen‘ts engendrent E donc Bzi)' :

u'autre part, si v- (1 n) aont I elements de & tels qus ;Z v B =0
" 24
dans f@(E), on a en par'tlculmr pouT tout indlce 3. 2 v (X )=0',
: o €4
ce gui équivautqa ,?jzo,? @ons les By forvent bien une base de ﬁh(]{)

paflﬁappert a8 B .




i

A.:,sé,,’ ooy o %9
- 50 = '
COROLLAIRx 2.- avec les notstions du corollsire 1 , on a D;D4=D.D,
guels que solent £ et 1

En effet (prop.5), D

a
3
whe

f.-.l

~rD.jﬂj;lesb une . derzvatlon dans E s et on a
Bij(xk)-ﬁ pour 1~x2;§zz~5 dioh la‘carailazre, '

On notera que, d'aprds le cor.t, denx dér1Vation8 Qmel<oncnms
de

5ii?""?%n§ ne gont pae permutables eﬁ général .
PROPUSITION 8.- Soit B une aigdbre

gaw A , csmmutativo et _ayant un

x

élément'unité ; Soit D une derivation dans & . Pou _Pani 11@

(xi 21¢1 .. dem ¢lsments de E«st b04» polynome
3 %4

&y} : Bf‘;’#;hccvx

B effet, pour tout P4 §E,?X@,u,§zﬁ ?, posons
: S s
2 Pi=R{¢ s ar
Nfi‘f,?-"—vé,.}g-&.(y_%yo c::}.oﬂ._!, {?}i D_}J—{X1.§n.¢§.r;n}1

=Qn'?irifieﬁ&aasitéiggua g esl uno

fﬂ,ya }-; n7ea@;mﬁia ﬁs& £ tments 'fé;agf
'@gf)zﬁ est fcxc‘uaeAgoaﬁnal

Vé?iﬁ@mmﬁnt l‘élém t'unité,et iés X,.v{f’ff
- a ﬁtxﬁ,...sx ‘i ce Qmi.étabiiﬁ'la oI

étal ;ir airecu,men 7 partir aa 1la ﬁw4,3)

un aozera que 1o €0r011d1re de la Drop.ﬁ eet un cas part cai&sr

de 1o pmsp 8

-




| 2080 =
. Bn effet, la copditicn de 1'éucncé montre que si D existe, pour tout

1 avoiv Biz

ots

3
A S e S (‘.,.....J ; & T T 0
éilément gz sop %0 fo B, on a0

nent Qn verifie auss 2itét que i applﬁeaﬁion7ﬁ definie par ¢s st te fﬁ male

i

ast-uﬁe‘dérivaﬁion dans E .”'

"EJ rtlcuilox, i B esl une a2lgdbie de ﬁolvmemes Aizq,,.‘,ﬁpélsar‘é s
w-“ A i j ﬁv > = % : 25 -
ey el 7 e 3 > S $ g - 5 ¥ L4

'Luar tout uclvname f (gi\ 6, _.n gﬁf.,x > , on desigreta ;qgermleweav

? (s et ok .P”“*;i- > ; ; ;

Rl

-pa&jl 1e D@lvname

o R Ly
< 5 fag) I‘-g ” '*'p ox e : i ;

£ >t st uns. Gerﬁmat on.dans B ., gul srolopge & E la dsrivation
donnée © dans & .

PROPOSITION 10.- 303t & un aﬁﬂ%&a_ﬁ‘i&té&fi%é,'ﬁ'Sﬁﬂwgﬁfgswﬁﬁg qugti@ggga’

E % = 4
: s CEAT e e 4 - 3 L e e Sepi e
er une derivaticn B dang K ; 8l G el v sout deux €.l &nebte gquelconoues

: B2 Bl N~ aag 3
(157 p{l) = SR/ IUAT
XL 5 - = :
Si une dérivation D dens K prolomge D , son unicité et la formule (10)

sont imméCiates, car gi .w=-% foea , vekh v£0), on a u=vm d'oh
resta A yrouvc* ltexistence de D . Pcar cela, montrons que si %'z
Dis Ji-ubBlv) E{“?3g1’“’9(vﬁj
4 : v d, : : 'gé;; ‘

Ca*tm deznlére re¢a?1éa_*’ecrin, \b?vﬁi 1,*v ﬁ(u;)~v15u¥ B(v3+v B{u )

N
o

b i
B T

u)=i{v mrvﬁix -, d'o8 on tzrs aaﬁuzt“? naurf'ﬁ{w) ltexpressic
L >t I .

i~

d

‘(u,v;u&,v%'éana A, 77 #0), on &

P
o
t‘?’
ez
=

et, en tenant ¢ myte de uv mh?€ . @vi*;* *1‘#v,2 u¥:~vvi(z Efv}+¥ﬁ'ui}},'
Qr,'ce&tbxiernlare rala,;ok aqu une conséguentce de v, ot *‘Bﬁa}

Ty ﬁfv)+?B(a Y. qui s*ﬁbiiﬁﬁt gnfdérivaz% uﬁ%=u{v" Un y@ut donc pour

¥
rvj.

tout éiéﬂant w=2 a8 E . définir Tl(wj var lz formule (10), indépen-

¥

A e (e 2 ] Z i beg e e R s a2 e CORN -
Gamipent dﬁ 1 prrog,LJa de % COMnE freciion ; on vérifie slors =ussitol

15, L 4 o oSy, R e S e I e i .,j\gv 2L AN G ;
- BZ®E UDS ﬁ é:’?.:t.’}b »J.%.";L e uor l!ru Af.}f"&,.{'c:z; pnarbieniier, 81 A 8T BDe 8100016

o

B X o s e A IR 5 i e - A AR R e AN
par raprort & urn QP&HU f s OB 8 succre Blvw)=vi(w)] pour Lout wck

et toul yel ).
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7 nelle du COTyS E(A ....,i ) i la fanille

t\‘lﬁ‘
£

.520

boit K un corps commutatlf chdcune des derlvatlons D (1 n) de
l'algébre K[X1,...,X j}des polynomes &n 1ndéterminees sur K peut,
d'aprés la prop.10, etre proiongee en une dérivation et une seule de
1'algdbre EsK(XQ,...,X ) des fractions raticnnelles & n indeterminéas

sur K ; cetie derivatxon sera encora appelde & dérivation Qartzelle gdr
rangort £ X . et notée B pour uns fraction raulonrelle qelacnque S ot
Dy

de f par rapport 3 ‘X}’. Di_de dérlvaticns de 1'algébie E coineident

§ -

£ gers encore notée zussi %g;- ou x% , ot appe;ee-la dériv 3rt; 13

s

3
our tout polynome, o 1163 sent identigues, en vertu de ia orau;e ’ Q) -
3 % 2

on conclut de 1&, en rax onﬁant commz dsns le cor.i de la prop. ?,nge

les n aer1vauzons Dartzelles L formznt wvn e’baee de l'espacc vectorlel

A (E; (sur le corps E, C grzva@iaxs de 1l'algébre E

boit F une algébre COﬂautatlv sur le.corps K , £ une

: (xi)"xél:{«n it
F est susstltuable daus f elle liest aussi dans ehacune_uss deriVGes
partielles Dif_, en;ﬂ?:tu ds 12 Pormule (10), et on verifle aussitot
qaé pour toule défivétion-ﬁ'déns ¥ 1o fonaule (9) est encore vaiable.
5, Formes différentielles. | ; | .
§oit E une al;dbre commntative, uy&nt un élument unite, sur un |

ahnean.& . un a va (Lrop.6) que l'ensemble 59(3) des deravatzons

_de & esi muni d'une structare de &-module unitaire.

,nanxITIGH 4 gg ggelle fbrne dlfierentielle sur l’alg?bre E toute

‘fbrme ;;géazre gur le E—moaule gQD(E) des dérlggmzogg_aangsz -

Les formos différentielles sur B forment dome un E-mcdule, le doal

ED*IE) de cﬁ?(E) pour toute forme différentielle © ot toute

dérivatlon D daps E , pous dési,nercus, suivant les noﬁdtions générales,
par {iD,w/) la vwleur:ie ® pour l'élaaaﬁt B (fcrme bilinédaire

> 5 - : EXT : = :
fondamentale, cf.ehap.II, %4;. s1  (B) aduet use base (D, ) de n



-
- % e ; 5
- ' .

Syt

&

&

M*

on scut (1 GG.*“:L’G.} gue J (m} -:?sé..mﬁt une bgse (w ) de n cléf&:},t 3, di
base dusle de aD ), telle gus /I},}m \> J.. (indice de K:‘ozxecker)'l;

i3

toute dérivation est alors ae ia for*ae B “}‘“igi : tc f‘orme :

M?’

‘-

li;x‘éaire de la forme o = 2 grv— ;. 0+ 8t ona <1} 9> = fi‘ }Li f’ﬂi
Soit x un élément quelcongae de B ; il 35u clair que ltappli uu-:f,é}Il

B —>Dx de 2 () dans E est une forme linésire ;cetie forme “ifférezz-

tislle ect af;ele@ différentise le Wdaule de x ot notée ax = autrement
/‘)

dit on a, pour tont X€ E ot tout B &b {5}

(11) ¢Ddx > - 13

v}

&9 P 13 3 87 4 i y Lo A en 3 A e 5 v
Un noters sutil ¥ & en pénéral des fomes

=t ’Oﬂf‘}:'“ B 1% .- Pour tout couple Ciléléments x,v de B et tput ac b
: = . iy AL, :

)
e
ke

P
-
s
Maien?
R w
Rt
9
&

Eémsﬁtrons par exe:mle ia treoisidme de ces relationzs ; pour toute
; d'aprés (11) et 1a déf.3

‘<B d(xy;} B(xy}-i)x y+x. Dy <13 5 dx\+< X. dv> <D v dx+x d3>.

ce qul den,cntre noure assertlon ; ’“apres 1a def‘znltloz} d'une’ forme

derlvd.u D ;ona

alfférentl la. Vues CLSEZ.X. antres rel’s-tulonS‘(’Iz) ss '\aémcntre'fst de méme.'
Pour l'el enent unité e de E , 511 a <D,d.e>== De=0 poui toute ‘dérivaf

tion B , done ds=0 , el par suits d(q.a}:ade;é} pour taﬁt »u;c-.f}é S

si 2D(E) fr'dfaet une BaS&‘ ii}i), et 81 (0 ) es‘t la: bde‘ diai- dens

le ’ncdule a@ (B 'ﬁegfgrmes différentielles, on a, pour tout xeB

7N : o dar A = s
i’f':’i) , ' X = L.; D.x.6. .
, : i i
Considérons sn pariiculier 1:‘* cas ch E est une algzébre i@ pods m““”‘”

5 by SR ) ~ - d ia R > = € =
alx . X | ¢ iz {14} donne en pariiculier, pour x=%. &t
B 12 25 %)
5 7
¢ /o D e Ay g e A T s e U e A

.;':':,5), » 27 mf‘}—.c.-,,, /" o b2 = b & @ A B {. o5 ) A B X S 3?{/!&.{ }_g.a..d Fis { V1 Jw-..»‘/‘t:; L5 S

% N o 3¢ i3 5 5%

A 5
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(1< 1<n) forient durs $ (E) 1a buse cuale de la basc (1} ) f‘or"rme

per les n dé 1v<1t101xs L3.41‘1:191193 ; pour toit polynome fe la

formule (13) donne donc pour différezntlelle totale

= i

N
(14) - ar - Zi D, P.dX
Ceci montre gue, si on identifie le E-module des polynones hemogénes

= 1 : IR
de premisr decré daus Eﬁzq,...,f jau Bem oduls a@ (E\ , par liappli-
L :
gution gul & chague é&lément ¥, fai correspondre dX, , la différentiel-
% : o +
is totele 61 est iderntigue & ia difiersntielle définie sn n 1.

= ; 2

a n iundeterminées Bur un corps K, es gy Iur.u@zﬁs encere uns suw de

*L = z < =
Ztr) , dusie de is base (D.) , 8t la fomule (14) s’df}.; ' € ‘,« BIs

¥
W

cn notera gue si fzujv o U

polyuomes (ou fractions ratiomnellss), on a

que si Z ast mze élmébre commutative quelconqueg sur
4 arpesu A , ayzat un elcnent u.nlt By ( 1( {n une faaille a'al
mézzt-s de E ’ f un prlyrome que;conqqe de APL,, ,12,...,X ]
‘*‘em*‘les (9) ot (11 } entrent que ‘

{45) | d(f(x ,...,x ))—Z‘} f(x 3-023%, )dx.

f:}rm;ﬁ,e que },’on '_g}our.rait ausgsi reiiulre aisement des fcrhules (12)
L*f‘cmcué (19) est encore valable 1orsque E est une alg =8bre au.z'
pEd ci,:"% E 7 mé fraciien ratiomnclle de _K(X,i,.,....,z,n),et \Xi}, .
une fzmille :’éle'g 5’“@:}5 £ cubstitusble dans £ ;

i1
*Kulsr! ;




- 5 =
Heciproousment montrer gue si, dans l'anneau A ,'la relation m!§--0
entrafne §=0 , tout rolynome f satisfaisant & 1'identité précédente
est homoséne de degrém . e o
2) Soient a, (1< 1<n) n éléments distincts d'un corps commutatif K
#5 (1< i<<n) n elemants quelconquﬁs ae K ; montrer gue le polynome
;ublque) £ de K[ﬁ] Z nul ou dede;;ré <in~1 tel gque f(m )—3 POuT
1${ign , est donné par la formule ' :

L

H0=0(X) 2 S

a(X)= X»af)(X=qa)...(X an)‘ En déduire que, si g est un polynome

oR

E‘.

r‘ 3 i ”
Lué ; nul ou de degré Q:nag'; -

= g(ui)

m

1
0e

i o Q ;
(K) M 7 est nul o de degré -1 , et

dms
{remsrquer que si f£{X)=X

} Soisnt @ \1*<i‘<ﬁ) n élémenss alstxnets d'un corps commutatif

K - gl(i<’1<<n) ArEEERERLE ot 171 !1<fi n) 2n éléments quelconques

~

éde K . Hontrer cu'il exzste un po..ynome et un seul fC?K[X} , nul

ou de degré < 2n-1, tel que f(ui).ﬁi et f’(a )-7 pour i<igno
{(formule d'int erpolation dﬁHeImita} (commencer par considérer deux
cas particuliers : 4°

=

tous les 8 sont nuls sauf un, tous les Y5
sont nuls ; 2° tous les B, sont nuls, tous les y; sont nuls sauf un).
‘4} S0il K un corps “ommutatlf de C*Iactérlstique O . montrer gue si
ane_fracilou rat;enﬂelle uE;K(x) est telle gne Bu=0 , u est uae‘
gonstante, ‘ ‘

‘5} Généraliéer i*exerc.ﬁ gux fraﬁtions rationnel les homogénes

{ gi,éx&re j‘ sur un rorps de caraciéristique 0 (considérer la

fraciion ratiopnsile ;ﬁ f(ZA - ,;,ZXE}).
&




5%

=96 = .
6) a) ﬁoitiﬁ,un ahn@au'commutatif aysant un élénent unité, tel que,
pour tout n€ Z mon nul s relation ng =0 entraine : f =0
. dams 4 . dontrer que l'application £ —e»f(B1,D2,...,D ) est un iso-
morphisre de 1'algébre de polynomes A[K1,X',...,X ]:E dans 1'gl gébre

{sur A) des endomo vph¢3nes du A-moduvle E (raisnner par ré Currence

sur l'sntisr n) .

. b e 3 S - = s &2 A 4 4 e < :" z ~b T e
b) 8cit A un annsau commutatif avant vn élémsnt unité et de carac-
- :
g o7 dTt = : no % o sy F 4 g
téristigue m > U . uontrer gue 1 ocn a D, =0 pour toute dérivaticn
i
o : = = i 3
vertialle B, (1L3idn) dana AIX 1. X |
;] %
4 ! B i 4
7: Scii E un corps d2 ¢aractéris.igue O . HODLIYEr gue, pour Loun
’ g_‘{ >3 i =
ST T &~ *rzs b2 2 e
59 ”‘r.',"' FOLBHIt = & fxf.ﬁ.t<? L SR P on g :
L s 2 = oo .
= 3 Fsen -, s in B
S t{ ,J‘.n'i ~ fs_ ‘%‘i ) = ) &,,i'ﬁ Y i 'T‘...'f:i L ; “I

-("formule de Faylor pour les polynomes

lorsque n=1, puis considér rer le polynome T(X, +Z¥ S O ﬁ2,.,;i +Z% )

...C’A.

~par rapporc & iz , & coe fi"i ents duans le corﬁs des fractions ration-
aelles par T“p?nrt aux X; et Y n coeff;czenis dans K )}

8) Scient D E) des dérivations guslconques dang une a;gébre.é

% 1! 2:‘
_fmsnzr@r ‘ou 2 fn13311-o [Dz, +f91,92]=0
vLIdi, 2] 1+li32 , 1] [[D,, 1] ,EJ}—O ("ldantite de aacobl" -

~ cf.chep.1, , exerec. }.

Lo

9) scit D une dérivetion guelcangue dans une algdbre A . Démgnt er

Ta fo 1 : : ,
Z W\.«y
iay) = 2 o (x0n" PUy)
: fﬁm‘,‘* e
Afcrmule de Leibnizg® ).

o
e,

¢orp

que 0 , D une

»""

3 o b B 2 _a'
g8 carascierigil

fwh,

A % 28 5% i PLAGEOY R ST T S | o 2
s A %elle qu'il existe un entier n > O tel gue D =0 .

{95
i
4
(S
<
.A}
P
e
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i
5
&
E
©
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Pour tout te K | » On pose. n = 25 Dp dana l'algébre des endomor-
phismes de l'espaee vecboriel A (sur K) ; montrer que si t et t! sont

denx elementa queleonqnee de K , ona ut+t' ' ; et en déduire

t t
gue les u, som: des automorphismes de l'algébre A et qu'ils forfnenu
un groupe abehen 1sonorphe groupe quotianu du grcnpe addlti; K

41) a) Soit E une algdbre sur un snnesu commutatif A ayant un 61é-
‘zont unité. Montrer que pour tout a€k , x -—) xa-ax esl une cierlm-
tion dans B (alte dérivation intérieure). ‘

b) Un suppose que £ est 1'algdbre M (A) des matnces carrées
dfordre n sur A ; soit D une dérivation dans B, (B j) la base
' cancnigue \Chal.if. ¢6) de E sur & .- fontrer quion =
ol P 6165 .nts de & , (a ).une fanille d’elemants de ﬁ;. définie

ij

pour i#j (dériver la table de multlphc—atlon des B E; ). el d_e_culre

Lo, L

qv;, toute ¢ erlvatmn B dans E ‘est une dérivation intérleare. :

12) Soit E une algdbre, ¢£. un i¢éa}. bilata,re dans B, P une déri-
 vation dens B telle que 13(;05 = e . Hontrer gue 1l'application de
E/ o daxs lmmﬁéme obtenue par passage aux gquotiens sur D s est
unes ac,mvatg.cm dane 1%algi bre E f'&L -

1,) Soit B une alg:cbre prodeit d'un nombre fini d'algdbres &; sur
up anneau A {’s £ .\.rz), telles que B, .2«-=E. (ce qui a lieun en
particulier si £ adret un élément u“ite) dcntrer gue i D sest une

ésa;wauoﬁ que;}.csxzque gsng E , la.restmctmn Bi de B & L est une

Cj

iérivetion de ceiite algdbre ; 1'ensemble @(ﬁi) des dérivations

de B , considéré comme A-module, est somme directe des A-uocdulss

- . - , :
A/ LE.) ; il en est de méme lorsque 2 {(B) ost considéré conue

: ; i ; : - Cho, : < 2
B-iodule ; en outre, chacun des U (E,) est annulé par tous les




NDE -~ &0 oo

s = hb .=
14) Soit E urs aipébré ‘cormutative sur tm-anneau A ayant:3un é1lément
unité. On dési.ie par 2 (E) 1a pui.ssance exterieu,re peé&une (chap 1G-S
34) au E-module O‘D(E) des dérivﬁuons dens E ; toute forme linéaire
2 sur z (E), qui peut étre id.entxfiée & une forme p-lmeaire alternée

sur ( 2(1@))p eet dite fome différentielle extérieure de degrd p sur

E ; on désione par o@ (E) le module de ces formes.
a\ Pour toute for'ne différentielle extérieurs SL ¢ ﬁ (E)
montrer aue l'aptllfacatlon i * : :
e B, ({S 0, A o ADg AD A AD L S0
Z 1) 1<9 [D-’D ]AD = “{3'-1 ADygg Ao AD ARy Ao A

&

#“"“’"‘M"
es_i; u_ne farme (p-r1 )., Lre aliernde sur (3(8}}?“, ou, ce j_.%;,;f‘\"Dp+1>

e

£

2
fon dgée

£ne

o

¢

qui “enent an meae; vne forms linéaire sur @?H (B) qu

i

per QE'Q_ (aﬁferenclelle extérieurs de $L ).

b) Démontrer gqu'on a d(u@)a-e poar toute forme différezu.s_ehs
2 *’ < - =
sxiérieure Q € 2‘ &E) (ut-iliser i'exerc.a; :

¢} On suppose que GU{ ) admet uns base (B} icicn dont

(w, }, o est la base duale dans 9 (B} ; vour toute partie Ei de
.:’. N ;': S : : 2

p élémevis de ‘i,n% ; les f‘o*znes gifférentiel les exLéri

& ~ 2 a5
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19) Soient E4,B, deux algdbres str A » Dy une dérivaticn dans &

1
D2 une cérivation dans Dg . wontrer qu'il existe une dérivation D

dans le produit temsoriel E # E4v8>E2 telle gue pour tout XEE,
°L tout y€E, , onait D (xey) =(D,x)®y+x ®{D,7).
< ! : :

B e e e e i o




