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11°M€ piRTIE. THEORIE DU DEGRE TOPOLOGIGUE.

Fonctions nunérigues dlume varizble numérique.

Existence d'une racimne quand la fonction change de signe
dans un intervalle. ipplication : inversion des fonctions continues
monotones : homéoanorphies entre intervalles. Exemples (racine
_iéme

X

n gl elle n'a pas encore été faite ; en tout cas &

- 4 logax 5
isomorphie des deux groupes, additif et aultiplicatif, des
nombres réels).
Connexion.

Premiére généralisation de ce gui précéde : foncitions
nunérigues dans un ensemble comnexe (:'néﬁ somme de deux cnsembles

fermés) (dans la topelogie induite, en cas de sous-ensemble d'un

_espace et sans point commun) : existence d'un zéro de toute

fonction qui change de signe : Lotion de domaine (= ensemble
ouvert connexe ; domaine fermé = domaine + frontidre). iHotion de
courbe : deux points d'un domaine peuvent 8tre reliés par une
courbe.'EXemples 2 physiologiquss et pathologigues, sur la notion
de courbe : chemins polygonaux, arcs connexes et sommes de tels ;
le cercle ; - courbe genre Peano.
Degré topologigue. | '

En vue de la généralisation aux représentations de BE® dans
E® , on reyrend le cas n = 1. Fonction continue gur un intervalle
(a,b) : réalise une représentation du segment sur la droite, tout
point du segment (f{a), £(b)) étant recouvert algdbriquement

e

+ 1 fois (ou resp.- 1 fois) et tout point exitérieur recouvert O

°

fois si la fonction esti suffisamment répulidre (stuickweige

linéaire, c'est-i-dire polygonale ; ou méue stuckweiss monotone) ;

¥
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pour ume fonction gquelcongue, on se sert dlune approximation
polygonale. Représentation sur la droite d'un ensemble ouvert
quelcongue. Leprésentatiocn dfun cercle sur la droite / sur un
cercle : le degré est congstant ; si le cercle {= cnsemble des
nombres réels x modulo 1) est représenté sur la droite
(= ensemble des y) ou le cercle (= ensemble des y modulc 1)
par y = £(x), le degré est égal a £(1) - £(0).

.

Pour l'extension & un domaine dans le plan ou dans B

il faut un analogue de l'approximation polygonale : ce sera
lfapproximation simpliciale (fonction stiickweise linédaire).

Hotion de simplexe s® dans EB : interpolation lindaire
d'une fonction donnde sur un SZ. Triangulation dfun enssmble ouvert :
par leé c&bas d'un &-réseau de l'espace contenus dars l'ensemble,
ét'la éﬁbdivisien des cubses en simplexes. Dans une tslle trian%
-Snai

ald

gulation, tout est commun su plus & deux S Orientation

dtun simplexe par une orientation de l'espace ; orientation des
simplexes frontidres ; tout $2°1 dans une triangulation diune
portion de l'espace est frontiére de deux SB évec orientations
opposées,‘ou'd'un seul s2.

Extension : on appellera variété V2 (terminologis & discuter)
toﬁt complexe connexe tel que_tout simplexe SQ°1'appartienneg
soit & deux S® avec orientations opposées, soit & un seul §2 :
variétés plongées dans un En+P, variétés "abstraites" ; notion de
frontiére ; variétés closes (= pseudonultiplicités orientablses
dans ls terminologie de Brouwer, Lefaschetz et Hopf-Alexandroff).
Exemples : triangulation de variétés connuves (en les subdivisant

en morceaux convexes, el par projection centrale : annoncer gu'on
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démonirera plus loin la triangulabilité de toute variété contignu-
ment différentiable ? question & débatbtre suivant les variétés
qufon désire admettre comme champs d'intégration pour les inté-
grales de formes différentielles, et aussi selon qu'on définit
celles-ci par triangulation ou par la mesure approxiaative).
Subdivision (siupliciale) d'un simplexe, puis dlune variété.

Degré topologique local d'une représentation simpliciale
c¢'une variété (dans E® ; ou bien, dans une variété, en un point
c¢ont le voisinage esi holomorphe & B, ; cas oh on fait la repré-
sentation sur une sgphére, clest-a-dire sur une froutidre de
simplexs). Théordme fondamental'; le degré dans B = liordre de
la frontiére, défini comus degré de la représentation sur une
sphére (ou une frontiére de simplexe) par projection centrale
(démonstration : il suffit de lz donner pour un simplexe).
Conséquence pour l'invariance : invariance par variation continue ;
le degré est constant sur tout domaine connexe sans point commun
avec la frontiére ; pgssibilité de definir le degré pour une

représentation continue d'une varidté dans ulie variété, avsc

les mémes théorémes dfinvariance ; extension & l'image continue
d'une somme algdbrique de varidtds (p. ex. de simplexes :

complexe algébrique ; notion de frontidre ; notion de cycle) .

Cas des variétés closes. Cas de la représentation d'un ensemble
>3 "72’
ouvert de E® , dams E- .
Bremples et applications : théoréme d'exisience de ironecker

(il y a au moins une racine gquand l'ordre de la frontidre est £ 0).
£

€y

Tnéoréme de Poincaré-Bohl (v. sézinaire Julia, exposé F (41936) par

Weil, p. 24 et 23). Applications :

A

me de d'Alembert,

)
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avec le nombre exact des racinmes ; autres applications 9
(théorémes de Hurwite 9). Application aux champs de vecteurs
(1'ordre prenant le nom de caractéristique) ; théordme du point
fixe de Brouwer. Application aux singularités des champs de
vecteurs : indice d'une singularits.

Calcul du degré : théordze de multiplication (ef. loe.

cit., p. 20, 1°) ; degré d'une transformation localement topolo-
gigue = & 1 (ibid., 2°). Invariance topologique du degré. Quand

la transformation est localement topologigue et les 2 variétés

9

>t des racines.

)

orientables, le degré (global) donne le nombrs exs

Théoréme de Jordan, métheds Lerasy (v. exposé ¢ {1936),
par Leray) : le nombre des domaines connaxss en lesgusls un
ensemble fermé divise E” est un invariant topologiqus iuntrinséque

d6.19ensemble ; relations de Leray entre les degrés topologigques
de la trensformation. Cas dfune image homéomorphe de sphdre
deux domaines, la frontiére ayant par rapport aux points de 1l'un
(extérieur) llordre C et de llautre {intérieur) llordrs + 1
{pour une orientation convenable). Exemple : le cercls, avec
interprétation ds la notion d'grdre, Conséquence : ipvarisnce
du domaine.

e

Extension sux esﬁaces & une infinité de dimensions :
notion d'espace de Banach. Théordme d'existence de Kronecker,
poar une transforumation y = x + F(x}; F étant complétement
gcnilnue {1, e. tramsformant tout ensecable borné en un ensemble
ccapact) ; le trangformé d'un voisinage de lforigine recouvre tout
un voisinage de l'originme. Applications, ici m8me ?

intégrales, éq, différentislles
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Appendices 1) HNotion générale de nombre d'intersection et coef-
ficient d'enlacement dans E° s avec les propriétés éSlémentaires.

2) Définition de la dimension des ensembles fermés bicompacts ;

la dimension d'un simplexe de E? est n.

Hote importante. La guestion suivante est mise en concours.

On demande dedonner une définition du degré topologique,

indépendante de la triangulstion, qui satisfasse & la condition

suivante :

Soit A% un espace localement euclidien (tout point a un

Voisinsge homéomorphs & En), connexe et orientable ; soit £ une

représentation de AR dans l'espace suclidien o ; alors T posséde

-4 _
un degré bien défini en tout point o tel gue l'imege inverse £(7)

soit bicompacte dans & si V = V(o) est un voisinase de o suffisam~

ment petit. BEt naturellament le degré devra posséder les propriétés
habituelles.

Le rapporteur suggdre de chercher une définition par
récurrence suivant n .-

(1)

I11° PARTIE. Espaces de recouvrement et sroupe de Poincars.

Retour sur les deux aspects de la notion de connexion. Ensem-
ble connexe = ensemble non somme de deux ensembles (relativement)

fermés sans point commun. HNotion de connexité locale (tout voisinage

de p contient un voisinsge connexe). Tous les espaces gui seront

considérés dang cetle partie seront connexes, localement connexes,

localement bicompacts. Théordme : si un tel espace est métrisable

£
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deux points quelconques peuvent &tre joints par un chenmin (image
homéomorphe d'un segment).

Beprésentetions localement homéomorphes. Chague fois qu'on aura

une représentation £ localement homéomorphe dlun espace B dans un
espace & , on dira que B est porté par & , et qu'un point b de B

est porté par le point a de A gui lui correspond. Ezxemplss.

Dans le cas métrique, et sur un exemple, on étudiera l'imsge inverse,
dans B, d'un chemin issu de a dans A : celte image inverse comprend,

sl le chemin est assez petit, un chamin et un seul issu de b

gquand le chemin ntest plus petit, ou bien il en est de méme, ocu

bien ... on tombe dans un point frontisre (TABOU : ns pas lses nommer,

en dépit de l'insistance suspecte de H.C.}.

Enoncés généraux : B &tant porié par A, et b par g, scit E

a8

un ensemble ferné, bicompect, connsxe dans A ; alors : ou bien la

-1
composante connexe de f{E} qui contient b est bicompacte dans B ;

ou bien on psut trouver un E! contenu dans E , fermé, connexe,
contenant a, tel que la composante connexse de “%(E?) qui contient
b ne soit pas bicompacte, et tel qu'il n'y ait pas de B ~ B!
jouissant des n8mes propriétés (bien entendu E' n'est pas unigus

en général). On pose alors la définition : B est appelé un

recouvrement de A si toubt point de A posstde un voisingge bicompact

V tel que chague composante connexe de llimage inverse de V soit

bicompacte.

z

Exemples : A é&tant un cercle, un plan pointé, un tore.

A

Théorémes : dans un recouvrement de A, tout A est recouvert

o o



= d =

)

Transitivité (tout recouvrement d'un recouvrement de A est
un recouvrement de A). Des recouvrements de A (en nombre quelcongue)
ont un recouvrement commun.

Tout recouvrement B de & possdde un recouvrescut (et méme un
recouvrement le plus petit possible) C jouissant de 1z vropridté
suivante : si ¢ et ¢' sont deux points de G, portés par un m@mg
point de A, il y arune homéomorphie de C en lui-m8me et une seﬁle,
gui a tout point fasse correspondre un qunt porté par lé m8me
point de A, st qgui fasse ccrrespondrevc' & ¢. Le groups de ces
'traagformations est appelé le groupe de C par rapport & A ; il ‘est
proprezent discontinu et sans point fixe (définition de ces termes).

Réciproguement, tout groupe proprement discontinu sans point fixe

dfun espace C en lui-mbme définit (par identification) un A dont C

est recouvrement.

Bxistence du recouvrement umiversel U. Son groupe par rapport

& A est le groupe de Poincaré de A. Bspaces simplenent connexes ;

U est le seul recouvrement siusplement connexe de 4. Correspondance
biunivoque enire les sous-groupes du groupe de Poincars et les
recouvrements .de A, avec les écm@lémehts habituels (immédiat
par ce qui précéde).

Cas des espaces uétriques. Groupe de Yoincaréd comme groupse
des chemins modulo le groupe des chenins réductidbles & zéro.
Bxemples : droite, cercle, plan, plan pointé, tore o ; g , leurs

recouvrenenis universels et tous les autres (discussion compléte).

o

Groupe du plan deux fois pointé (exemple de groupc non abdlien).
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Principe de monodromie. On suppose qu's tout voisinage suffisanment

vetit sur l'espace 4 ait &té attachée une classe de fonetions, de
telle manidre que si deux voisinages Vi, V2 ont une intersection
non vide, & une fonction £, de la classe de V, corresponde une
fonction fx et une geule de la classe de Vo qui coincide avec f;3

sur V1f3 Vg. Dans ces ebnditioas, on considére sur le recouvrement
universel U (et sur A lui-méme s'il ost simplement connexe) les
fonctions qui, sur tout voisinage suffisamment petit Wi, sont égales
& une fonction de la classe du voisinage V qui porte W. Le prin-
cipe de monodromie sfénonce : il y a une fonction et une seule,

de cette sorte, qui soit egalo sur un voisinage donné & une

fcnct&un dopnes ée la glasse COYPGSQOQGSPLV, & chacune de cges
forotiens on peut faire correspcgdre un recouvrement B de A bien
determs,zze2 le plus petlt sur lequel slle peut 8tre définie
(ccmme fonction uniforme, naturellement).

Si’on suppose Seulement gufsa tout £, de la classe de vy
corresponde au plus une f, de la classe de Vé, alors toute fﬁ
donnée sur un voisinage peﬁmet seulement de définir, non plus
un recouvrement de A , nais un espace porté par A {Ydomaine
d'existence® !);

Exemple : orientation d'une transformation localement topo-
logique d'un espace localement euclidien dans un espace analeg&e 3
l'orientation est une fonction définie localenent, et égale & + 4
ou & -1 ; prolongée par continuité, slle est constante, donc allé
est bien définie sur l'espace, ou sur un espace de recouvremsn

Fotion d'orientabilité. 2° Exemple : interprétation de ltordre

d'un point par rapport & une courbe dans le plan.



Critéres suffisants pour qu'un espace porté par A goit un
recouvrement de A. Lvidemment B, porté per A, sera un recouvrement
de & si B est bicompact ; alors A est sussi bicompact. En parti-
culier un B bicompect, porté par um A simplement connexs, 8s8%

homéomorphe & A. (Bxemple : il est impossible de faire porter st

par E). Dans le cas des espaces métrigues, si B porté par A
ntest pas un recouvrement, il y a dans B au moins un ghemip de
détermination (chemin sur B rendu bicompact par 1?'ad jonction
dfun point & 1'infini, qui aboutisse au point 4 1l'infini, et dont
lt'imags sur A gboutisse en un point blen déterminé, non & 1tinfi-
ni, de A). Exemple : si une tramsformstion localement topologique
de Eg dans E® n'a pas de chemin de détermination, c'est une
honéomorphie (on peut méme affirmer qutil y a un chemin de
détermination dont l'image soit un segment de droits, dfod

résulte un vieux théoréme d'Hademerd. Cf. H. Cartan, Acta 1itt.

ac. scient. Szeged. t. VI (1933), p. 85).

IV° PARTIE. Topologie combinstoire, plus particulidrement surfaces.

‘(Gette partie est traitée sommairement, de POSSEL devant
fournir un rapport détaillé).

Retour sur la notion de simplexe et la triangulation des
variétés. Définition d'un complexe ; cas des complexes & dsux
dinensions : condition pour guun complexe & deux dimensious
(fini ou infini) soit logalement euclidisen. Dénomnstration de la
triengulabilité des surfaces (= multiplicités & deux dimensions

-

= espaces localement euclidiens & deux dimensions ) ¢
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Déternination du groupe fondanental d'un complexe : on la
reméne & un probldme combinatoire, sur les couplexes & deux
dimensions. Cas du complexe fini : le groupe est dsfinigssble
par un nonbre f£ini de gdnératcurs et de relsiions. Cas du
conplexe & une dimension ; application : Gruppenbild.

Groupe de Betti (combinztoire) & une dimension ; il est
identigue au groupe de Poinceréd modulo le groupe des commutateurs.

Ztude des surfaces : surfeces closss, lours typss ; détermi-
nation de leurs groupes de Polimcaré et des Betti ; notion de genrs.

Surfaces ouvertss : le cercle est la seule surface cuverts simple-

ment connexe (démonstration dlaprés Seifers-Threlfall, note (26),
D 320, ou toute autre : guestion mise su concours). Détermination
du groupe de Poincaré et de Betti pour ume surface close (sphére

ou surface de genre D) .une ou plusisurs fois pointée.

Appendice. Groupe de Betti pour une dimension quslcongue g
définition, invariance topologique (pour les complexes finis) ;
formule d'Buler-Poincaréd, caractéristique d'un complexe. Liipdice

total d'un champ de vectsurs sur une multiplicité {trianguleble)

(2N

est égal & la caractéristique.



OBSERVATIONS CRITIQUES DE C. CHEVALLEY SUR LES I® et Ilé PARTIES
DE LA TOPOLOGIA BOURBACHICA.

g .
I. TOPOLOGIE GENERALE,

2) 11 me paraft inutile de construire dlabord la noticn
de limite dans E pour les raisons suivanies : le lecteur est
assez vite fatigué de tant do définitions diffdrentes des
‘ens. ouverts et fermébs gui lui produisent un effet kaléfdos-
copique - ayent déjd la topslogie & g 5B ; 11 ne se sent
pas i1rés attirdé par les topologies plus gé;é lsg gui viennent
aprds - enfin, on parle surtout dans E- de Llimi%es et de
Bolzano-Weiersirass, qui Cisparalssent subrepticement en
topo. géné. DBt puis, un lalus scurrile au début de chague
trés grande subdivision de Bourbaki me paraft largement
suffisant en tant gue scarr;l;te.

b) Fairs los espaces topologiques généraux avent les
espaces méitriques, la notion ds méirique m'epparsizsant de
plus en plus comms ridicule.

¢} En topo. gbémé. prendre cerrdément ume notion fondamen-
tale et construire lindéairement & partir dlelle. Le mieux
est, je crols, de partir de (0). Repousser en appeundice les
autres noints de départ possibles en les ramenant tous & celui

gul a2 &%té choisi.



LIi. ZIhéorie du degré topologigue.

Pour introduire la notion d'approximastion simpliciszle,
partir dans le cas de n = 1 de fonctions contvinunent dérivables
(par ex.), donc stiickweise monotones, et monirer que le nombre
de racines ne change pas par variation petite dans le chanp de

ces fonctions. Ceci laisse présager qu'il pourra se définir pour
des fonctions guelcoagues.
Je crols que la chose sssentislle pour les variétds est le

caractérec localement suclidisn {pour les points du bord

&
vVoisinage : ube demi-sphdre). Les définir d'sbord comne csla,
puis dire quon a bescin de irisnsulstion prour counstruire des

Le doubls gens du mot frontiérs sen topologie me parait

bien génant ; je crois qu'il favndreit le remplacer par un autre

en Ttopo. générale.



