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¢ ©1. Applications algébrigues. La méthode d'Hermite.
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On doit & Hermite ume trés intéressante et ingénieuse appli-
cation de la théorie des formes guadratiques et des formes her-
mitiennes 4 la recherche du nombre des racines d'une équation

algébrique situées dans certaines régions du plan complexs.

Nombre de racines dans Nous nous proposons de chercher d'asbord le
un demi-plan. nombre p de racines {comptées chacune avec leur
ordre de multiplicité) d'une équation
(1) £(x) = ast a,x + aex? = anxn =0

situées dans le demi- -plan (ouvert) Sj,x > 0. L'idée directrice

"de la méthode d'Hermite consiste & associer au polynome £(x)
une forme hermitienne dont le pombre de cerrds positifs sera
ézal au nombre b, et dont les coefficients s'exprimaront ratioﬁa
nellement en fonctlon des partles reelles et partles lmagmnalres
des coefficients de  f£(x). . '

A cet effet, considérons le polynome dont les racines sont
conjuguées de celles de £(x) - ‘
(2) £ (x) = a + a x - a = +'§#iu
et formons le polynome symétrlque en X et y
%o n k

(3) K(f) = __i__)f (V);"f(y)f (Z.} A% hg
, X(£) = 7 2
= y ‘E‘&E’:@ %m@
Si on prend la gusntité complexe conjuguée de K(f), on obtient,

N ,

en remarquant que f%(‘i)': flx) ot flx) = TH) 1iidentité

$ en x et y i i . . o%a o2 .
ié el 8 o
5 =0 %@ hk =20 '&@a@ Ahk
dfod Zﬁk A, = Akh quels que soient les indices h et k

compris entre O et n-1. I1 en résulte gue la forma bilinéaire
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(4) B{E; uo,,u”...,,un:,z) = go ;2: T A%, 2

-

‘ost une forme hermitienne & n variables, que nous associons &

tout polynome.

Calculons maintenant 1la forme hermilienne H(f1,f2) du produit

de deux polynbmes

o : 2
f1(x) = b+ b1x 4 ng +...+ b

: 2 =
= +ooa
fz(x). cot e, x + C X +ecx
On voit immédigtement qu'on peut écrire

K(2,2,) = £5x)E,(7)K(E, 7+ 2, ()N (y)K(E,)

r

(r + 8 =n)

o =i, %t %2
= h_k
K(.fﬁ) 7 %ﬁ ;@Bhkx J
. & & h_k
-4  z-g =20 20 .
Blryg )= 2L 28 e atie Pl w2 o
1eo 26 hk 1 O 1
; D=2 G2
+ Z th(b x +b xh 1+°“+br h+r\é’?? 5 B,y k1 +o. .45, k+1‘)
co Ao=o

d'od l'identité fondamentale

(5) H(f1fé;u0,u

)3 H(fﬂlsvoav‘iaﬁQ‘)gvrc’%)‘%— H(fg;woyw‘gpanag

ao:«oau

1 n-1

o les 7, ot W sont les formes linéaires sulvantes en

ot Mo iy

= +3c =z e
LY o?h*’°11w4 -tou (b =01 . -1

— 1- £ . =
Wk 0 uy + b1uk+1 . + bruk+ (k=0.%. .. 8=1)

On remarquera que le déterminant des formes (6) n'est autre que le

(6)

i

résultant des polynomes f1(x)‘et 'fjlx), mis sous la forme de

Sylvester ; ces n formes sont donc linégirement indépendantes

i“
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si f1 et g:' n'ont pas de racine commune, et sont effectivement de

degrés r et s respectivement ; il en sera en particulier toujours
ainsi si le polynome f f de degrés n n'a ni racines»réalles, ni
couples de racines conjuguees. '
' D'autre part, on a
' K(x - G)=0-a
dlott (7) H(z-a ; u,) = (o - @) U,
Cels étant, si a,,0,,...,a, sont les racines de T (distinctes ou

non) l'application par récurrence de la formule (6) montre, en
tenant compte de (7), que l'on a

' %
(8) u(r; uoyuvm,u O né & (a -w) v,
les V étant des Tormes linéaires en uo, u1

piw ety

- f-1
La remarque faite ci-dessus au sujet de la substitution (6)

montre que, si £ n'a, ni racines réelles, ni couples de racines

conjuguéses, les formes Vi sont linéairement indépendantes. Supposons i

au contraire gque T ait au moins uvne racine réslle ou um couple de
racines conjuguées ; soit g(x) le plus grand commun diviseur de £(x) |
et f%(x)‘3 r sont degré, et posons L = gf, ; en appliguant l’identité%
fondamentale (5) au produit gt,, on 2, puisque K(g) = f
q ool ) = B(£,; w, W1"'°’Wn=ru1}

ce qui montre que H(f) est reductible & une sonms de n-r carrés,

H(f;u 20

et par suite que les formes Vh de la formule (8) ne sont pas

linéairement ;ndeyepdantes._

En réunissant ces résultats, et tenant compte de la loi d'inertie §

il vient le théoréme fondamental suivant :
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Théoréme 1. Soit g(x) le p.g.c.d. des polynomes f{x) et 2% (x) -
si r est son degré, le rang de la forme H(f) est égal & n-r ; le

a2l au nombrewdesmraclnes“de

nonbre de pes carrés positifs esi égz

1'équation f£(x)/g(x) =0 situées dons le demi-plan g x>0 ;

le nombre de ses carrés negatlfs, au nombre des racines de cette

et il suffit gue £ n'ait ni racines réelles, ni couples de racines

conjuguées ; dans ce cas, le nombre des carrés positifs de cetts

forme est égal su nombre p des racines de 1'égustion (1) situdes

dans le demi-plan CJ x>0 . :
~ Corollaire. Pour gue l'égaation £(x) = 0 ait toutes ses racines

dans le demlaglan Zf X >0, il faut ot il suffit que la forme
assoclée soit définie positive. ’

Polr;omes»éwcoefflclentswréelso La méthode“précédente ne résout pas

Nombre_dewrac1nes,réelles' ~ compldtement le probléme posé ; elle le

dag§_p§M;n§ar¥§ll§a . randne seulement 3 la recherche du nombre

des racines imaginaires d'une éguation &

coefficients réels, mais ne permeﬁ ﬁas d'effectuer cette recherchs.
Ce dernler probléme revient év1demment chercher le nombre des
raclnes réelles d'une équation a coefficients réels ; Or, nous allonsé
v01r, tougours d?apr%s Hermite, qu'on peut encore associer & une :
telle équatlon une formew,

uvadratigue, dont la décomposition en

carrés permette d'évaluer, plus généralement, le nombre des racines

Zéelles contenues dans un intervelle guslcomgue.

Etant donnée l'équation & coefficients réels (1), et un bhombre

réel arbltralre t, considérons le polynome de degré n_
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(9) £¥(x) = (x-t)2'(x)
et formons le polynome symétrique en X, ¥ .
Nl =
h k
(10) = Z : Z Xy
'£=0 %50 Ahk

Les coefficients A,, étant réels, nous associerons & L la forme

quadratique & n variables

%8 Ao
(11) H(f;uo,u1,...,u 31).5 _2; ‘222 APt
Calculons la forme associée au produit fﬁfa de deux polyhomes &

coefficients réels

fﬁ(x) = hg-? b,éx-é‘ b

2 gl
.:+G 2 © G+ b X
2X T

(]
3
S~

(r+a;

f£(x)=ctcxt ¢ ...t o x°
= o] : &

)

»

2

On voit immédiatemegt gue lfon a
K(fafg)ﬁ; fa(x)fg(y}K(fq )’rf,!(x)fq(y)mfa)
d'of 1'identité fondamentale

(12) .H(f1f2;uogu1,aobgun°1)mﬁ(f1;v0;v19,,cgvraﬁ)+ﬂ(f2;wo,w1,e.,wsgq)

7, = ot Cay g teoote (h = 091,°°°3rf1)

bu, + b,y qte. 4D U (k = 0,1,...,8-1)

i

gvec
1.

(13)
B g
Le déterminant des formes (13) est le résultant des polynomes f1
et fé ; ces n formes seront donc lindairement indépendantes si
f1 et fé'ﬁ@ont pas de racine cémmune, et sont effectivement de degrés

r et 8 ; il en sera ainsi en particulier si £,f, est de degré n et

Remarquons maintenant gqulon a, par un calcul facile :
pour £(x) =x - o |

(14) H(x - @ }1u0) =(a -1%t) u

pour f£(x) = (x - s + 8% , 81 s 4 t

]

(%)
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2
(15) Bl(x - a) + B U u1)~ %Eéavt)u a(a +8 w@thlj
- B i(a«t) + B } uoj
gi a=t ,é 0
2.2 2 w4 ”
(16)  H((x-a)™+ 8%; v ,u,)= 4 B t(u,- o /'t

et enfin, si ¢ =1 =0
(17) B(=® + 6°) = -B E(u+u) =(u, u)gg

Cela étant, on peut toujours décomposer £(x) en un produit de
facteurs lindaires & coefficients réels et de facteurs du second
degré & coefficients réels et & racines imaginsirvres. En gppliguant
par récurrence l'identité fondamentalé (12) st en tenant compte
des relations (14), (15), (16) et (17), ainsi que de la remarque
concernant le déterminant des formes (13), on a finalement le
théoréme suivant :

Théoréme 2. Si_f!x} n's pas de racine multiple, et 8i t n'est

pas une racine de f(x), la forme H(Ff) associée & £(x) est de rapg n ;§

le nombre de carrés pogitifs de H(f) est égal au nombre de racimes

réelles de f(x) supérieures & t, gugmenté du nombre de couples de
racines conjuguées de f(x)

Il s'ensult gue, si on considére deux nombres réels 't <t ts s

qul ne soient pas racimes de f(x), et les formes quaaratLques

B, (£) et H (£) corraspondantes, le nombre de racines de £(x)

contenues dans l'lnterValle (t,, 2) est égal au nombre de carrés

positifs de H, (f) diminué du nombre de carrés positifs ds H,(f).
On psut considerer que le théoréme 2 résout compldtement,la
guestion posée pour les polynomes & coefficients réels, car on sait

toujours, par des opérations rationnelles sur les coefficients




= 9 =

d'un polynome, recomnaitre s'il a des racimes nultiples, et, dans

ce cas, le décomposer en un produit de facteurs n'ayant gue des
racines simples. '

Remargues. 1°) Lorsqu'une éguation (1) (& coefficients quelconques)
o des racines réelles ou des couples de racines conjuguées, on peut
cependant déterminer le nombre des racihes situées dans le demi-plan
igzx > 0 de la maniére suivanté : 8i h est un nombre p@sitif,'
1'6quation £(x + ih) = O surs le méme nombre de racines dans ce
demi-plan, et n'aura ni racines réelles, ﬁi couples de racines
conjuguées, pourvu gue h soit suffisemment petit ; on formera donec
1a forme hermitienne essociée & cette nouvc?1e”égaatlon, et le signe
de la partie pr1n01pale de chacun des coeff1c1ents de 88, décom3051~
tion en carres permettra d'obtenir le nombre cherché

20) La connaissance du nombre de racines d'une équation algebrlw

gue dane un demiwplan ouvert permet d'obtenlr le nombre de racines
dans beaucoup d'autres domaines. Tout d'abord, on a 19 nombre de
racines dans un~demi»plan fermé; par différence et par suite le
‘ nombre devraéines sur ﬁne droité 5 yuis'le nombre de racines dans
tout domaine circulaire fbrmé:ou ouvef;, par transformstion homo-

graphique. Plus généralement, soit % = ¢9(x) une fraction ration-

pelle quelcongus, et, si x{,xég,oogx& sont les racines de £(x),
soit_g(t) le polynome dont les racines sont @(xi) (i =12 .. .a)
pplynome qu'on sait,former par}dés calculs rationnels ; on connaitra
le nombre de racines de £(x) a0 tons dm o o plan des x de ls
forme ;1(0), ot C est un domaine cirenlaire quelconque du plan

des 't .
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On peut aussi employer dlautres procédés ; par exemple, si on
considdre la différence p-p' entre le nombre p des racines de
f(x) dans le demi-plan fermé Zf x > 0, et le nombre p' des racines %
de l'égquation f(ﬁeih) = 0 dans le demi-plan Qggggg if t >0, cette
différence est constante et égale au nombré de racines de £(x)
gituées sur la demi-droite x » 0, dééﬁque h est positif et

suffissmment petit.

Exercices. 1) Gcmment peut-on évaluer le nombre de racines
d'une équation algébrique contenues dans un rectangle {ouvert
ou fermé)?

2) Montrer comment la méthode d'Hermiie psut sﬁappliquer"
directement & la recherche du nombre des racines d'une éguation
(1) contenues dans le cercle unité EK@ < 1 ; on formera

-le polynome

7 - =
£7 (x) = +
(x) a, +a ,

dont les racines sont symétrigues de celles de £{x) par rapport

X +.... 485
, o

& la circonférence %xg = 1, puis le polynome gymétrigue en x, ¥,

: ¥* -4 Mg
K(e) = L (-eeNx) | Sih ot
) z6 #£=e e

Examiner quelles sont les relstions entre les coefficients Ahk
et montrer gu'on peut former, & l'aide de ces coefficients, une
forme hermitienne dont le nombre de carrés positifs soii, en

général, égal au nombre de racines de f£(x) contenues dzns le

cercle ‘% x a<:1 .




