COTE : BKI 06-2.12

LIVRE VII
MESURES ET DISTRIBUTIONS
CHAPITRE I (ETAT 5)
ESPACES DE RIESZ

Rédaction n® 070

Nombre de pages: 25

Nombre de feuilles : 25

Université Henri Poincaré - Nancy I
INSTITUT ELIE CARTAN - UMR 7502
Bibjiothéque de mathématiques
B.P. 239
54506 Vandoeuvre-Les-Nancy







a2 N 8 i
& . /N @
o O b &3
oa 0 L i
G ;
{ & vy Y, & Fam
s i o o
&Sk W] s ) S
S kS 29 g
_ 7 ) o o) & 8
© 9 0 o @ 3 %W@ 0
S el 2 A Bl eo
) 2 { R Gl
H 8 S + | Ll
L0 E 5 o |
SO ls e ® = s
SN O MR ) mm,w £ (e, )
A L e ot - &
fiod WM © & ) G
O Le @ ot} @ @O )
M_Nw mﬂm Z 8«.. dn&. ()
| &8 N+ Ty
0 ﬂw Wv@ @ A L )
= et CU AT e W G §a
oD B N (oo dee Ty AN o @ hE
=l » 0 3 £
£ s oo N My 4 o
i s ey s s B e P
: @ B0 deien g e s ] e B o
m 42 el b R & &
ol el el e 2 4 |
bR RN S R OB o &
g Moo e B & S o @ 0
= o 5 i g
en ey e g e R g =i @ b
. ] SHD el R e W = 2
= @ gy s s @ 2 o
B oaen s . Hg aa Lsie 5 & {
e e R o T o & :
Sl 8B @ 0 ® = I el
\ 1 ] ! ) =3 s Ce G ==
U2 m 2 E Q0 & 9 bk O O ol o e @ , ,memmw
ol (4300 ondi i By L&) DRI s & o e o
o M s N2 A o o GOl 8 e 0
73 - 0 Moo mw mle T g G s
= Qe vy ok Qe 0 Q)
== (i V5 L e el @ B o e o= &
Qe €8s m S o AL e o
B o QO B ey od e B @ et o
) B e m L Sl S e s e R et
T T O S A o S Qs
e el (o i e Qm [ 8 = Sl e 0
(RO U T o i o S e o SR O ) ne g
9 e ) £l <= S
& ..m. vt (S B Mw e % S : Dae e
: 4 = i ey iyt Iy A o gue
Al BB e (@] sl e m
o mu Ot e B D e BT et G i
s N 3 Y £ ) ) uhd i uuwu R i
S e S e e sl e
24 @ o B i S R G o O
W 4= m o O 0 o
@ i} vl feay ?M m@, o 3
- H o o = 4 =




b

niss

de le

@

o LA

structu

i e

&

=

structure d'espace vectoriel et ¢

=

, et si on munit l'ensemble prodult

des structures correspondantes dss fa

dos yelstions difordre des

2
&
i

4] e ; 3
g e ! ot
g & E o & 4D ot &8
RS e . & o e @ S LS )
e = ® O 0w @ ) ; B2
& e @ @ L & & el el e
b= o 4 o4 el (0 & b i
& A 4 o ) s &8 & awrd S
g W Q>R o B0 & e 2 @
o~ @0 R e e B A K o\ o
oo M () ed o Q aged) bt @ g al .» { 3
S @ h 9= o o ® 0 2 s
ﬁhw b s »‘mw m St w.,w,,, (m »,M»W Lo B o 3 Lo g
0 B @ sh o 3o
Bs & @ Lo @ g = ot s LR A v B e
o} SR o B ) B & PO e ey | :
o’ o Q Q! B e 8 o4
a g Bl D @ e S ) e o o @
- 00 g W g o & o 0 e
Bl (O = W L R s G e e 4o e
£y . = aq LR o @R oe g
i g 8 8 P& W S ¢ o
4 8 & gooed i & A
Wl i ] © o B s (&
) S e e 4 (il oS ” e s e G
(e ) () @ww @D M@
oo 2 @ e e gt :
£ D S D 2 0 Vst 0y
eSS S - (0] o £ & @
ol e 4] £ o 3 (@W S (o
P Qo (0] 2 &3 Ul s W e
© e oj ) o] o 20 2]
oo o (] A el i 23 e o el
Sy (oYl ) B =4 Fon
(o Mo [0 L IR e g 8 e
93 e o g ems S
¢ \ A 0 ) ot bl e A
0o (T S B Qi Bao @ bl
Md_u E] ﬁM ) Y mn.u.@ m.:_“ q ..,H,HKN.y Oy % T
P S e e ) + oM -
) & ] @ ¢ AR (ot oo @ e Sat? 3
W le n LY S0 s Hoos ;
MWW. wamuw nm () - e ] )@ % e Y o Qi
5 {; ! @ ; W.s. oY,
O 0 ﬂ ] L] m,Wu L3 5 N 9 \/ (0] (@] x
N o T RIOY e o R B Qi W i ) '
o O el RSy (o T ) : e 2 -
e = £ % 9 MW ) o e ku s L s e iy
G o A oa & oy L @ i m.w.. D @
s @0 o s ) (e gl s i
[l e e B @ (e} 42 m ol D : (4} ;
W @ | DY ) o O IR G ) L)
@ RO e =W D =g « oW g g ke e W e Gy
o] Oy e 0@ o &3 (o { si=f (6] w
g o8 o w0 B 8 4 Q@ AR <4
~ & o O O O g~ gl eniiial ) =)
@ [ s ) ém. 2 & =0 8] @ o
L R TR R (B e BEQ a b el MD SRS
) 0 P : 3 QW o e 4
s e O e R 0 (& o sl B e wefe) I
S B =3 e im0 e m . “d W &
(R e L) 2 L & & P e L8 (&)
e 24 m o) O = (@il ; LD e R
0 it e fo SRR ¥ o onEN G Y e b e T O o
D e D e D D@ ey m s % L e
Byl B e D (3] = o e 20 0 (@ £ (i S 0
DR s 3O s b ) VAN
g e oSl e B Rl G R a e ¥
O R el Bl e D e e
3 £ now S e Mo Se o
owe el e S e MDDy sl O




nour touts’

5y

AE

X
/
<d

ut que

=
&

Cone

AR

PEIR

5
st
©
PR
£
Ly
H @
B e
\ ot
o
i Y
X o
et £
o
&)
W.W
e
ot
, 9
) - )
] { © A
Ve #00% £ oy
o Fe o ol
iy equet’ M Mu.w.w g \mw&
L T et

6)

¢

N

()




8y 5 X
@ S @
i ey &

&
=he

‘,:_.& § L%

2@
B ) DR
NGO e ed el {
&y & w0 :
[l | O RN s ) N &
s e O R O
: ; ; i s &%
N / e e PR : Sk e )
X ShOSHENR o ae an S o SR {45} &
e T o oy & ;
: . O K @ el e e o)
£ e Soim e ) ©
St iy SR QR u &
3 e e el VAT :
Sl D i £
) L J bt i
ey RO 43
e e
BT g o i e 3 ; ° & LA
L LN ] LR sl = ®
(o Cam HHRT O I 7 BN R O S TR T SR ol
BN o R e el sl | R
5 <N R e E e e e i 5
e e & :
4 Colmi s R O (SR e T R T D
L ) i) YRR W el b
UGy e & 4 \ [t R ) I B e o
GR sl e e D i N
Wl e ) U Ll A L
SR T 430 sl B ey D B
N : %, e Ao (V3] 5
e OIS D e O o
ek SR el Bl S @ ;
B ogs s o s N s oE N @
U e D s Gy : 52
i L e B b DS i =)
She | i e b fa S R ! S P R Lot
T ; (e b b P D SR (5)) ! S A2 S m@
N e TS D e e e S . tg.
LS e B S @ &
Pl L R B R o PR i) & £ ) )
Bt RN ey 2 e S Qo o el @2 .
RS T s e S s R ) O e = S o ;
£ b e s P 2 R
S8 & e J 4 oim e il s
& o s ARG (WIS o TR @ (),
i Gl S0 o o ,
@K e O S = e ) o

ool

@

5]
5

supl(x,inf
smill
cotte rs
|
T

ami
v

<
7%
B
54§

C4
7
0
o

inf{x, s
8
tipic scalsire
> 5

3 Ww 2 B 2 = (Y
e ) B el find i

Mollg NS0 e sk 42 QU @

I o R o RS R 0 o3 B e 4 % ol

; ) } 46} ) Fay Q) e e

e R e D : i ,

ol NI SO G ) Blan @y ¥ A e A
g e e e R e R g @ o S e S el
| e e T e e G ot
B e e R G R G e e T T Lo e
Q. S AR Q. O 2 (e

i bt o v C R RO T DR ol S &




WRxegz, 11 faut et il su“fit que 40 P 0&”@?@?@ -

ost-a8=0ire gue tOBt zaiE salt de la forme y-z , ol x ot y apgarti

cle

neat & P - 2G doux 616ments Qﬁ@l@@mrvas de P admettent une borne infé-

rieure (ou uvne borme @Q@ﬁrlﬁﬁw@} {ils. chop. VI, 2 ‘}5

L

Examglee Dans 3¥espac@ vectoriel E des primitives de foncticns

A b qas ia siructure diordre ainsl définie sur B définisee une stfu@a

©ni=

réplées {?on@t,var.réelleg chap.l I,51) deus "ﬁ'intagv%wle.l.gj)%% -

il est clair qa@ P est un secteur @@a,gu@”@@a e ot gue P/I(-FP) 8

#

montrong que sur F , P définit vnc structure d'espece de Riesgz.

) effe@, soient x ot y deux fonctionsg de P , zé et y¥° les fouetl

?@glees 20, der;véau 84 droite de x ot y dans I ; 81 2zeP of

%-z<P , y-zcP ,ona zé;;;,@’g ;éagé Z 0 g«zﬁ 7 0 ; on en

e s

déduit aussitdt qus la fonetion ueP primitive de la fonction
réglés inf(xé, g&} eat borne inféric ure de z et y dans P (pour
1a structure dlordre définie par P}

3, Sous-espaces d'yn espace do Ri@gg.

ﬁit B oo es aes Q@ Biegz H un sous-espace vectoriel
§ 7

O
&;"5"

1a structure dfordre induite sur B par @@&&@'1 B est vl lemment
‘,@o@@atible avoe 1o etzuctar& dfespace veot@ri~l de H ; nois l'cepace

vecto i 1 ¥ ainsi d4Tini n'est pas nécessaircment up espece de Rleez.

ﬁa @X@Mﬁl@ dans 1'e cepace de Hiesz toubes les @zcE&Q;&
nunérigues d6finies dans un iﬁu@f?@li@ compact Ic &= , 1o sous-

espace H des polyx

et g sont deux p@lyn@m@a, imf(fggg niest pas un polynome en géné

{nfeyant pas neéceesea

e o &> < % e T s
g1 on =avy&g £ <
-

réduit & 1a fonction O . Soit T le sous-espace de E enpendyd par P |

mes n'est pas un espsce ds Riesz ; en éffet, si ¢
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> = O =
tel qu@ hyf et hyg, il»a’QVEgt@vqmeun nombre fini de points
a; €1 (ﬁefl<<r) tels gue h(a )»f(al} et un nombre £ini de pointe
"bjé (1< j<s) tels que h{b §mg ﬁ)’~ 11 exlsﬁc un polynoms non
nul w2z 0 ayunt en chague palmt 2y (resp. b, ) une racine dount
ltordrs de mpltiplicité est strictenent supéricur & llordre de
multiplicité de éi.(resp. bj} comme racine de h-f (resp. h-g) .
Cn en déduit aussitdt gque pour tout e >0 ; h-inf{£,5)-sw est 20
dans un voisinage de chacun'@ea volints ai,bj , ot par suite, dé@

=3

que & > U set asesz petit, h-ew® > inf(f,g) dans I, ce qui

rouve qu'il n'existe pas dans H de buza@ supérieure pour l'ensem-
bis '%fgg L. '
Dtagtre part, il peut se faire gue H solt un espace de Riesz, mais qus,
our deux &léments X,y de H , la borne supériecure de X et y_@ang 1
soit distincte de la borne supéricurs de x et y daug B (v.ci-dessous,
exenple E}Q’L@r que, pour tout @@nglg dlélénents %X,y de B . ié borne
supbricure ﬁ@pixgy} de x ot v dans E est auvssi leour borne supérieure

dans H , nous dirons qu@ H est un soues-08LECS

- Pour gu'un sous-es

.,;
3“%:)
o
iR
gt
=3
=3
]
&

B goit propre, il fauﬁ et 11 suffit

2
i B
!

Mx
0.

s

La conditiop est évidemmout x| = pupix.-z) ;
elle est suffisante eun raison de 1z relation i4) .
Exemples.- 1) 83 B est un enmemblis @ﬁ@i@@yqaas le sous-espece ;
'Q% (8) des Tonctions n&mériqa@@ born §§g dans E est un s@ugnespa@a-
propre de l'espace de iiesz ?%:E‘da toutes les fonections numérigues
définies dans B . 51 B est up topologiqus, lleusemble © (5]




rébiculé si toute partie

v\p%

- plus bard que l'ensemble H des fonctl

s
.

&

dos f@m@tlons ﬂﬁﬂ@?iﬁ&@% continues dans B est aussi un sous-espace

E

proprede R .

2] 1 est un inter gallv quelcongue dans

fonctions numériques g@glé@e dane I est un
3) Soit I un intervalle compact
de Biesz '%%1 1tensenble A des apulic
t —>ottf de I dans R estun

e

si T ot g sont doux Glcments de

Vet
O
K]

égale & max(£(a}, gle)) sav point

point b, est évidemme at la borae

Z

en général, cotie Ponction est distincte do

sup(f,g) de T et g dans

" 4) Soit G un ensemble ouvert dans

P

’%{A 9 'gﬁé;ﬁ @aﬁ'}}.ﬂ é@g

sous-egpace propre de

un sous-espace de Hissz ds

pro.re. |
C k&

£

Zspaces asgalamcnt

THITION 2.- On dit gu'un espac

Exen 3@3, ?) 31 B

fonctlons ﬁaméziquﬁﬁ

e . ' —E - :
borne supérisure dene K dlune fans

envelovpe supdricure

Plus zbnéralenent,

w
£ % =7

ment réticulés, llcspace produit

véticuls.

£
(U
o
O
@
{On

L %3 ¥

icule, ls

T
LaNe £00

dfespaces sbgolu-

est un s\aﬁe abeol&men




Sl 1

&
e ey

25 i b ost un ensemble guelconque, 17 ospace %'(E) des fonctions
'num@Wiauss bornées dans B est abselumenw réticulé. Par conﬁr@sfsi
E easl uun espace tepalogiqu@; iloapace zjg(E) des fonctions numé-
rigues continucs dans E est un es@aga'ﬁ@ idiesz qui n'est pas abéowv

lument réticulé en général (cf. %J‘%Q?@ 9}. Par exemple, si E = %’% .

&

et sl I s}@ﬂ E , Liensenble & des Tonctions asmin&ea y(t) telles

gus X £ 9y {f@nm;on caractéristique de 1) est majorég daus

‘{/ ( fg} nais zﬁa as de borpe supérieure fi"m cet espace, car
3 2

pour i;@m;e fonction continue u 2> 9. , on 8 yflé. continuité 1 {Q},}f
donec il existe o >0 tol que ult) >0 pour -0 <t 0O ; i1

egxiste donc me‘f’amtion continue ¥ > 0 , nulle hors de 1'i n’t@r%
valle ,\éw& 0[ et telle que O < vitl<u(t) dane cet intervalle ;
done z:z:av 7 @E , € gul démontre notre pr@p@gi%mnp
) Les egpaces de Riesz définis dans les exenm: }lau 3 et 4 d,zg. 2103
Bont abgs@lwaent réticulés. ‘
Pour mﬁuw espace szfdomé soit absoluzent réticulié, il faut &t il
suffit : 1° gue B s0it un espace do hisez ; 22 que tout @;ﬁag@m@},@ A fomb

, ait uns borme

%
2
&)
“ o
@
et
(a
b
guJe
2
AN

dtéisments 20 ., &-,a'g@ré et filtrant pou
supéricure dans B C?c st ﬁviéeﬂmmt néessssivre ; inver &&;@m ; BUppOSOnS

_ces conditions rewplies, ot s0it B unme partic ma forde de E : ll'encenbls

= 5
£ des bornes & nérd rea Gea Ple e P e o ae T ot }k e et e
des bornes supéricures des parties Tinles ¢e 3 est Filtz anl pour s
SISy c - il e o s 3 > N7
rolation < ; so0lt & w:a de ges élouments, ot C_ 1l @;mw@ des xeC gui

am*{, ;;g, ;3 8l n@ug‘ pz‘@mmzzs gue '%, parrel admet une borne @upé:i@mf@ ;

cette borne sers sussi la borne supérisure de B . Or, C‘E&-—a est un ensem-

ble d'éléments 7 0, majoré et filtrant pour le relation £ ; il = d&:&zﬁz '

une borne supérieure, et il en est de mBme de c .

|
|




s N em
&

il est clair que toute partie miporée d'un ecspace asbsolument réticulé
E edmet une b@f@e xnzérlemra dans B . 7
_Un Souz-s8space Qrogre H d'un agp&@@ a@&ﬁ‘ﬁm8£$ réﬁi@aﬁé_@ n‘est pas

tovjours sbsolument réticulé, comue 1e montre llezemple 2 ci-dessus.

ey
e ;»'
o

outre, si H est propre et absolument rétiocnls, il se peut que la

born suﬁerﬁcvfe Gong H d'une partie A de H na ﬁoxew Zana H , soit

7

distin t@ de la borme sa,’;mmev.ra de A dapns B (excre. 93.

& 2

" DIFINITION 3.- Dans un espace sbsoiument réticulé E, op dit gu'un

sous-espace vectoriel B de B ,ggt.ﬁ@@'%@péaq 5911 setisfait aux condi-

tioms suivantos : 1) les relations xcB , ye& of iy} < | %]
£ ¥ S < o

,@gﬁfaiﬁ@ﬂﬁ v ¢B ; 2) pour toute partie X de B , majorée dane E

B

i bozrpe ﬁam’ri@ gup £ de X dens E sppartient & B .
Bxemples.~ Tout espace de lHic esz sbsolumont

une bande. Dans llespace ‘?g& des fonctions nunérigues définies

= e < T S Smaa e e o e o s T
dans un ensenble B , l'ensenble dos fonctions nulles en tous les

e eon B - A o T g s R
points d'une par t&@ A de B forme une bands,

Il résv 1te aagsit@ de la @éf@ﬁ gue @i B sst une ?@nﬁ@ dans & , pour

toute partie X de B , minorée fans § % apr &E‘l@ﬁ& & B . Toute

3

in:
bende B done E , mupie de la g%rﬁ@ﬁaré dgasgag@ veotorie 11 @fd@@ﬁ

indvite @ar celle de B , est évi @Wﬁ@%t un espace absolument rétiaulé,

0
(o

t pour toute partic A de B , majorée dans © , la borme su spGriours

dans B

hmiile e o = o .
de & dans B esv identique & S8& DoIne

3

: : 3 e o B o k"
un sepoce absolunent

& i 7 s 2 : 2% s 53
Bl e oy e 2y Al e P S l A
dintoroention dione Toniliie de

rébicnléd E est encore une bande ; comue Ellm;mmém@ est vne bande, pour

%@at@‘@arti@ i de B , il existe ume plus petite bande @@ﬁuaﬁaat‘m s

cn égwm gue clest la bande encendide ?&E o




= ’%Qn

PROPOSITION 2.- Soient B un eBDacs absolument réticulé, o uwn &lément }_

quelcongue do B . Soit A l'ensenble des =xc B tels gu'il existe un

entier n > 0 ;Qour legusl {z; < nla} ; soit A' I'ensemble dog bornos

g7
gupéricurecs dans E des parties ma'»arme& ds A formées &?G.&,Jm cnts 20 .

M"‘

Lo bande B @n;;endma nar a es lé@ﬁ%i&&@ g 1 ?eajgaee vectoriel engendzré

par A! (cgégt 4-dire ici & 1'ensemble des ymz ; of ye A! ot ze AY).

11 est clair que B contient A, donc 1'sspace vectoriel B! engendré

o

par A'. Tout revient & montrer gue B' ect une bande et que a B .

£

I1 est irmédiat gue A est un sous-espace vectoriel de E . Si y=sup U

ot z=sup I sont deux 6léments de A* (M et N étant des parties

majorées de .&} , ¥z = gup(lFHli} eot. pour tout A 2 0

)y = eup(/L}) appartiennent donc & A', ece gul prouve gue B! esi

1lensemble des y-2., ok 7 et z pavcourent A' . Soit ¢ un Slément de

At - mon.Tons gue tout xc E tel que O¢ Z?;ﬁfc@ appartient & A' ; en

u)
§ =
(6]
iy

N

effet, ona c=s8upy , ou Ml eﬁ’r un enst &
yEN
- SRS ERC s G e e % ; = = =
cn a donc X = :g,mwbﬁ) = gup {&:e,glwz;,ﬁgr 3} (Pormuls (12)) ; mais par
; ; 5?», :

: B e Lt = Es s s s e e Y =
définivion, on 8 iv i{f;g)gﬁ - dome xe A' . Op en d46duit sussitlt gue

L

L
i
1)

g1 xeB | X”é‘i;';z:" eppartiennsut 4 A' , donc |zl € A' , el récipr }4

quenent, ce gui montre en ‘prezzie:r: lieu gue & — B ot en particulier

2 B! ; disutro part, si xeB' , ot |y| £ |
(

done vl c A' ot FeB . Eﬁfim soit (x ) vne Ffoamille majorde ¢'6ié-
L3 ¥ 7 & ?

ments de B! |, et s0it a8 = sup x dops & ; O apres les ,o.@mz,wg (10}
4 % ; - ;
2 § i Sr 2
& 5 ¥ s - = i ; 5 = e b
et {11), o 8 8 =sup x , et a = inf : comms les X appsrtlien-
2 - 2. 3 3 i
=5 < ; : .i_. -
nent 8 A' , ona aec A' : d'aulre part, oma == € A' , donc
e
= uwgz \L s 00 M est une partie de A formée diéléments > 0O : on
R - 72 z
e g = il ; % Y 0 3 s s
en tire swup X = supli ) M ) , donc & ¢ A ce cul acheve la
7 2 % :

S




e !
Par exemple, daus 1l'espace R° des applicatigaﬁ_égun cusemble B
@ans’%i , la bande engen&ré@’pax 1a Tonsction constante égule & 5
est '?%,E‘tout entier : l'espace A est iei,lgespace *5%{@) des
famcﬁians bornées, et toute f@n@%i@m' £ 20 est b@rme s&péfieaxa

-

bornées

gah

dans %% é@s &0ﬁgtr0ns legagﬁ)

THECREME 1 (F. Biesz) .- Soit A upe pertie d'un espace de Riesz sheolu-

Ve

ment réticulé & . L?engemble’ﬁ? des élémenig étranrers & tous les €16-

ments do A est une bande ; dia 1 b&ﬁ@& A" des 6&léments étrencers & tous

e
G

ies sléments de A' st 1d@ﬁt;gas é la han@@ snrendrés par A , ot T es

gomme directe des bandes A' et A"

= Vs

Diaprés la 86L.35 et les propriétés des éléments Strengers, il est
immédiat gue A' est une bande, donec ausci A7 . ﬁem%?ong en cecond liew

gue E est scomme dirscie de A?.et A" - comme O est lec soul élément

@\

tranger & lui-méme, on & A'( A" m%j : toub revient donc & prouver
gue PBE=ATrA" | autrement dit, gue tout xc E peut ge metire sous la
= 2 3 : :

forme x'+x" , avec x'€ A! et x"¢c A" On peut évi agseﬁﬁ se

3 9 o - e Ee =
et x! < % . Posons X = X3 2 O 7 DOUT LOUT

” o < e ' s
O <w<z ,carpouruntelw  , ona woxix gat éLtranrer & %°,
> o e - 7

done  (lemme &?huc?;@@ one ®w < x¥ .

o

Reste & montrer que A" est identique & 1a na4da B engendrée par A ;

ac e 2

2 e -5 - . S T e .. o
i1 suffit pour cele de prouver gue A — 2 . Or F est somme di

= s
) T aieymaT >




bt

- E est aﬁf‘i"i s@m& @if@@ta de B! et de la bande BY formée des &léments

2 i

étrangers & tous les &1léments é@ B! ; comme on_a évidemment B BT ,

il en résulte qus B=B" . Haip comme AcC B , ona B'c A' , et par

suite A¥c B =B ,

COROLLATEE. -

ou’c é}.@m n'i“ de B

En ef‘;ai; = dppaz“tg.eat g 1z ‘b&m@e AY des &lén 1@zatséiirangsr$ 8 % ,
8t X & l& pande A? des 6léments étrangers & i;@z’:@ les élémente de A' ;

or 00 & B=L% gi B o A |

PROPOSITION 5.- Soit 2 un élemezau dfun espece sbsolumont véticnlé B

e

B la bande encendrbe par & , B! ls bande des éléments Strausers A 8.
Pour tout élément =x » O de B , le compos ;a,..d; de x dans B (peur la

@Léwmm}mui@n de B en sonms dz,mat@ ca@ Ea et B;} est éosel &
sup (inf(n §a§ , X)), V

Fn effet, d'eprdés la démonstration du th.1, le composant ds X dans

2, est épcal & sap v , ot u parcourt l'ecnsemble des éléments de B gui
= 2 S <51
o 4 e : o =, 7 Son J B > ‘?t S s ¥ " = e
pont « x ; d'apros lg prop.2, tout élement v >0 tel qus v s x
eat borme supérieurs de l'ensembls des w tolp que OLwWlV
& =2

=t invers @mcww —

3y
b
by
O
\{ 3
O
{es]
base
o
Bete
&
{;Sl

% < inf(n [a!l , x), coc qui démonive la propo:




Ee—

2 2. Tommes lin ézirﬁs sur un espace de Riesz.

S DoS wﬁfea

NI oN @,»,Etg&tﬂ@ga@é agb@@pﬁwqmé@

Riegz B , on dit gu'une forme
-~ ,

linéoire L sur E est pogitive si, pour tout = 20, 0
<

wd

T1 vevient au méme de dire que la relatior =z
(z) < I(y) , puisque §§@ﬁ?;.’%%ﬁ'3€§‘ﬂhiﬁ = L{y-z).

g : ﬁyemg log.- 1) Soit F un eusemble guelcongue, a un élément guelcongus

%s:*
L

el

de F : soit B l'espace de Riesz U2 (F) des fsne%ig&s nunériques

bornées dans F . L'applic stion % —> xla) est une forme p@szt1¥g sur

s : ’\.,/
2) B8oit 1= [éab} un intervalle compact de R ; B l*@spac@ de
Riesz aas Ponctions numérigues réglées de I ; lia application
X ~w%u[ x{t)d% est vne forme lindsire positive dans F .

44
%) 86it F un ensemble queéoaﬁquaﬁ J&; vn ultrafiltre sur F

E l'espace de Bissz ,§%§(F} des f@ﬁ@%iﬁﬂﬁrﬂuméfiQEﬁg bornées dang 7.

i8) o 4»- = T4 - i =ped exle o o M'{ Z ’é % e same hoe e
s @uj; b?lﬁ, F‘. = 2 ? .a},é&:- A - 5 gg&&z@ (733 5 s oo, “ } g‘,% & L?&Z‘:u':/ &f(’.ﬁ:.‘j%}
fi Sz »

e S E = 2l g
Tox a!-i{ POBLIGIVE & —o R\ &

2: 5, : %
i deas

O g@fup eopace do Ricsz B , elle gue

g-@ pour tout Xﬁ:? . @t M{zty )=z tily) cuels gus soient

it

XcP ot yeP . Il QXQSb@ mng foxme 313S&£?6 positive I ef une
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! gfindice kcF, forment uns par-

;;,« relation é?gmza dans liensenble

z 0o ﬁfé"’c—f&zt que par liordre des

e -

ntTERa

i
bl
Wk
A\
i
N
@M
gl

1a borne supérTisurs Stant priss lorsjue ia parbition (%3] Ge x par-

AA £ R - 2 = -,
aourt vt{x), la limite étant prise Shz,vazz"@ 1lordonné filtrant
-

@ff {x). BEn premicr lieu, on peul se bormer 3 démontrer lz premicre

in e

des formules (3 }9 car pour toube partition {qu) plus fine que (z, 5

S
s
: 1 o P n g 2 - {gé = = S 2 1
on a, op vertu do la linéarité de L . 7, % L(x?) ; ;’f’:fi | Lt % ¥ . dome
= 5 - , = =% o | |

: 1a borne supbricsure do iT(x. ) dans ’iﬁ{z} oot 6gal &
\ : =i =1 7 © :

i
: :
e o = = 2 : -
L  ib(x. ), d'apris le théoreme 08 '%a 1@1@@ 1onOLOoNe
Z = % s 2 - cE = 2 >3

U?‘@“Q g& mgﬁgfi»;;p v, ¢ 5,th.2). Dlautre part, pour wwf;@ n&,z tion (%)

de 'z , on o &videnn ot Sl % ) 2 L) @,@m
, = =
=t 8 e i A : L e
7 giﬁ‘éxg}gs < Lt s x)=1E L (x) : ot la formule (3) montre que
i e Ul Ceer 2 i % ez
Z el . 2o
¥ R ooy o i 58 ~
' Li{x) peut Stre arbits airement approché pw des ﬁ&msu
e 1 - =
7 % &(ﬁi}g' ions de éi@ax élen,.,:ﬂt
‘. 2 2 5’
1z vel abtion guib 2

TrhoRbuE 2 Sgwn“a .z.g,i slonse s 5,“% ,c__m@m;a_g linéelzos rolativement

bomées 2uY E , 2% §01‘t q(’.“s,4 35 3,‘.,*;&, une fencticn COnYEEe
g;é"af@ d8finie dans "R 1l s exm%;e wne

: fama 1inés im elativamen‘? bornée M sur B tello gue, pour toufs x 3,,




e
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bt
i

@) e S ol (x), .., L(x))

/i‘t{x) E: : .
= 7 = : S o ' =
o T s

Pour abréger, é.égzgzzgaa Dar Eé 1t applica*sign linéaire
z —>(L, (x),.-,L, (x)) de Edene R . D'aprés lo théoréms de la
limite monotons, 11 suffit de démonirer la premiére des deux relations
{4«)} > 2% effet, si (?9 ) %;'i: vne :j‘%;itiazz de x plm fine que (xi) on a
x, = < x , dfolit [, {x = 5@9 L {zzw , b en vertv. ciez; hypo-

ké Fﬁ, m—#z" ex =5
_ théees sur g , aql(l, ia ) £ %éf? a;ﬁ;,{zf’}}; diot
: : 7 :i S

Z, a(TL, ixi}) f qi”i;{ z)) -
me:ans en emier lieun gue lo nombre L{x) est ?z;.m. pour tout
x 729 . les hyp@thés% sur g entrainent gu'il existe un nombre a > O
tel gue g{%“”ﬁ){;a{ § {uag"“,; lt 1) ; on a donc |
a(L(x)) < Z,, (2 |L (z P < ; L4, |
on versu de (3), o8 c,y dén @%w@ zz.@‘%;ra asssamigﬂ B‘é@mg 1a prop.1,
1s démonstration sera amwae 51 nous montrons que dﬂ,{x-i-y)e—ﬁ(x)-ﬁfi(y}
guels que solent x5 O et y‘; . On a , A
H{x)Hi(y) = 572y Z qim'ﬁi ) a%@{zp) Z; a(T, %yjﬁ 5 or, lorsgue
€;x 3 est une partl tion de x ot {3? } une pamiu@zz de y , les 1y
forment uné partition de =iy ’ ce qui montre que H(x)Hily) < ;&{;@ﬁ«v}
sutye part, si wk} est ume par mtha de yw%vg , le lemme de dbcompo-
sition montre gqu'il existe deux ga%ii.-:‘;aﬁs (x } , (v k) de x et ¥
- z&agp@miwm@n% u@il&'zs qma 4 = x4, pour tout k ', ﬁf@é
; @(Z{zki) Z q(&{yk L)< 2, g(,;ﬂ(zk}rf% cm(ffk)}
< ﬁﬁ(x)-&-ﬂ(y) a?e&? i(xty) £ f*(;{}f'ﬁiéi-@?’) , et par suite :
lzty) = al=)+ By) . .




ive é.ﬁéilﬂiﬁ par la rela-
se noﬁa 6iéﬁj 25¢60y;%} ou Q§§%> : 41 est clair gue 1'cn a

N : : e ; Z b
AL)= |Al- @(éé} pour %tout scalaire A , et

all + M) < alf Fa(i)
: Exomple. é‘SGit C une courbe rect if%am&6 dans ‘E? ‘et solont
. ' L, L, éﬁ les formes linfeires relativement bornées sur llespace
i} de hissz E des fonctions n@méraoueﬁ eentznv@ﬁ 2 &upm@zi conpact
= -i FCoy2)dy
< /daﬂs C , définies par ﬁ } £lx,7,2)d% ; L, f}mg faxyggz,éz :
— :
- 2 2 ‘
Lg forme linéaire é 5% + ég + éﬁ, ntest autre gue la forme
% - =
i 5
B f-ﬂﬁﬁfgf(zgggz)ds
oh | do est 1a longueur de llarc AB de 1= courbe C .
~ 93. Les inégalités de convexite.
1. L'inéralité fondamentals de convexiic.

Soit B vn onsexble guelcongue. Dans l'espace do Hiesz "EZE des

fonctions numériques Tinies définies dons E , considérons un gecteur

gconlgue convexe 5 formé de fonctions posi iv%g dans E . Soit d'autre
- oart i une f@neﬁi@n numérigue finie ou non, & ?&l&ﬁfs 29 définie

" dape § , et telle que :

42 g{@}m@ et J est %&31%&%@&@ + homorlne, eiﬁg@aa=é re gue Dour

' 2% ‘- 23 - - j "\ = Q’ g2
20 M est ggnvexe dans 8 , @atr@m@at dit, s&tzs@ it & la condition

H(xty) < u(=rply) .
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fonction finie et positive, d06L1-

1t homogséne et telle gup lo secteur

conigue définie par les relatiocns '@5}@ (1¢ 3 gn?%"“%} i . sgf(t,w,w‘é;w}
; o = = 14 > ‘ S
e it = o : - o : -
dansg = scit convexe. Dans ces condiijons, i KysFnse009%y gounl
n fonctions appartepsnt 3 S aimel qus £(x,,x,,...,%,) et si H(x.) est
13 o

fini pour 1<i<zn , on 8

= :
En effet, on sait, d'eprés le th. de iinkowski (Esp.veeh.

chap.Il, % ) gue C est l'intersection des demi-espaces ti Z 0

(1) i‘i{f(z’g 3&550 ¢ gxn}} f(;,,‘iix,i }g;ﬂﬁfxg)g - 3%62{3}% .

o

(1 @i{:nﬂ} ot dlune Famille de demi-espaces fermés ne contensnt pas lz

demi-droite %t,=t.=.. =t =0 , t_.,.» 0 , donc de la forme
1= ne- ! pil s
8y g 3 %. da A U } : [ = iE
{'-8; ‘E‘;ﬁ"%’/ﬁ ‘\é‘ j"“{'@t}g '%“ 4’&*4{;2@29 o ® Q"‘-“'-A: mg}n { & C: jﬁ}
avec A .7 © (1<¢k<n).
G L%

Pour tout weE , on a done
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s

d
e

o
S

f{x{{*@.}ﬁ ..x [

- -0 = 1 ~ tn o
pour tout €1 . Comme les A ., sont > 0, les hypothises faites
: : (s

sur ¥ entrefnent gue M#(2(x ,..,%z,)) est Tini ot ou'on a, pour tout €1

sl of - Yy o asf o ; Ml e
ci—;‘i{ gj a;:’:’s% e gxﬁj } = ‘_{é’a‘g’ @:Eéﬁﬂ‘é‘mzé }4” nf§p€; 2%_}%\ };2 i+e s e’%ﬂ “'[Lag) @gﬁ& ‘.—f.»zzj[
g = sy o S - s ’ : anfp = 2
Comme dtantys part Mlx,) 20 pour 1<€i<n et g@;f(X@ 1ees® )l 7 O
, it : g ‘ 7 A 0
3 & : : - 7 = 3 T 2 .‘w = 5wy ks 23 -
le point de coordonnées MH(x j,.. Mlx Yulelx, ,...,%,)) appartient & C

ce gnl démontre la proposition.
2. Los inérelités do Holder ot de Minkewski.

Nous conservons dans ce n° les notations préeédentes et les

e R T = S
nypethoses sur & .

o
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PROPOSITION 2.- Soient o ot B deux pombres tels gue O g'a -

0<B%1 , ofB =1 . g;‘x ok y samﬁ deux feﬁg@iang de 5 ggllegwggg
g ‘ = -
= sanﬁ finis, on 8
On peut se bormer eu cas o >0 et B> 0 . Dlaprés ia prop.i,
tout revient & prouver que, dane T 7 , le secteur conique défini par
- . . B e ’
8, 70, 6, 20, 0S4 £ t.t, est convexe ou encore (Esp. vect.
- = ' s 3 i chf ;8 = o
fop., chap. 11, 3 ) oue 1a Pfonction zlt) =t ¢ est convexe pour
% . ~T=z
0Lt <+ , Or, en posant 1 = %=; on a D°z(t) = r(r+t)t et
3 2 3 “, 2 a2
comme v >0 , Dzlt) »0G dane iéﬁg%amé§ , co qui démontre la

PROPOSITION 3.~ Soit p un pombre fini 21 . i x ol v sont dour

= sz vn;::m

fonctions telles gue x2,7¥ et (x+ty)® sepparticmment & 5 , eb si

Supposcns gue le fonctlon M coit cefinie pour toute &@ ¢oion X posli-

3 o) S
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bote

de les propristés éﬁ@neé@s au 091 . Alors

? .
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