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he but de ce chayitre est l'étuds générale de eartaina aspaces
vectoriels munis en outre é*une relatien é'er&re, ainsi que de certaangs
eraeg 1in§§;rea définies dans des es5paces de eette natnre ; les résul~ **
tais obtenus ‘seront appliqués ensuite sux clang de foncticns et aux ,
fcrmes linéaires OTOA&&&&tﬁS définies sur des alans, dont 1'étude élémen-

talra a éta fazue an cha@ I.

¢ 1. Esgaceg de Hieaz.

| Bé”lﬂitien ﬁes esgaees de Riesz. Définition 4. Etant dcnné%ﬁ2 Sur un en-

sembia E , une structure d'espace veetcrial par rappo rt au Corps dea

nombres réslis, et une straetura d‘ordrel, on dit gue ceg deux s%ruetaras
senﬁ [1e) patibles si elies gatisfont aux axiamas salvantﬁ s

(EGI) La relation X7 entrafne xtz { ytz guel gue goit z .
(Eﬁ )Les relations x>/(s et jL 58 entrainant Az > 0.

égni de cges deux struetures, E ¢st appelée espacse vect011el ordanﬁé
L'axione (Ee ) signifie que la structure dlordre et la structure de

- greape additif de B 5ont compatibles, eutrenent dit gue B , muni de

- ges éeux structures, est un ggcnge ordeﬁné (Alg., chap. ?)

j Bieaz g8l sa gtruetnre a'ordre est friel:) strueture d'snsemble réticulé

auni e =8 s*raet&re de gr@aga addibif et de aa strucunre d'oxdre,
un esnace de Riesz est done un greuge rétigglé (g;g 5 éhap V). Pour
gulun espace vectoriel ordanné B aaiﬁ nn espace de Biasz, il suffrt dnne
(A;g., ehap.?) que, pour tout xc:? » l'ensemble formé de x et &s o '

admatte ana borne supérleure, qu’on nata x (partie peaitiva de x) ;




- 45 -

reppelons gu'on note’ de méme x~ la borne supérieure de -x et de 0 , et
au'on pose ]x( sup(x,-x) (valeur sbsolue de x). Une autre condition -
euffiaan‘be pour gu'un espace vectoriel ordonné B soit un espace de Rieaz

est que dang l'ensembla E%_ » éeux élémente guelcongues aient une bcma
‘ supérieure (alg., chap.V). : '
 Toutes les propriétés des groupes réticulés sont natm‘ellement appliea—
~ bles aux espaces de Biesz ; nous allons rappeler les principales .

tne x=2x-x , | x| oy x ; on tire ici de ces relations gue

%' = %(x +|x ]) , X = é—((x‘-x) ; on 8, quels que soient x et 7 ,

1'in@salité du trisngle

(. [=t7) || T I7]
54 _/\>,0 , des relatioms u )0 , u J\,x,von tire '/% 79, .%?,;
d'aprés (E‘GII) s Gone ./L 7% + s 7 A x s ©t réciproguenent ; oB a

dome (A x)T = Ax" , ot on voit de méme que (L x)” = Ax , dlod

\/\ xi x N |[x| . 81 au contraire A (O, ona (A 'x)+=(~..A x)"= )]L‘ x,
et (Ax) =(-Ax)" = ],)\.[ %" ; on en conclut que, pour tout A et tout
X €EE ‘ |

(2) |Ax|= |A] . |x|

Oy a, guel gue soit zZ¢E ,

(3)  sup(xtz,yiz) = z+sup(x,y)
d'oa en particulier :

(4)  sup(x,y) = x+(y-x) = %(Xﬁﬂx’?()

Si -)L7/G , on &, dtaprés (E0 II') :
(5) sup( x, A y) = A sup(x,¥) ;'
et .ejjz‘a_,v‘.ouvtrev | - |
“ eup( -x,-y) = -inf(x,y) .

.

On & aussi la relation - ‘ - e -

(6 bis) . sup(_x,y) + inf(x,7) = =ty .
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8i z,y,z sont >0, on s '
{7) inf(xv!—y,z) inf(x,z)vhnf(y,z)
81 & ot B sont deux parties de B syant ehaeune une borne s@érieum .
A+B admet également une borne szzpérmure, et on a '
n sup(a+8) = sup A + sup B
Hotons encore gue, si' (x 1 F) eet une famille "double", on & . .
, m (x) ) = m?(sup(xl W} o
pourvu qne les bornes supérieures da :aecand mémbre existent ; en parti-

culier, si la famille (x ; ) & une borne supérieure

9) " snp(;A) = (ﬁfP(XA.))+ -
- On montre de néme que, si la fara:.lle (z j\ ) est minorée dans m i
(_70) ' Mf(xx) (iff(x_/l )) V

dloh on déduit les relazleas de distributivité

s inf(X,ﬁxp(gi)J = snp(inf(x,yl_))

. sup(x,int(y, ) = inf(sup(x,yj_))

; :;arsque la famille (3 .A) a une borne supérieurs {resp. inférieure)
. Deux éléments x,y de E sont dits Gtrengers si inf({xl y[) =0 .
D'aprés (6 bis), cette relation équi?aut & aug(]x[ lyl) .«[x[ﬂy(
o, é’aprés» (4), & “xi -ly[‘s x| + ly’ '

_ Four tout x<€B , % et x sont étrangars. ; ;
81 y est étranger &4 x, tout 2 el q_ua [z[ 17 est a;asai é‘trang:ar
_5 X ; de m@me, tout zmltml@ Ay est étranger ax; Y vy et k2 aeﬁt
'.,fétrangars & x, il en est de uBme de ytz . 51 une pa;rtie A de E est
formée d'éléments étrangers & x , ot si 4 admet une barne mpérieare .

__':ce’m‘;a borne sup 4 est encore étrangém a x . ' '

i)

8L x,y,s eont des ulémen‘bs . 6 tels que x et v aoient étrangers s

"*et que x Stz ,omns x <3 (lemme d'Euclide)..
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Eﬂfin -rappelens 1'¢énoncé duv lemme de déewomposition :

B8i (xi), (y ) sont deux suites finies d'éléments H 0 de B,
tglles que §§ X, = 5 2 ¥y 0 il exigte une suite double finie (zij)

(2

,é-léments ‘7,0 ; telle que xiz %3,3‘ pour tout i , st
3’3“ 2 %3 MJ _
Exemgleg. 1) Tout clan de fonetion$ (5 1) est un espace de ‘Riesz.
2) L'aspaea EE de toutes les fonctions nnmerlqueavdéfinias,sur
un ensemble E est un espace de Riesz (laborne supérieure de deux
fonctions f,g étant 1'application x _max(£(x),e(x)) ). Cet espac
 peut étr@ considéré ecﬁmé le produit d'une famille d'espacés identi-
'quas 3 Roet ayant E comme ensemble é*lndleeﬁ, la relstion d’srdre
étant le prcduit des relations dlopdire des facteuzs, Plus generale—
ment, le produit d'une famille guelcongue d’espaces de Blesz est
un espace de Riesz. | ' -
'3) 8i B est unféSFaea topologique, 1'espace € (&) des fonctions
7\ccntinaes daons E (avee 1z relation dordre induite par celle de EE)
est un espaée de Riesz ;'ee a'eat pés~un'elan s’ii axiste dang B ‘
des fonctions nun8riques continues non bernéés. },
4) Gonsiaérons l’enseuble £ des fbnctions punériques eantlﬂues 0
déflnzes dans l'intervalle I a[@ 1] de R et telles que :‘.
a) x(0)=0 ; b) is dérivée 8 droite x’(@) exzste et soit fiﬁiéa
Clest un espaca de Riesz (avec la relation @'ordre inauite par cell
‘6(1)) : en effet, si x!(C) >0, ona x(t),} G pour t assez
voisin de G . danc x(t)zx (t) dans un voisinage de 0 ’ et par suite
+(t) est &ér;vable an point G . On raaacnne de m@me 8i x;(ﬁ) <;6
enfin, si x'(ﬁ)~ﬁ ’ x(t)/t tend vsra G svee t , danc il &n est
de méme- de (t)/t . ' :

Cet espace de Riesz n‘esﬁ pas un clan, car gi z'(c)#g la fgne-

tien q/lx\ n’appartient Pas 4 B .
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. 5)‘ Tous varrons, dane une psrtie vltérieure de cet auvra,ge ,v que
l’ensem‘ble E des fonctions harmonigues dens un ensemble ouwrt&
dlun esyace zmmérique Rn egt vn espace da Riesz ; avec la relaﬁz.cn
d'crdre irduite par celie de }iA ; on notera gutici la borne supéé
rieure de deux fc;ncﬁio.ns narmoniques £, , ¢lest-a-dire la ,_pim .
petite des founctious harmaz_aiques h gui sedit Hf et o8 n'est
pas é‘gé,le en général é_l?appliéatiazi - x — max(£(x),z(x)).

notaré aussi que' cel espace de Riesz n'est pas un clan, ni méue
un anneay, le produit de aeux fonctmna hamomgves n' étant pas

ume fonction harmenicue en general

e, Eﬁswaces de Riesz cohéz*eﬁte. -~ Définition 2 Cp déit cu'un espace de Riesz B

est cohérent, lorsgue toutie g ie haaiarae de B admee, une borne
pupérieurs. ‘ | 1
' Toute ?ar‘ti& minorée ﬁ.'uﬂ espace de Hiesz cohérent admet done une borne
- ir.férwure . '

: x‘suz' gutun espace vectoriel ordonné E soit un es;acé de niesz cchérent,

il suffit que ﬁ@uw partis maaorée ae E admette une borne E*m_)srieura

ou (ce gui rev:.en‘b au mema) que *ccmte ’csartm de E admet’ce ne bome
inférieure. En effet, B est alors un es@aea c’ie Biesz ( 1) ; 41 em’cre part

sl A est une partis mgarée de B ,, et 2 un majera;&t de A , pcmr teat

e

Xcd , ons 'x L8 ; dene l!ezzsemble c{% x+ . aéz x pamom A, a zme

borne supérieure b GE ; 1 ensemble des X~ 2 de mBme une borue inferiears
e ; é’autra part, si u;x peur tcu‘b Iék . oxz a u >/ =

a@ﬁ@ u‘*‘; b,u ge, et :gar sui’be u)b—c ; ‘ce qui prewe que mb-‘s" -

et a<x -

‘est la borne éﬁyérieure de 4 dens B .
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B mgleg; 1) L'éapaﬁe EE de ﬁcutea'lag ibﬁet;ans numériéﬂ@ﬁ définies
dans an enseuble E est coherenz "pius généraiament,~ﬁouﬁlproduit
d'espaces cohérenis esz cohérent. De n8ue, le clan de tauues les
f0ﬂ¢h10n$,bcrﬁé9§,&éflnies dans un ensemble E est un_esgaﬁekeanerent;
2) En général, l'e&paﬁe %z(E)l&es,fonetions'numériqu@s ésntinues. f
dane un up sspace toyolablqua E n'est paa eoherent ‘envelon?a suné~
rieure dlune famille mageree de fonctlgms cnntlnuss n’@tant pas
coptigue ea venéral. D@»ﬂﬁmﬁ, les exenples &) et 5) Ci‘&@%uhs ne
gont pas des espaces cohérenis. ’ ‘
Dans un espace de Riesz cohérent, Vcn o8t amené & faire ints;véaig.dea/
sous-espaces par caliers, aefln;s de ia fagon suivanie : ‘ ’
Béfinitien 4. Dauns REES Qwace de ﬁxe&z gohérent & ; on dit gu *ﬁg B0uUg-
egpace vectoriel B est une ba&~ &, stil. satlsfalt aux eond*tious suzvaﬂtes.
1) les reistions x¢B gt y( < \x\eﬁuraﬁnen‘a yeB 2) pouz taute
gggjie X de B s maﬁeréé dang E , ls borms supérieurs sup X ue X &ans E'
agg&rtlent % B . | =
mn ramplafant X gar -Z E cn conclut de cette aéflnluian,que gour toute '
partie X de B , minorée dans E , , da bcrﬂa inférieure inf X d@ P dana E
apnartxent aB . Kl est clair qu’una b&ade B de b , munie de la atruoture

élespace uecterzel ordonné indnitepar cellede & - et @46016 un aﬂkaca :
A - : . ,

de Hiesz cahereﬁt.

o : "/ i .‘ : E - ‘A - 5 - .. ; o
->?*r exenple, dans &’espace B des Tonctions nnmeraqaes,éafzulsa
dans un enﬁamble § 5 l’enaemble des fonections nulles en tous las

xpoxnts a'ane partle‘a ae & farme une banda._‘~'

Enant donnée une bande = ﬁans E , nous dzrone que 1‘enaambleuﬂ

'V,das élemaats 7/@ de B est une demi-yam.e ¥ paur tea‘h xéB, en a ,

z ‘< \ \ danc x+<LB . et de m%me X 6,3% , done s aande B ast 1asnt1qne

au Saus-gro_pe additif de B engaﬁdré par By / 1la &emi4banda ¢ a:B*
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posspéde évidemment les propriétéa suivantes 2 é) xel et y ('Gv en%;réinent
ztyeC ; b) xéc et E}<y<x entraimnt yE€C ; ¢) pour toute par’tia A
de € méjerée d&i’ls £ , sup A gppartient 8¢ . Inversement :

?ropssﬁi@ 1. Toute Qartig € de E possédant lee gregriétes \a)’gb"),e) _,
 précédentes est une demi-bande. ‘ .
Ezés;gnens en effet yar B 1a soﬁs-graune adm‘tif de E engandré yar € ;
nous allons montrer que B est une 'bmda, et gue C =8, . Tout f”abord,
pour )L ré_el }(6 gueleongus, il existe n entier uel gue A<n , done
' pour x e , Az gnx €¢ , ot par suite Ax<€c , ce qui prouve que B

_est un sous-espace vectoriel. Tout x €B est de la forme jJ-z ,’*03!_5.

v(ﬁ: , 50 ; done x\ [y\ . |'z\ =gtz cC , ce éu.i preiivek que }x[‘éc‘.
g1 inversement on a )x\ €€, on en tire x"*“(_{'} puisque 0 < : ]x\
et do mBme x €C , dome xeB . mupposcns alors que xéB et yl ]x,,

'cemme-\X\ €6, ‘én. en déduit gus \y\c G , donec gue YyEB . Enfin, soit A
zme partie majorés de B ) B= up A sa borne supérieure da.ns E . L’aprés ,
(9), & est la ‘borne mperwura des x“’ ;. o8 % g:famoart 5 doné a’ C € ;
de méme, & aa’c la borne infexieure des x~ , ok x parcourt A ; tout
yeE. tel gue y<x Eonr teut xX€Eh aﬁyartmat & ¢ ,’éon.é 'a"’v éG .
mt par suite acB . " .av" '}yf;"

‘ ‘i’am:a intersectmn é'une famille de bandas dans B est e.neore me

' bame ;, 6tant donnée une partie ¥ de E il existe done une glus zgatité
' '_ifsané,e b4 contenam: ¥ on uim gue X est la bande enﬁendréa par ‘2‘ .

e structure em‘; ;{;meleée par 1& propomtwn wm.van‘te .'

'frcgmait:mﬂ 2., soit Z{’_ le sous-g

c.eg valsurs @bﬁ@l‘t}.@ﬁ dess Sléments de ‘2‘ ; 21
'aes vsleurs sbsolues éas élbments é.e Y' Ei X est la, hamie

T ’ la aam-bggae .K est i&en,tigua & l'ansemble Z d,sa bémsuk

| deuar‘tles majoraes de Y“ Ve
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Il est évident que' % est contenu dans x+ ; 1a pmposition sers Gémon-

trée si on prouve gue Z est une demi-bande., Ep premier lieu, si A et B

seﬁt deux parties de Y‘i", 448 est contenu dans I* : car aivxéﬁ, 5 yC»B »
il existe x' et y'-dansiYW tels que X ¢ \xfl-, ?‘{ \yﬁl, ce qﬁi sntrainei
%y ‘x'lﬂy"\ . Mias il e:tié‘ée des éléments uy €Y et des éléments
v,eY tels 'qué =] < Z lnil ot |y ] Z |vj[ , dlok
g,%;]u& + 5 lv [, ce qui montre que x&yé?Y” . Si alors A et B

sont majorées dsns B , il en est de méue de A+B et on a la relation (8)
ce gul prouve gue sup A+ Bup Beiz , autrement 4it, Z esntlent le somme
de deux quelcongues de ses 61éments, 4 '

Soit mainteaant A une partie majorée de Y* , sa=sup A , et x un élément
quelconque tel que G<<x<<a . D'aprés (11), on peut écrire j
x = inf(e,x)=inf(x,sup y) = sup (inf(x,y)). eais pour tout yeA ,
anf(x,y)\ y done gn%(x,y) CyY A, ce qui montre que xciZ . Enfin, si
(A1) est une famille de parties‘majerees de Y" , telle qae-lfensembie
..des bornes supériecures éu§la¢ soit majoré; on & sgp(sup A )=sup( Kg A ),
et la réunion des A, est une gartia mgjorée de X" ; ls &émcnstraxion est
ainsi achevée, en vertu de la yrop.1 : ‘ .

Cerollaira. Soit 41 2 bande engendrée par l'ensgmble § } réduit é. un seal
élément ; la demi-bande A, est l'enserble deg bornes su ériaures ﬁes

: ,—garulas majorées de E formees d!éléments dont checun est majoré Qé: un
multi; le entier de \ \ (:ml’cmle deyanaant de l'élcment wnsiaaré)

. Par exemple . a.a.ns l'espace 8% de toutes 195 fonctions numerigues

| définies dans B » ou dsuns l'espace %(E) de toutes les fonctions

: bornées dans B, is banae engeadrée par 1a fonction cans*tante égale
B 1 est 1l'espace tout antier, toute foncticn barnee et > O étant

un minorsat d'une fonction constants ; et toute fonction non ‘bomée

£ )0 étant borne supérieure d'zm ensem‘ble de fonetiocus berneas
\par exemple l'ensenbls des w&etiom inf(f,n)).
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Théordme 4. Scit A une partie d'un espace de Riesz cohérent E . L'ensemble

A' des 6léments étransers & tous los éléments de A est une bande ; ls

banéa g” &es éléments étraggers & tous les élémeuts de A' est iclentigue

: la,b@de_aggen&rée par A , ot B get somme directe des bandes A! et A",
D'aprés la déf.4 et les nr'epriétés des éléments étrangers, il est

inmédiat que A' est une ‘bande, donc sussi A" . gontrons en second lien ‘
que E est somme directe de A'! et A" : on s évidemment ATN AT = %@}
car 0 est le seul élément étranger & lm-meme ; tout :cenent done &
prouver gue ZE = Al + A* , autfeﬂ;emt c{:ﬁ: gue tout x ¢ E peut se mettre
sous la forme VxR V, avec x’é A' , x%caA” . On peut év:.demment se bor-
ner au ces c;sé.. xy0 ; soit slors B 1la partie de &' fornmée des elemn%e
| né:'a;_ :l;els gue ugi ; elle est masjorée, done x’ = sup B 6&5_ et x'(x.
rosons x" = x-x') 0 ; pour tout aéé’ on & inf(x”,u)é,&;, done
x‘ﬂnf(x’f,u)éﬁéﬁ et x‘%inf{x”,u) < x'-i-x" = x , done _ -
x?ﬂnf(x",uk x! dlsprés ls définition de x! , ge qui entraine
:,nf(x",u)~£} et prouve cme x" appartient & A" ; x" est dlgilleurs la
borae sn;:émaure de it ensemble des éleﬂenus vca.ji" gui sont < x , car o
pem' un tel v , on 8 V<X = xt4x? . et v est étranger & x! -', dene rxt.
ﬁeste & menurrer gue A% est ide;zrb:.que é la bande B engendrée par A ; 3
il au.fnt pour cala de prouver gue Aﬂ C_B Or, E eat somne direete de
»B et de la bande B' formée des éléments étrangers & tous les @J.éx:ents
de B ; B est aussi somme direete de B' et de la bande B" fcrfﬁée des
éléﬁients étrangers & tous les eléments d.e B! ; comma on a evi&emmant

B B, il en résulta que B" =B . Wais ema A <B , on a B' C&' ~

atparaui‘he AMCB"=B., - .
’-ggrcllage. Si x ety ontv deux 1 "en'ba‘ ‘ tranger , de B, ' A et'B}f les

andes engerzdrées par % et ¥ & _tout élément de A est étranger & tout
élement de B .
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Bn effet, ¥y appartiem 4 la bende &’ des éléments étrangem & x , etx

& la bande A" deséléments &t range s & tous les 6léments de A! ; et on a
A B 0 ‘
Pmncsitien 3. S0it s un élemeut d’un egpace de Biesm cabérent B 3

ia bande engendrée par & , B’ 2 ban&e des Slémentg étrangers é a .
Le eempg'sa.nt d'un élément =x eE%‘ clans Ba {pour 1s décampemtwn d.e B en

scmme directe de B_ et B' ) est égal & sup (inf(n|a|, %))

En effet, ce composant es‘t écal 4 sup v , oh v preourt l'ecnsenble des
6léments de Ba qui sont < x ; d'eprds le cor. de la prop.2, tout élément
v 70 qul a cette proprisisé est.bome supérieure d'élcnents w <z et qui
dont chacun est majoré par 'an muditiple de \a \ ; le composant de x est dome
sussl égel & sup W , o& w parcourt l'ensemble des Eléments de E',,,gaui sont
najorés per x et par un maitivle de |a| ; maie tout élément de la forme
inf(n le] s x) appertient & cet ensemble, et inversement, pour tout = ,

il exiéte un n tel_ que wganla|, d&ﬁe w < infla|s|, x), d'oh 1a
proposition. v |

Exercices. 1) On dit gu'un espsce de Hissz est archimédien si la

relstion nx <c pour tout n >0 entraine x <0 . Pour gu'un sspace
de Riesz scit iscmorpbe & un gous-espace de Riesz d'un espace cobérent |
il feut et il suffit que E soit grchimédien (4lg.,chap.¥). éaatrer que
cette ccnu.‘;.twn equiwm; la suivante : l'mterseetien a*un plan
' guelcongue et de l‘enswb}.e cemrem E+ se réduit au peoint O ou est un :
-"sec:*teur angulaire .;fl_% ’
2) Soit (E, ) une i‘amille d'espaces e Riesz cohérents E 1! es’@aea de
ﬁi Riesz eohérent, rroduit des B . Montrer gue si B est une ‘band.e dans
2, chacune des projections pr, (B) est une bande dans B _, et B est
identique au produitv de ses pra;}eetlons. En déduire la détemmation

4 de tcutes lea bandes dans l'espace BE de tm};teg les fenctigns nunéri-
_ gues sur un enseuble E ,
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liontrer gue, dana .L‘es?aea %(E‘) des fanctions numériqu@s bornées

BuL E , touts naﬁde sst la trace sur %(E) d'une bande dans BE

3) Scit E un aspaea de Riesz conérent, On dit gutun filtre CJ—{ sur B
est majorsd (resp. minorsé, bcrne) gtil existe dans g{ un ensemble
majoré (resp. minors, borné). Pour un Llitre zzzajaré (resp. minoré)

57

65 , on appelle limite supérieure (resp. limite inféricurs) de .
et on note lim.sup %‘/ V(resp. lim.inf gt} l*expressian inf(sup X}
 (zesp. sup(inf X)), ob X parcourt 1'emsemble des emsembles na vresv
(resp. minorés ) de é‘ ; 81 cetie axprpaamn existe. Four un Ltre
Vbcmé % 1im.sup T ot lim.inf £ existent tounjours ; on difb que‘

‘ g a une .,." :;.we cu a:;i; convergent si ..J.m Bup %—3/ = lim. mf c}‘

ia va}.eur cormmune de csas c?ev.x aa"oressiowa ge note alors lim CJJL
et on 4it que g CORVer 8 Vers cet élément. 5i umn filtre a une

imite, tout filtre pius fin & lia méme J.m:;‘be.

p:

a) Pour gu'un filtre beroe g 1’% une ‘z,z.?ﬁite, 11 faut et il suffit
que infleup X - inf X)=0 , oh X ;f;a»z'ccur’s 1'ensenble des ensenbles

_bornés de E_S/x i

b) On éit gulume pasriie # A do _Eést un engemble fermé si pour tout
 piltre sur A gui admet une limite dans E , cette limite sppartient
é A . Honirer gue B, e a* fermé, et que toute bande dans B est formée.
¢) Soit £ une am*ol;cwmu cz.a.m B dlun smm:’zble M Fil tf‘é par un f:z,l%:ra
_ @; on dit gue £ a une limite suivant le filtre @, si £( @) est
is base diun filtre borné convergent o.ana E ; la limite de ce 'te basa
de filire est par d.eflm.“i:mn la limite de £ suivant @/ et se note :
1im @ £ :;bi F es‘i, un espace de Iﬁiesz caherent £ uns applmatian de
F dans B , on ciz.t gue f est ceni::ume dans F si el.le transforme tout

' filtre eonvergent @ sur ¥ en une base de Piltre cenvergenue sur E ,

et si en outre f(lim @ )= lin & £.8f est continue dans F s

=2




=95 - v , |
1‘1&&@@ réeiprogue par f de tout ensemble fermé dans E est un ensamble?
fermé dans F . , ‘ _ ' ' -
d) éoi* £ une aawilca+1@n oraiﬁsarte dfun enser blé ordorné filﬁfént
B deng un espace de Higsz ceherédt E s 51 1limags gar £ dn f;ltre '
- des eectioas de ¥ est ane base de filtre bcrnée, elle oot conv@rgente”
vers la borne supérieure ée 7 sl -
a) Seian%’z @% ? deux espaces de Hiesz cohﬁrents Pour que, sur
)<F ; de flltre prodult &‘un Tiltre gg'sar B et dian filtre :G%>:

sur F soil convergent, il ”"*t et i1 suffit que chacun des filtres

gﬁ*: (@? aeit,ea&verg&gt,

<

£) 8i B est un espace 0@ Piesz cohérent, chacune des ap;l catione

L0
4
fete

{x,7) >y, { ,x} S Az eat.eaﬁtinuﬁ (éans les espasces produits
EXE et BEXE Tespe 1?eveﬂt L'application Xx—>x de B ﬁgﬁé'ﬁ

ést’eontiﬁﬁﬁ (I&Eﬁ$@&§3 que BUD X = iﬁf ii < SUp X - ihf X .

él

E . Pour toute partie finie E ée i on pose 5. = Zguzi ; on dit
; : B 1cEm T :

ve la famille (x ) est sommable i i'appiicatiom E—>s, = une

limite (eﬂﬁrc. §c)) gLAVdn% 'easerb&a filtrant 1‘2‘ des periles

4) S0it E vz espsce €8 Rlesz (
&

finieg de 1 ; cette tin ite & est aapelee 1a somme de la famille (x )

16X ;0
a) Pour gu'une famill e {x,)

»

ot siéerit - ,
) ' ey POib gommable, il faut “i ”fift -
_:qne : 4° pour toute partie finie H de I ,-l'emgemblev&és IS*[* oh K
parceurt A’@asamble aes parties finiea ne raaeoatraa% paﬁ B , admet
une borne supérisure 'r 2,. : 2° inf r=0 , lorsgue B pmrccurt -
‘¢;2e#seﬁble _ @T(i) (utilzser l*ex@re. ia)) '

: _b} 31 le famiile (x ) 1 est sammable, il en est de mbme de bOht@

‘i§$ﬁﬂ$-famalle (32)143J e 1& famills (x )z.cx ; on dé&ignﬁ alors par

- é la somme de ~egtta sou_mfamille.




ges | gl ok E parcourt

vdes.‘sgl, o I pesrcourt

pas Jd ; “ais uti?iser

le familie (x ), (e ©8b sommabls, et 5i on pose B 1= ¢ X,

i |
c) Soit (I ,I ) wne ;artliie de I ; montrer gue si chaecune des
'soue-famillaﬂ {x@,l 14 (y¢.¢c1”’63t sommable, ilfeg est ﬁe;mémg

de (x ) et ona =8, 48 (utiliser a)).
: g 1.
- 4d) 81 (11}

_pour limite o suivect 1l'ensemble filtrent 352;} de foutes Las_,

/.

e»t smam,e, mozxtrer qus l'appliea"&ian J —

*3...;

Le g

-@arties de I (ramarquer,%“arlﬁf set Lnférleur & lg barna su@erieure

nsetbie dem parties finiss de I ; @a_daéal-
re, & l'sgide de c), gque l(xb ; Tp éésignaﬁt ia borme supérieure

31$€uﬂl¢ des @gz tie

0

3!
1! finies ne rencontrant

—

: s) Soit {ﬁﬁ_jlteu aum‘“aIuLbiaa gquelcongue 48 1 ; mentrser qus si

=

1a famille \%A.C&éﬁx est somable ot 2 pour somme s (utiliser o)

et ar).

-

g a'éléments ;>L de & ; DOuT qua cetoe

*... -

£) S0it ’x )

ane-i&';l

11
famillﬂ 201t somuabia, i1 faut et il salfit que lss sgmpmes ﬁartlelleﬁ,

Piniog 3. Torment un ausewala matoré {utiliser llezere.3d)). 3i (x )
e o g

ﬂest_smmmagls; at st (y ) ot uﬁ$.5§05nﬂe famille d'éldments Zaﬁn

= c i

ds B tells ¢ ;a > << % = pour tout © , 1a Tanl ii (y ) Egt sommable

et on a 2 7 < ‘23 x , l'6galité n'ayant lieu gue si x =7,

' ¢k ¥ 1
pour teut < .
e sont deux familles sommables daus E ,
Z) 81 (x )-zez 44 {“4)1e31 gont deux femilles sommables danus B ,

. des fanilles fx ty ) ot {J.A.) soat sommaalﬁs, gour tout aea¢amr@

(aﬁilisﬁrll'aﬁarc. 3£3).

-~ n) Boit f{xi} une faw;l-e'diéiémsnts de Elj'éi 1a;famil1e (\xi})\'

{_vaf_ﬁﬁ sommable dans E , il ot est de méme de la famille (x )

{utiiiser ) ot g)).
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5) Seit E un espace de Riesz cohérent. liontrer qu'il existe une
famille (a ) d'éléments >G de E telle que, pour deux indices
distimets <, x , on ait inf(u/L A )=0, et que, pour tout x>6
de E , il existe au moins un imicee 7 tel que inf(x,u ) >0

{utiliser le th. de mm). Bn déduire gue, guur tout =z 0 11

existe mme famills (x ) st une seule d'éléments 50 tels que x
grpartienne 4 la bande Bu eng,eﬁéz*ée rer w, pour tfm., . . 0%
o : :

*4

Z %, {pren zira pourr 1'¢ J.evﬁeﬁt Pa (z)).
.¢ <

§’ o }:,x 1o lianmres BT un espace de Hissz
linésires croigsentes sur un espace de Blesz. Ls définition dl'une

forme ilindéaire croisgante BUT uR SBpACE de hiesz B est identique & csile '

guelcongue. ‘ ‘

Les formes linéaires C&G&aﬁmntaa gur £ forment unse yar‘tie : w.z wml
B! do B {aspace mzztoziel de toutes les formes linésires sur E) iési-
grong per L le zous-eepace vectoricl de B! enge .‘;&ré par ¥ , G;fmme LEP -

s,,m.mina " LLeFP pour tcu‘b _/\>£ ; 3 eat izmediat gue L est llen-

senbl

?%-PcP , ot i’ﬂ{-;‘r’)—- %0} , eaT sl on & L(x) >0 et L(z) Q pour

acut

par s

vecuariel ordonné, dans laquel P est l’@n@e@ble Sl, des élé&aﬁ’cg positif

Propo

e S B o A L T S SR e o A e o ‘
guil 3 ele donnce au chep.., é £ pour V.Lu,“:» formes liné

ai
clan : b est une Porme linéaire croisssnte si X7 entraine

- B{y) ; ou encore, ce gui revient au z:;zc‘%zw,, 5i x) 0 entraine

G . La PFOD. 1 {iu Cha]g.ao, 2 s'éitent aussl sans rh&ﬁﬂa'aaﬁt lors-

culon ¥ remplsce is ¢lan de fonciions cnvisage par un aﬁpﬁ.ca Ge HRiesz

8 des élf:a.ﬁbﬁtw Lwé , ok Letk appax%ieuneno a4F . 0na en oa;%:re

XéE‘*. s en en déduit aue i est ,mwt.a.guement nmle dams E_k , ot

uite dana 5 . L!esgace vectofzel o est par guite un ea‘gaee

sition 1. Ll'espace <) g_g» un espace de Riesz cobérent.

res croissentes sur
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11 suffit (§1,n°2) de prouver que toute partie msjorée A de (L
sdmet uns borne sugérieura' ; @ sprds la définition de la relation d'ordre
dang Q) o dire que A est magorée signifie qu':.l existe une & & Q
telle que L (x)-i{z) yU pour toute L €A et tout xc—E ; il faut
monbrer l‘emstaace d'une M€ Q_+ tellse gue M(x)-&(x);u pour tout
xé‘a’é%_ ot toute LEA , ot dfautre part gus la relabion H(x)-L(x)>0
pour toute Lea et tout ‘xé'f»}._}_ entraine H{(x)-M(x)) 0 povr tout x 6‘5E+.
 Etant donné un Slément gquelcongue zy 0 de B , nous dirons qu'une
suite finie (xi} d'éléments » © est une partition d¢ x 8l on &
Z X et nous désignerces par 29{7;} l'engsnble des pertitions

de x . Four toute partition (z;) de = , on doit avoir, ¢'aprés la défi-
zition ci-dessus, pour toute famille finie {Li } de formes sppartenant
& 2 (et ep nombre ézel & -cslvj, dé X, )

v hix}<2£w5;aw(ﬁ

‘Howve surcng deznc étgb . 1z propositicn sl nous montrons que la Ielatien
b&(z)s sup Zh (xi) (1a borre supéricure Stant élendus & toutes les

(L 3

de feraes

-

parti tieﬁs (xil de x , et toutes les familles finise (Ly
eppartenant & A) d6Ffirnit bien une fcme iinéaire sar E . Hotous é'a’berﬁ
gue lz borne supérisure sipsi introduite existe &, car eﬁ 8
Z by (x ] - Z L, (=, =L, (x). Tout revisnt donc & prouver gue
m(x‘w}m(x}?ﬁ(y} quels que 3@1&111: . XEER, oy C—E+ .

ur, on a MM(x)Hi (y) s?p Z & aX 3+ b?y = &j(yj) -
sup( Z By (x5 )4 Z L'(y )} , 1a borne sapérieure 6tant étendue & tous
leg eau;,},es ds 'earutwns {xi),( vg) i mais tous les élémenis %1 3
d'un tel coupls fcment uBe p&ﬂ:i tiocn ds 281“?3’ , donec on a8 '
zafx)m(y)<ﬁ(x+3) Dlautre part, on e M(xiy)= Bf‘%) Z} i (213 ; maiﬁ si
(z ) est une partltwn de z, on a g=XTy zZ’ 2y s damc, d'agres le lemme

cle &eeemposition s il ‘existe une partltwn (31) de x et une parti‘aien (y1)]
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* gde ¥ ‘temes gue zizsxié'yi ponr tou’{: 3 oo surs émc
Zh&ﬁsiﬂdxﬁ_ﬂﬁﬁﬂﬂﬂ%@h%&&%@ﬂ
%(my) %ﬁ(x)m(v), cc gui schéve le dé& “Qﬁﬁ'ﬁ&’&tﬁ.@n. ' ,
~ Hous svons en Qm;re obtenu 1'expression de la borne gu;mriaﬁm a*m :
érse»mhl@ majoré é?.e fcrzzws linéair% 81‘«.}1“%}%'&“3 on &btiﬁz&u ait fie la
néne maniére c@lla de sa ’mm@ inférzeuxe ; On ééfinissam; celle-ci pm‘
ls formule B{x) = inf Z;i(xi) Ceci nous permet de donmer ls wﬁﬁtio:
f suivanm pour gue aez(#x formes linéaires emisﬁmws spient des ¢lénments

étransers dans 1l'espace de Kiesz cobérent o

Proposition 2. Four gus deux formes 115.1@5411*&5 ercissmws L,k goient
Stransdres dans () , il faut et il suffit gus, pour toud x€E, et toub

‘e >0 , il existe une partition de x en deur $léments ¥,% , telle gus
y)itz) <e . | .
#n offet, dire que L ot M sont étrangdres signifie par définition que

in#(L,4)=0, clept-i-dire, pour tout x<B, , inf %} Li(xi}zm.,,ggw »
toutes les famillaa (3{,5} é'é6léments pris dacs 1;’en$emb1@ {a,w, }, en
groupent ceux des *sew s pour lesguels ...»i«z.x ‘-:.;' CEux gowieﬁzm&ﬁ.s
L=, on s au&s%e% ls ﬁrsgmmzien, . » . |

2. Formes lin lim,mreaa mia‘tweﬁwﬁ% barnmee. Soit x_  un éléwent >0u Qu@lﬂaz'vauﬁ

de E . Pour tout A> 0 soit V(x; A ) 1lensenble des z<iE tala cue

|z g iz, ; lers;m:s.e ' parcourt 1! emaembla des nombres >0, ;éa
Vix ; A ) forment wn systize fondemental de veism&,se de U dens une
tovologle de m&ga gur E , tgka opie gue neua? wém@amw gar f
i L est une forme linéasire amiﬁsame 51;.3' E, ot ai lx[ -/Lx, ;\
:an a [L(x)i < B( lx[) < /lh(x ) L est éanc xma f‘eme eenti:ms ycmr -
- eﬁaeﬁm des tapa},mias 7 %, - 1’1 en am de m&m é.% farzms liﬁédil"@ﬁ '
a@parteﬂaﬁt S Q_ puisgue ehaeuna e‘i' elles est éifférem@ de deux

,*“ames xi&«:@mma zxrai%w ,es, um forme li.zéaire wn‘tmm wuz Lh%mﬁ
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des topologies ¢ - ‘est caractérisée par la propriété que L(x) reste
‘borné loraque x parcourt un guelcongue des voisinages V(x,; A ) ; pous

d,::.rans gu'une telle forme lineai:re est relatlvement bornée, et nous

allons montrer que : . ;
Pramsitien 2. Toute forma linéaire relativenent bomée s'ar E ast ls

dlfférence da deux formes linésires c¢roissantes. .

Soit L une forme linéaire relativement bornée sur E ; le théordms sera
‘ ;é*tab‘l_i si on prouve gu' il axisté une f‘omé iingaire croissante Ul telle
que #(x)y L(x) pour tout. xéi_,_ ; car alors M-L sers une forme linéaire
croissante, Or, comme on & par hypotnese h(x)}e on dcl‘c avoir aussi _
B(x) (L{z))* pour tout x€EB,_ ; dtok pour toute partition (z;) de x
Eﬁ(x)}z Z %&(x,}) 7 'Z ,(ia(xi))* . 8i on pose ¥(x) = m&p Z (L(x ))
il est claiz“ gu'on aurs aehevé la démonstration si on montre que a{(x)
est fini pour tout xéE , €t que ¥ est uns fome iinéaire ; ce seras
en cmﬁre évidemment la plus Eetite fem&s lméalx'e ero:ssame telie
que ¥ L s Clest-g-dire 1'élément 3 dans 1'es vace é.e Riesz - Q .
~ Pour voir gue M(x) est i‘mﬁ.e , Tremsrquops gu'on peut éerire '

(k(x ))"' <ZZI»(:; ){ = sup IZ 3 L(xi)l ; ok les n nombres “i prennen
t@utes les valeurs teliea Gue ima \< 1 (1<1 <n) dais on 8

Z & L(xi)zz{ Z “'ixj,) , et {z &y Xy ‘<Z z;=x% ; done E li(xi)! est
bome par hypothése pour toutes les partitions (x,) de x . el

~ iiontrons . main‘car.arrt que H eﬁt une forme linéaire ; par hypotheae ; OB & |

M(xty) = 'Wg(a;p ) Z( (zi)) ; naur toute ya.r‘bi'biea (zi) de z=xty , il

; amste, d’aprés ie lemme de décompesxtlen deux partitions (x ), (yi) de |
xety reswetivement tellea que zizxiﬂr pour tout i , d'o& ,.

' L(z )uﬁ(xi)ﬁa(yi) e par suite (Ia(z ))+< (L(x )) (L(yl))+ énf en

conelut B{xty) <§.%(x)+%§(g} ﬁ'autra part, M(x)ﬂ%ﬁ(y)- sUD Z((L(;:i))+

+(L(y3)) 1, (Xj_) ;arcouran‘c j’»’(x) . (Y;j) DParcourant Z”(Y)
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=  comme les ki et les 7y fcrmsnt une partitian de x4y , on 2
E(x)+ﬁ(y) M(x+y), ce gui achdve ls démonstration.

9

Bemargue. On peut défini% autrement 1s forme linéaire L*a& : En effet,
pour x 0 et pour tout y tel qne O<:7<<x , On 8 L(y)<<(L(y))

3(3)41%(3) - Réciproquemant sl ¥ est une forme lineaire ereissante 
telle gue H(x) yL(y) pour tout v tel: que G<fy<:x , pour toute parti—’
tion (x ) de x , désignons par y la somme de eeux de Xy pour 1esquels'»
b(xi) >0 , elest-a-dire (L(xi)) =L(x;) ; on a Ogy<x et

-

Léy) = ‘Z]L(xi) - la somme étant etendus ceux des x; pour lasquela
L(xi) 0 ; comme pour les autres (L(xi)) =0 , on a L(y)= EY(L(xi))
la.somme Etant éteﬁdue & tous les x; de la partition ; l'hypothése
faite sur ¥ , et la définition de M entraznent done ¥M(x) < ¥(x) pour
- tout x;;O ; on. peut done encore ééfinir #(x) conme égala A

sup L(y)
9<y<x .

2. anctiens aenvezes de formes glnéaires 1s raisennament gui conduit & la

prcp 3 est suscepﬁznla d'une généralisatzon etendue Considérons en
affec les applicatiocuns llnéaires dlun aspaee ‘e Riesz E dans un

6sgaee veeterial & n,alemenslong V eur le cor“a K . Soit (a’i)1<.i<<n
une base de V ; la dannée d'une application 11néaire L de B dans v

.‘r971ent & la donnée és n formes linésires Ly sur E , L (x) désignant

: 1a eamposaﬂte ﬁ'indiee ide L(x) Keus dirons que L est relativemant

, rnée dang B si kL est ccntinue pour cnaeune des tapalagies , %fx -
si H f est une norme Quelecnque sur V (an sait que Toutes les gormes
sur v sont équivalaﬂtea), il reviant au.meme de dire qﬁe, larsque b 4 f
pareenrt un guelcongue des voiainages V(x s A) ’ {L(x)i! reat@-borné
Pour que L soit ralaxivement hornée, 11 faut et il suffit gque ehaeune

&ea fermes linéaires compasantes bi goit relativament bornea.'




'teut scalgire Jg;ﬁ) ; on aazt gu'il exista une ccnstante m;>0 tells que,

. pour tout U = ZZ ui 10 on ait q(LL)<fm. 23 ]a 1 " ie prep. 3 se généra-

-Propoaitlon 4, 8i L est une,ai~liéationllinéaire rélativement borﬂée de B

'ﬁ(x) _-Zld(xi) Elq(n(x )) ; si on prend ﬁ(x)~/$?p) S qlilx, 3) tout

,'ﬁréuve de la réiatian M(xt+y)=u(x)Hi(y) se fait exacteﬁéntAéomms dans

 or on a vu dans la prop 3 que les nonmbres 22 } )f fczment un ansembla

'majoré lorsquse (x ) parcourt 1'ensemble des partitzons de x - @uisque Lj

la démenatratlon précédente ;. lorsquef V= K, ot au'on pran& q(t)
’égal & 1'una des trois fonetzans s . % et [t[, la fonction q(L) est

' de Hieaz h
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Ssit maintenant q(LL) une fanetian convexe. posiﬁive at Qositivement

homogéne définie dans V’(c'ast a-dire (hivre VI) telle gue ,
g+ v),gq( Wig(v) g w)>o0. pour tout W et q(lA w=Ag( ) pour

=
lise slors cemme eait :

ﬁ
dans V , 11 existe ume forme 1inéaire creisaante sur z telle gue, gcur'
tout x» 0, q(i(x)) < M(x). . .
On doit avoir, pour toute. partition'(xi) de x ; %(xi) ' q(L(xv)) dtol

revient & montrer que M(x) est finie pour tout x > U , et que ¥ est une
fqrme 1ineaire : ce-sara alcrs iz Qlas getite forme linéaire crezgsante

répondent & la'qusstibn._ﬂr, une fois démontrs que M(x) est fini, la

la prop. 3, eﬂ on & uniqusment utiligé l’znegalzte de ccﬁvexité pour la
fonction £t (dans R ) ' '

Pour voir que M(x) est flﬂl, remarguons gu'on a

% alnx; )) € m. }zcz\s )] 5

eat vne forme linédaire relativament bornée.

%eua désignerans nar'q(L) ls for&e Linéaire croxssanteﬁ déflnze éans

blen reapectivemant Gzele aux éléments E+ ; h et ]L, de l'esgaee
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De méme, lamqwa V est queleenqae, et qf u)a I u“ une zwm sur V
ls forme lindaire aroissa:ate q(.&) eorraspendante se note encore ”I.“
c¢'est done la plus pe’cits forme hnéaire croissante 5& telle gue
| 5(=) || < #(=) pour tout xe€E_ .
On notera gue l'existence d'une forme linéairs aroisaante ' telle -
que ” L(x)“ K(x) pour tout X cE,_ entraine évidenment quef L
est relativement bormée ,' c'est done une eandi‘sion néeessaim et
puffisente pour que L seit relativenent bornée. . .
. , : ' La formule
(‘i) » a()(x) = sup. Z a(i(x, )) de la prop.4 -
,peut slinterpriter autrém;nt Etant donnée zme partiticn (xi) &e x .
’ nous dirons qu' une partxtion (x}: ) de x est plus fine que la partmtian
(x ) i chacun des xi est somme d'une aous-famille de ls fsmille (x&) ;
':ieux saus-i‘a:ail‘ias de (x.') dont les sonmes. sentﬁ egales & deux xi
d’ ._né.mes différents n' ayam: aacun terme eommun 1 eette rela'ticm est
Vuna rela‘bion &'ordre clans , 2?(::) 1orsqu’on e:mai@.em deux partiticns
é.e X coxme identiques si elles ne d;ffareat que }@ar l' ordre des temes.
;En eutra, le lemme de décomposition exprine que U (x), muni de catte .
vrelatwn dlordre, eat un ensem‘ble cr&axmé filtrant (pour ia relamen
"plus fine"). - . .
Gela étant, Bl é teute pa.rtitian (x ) de x on fait corrasspendre le
‘ ncmbre z*éel Z q(L(xi)) s OB déf::.xzit une applicatmn croissante 63,6
42 (x) dens 5 , en vertu de la ccmvex.nté de q . B'a.prés le théaréme
de 1a limite monetene (Zop.gén., ehap IV 5,m 2) -on peut dmze
. éerire ia farmala (1) sous la forme . o ' -
(2) . e i 3 q(L(xi)> .
emm nouvella in‘berprétatwn va nous pemattm d’é%emre la &éﬁni-

tion de q(L) & des cas oh 3.a i‘onetian g nlest plus eonvexe.




- fque paar ehaque eaupls d'lﬂ&ices (i k), ls teme a'iad,icea i, k qui
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Hous nous agpuierow sur le théérémﬁe fondamental suivent :

Théorséme 1. Soiaéntﬁ(x)'.une forme linésire eroissante sﬁr un espace

: de Riesz B , i(x) une sppiicetion linéaire relstivement bornée cie B
dang un_espace vectoriel V 4 n dimeusions, telle gue [{ L[/ < e.n
(e nombre )0) Pour tgut XcE, et tout €50 , 11 existe une partition

- '(x ) de x telle gue, si on pose .-L(x )/U(xi) (a ;=0 si U(xz,;)=0
et L(z ).-.-»b), et _si (x ) est pour chague i une gti’cécn de %, on git ait

'(3') . | Z I L(xij)- i"(xig)“ , .
: Hotons 4! a"bard qaa la relation I(L” < cU entrame ﬂ L(x)” eU( x)
pour tout xCE&_ , @t par suite I{ 3’1 ” {e gour tout les imi:wes 3 .

Etent domné O > © erbitraire, il existe un nombre fini de points
l’k (1{kgn) de ia boule |U| (e dans V , tels que pour tout point
WL de cette bcmle, il existe un indice k tel que !LL-— X ”< S (eompa~
cité de la boule fermbe dans V). Considérons zlors dans l'eapace &
n+i din ensiens V xR 1a fonotion convexe positivement homogéne ‘
vq(u,,x) = Zu U-x bku 2 agzpliquons ¢e gui yrécéde & eatte fonction
convexe e‘c é. it wplha@mn linéaire relativement bornée

— (B(x),0(x)) de = ciana v xR ; on en conclut gue .L'expressmn

Z, I z.‘(.xi)- b, 1 0(x5 )| 8 unse limite auwant liorﬁenné croissant Z”(x)
_' -des partitiong de x . Gele entrafne que , pour tout > 0, 13. m.iste
,”'une partition (xi) de x telle gue si (xij) ciemgne une partiticn
quelccnqne de xi pmzr cﬁa.que i, on ait .
ey :-% [( Z | 80z )= btz || )- | 2ty )- ﬂoku(x )lﬂ <
Soit a sh(xi)/i}(x ) (ay=0} si ii(x )su) pour chaque indice 5,
soit k, um indice tel que “& k “ . Remarquons d'autre park

%

figure dens la somme (4) est 0 (d'sprés la convexité de ‘bL- b ”

ot la relation x; = ; xij), done cette inégelité subsiste encore
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guand oo n'y cansewa'que les termes paux; lesquel.s k-ké 3 ce gui donuve
Z ”1{:&5_3) 50 U( )H\ "+ H(d lvki)U(xi)“ < +0(x)
et eemme Z xi ==x , on & Z “ (a, !ok )U(xij)u< 3?3(::), dtoh
finalenment
me)~i«gy“<n+a§mm'
¢e gui démontre le théoréme ; puiscue n et gont arbitraires.

orellg_ire. Four toute partition (xf) de x , plus fine gue (xi), et une

;Qarti'fsion guelecngue (x' ) de chacun des xk , i _on pose |
= L(xk)/‘t}(xk) (c’L'aG si ‘C?(x )=0), on s

2 s ague o | <
En effet (xk) est la réugion de partitians (:r.:i j) de cha,cun des %y ;
sl on pose aL(x 3)/13(xij) (&ijzﬁ si U(xi )=0, ce gui entraine
L(xia)zo), la relation {3) montre que Z “ c’l i” G(xij) <€,
gi (x jh) est une ﬁartltlon queleenqns de X; 32 les x; s 3h corresponﬁaat

& un _ﬁeme indice i forment u,z*e partition de x5 s done on 8, d'aprés (3)

H I‘(xijh) 31U(xi3h)” e . On a par sm.te

,9 i
o 3£ iL(xijh)' .‘iU( jh)” : ” L(xi;jh.)' - U (xijh) { + 2 ” 4 4 ”
e | chijh)

- %:ﬁn& - ﬂmxi-,jh) ‘% ” i3 “ U(xi:j) , on e bien . :
. o 2y g)- 139051 30 | <

ce qm démontre la earellaire.
on peu’t encore dire gue, non seulemen‘t il ex.«.ste une partition (xi)
de x ayant is pmpr:{été émneée dans le th.1, ma:.a qu'il en exmte

’d’ at_msi fines gulon veuk.
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- Défini tig‘n 1. Etent dcnnés deux espaces vectoriels V,V' de dimension |

finie Sur lé corps K , on dit 'g- u'nne application p d@ V dans V¥ est
lwschin eane si elle sst asitivemen‘b homogdne, et s'll existe o© )/

M@WW w,v deV, onait
- | 2Ct)-ptv)] < o u-v] .

Tnéeréme 2. _3..9.5;?_%. L une gggl:.oatwn linésire relativement bornée d'un

ospace de Riesz E ﬁ&ﬁﬂ un %;Qace vectoriel V de dimensicn finie ; P uzme

‘ agglwatlon lipgchitmgma fie V dsns un espzce vectoriel V! de dimension

fizaie 1l existe une agglication linéaire relativement bornée H de E

.‘“dans v 'telle gue, pour tout er
5 ﬁ(x) lim = 2 p(b(xi))
plx)

sﬁontrons d'gbordi gue la limite du second membre de xﬁ) existe pour
tou’c X E“% ; 2ppliguant le ecriteére de Cauchy, tout revzeat & prouver q’ue,
pour tout &:}G il existe une partition (x;) de x telle. gue, si (xij)
aesibne » pour chaque i, une ﬁartitien guelecongue de x, , OB ait

| B e )= Z ptautx ]| < ,
%égms U= IL” pour tout n > 0 , le th,1, appligué & L et ¥,

montre gu'il exigte une par'bi*éwn (xi) de x telle gue, pour toute

partition (x j) de ehacun des X, 5 00 ait . o
(¢) Z n‘*"(xij)" iu(xij)” n  avee 3»iai¢(ixi)/‘ﬂ("xi)

“Gemsﬁe p est lzpsehitz:,enne, on en déduit

| Z'p(h(xiz))- Z p(c’t ﬁ(xij))”

et conne p est pesitive ent hemcgéna » pla  0(x; j))..-ﬁ(xij)P(& i) >

'dcme Z p(&iﬁ(xid))a( >, u(x j))p(a,i)avcxi)y(a, i)”P(&iﬁ(xi))gp(b(xi))
_ee qui démcm’cre ! existence de la limite.

Reste & montrer que cette 1imite M(x) est uze fcnetian lméalre

 relativement bornée. s&on*crona d'abord que puur XCE+ et T<E, ; S
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,&{i+y)~“(x}ﬁﬁ(y) ; or, une partition qualeanqus (xi) de x et une parti-
 tiom gueleongus (yj) de y définisesent une partitlonmk Z+y=2 ; d’aprés
le lemme de décomposition, si (Zk) est une partition guelcongue aa 25
i1 existe une partition (x‘) de x plus fine que (x; ) et une partltian
(y’) ge y plus fine gue (yj) telle gue 1s partitlon de z formée dsus
x! et des Vj soit plﬂﬁ fine que (zk) comme on peut prendre (xi) (y )
ot (33) de sorte que 20 p(»(ac J) Z p(i(y;)) et % (h(zk))
soient distents raﬁpectlvgmen de M(x),ﬁ(V), m€x+y) de moins de & ,
Zﬁ ?(&(x’)) et 25 p(b(J‘)) seront distants raapaetlvement de m(x)
et (y) de mezns de . et leur somme sera distante de k(x+y) de
moins de € ; ce qui prouve qus j %(z&y)qa(x)am(y)fl\‘ 3¢ , et par
suite .E(xﬁy)zﬁ(z)+%(y§ .'Ba 1z méme maniére, on proﬁve gue .
ﬁ(ﬂ. x)= 4 ¥(x) pour A >0 , et par bmte que i définit une awpllca-
tion linéaire de B dans V! , en posant peur Z<E , <ﬁ(x)qﬁ(x )-&(x ) 3

etﬁe applicaxian est relativement bornée, car on a ](p(ct)[ < 6 ﬂu,”’v
done | 2 oGz, ))H <2§{ (x| < e 2 | sx)] < e. Izl (X) .
et on passant & la 1imite }lﬁ(x)ﬂ [%]I(x) pour tout xcsE -
Le théoréme esct donc eomplétement démontré. :

Hous désignerons encore par plL) 1a feﬁctlon linéaire i daf;ﬁxe par
1a formule (%) ; catte nstation est just1f1ée par 1a proposition -
awﬁmﬁe:, - - . .
rr0Q031ﬁion 9. §g;§g_ E un espace de Riesz, V, V', ¥ trois egpumgg

| vectcr:els de éimegsioﬂ finie p upe agpplication 1i schitzzenne‘de v

da g V! , g uoe agglieatieﬁ.1igsehitzxenne de V' éggg v ’ ruqa
' a@gllcatzan cgmgoaée de g et P ,‘ ui est une a‘ Iicatian 14 aehit-
zzenne ﬁe Va ane V", 81 L est nneua'_lie tion lineazre relativamant

»bernéa de E dans V , et i on pose H=p(L) et qu(ﬁ), on & Ear(L)
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En effet, avec les notations du th.2, on dééuit de la relaticn .
(6) qgue Z N p(b(xm))-ﬁ(x“;p(&i) “ < e, -d'o& s fortiori
Z I z' p(.ﬁa(xij))-ﬂ(xi)y(&i) | < en, c’ast-a-dire

@ T Z ety )-px ) | < o

en passant é iz iimite suivant chacun des ordannés filtrant Zb(zi)

11 vient done Zj]lﬁ(x )»y(u{x ))]| £ en . Comme g est liyschitzianns,‘

on dééait de 1& que 5?” q(ﬁ(xi))~q(@(&(xi)))]' ee*a , ¢! étaﬁt’une'

constante ﬁOHFSBPble. Meis la partition (xi) ds x peut 8tre prise
aussi fime qu'on veut (eor. du th.4) ; en pessant & la limite suivant
ﬁD(x) , or voit done ghe Ilﬁ(x)-r(%)(x)“ S ce'n , et comme 3 est

arbltraire, Ezr(f)

B, Foaeﬁzeng continues de formes linéaires. Nous sllions maintenant mentrer

cue 1ton peut Sapnrimar 1'hypothése que p est lipschitzienne dans le
tﬁ.a sans modifier la conclusion ; ée fagon précise i

Théordme 3. Soiert L une application linéaire relativemsnt bornée »

d'un espace de Riesz E dens un espace vechoriel V de dimension finie,
cine de V dens un espace
geétogiel V! de dimeQSien‘fihia. i1 existe une applieation iinéairal

P &ﬁ&‘atplieatiqn continue st :csitivement,haaa

relativement bornée 4 de E dans V' telle gus, pour tout XE?E+
(8) _ _ W(x) = lim Z, o(L(x.)) .
, (=) -

: Mantrcas ‘*aberu gue, pour tout €>0 , il LXlste une a@gllcatlan _
;;ggghitzienne a de v dan& V' telle que jly(;x\- (‘x)]{‘< €, ( x” pour
tout X<V . En effet, soit Sflavsyhére"\xll 1 dens ¥ ;i exzate
vne application f.@e’la beule]{x” 4 dgne V' , gégﬁézggigéggg eﬁ tellaa

,que; sur 8 , “~p(>£7—f(><}ﬂtw ¢ (il guffit par exemple d'zpprocher

cmaqua »emgosante ée p par un ”ﬁlyu&&w, en vertu 4u th, de- %@ifzstraas)

*

?
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on a done, pour || X =[ly]l=1, || 2(x)-£(y)|[ (& | x y” 'a&:a /
est un nombre > 0 . Poeons, rour tout XevV, (x) = x| i’( “ 31
g est é?idemmemt positivement homogéne, et on a || p(>£)-q()<)“~< a]lxﬂ
dang V ; enfin g est lipgchitziema, ear on a || a( X )-aly )” 8 ” xf)lll
pour. ]lx”: | ¥l| ; si eu contraire | x| <]l Y], on peut écrire

a(*)-a(y) = a( x)- q(-ﬁ-yl-y) + AL -D et )

Iyl
et en redarquant que ]HXH - )’i” <l x -yl et /

[ % - byl = % -y ==ty [* L oy U0 o g 2oy
41 vient n q(x J=aly )“( (ea:i-&)“ e )’H ) oa i est le maxzinun de nf”
Bur 8 L

Gela gosé,.v tout revient & mem;rer gue la 1inite du-‘seconﬁ membz;e de
(8) existe, 1la fin de le démcnsﬁraticﬁ étent le r8une que dens le th.2 ;

il faut dome IPGUVEr Gue pOour tout e 26 , il existe une partition (x )

&a x telle que, pour toute partition (x, ,;) de chacun des X , 0B ait
” Z p(b(x 3))' 2, p(.b(xi))ﬂ < E . Boit J 7(3 , et g une fone vcm "
iz_i,schi tzienne tel.a.e que ” Bl x )-g( X ) ” 0 N x H ; on a done

. Z p(L(x;))- Zaliz ))][ <O > {[ Bz, | <5 ” L[} (z;) pour Goute
pazts.ticn de x , woﬁ

1 (Z B(i(x; ,))- zpu(xi))) <zg<&<xm;> zqux ))n< Sns.n (x)

or, d'aprés le “ch 2, on peut zmzwar (:; ) teile gue, pour toute ”rartz.tion

(2;,) de chacun des x, , on ait , |
“ Q(L(Xij))- — ﬁ&hixi);” S ; on en déduit que

| = s, - 2 2 || < (@ 2] +1) 8

ce qui aehéve la démeastra‘céen, :m.isque . esc arbitraire.

on désigne encore par (L) la fonetien linéaire u défima par (a) -

et on a 3.a ympaaition g énéraliean“‘s ia prop.H :




Froposition 6. Solent B up espsce ds Riesz, V, V', V' trois espaces

vectoriels de dimanslon f;nie, P una application continus et popitive-

ment b mocéne g V dans V' , g une aggEzaatlon contingie et positivenent

hbmgﬁane de V' dang V" , =0 oD l'agg?laamicn composée de q et de P,
gvi est uns application continue et pogsitivensnt homegéme de V doans V*,

Si L e8¢ une appl ggtlom lingaire relﬁﬁAvement bornée de Evgang,v et si si

oo pose uw=p(L) ot N=q(i) , on a N=r(L).

Tout i‘aboza, on & 1a relation enzlogus & (7) uoar uae gartltlan EBE6%

fine ‘xi) de xz, et toube partition (xg ) d@ chacund des X

© 2] Z e ))-plx, ) T <n

car Qn.peut trauver wne foneticn 1ipsehiﬁzienne Py telle gue
|| 2{ x)-p, (x) I/ o | % I, puis une partition (x;) telle gue
| > ]( ; P, (fa(xi»j))-p,! (1=, )| <O
d'aprés (7) ; dloh
N\
Z > 39(&(3: ) )-p(L(x, ))“ (2 N2l (z)+4) 0

ot est arb+tralre.

7

En papgant 2 la linite ﬁans'{ﬁ).suivant'chacun des ordomnés filtrants
P (x), i1 vient ZZ”‘%(Xﬁ -pla(x; )] < n . Considérons maintenant une
fonction lipschitzienne ¢, telle gue liQ()<) %4(«X)[l < e|x].

'exiate une eanaﬁante c dependaat de £ telle ous

zi‘k q(%(xi;)-ﬁﬁ(*(ﬁfii)))” <i en

dloh

2 I[ a(u(x, ))-@(pcm 3))) ﬂ < ea%‘( %, | utz)|| + zn p(h(xi))”)
: < ontel ][f& ll (X)-** I p(&) | (=)

. Or, & at n étan% donnés, on peut trouver uzne partitlon (xi) aussi Lins

- gu'on veut telle que 113 négalite précédente ait lieun ; passant & 1a

limite suivant 1'ordorns £1ltrent P(x) , i1 vient




5

1Ip(h)|l |[ (&)" pour touts application linéaire relativenent bornée L
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!{ ;?é(};)ar(lz)(x) ” < onts! “ i ” (z)+ ” “(L)" (x})
oy on peul pr@n&ré € , puis 5 de sorte gue le sgecond membre soit arbitrai-
r&&em» petit, ce gul prouve gue “:f(L’ c ' }

pens le cas ea p et g sont deux foneticns continues positivement
homogénes et scals veg G4éfiniss sur V et telles que plx) ¢ q( X} pour
tout xX€ ¥ , on a aussi p(L) K g{L) pour toute fonchion lingaire L
relativement bornée sur E , & veleurs dens V , comue il résulte de la
définition de p(L) et g{lL). De cetie propriété ct de la prop.H, on déauit
gue si p et ¢ cont continues, positivement homogines, & valeurs dsns vt

et telles que l;(x)“ - ”c{ x}" pour tout XEV , on & sussi

- -~

de & dans V .

kxercices. 1) S0it L une forme linéaire crolssante sur un e&;aoeldé

_ﬁiesz B . On considére un élément a D0 de E , et 1lensemble des

formes linéazires croissantes ¥ Telles guse :‘ 1° ul(x)< W(x) pour

tout z >0 ; 2% ﬁ(x)~h(x) pour tout x zel gue Og¢x«sa ;

3¢ m(x)=0 pour tout YU étranger & a . Montrer gue cet ersamble

de formeg linéasires croissante a&meﬁ ﬁn plus grend slément  && .
dorné per Lk (x):inf i{y), ob y parcourt l'ensenble de tcusyleg
¢léments tels gue 0<<y~gx:, et gue =x-y soit étranger & @ { pour wvoli
sue La gst iinealre, wtiliser le lemme de aueompcs;tﬁon),4ﬁantrer quem
pour tout A >0 , one %Aashé , 8t E_,=L L 6l aetb sont
étrangers. Si B est un espace de Riesz cohérent (g 1) et si b

appartiert & la demx-baﬂds engendrée PaT 8, montrsr qus Lb-< La =

2) Soit V un espaca veeter;el de dimension fiuie, 0 un GOE%‘GOﬂTSXS
dané V , L une a”plieaulou linéaire relaxi%ement tornée dlon egpace
de Riesz E dens V , telle gue, pour x 0, L(x) €C . 8i p est une
fbnetlon convexs, goswtivs et pogitivenent homogdne, définie dsns C ’

i
|
I
|

e
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généfaliser 1a prop.4 . Qﬁﬁﬁféliﬁef o méme les th.2 et 3 . Eo parti-
culier, montrer gue, si L%; Lg‘sont des formes linéaires croissantes
dans B , il existe une forme lindaire croissante ¥ telle que, pour
towh 270, U(x)= Lin 2 A e -
3) Dens le plan 1{“ ‘soit p(x,y) la fonction pasitivsment homogne,
ézale & \fX“+7 si y/x {ou z/y) est 1%raticnne¢, 4 O dans le cas

contraire. Soit B lfespace.ae Riesz formé des T onctions numérigues

continues dans I =[§,4]; et soient L{x)= jix(t)dﬁ, %(z}:]ﬂtx(t)dt

(¢) : (0)

deux formes linésires croissantes sur & . Montrer gue lfempression

%; p(L(xi),ﬁ(xi)) ne tend vers sucune limite suivent 1'ordonné
filtrent 72(x). _

4) Melt % un espace de Riesz, () llespace de Riesz des formes
linéaires relativement bornées sur & , F un sous-espace de Rieez

de {) ., Pour tout xX<E , wailymtma ﬁ?—axWx)mafamm'R

est une forme linéaire relativementy bornée sur F , que ncus désigne-

lrons-par ux', et l'gpplicatian b4 —e>ax  st uné aoyliuaz on linésire
éraissaﬁte de E dang l'espace de Hiesz Q! des formes linézirss
relativement bornées sur 5 ' ?o“f que x-—>u_ s0it uﬁ isonmorphisume.
e & dans Q' r*est-&-airu que u >0 entraine x > 0, et gu'en
@it Yeup(z,y

est prise dans S)/ , il faut et il suffit gue les deux conditions

) suy‘ x’uy) , ol 1a borae supéricure du second menbre

suivacotes soient rempliss i

o

a) Pour tout x >0 dans 5, il exisic un x!>0 dans F , tel
que x’(x)‘> . _ A -
b) Pour tout coupie a‘élaaauts @traa&exs ¥,2 de E+ , tout nombre

£>0 et tous x'€ B, ii existe deux 6léme ents y'cF,z'¢F  tels

que x'=p'+z! et y'(yhz'lz) <© .
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(Pour montrer gue la condition b) est néeessairé " utiiiser ia prop.2.
Pour voir gue, si elle est vérifiée, u >0 entraine x,0 , montrer
+ qulon a alors x'(x )& pour tout x*é ? et tout € >0 ; enfin, prouve!
que si lsa conaxtion b) est vérifide, et si v est une forme 1inéaire
croissante sur F telles que v(x') x'(x) pour tout x!' ¢F_,ona

v(x')}.ﬁ'(:ﬁ)-s guel que soit € > 0, pour tout x'c F+).

8i la condition b) est remplie, mais non la condition a), 1'ensemble |
des XcE tels que x'(x)=0 pour tout x'ec P est un scus-espacé de |
Hiesz E de B ; montrer (& 1'aide de 1a eonditioéa b)) que si xcH , |
one xcH , et gue ei ycH , zcH et y<z , tout x tel q,ue'y<x<z |

appartient & H . Par passage au guotient 1° applicatmn = ._>'a définit

un isomorphigme de l'espaee de Riesz quotieﬁt E/H dans l'espaca de
Riesz Q' .

5) Avec les notations de l'exerc.4, montrer que si on prend F= o -
la condition b) est vérifiée (utiliser l'exerc.). S8i en outre la

condition a) est remplie, E est un espace de Riesz archimédien.

¢ 3, Topologies sur un espace de Biesz

1, Définitian d'une topologie par des formas linéaires croissentes. Soit E un
espace de Riesz, et (U ) umne famille de formes linéaires cro:.asantes sur

E . Pour chaque v, il est immédist que la fonc‘tion U, (|x|) est ume
seml-nome (mvre V1) sur l'espace vectoriel E la famille de ces
semi-normes définit done gur E une topologie d'espace veetoriel localenment
'convexe, que nous allons étudier. ' ‘ : /

Bun général, cette topalegie n'est pas séparée ; l'espace sépa.ré associe

est 1l'espace guotient E/_E , ot H est le sous-espace vectoriel de E formé
des x tels gue U (|x()=0 pour tout ¢ . 11 résubte de la définition de

H que la relation x€EB équivaut & 1x( € ; en outre, si xcH ,
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tont ye€E tel gue ]y{ < \x[ appartient é HE; en particulier, on a
xTceH et x €H ; on en conclut gue, si yeE et zcH ona
aup(y,z) cH et inf(y,z) cH Les fonctions U sont cemp_atiblas avec
la rals,tz.on al équivalence x—yeﬁ , car 8i U (|x|)==0 pour tout < -

on aasussi © (x )=U_(x")=0 pcnr tout « d'aprés ce qui précéde, d'oﬁ
g (x)zo pour tout <« ; nocus &ésignerens par U la fonction obtezme par
passage an guotient & partir de U ; c'est une forme linéaire sur E/H

Nous allons maintenant 46finir sur E/E wune structure d'espace vecto-
riel,crdonvné ; i1 suffit pour cela de définir la relation x 0 pour
une _éla_.sse z (ﬁoé. H) : 'zmusy poserons x 70 8'il existe m; Zcx
tel que Xy O . Avec cetie définition, si xy0 et y 7/é , il existe
xei et yey tels que z7,0' et y) C ; on en conclut =xty 0, et |
comme x-i-yex«s—y . x+y 7 0 ; de méma, gi 1’;}6 et ./l 0, 1la clasae
Az contient Ax 50, domeona 4 z 7 © ; pour voir qu'en & ainsi
défini sur E/E une structure d'espaea vectoriel ordomnné, il suffit d'éte-
blir que si xZO et x <90, ona x=0, Qr, il existe alors
Fcx et zex tels que 750 , 2 <0; on en conclut que pour tout - ,
U (E’) 70 et U (z) < O ; mais, conme U , (7)=U (2), on a U (y)=0,
et comme ya[y,, on en conclut que x&0 . V
zz&ontrons maintenant gue l'espe.ce ordonné E/H aingi défini est un
g;ggee de Riesz, e'est-é-dire gue deux éléments guelcongues x,y 63’3 -

une borne supérieure ; or, =i xéx , ey , ot z%up(x,y), on 'a..'

: é;x et z; ,; mais inve‘rsement gl u;x et 7y 2 41 emgte

2&; , §¢F , Veu et wen tala que x<V , y<w 3 81 on pose

uzsay(v,w) . 8 appartient encora é. la classe & , etona u_sz ,; e
dcnc a 7 z , €8 qui montre que Z est borne supérieure de z ot ;9'

mfin, il est immédiat que la topolowie de 1'espaee queti\ent E/E’

est .d;efim.e par les semi-normes U ﬂ( xl) -




)
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Dans l'espace topologique E , la fonction ]x( est uniformément

éont;ﬁge, car }[x[-!yl g[‘x-y! et par suite, pour tout 1z,

"\U (lx[ )-u (IY!)\ 1) ('Ix-y[) . On en conclut que les fomctions x*“

et x~ sont uniformément continues dens E , les fonctions sup(x,y) -

inf(xﬁ') uniforrﬁément continues d.ans EXE . Les fonctions U, sont

urifornément cezxtmues dans E , en vertu de 1'inégalité ‘U (x)l H ([x])i
L'ensemble E des éléments @ de E est ferné dans i'espace tepolegiqat

e

E lorseue ce dernier est séparé : en £fet, E+ est l'ensamble des xEE

 tele q,ue x+_x , et les fonctions x et x" sont continues dens B

(Top.zén., chap.I, § B,‘ cor. de la prep.6).
Léior 1 un : R .. Nous supposerons désormais gque l’eszsaee
de Riesz E , muni de la topologia défins.e par 199 sen:i-—zmx'mes U (Ix[)
est gég é cﬁest—a-aire gue, pour tout x;éG , il existe un z.ndice ©
tel q_tze U (\x[)és .

Consldérons alars le complété E de E ; nous allens montrer qu'icn
peu:t: définir sur E une stmcture d'espace de Riesz qui prolonge celle

de E , ReLarqaons tout &'abard que les fonetions uniformément continues :
xl P x+ ,‘ X se prolongent par continuité & E nous deszgnerons
encore leurs prolongements reapectifs par les mémes notations, Bs- néme ‘

des foaetmns U se prolongent par contirmite 3 E ; les fonctiens :

u ([x]) sont encore des semi-normes sur E , et défmissant la stmcmre

um,fcrme de cet espace.

Gela étazzt l'znsenble des éléments 70 de E doi’c eonten,ir E+ et etre
__g_é dans E , autrement ciit il doit contanir 11 g@érenee 'E ﬁe E,
dans E Hous allons voir q,u* en prenant §-t' corme ensemble é.es éléz&ente

e

7/0._;13 , on defmit bien sur E une structure d'espace de B:i.esz\




(eff. Top. gén., chap.lv

- F6 -
{Jomme l’application (x,y)—ex-i-y est continue dans E E , et qu'slle
fappliqua E * B, dens E+ , elle applique E, x'ﬁ dans E ; pour voir
qu' on définit ‘bien sur E une structure d'espace veetoriel ordonné, il

suiffz._t de prouver gue ﬂ(-ﬁ )= 20} . BT, l*mentité xsx*-x _ge

, pi'elcnge par continuité é E de meme, on a, par pro lengament, x sO

dans -E {car ~E est 1'adhérenee dans E de -E y , en vertu du fazt que
x —-x est un homécmorphisme de gbur lui-méme}, et x"=0 d.ans E
a‘ok z=0 dans E N(-E,) . ‘

Beste & montrer que 3! as_yaca ordonnéd E ams:. défini est rétxculé

i1 suffira de prouver gue, pour toutd er ’ les éléments x et U ont

&

deng E une borne supérieure égale &4 x . Comme on a x*'-x 79 5

e'est-a.-dire x% -X éE pour tout z E , on a sussi, par prolons:ement,

*-xéﬁ pour tout X cE , c*est-a-alre x+>/:x pour tout xeg - de

‘m§me, on & x 70 pour tout x éE - ﬁ&ontrons inversemen’s que gl ue E

esttelqua n7/x et u70,ona u7/+. }
Comme x+ est uniformément continue dans &* , pour tout veisixzaga v

de O ; il existe un voismage ¥ de U contenu dens V , tel gus, pour
x'-x €3W , on ait x " ox’ €V ., Prenons x! c¢E tel que x'-xéﬁ’,

alors le voisinage u-x'+2W de u-x! contient le voz,s..nage w—xﬁvﬁ

de u-x , et psr suite 'eanswnt un ‘paint at-xt e R+ . Bnfin; .le‘::voisinago
i@—w de u contient un point -u”éE+ ; dens & , on a u"5>0 , ﬁ';x" s
done sup(u', at) > 't | ou encore u‘+(u”-u') -zt T ¢E,_.Or,cona
u-xt-(ut+(ur-u! )*”-x"*‘)-\a\"&} = {u-u!)- (u'*-u' )4’ x" 'i') ; les hypothéses
entrainent u-ufc 2W , u-ute 5‘;? 5 done {(uft-u! )+C V ; par suite

a- *’MV contien’e; ug point de B, et comme V est arbltraire :

u-x cﬁ ) e'ast-&-dxre " //x* .

_ Les espaces de Riesz ‘bopalomsés comme il vien‘l; d'8tre dit poasédem

d@s propmé’cés qu:. aenérdlment celles de la droite numérique R

)
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?rogésition 1 . Soient f et g deux fonctions ¢éfinies d ans un ensemble A

£iltré per un filtre @ » Brement leurs valeizrs deng un espsce de

Riesz séparé E , 8i, pour tout x A , ona f(x) < g(x), et si
iim  f et 1m@, g exigtoent, on a 1lim f@lm@g :
En effe'b en considérant la d.ifférenes g=f, tout revient & prouver qne
si £(x)y0 pour tout xcd , lim @, 0 ; or, pour tout ensemble
H e @ £(id) C E,_ ; comme 11&@2 est aclhérent a tous les f(a) ’
et gue E,est fermé deang E , on a 3.im@>fén+ .

Propositior 2. Pour gu'un ensemble filtrant & droite A dans un espace
 de Riepz séparé et complet B admeite une bornme supérieure (qui est alors
sussi la limite de x suivant l'ensemble filtrant A) , il faut et il
suffit gue, pour tout indice <« ; U (x) soit mejorée dans A ; pour toute
 fonetion pumérigue I gontinue el eroissant»e dang B .(en’ particulier

_ pour 1=U, ) , on 8

(1) sup L(xz)= lim L(z) = L(lim xz)=L(sup A4) .

€A xech Xch
La condition est évidemment nécessaire ; monirons gu'elle est

suffisante, Par hypothése, U, est cmiésam;e st majorée dans 4 ; elle

tend donc vers une 1imi‘§:e a suivant l'ensemble filtrant A (Top.gén.,

chap.IV, 2 5,th.2) ; pour tout €0 , il existe donc x cA4 tel que,
pour tout xcd tel gue X)X, , li)’ (x)-a l <e . 8 yyx etz 7 =,

appartiennent A A, 1l existe par hypothése un X A tel gue x Ly

et x;z ;, Gone U ((x—yl)s‘U (x-y) (2 , U ([x-z{)zﬁ (x-z) < 28 ,

et finalement U ( y-2 ) £ 48 . Cels prouve que le filtre des sections

o de A est une base d.e filtre de Cauchy dans E , et par sm.te cemzarge

' dans E vers un peint u; comme a = limg’ﬂ (x) et que H | est eanti-

nue dans E , on a U (u)=a . Pour tout xcA, 1'ensemble des yeA
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. gul sont > x ‘appartient & R , domec (prop.1) u= %%ga'y 2?3 -

u est un majorent de 4 ; d'autre part, si v est un majorant de & ,
on a x(v pour tout xci , dome us=lig X<V, oo quk prouve gue

N
N

R

u est lz borne supérieure de 4 .
Corollasire. Un espage de ‘”@s, complet E est cohérent.

N

 Ep effet, soit A un énsemble majoré dens B , B l'ensenble des bornes
gupérieures des parties finies de & ; B sst un ensenbie filtrant & droiﬂf

te , et majoré (per ﬁcuﬁvmajorant de 4) ; 1avprop.a prouve dong:qée B

admet une borne supérieure, qui est évidemment aussi borne supérieure

- . . ; .
2.__éﬂégﬁﬁ-gﬁmﬁiﬁﬁﬁmﬁgggﬁg* Considérons en partlculler 16 cas oh ls topologie

d'un espace de Riesz est définie par un nombre fini de formes linéaires

crsissantes Ui , et est sépardée. Celte topologie est alors_ncimable

(iivre VI, echep.III), et [=]= SpP U,(|x|) est une pome compatible
avec cette topologie. : ‘

- Les élémentis cu complété E de B peuvant slors s'obtenlr de fagon
uartzeullerament ginple : '
Proposition 3. Boit 1 l'ensembls des élcments de E gui gont limites de
suites crazssaates &'elements de E ; tout élément de E est limite

d'ume suite déeroissggte df'6léments de I . '

En effet, 80it x un élément quelconqu& de E - comms E est narmé,-
% gt limite d'une suite de Cauchy (x ¥ d'élémants de B ; ou yeax donc
définir par réeurrence une suite (nk) d’xndiees, telle que -
| xnk+1-;nk|\ ; autrement dit, en remplagant au besoin la suite
de Cauchy (x,) par une suite de Cauchy qui en est entraite, on peut

 gupposer gue la série de terme général xn-xn 4=%, {(pour n3>2 , et

uﬂzxq) est absolument convergenta. On en conclut gue les géries
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u ) et (uﬁ) sont absolument convergentes ; soit y = Z u
= ;

"
—-‘Zu';onac’fane x=y-z . Or, si on pose, y_ ii ;17‘3 Piu;,
y est lirite de la suite croissante (y ) a'elumante de B , done
aypartlent 41 ; do néme, g st limite de 1a suite ercissante
. -z ) d'éléments de B , donc appartient aussi & 1 ; enfin, z=y-2
est limite de la suite décroissante (y-z,) d'élément de I . ’

Topologies sur l'espace des formes linéasires croissantes. Soit E un espace

de Riesz, ) 1'enserble des formes linéasires relativement bornées

(%22 n ) sur B ; nous avens vu que ) est un espace de Hiesz. En

cutre, pour tout x¢E_, l'gpplication X-—)X(x) est une forme linéaire
crcissantg gur G) ; désignons~la par Ux ; d'aprés ce gul précéds,
toute femille (x ) d'éléments ) O de E définit sur S) une topologic,
per le fanille de semi-normes U, (lB:'} =lx|(x ) .

Tous considérerons dens ce q;}.i sait la topologie définie par la
famille de toutes les semi-normes ﬁ'x([xl) , X parcourant 1'ensemble E,.
Cette tepologie estl séparée, gar pour tout Z#£0, il existe un x éE_i"
‘tel gque X(x)#0 ; a fortiori, on a lﬂ(x)#& | |

S1 V désizne llensemble des X € SL  telles gque |X[(x)
les V forment un systéme fondaa&entaj. de vezsmaﬁes de ::3 dans
_ Sl lo;‘suue % parcourt E+ . En effet, tout voisinage de © ccmtient

un ensemble W formé des X

tels que |X|(x;) 1 pour 1«1 <n ,
les x, étant n éléments ';é:ﬁ de B, ; sion pose Xe=BuUp X, ,
on aura évidenment V .8 .

En'éu’cr@, Q. , muni de eette tapolog.‘.a ) 88t comglet En effet, s

g u.n filtre de Cauchy sur L ; pour tout xéE+ s 2l existe un

e.as;gmb e A € T tel qne, qu@ls que soient X cA et Y €A , en a.i‘b
lX-Y‘(z) (e, eta fortiori tK(x)-Y(X)\ <& . 0m en conclut gue les

fonétié;m X convergent pimplement dens E suivant 35 , vers une 3_113,1%




)
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o

forme linésirs sur & ., Hous allons monirer gus XQ gppartient & )

(ﬁ’est-ﬁwdire‘eﬁt relativement bornée), et est limite du Filtre G

linite de Zﬂ‘ ﬁ\x Y-X(x. )l lorsque Y‘tend gimplenent vers X,

. En effet, pour toute partitiom (x ) de x >0 , évaluons la
¢ 3 ]

> \X (ﬁi)-z(z.)\ pour un X €A qﬁélcen@a& ; ceite somme est
5

;s ' gue nous ncterogs X ; il est immédiat par prolongenent, que Ko est une

{suivant

le Pilire S ) ;. on a paer suitle Zf \ (x )-%(x. ,, aug \Y{x J-%x({x “
26}
msis oqa par définiticn de [xl dana a9 . Y(X.)'&(X.)‘ (Y:£|(x)

: ; L
done 23 I fzi}»X(x:)l gl?bxl(x} < & . Cela prouve en premier lieu
gue KO—X est relativermert borunée,; donc aussi‘xg ; en outre, per 4éfini-
taon de [ . on a lzb~kl€x { & ; ce gui prouve que X Bst limite du
filtre F dars SL

TUtiliseant 1o csrﬁllairs de

cx
Bed

2 prcy.ﬁ,'on retrouve le fsit que S)

est ur espace de Hiesz gohérent (g 2,7r0p.1).

Scit

corrs K

maintensnt V un espace vectoriel de dimension finle n sur le

, et soit Sl.v.l’ﬂwpaac vectoriel des applications llneaires

relstivement bornées de E dans V ; on & Vi { $2,0°3) que Sl.v_ est iso-

morphs sgu rod uit de n espaces identiques & Sy . Considérons sur )
» E']

le fopologie grodui* des topologies des n espaces SL

on voit immédisteoment gus cetie t090105le est 1ﬁdependanta de lz base

faeta&rs de fl

choisis dans V , Dlailleurs, si || x| est une norme danms V , la topologie
de ()
v

parcounrt E ; oo le voit snesitdt en remarguant gue dans V la norue

[\x” est équiValente & la norme sup \Ail

est définie par la famille des semi-unories H X]l{x), oh X

de X sur une base qee&ennque-ée ¥ . #pni e la topologie ainsi G

1tespace vectoriel;Sl,V

est évidemment séparé et compiet conme i'espace

désignant les'acﬁpasantes
jé7inie,

Q-




de X —p{x). 51 seinterant on suppose seulement D pocitivement homogbne

on en déduit || p(x

- BY1 -

eet unifornéuent

A R SR T R

ders ) -

- est

contirue dene SL v

e e A N AN TR

In effet, supposcug d'sbord p lipschitzienne ; i1 existe Gonc ey U

s

tel que ” p( x J=p(y ) ” e | -y ; om en copelut (§ &,n°%) que

[ p)-2(0)] € e | %7 || aans Q<02 olest-2-dire, pour tout x€E, ,

V $
“g\ww {3 )Il (x) < o, M X=-¥ H () , ce qui &tablit la con ipuité wiforme

et coontinve, pour tout >0 , il exicte une applicstion ¢ de YV dens V',

positivemert homogéne et lipschitziemne, telle que ” pf X Y-g{ % ) u < € ”x][,

Ol ¢ e fx], ator | -2 <[ a@)-am] +

~g{X
e.“ "-Y" +e(] x|+ Izl ), et per suite, pour

ol x]+ 1Tl €

tout Xx¢ E+, ;

: mIquulblGn 4.,‘301&7,& V gt V' deux espaces voctoriels de dimengion finie,

: -;oaidewb homogdpe de V dens V! . 51 p est 1ip sohit-

ﬂ

| 2(0)-p(x) [ =) < e[|z (x)rel x| )+ [ 2] =)
‘ < (cte)- | z-% | (x)+2e 1] (x) , ,
gr, si 163+ et X¢€ Qv sont donnéds, ainsi que o) >0 ’ on peul cawén-
cer par prendre & tel que Za HX”(QNS S / : on déternine ensuite 4 ,
et par suite ¢ ; et 1.1 suffit alore de prendre ¥ tel gue . '
(cte). | 3£ || (=) 5/ 2 , pour que le cecond membre de l'inégalité
précédente 80it S ce qui prouve la continu;.te ée p en Loz.:«:t XéQ

: "‘*'érciceg 1) i’zeuéraliﬁer ia prop.1 au eas ot on suppoae oeblement

gué s pour tGL.u ensem’b;.e ¥ dun filtre @ il existe xé :tal

gue £(x) < g(ai) : , : » L o
2) goit E un espace de Riesz sépare b complet pour l&"z?OBPli?gi@;w

définie sur lui par une famille (U ) de formes linéairesi;miéissazxtsi




broduit Qaa deux espaces de ﬁiesz {topologicues) 4' et 3” {vtiliser

" le th.2 1 du 1},

(utiliser la prep.2).

du 01 , elle est done sommable au sens de la topologie de B .

_ par 12 seuls forme linéaire U . Pour tout entier n >0 , et tout

entier k tel que '9}<k <821 ; ©n pose ‘xkn(t)sa pour 2m<k/23 et

'que la base de filtr@ sur E engendrée par les complémentaires des

parties finias de 1'ensemble des X0 est convergente vers 0 pour la

£>0 , on désigne par v 1lengenble des x E tels que {x[ ¥ ey .
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81 A est wme partie non vi&e de B , la bande &' ( 1) formée des
Sléments ét?&ngevﬁ 8 toua les éléments de A est fermea cang B ; la

bande A" engenarée par A est farmée dens E , ot E est Tsomarphe au

3) Soit E un espaces de Riesz s%"arﬂ et cowalet pour 1a topologie
définie sur lui per une famille (U}) de formes lindaires croissantes.
g1 un £iltre % sur B a une limite a eu sens défini dans l'exerc.3

dv § 1 , il 2 la méme limite & pour le topologle définie par les U
81 vre femille (x&).de pointe de E est sommsble au sens de llezerc.s

Uontrer gue ls réeiprogue est vraie si les x sont tous 0 .
4) Soit B l'espace de Riesz forré per les fonctions réglées dans.
l'interValle campaet [@ ?] ;, U la forms linésire croissante

U(x)= J{x(t)dt : E le conplété de E pour,la topologie 4éfinis sur E
x:>(k+1)/2 , et x (t)zﬁ pour les autres valeurs de t . lontrer

uopolonie de E J maia ntest ves convnrgeaan au Bens de'l'QXﬁr 3 dn§?,:

5) Soit E un sspace de Blesz cohérent, daus leeael il existe un

élément n>0 tel que, ponr to#tt x>0 , inf(x,m) >0 . Pour tont

Jontrer que lea Vé forment vn systéme fondamental de vezsinages de ©

dans une topolozis séparée %f competible avec la structure a'eapaee




AR

. Définition des anneaux de Riesz. Définition 1. Un anneau de Riesz 4 est un

- gtructure d'oz'dre @éfinissent sur A une strucinre dlegpace de Riesz ;

%y {*z . Bu particulier, si x,0 et 770 ,0ne xy>0 ; on en déduit

xy={~x)}(-y)y © (r2ele des sigg_g 8) ; plus »a,rtiagliérement,' si x>0 ou

(3) - =] =

- g}‘ 5 |

vectoriel de & , ?ﬁonti'er gue E est eeénplet pour cette .topcélcg;ie,
en remarguent que sl 5 est un filtre i;e Cauchy pour cette tepelcgie
% a une limite g au» sens de l'exerc.j du &1, et gue 43 converge ,
. vers & au sens de la topologie ¥ . | |
bopner un exemple -zi'espa(;e de ﬁiasz cohérert E , st dlun Filtre
g sar B , gui a une limite au sens de llexerc.3 du ¢4, mais non
au sens de la uopcmgia é {prondre pour B l'espace de tow;es les

fonctions bornées dans l'intervalle (0,1]

" § 4, Anneaux de Riesz.

énsembla puni, d'une part, d'une gstruecture d'annean & ogérateurq commnn-
£, par rapport au corps ’K ; 8'sutre part d'une struﬂture d'ordre,

telies gue : . v ‘
1° la structure d'espagce vectoriel (par rapport & K ) de 4 , ot s=

© ls relstion x 7 0 entraine
(1) sun(xy,xz) = x.supn(y,z) . |
En remplagant ¥ et z per -y et -z dans (1), on en G4duit
{2) . inf(xy,xz) = x.i08(y,2)
81 d@ a y(z et x)0 , on a eup(y,z)=z , dore, dlapréds (1) ,

sup(xy,xz)=xz , autrement dit, lss relsticns x70 et y<z er treinent

que si X 0,y<0 , on & xy=-(x(-7}) <0 , et si x<0,y <0 -

x<0,0na x‘?;Q.

Q_aala que soient x,y dans E , ona

x|. y['




B |
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En effet, supposons d'abord x50 , dlot x| =x ; la relstion (3)
est alors une coﬁséquenee de (1) , ok on remplace z par -y . Si maintenant
x est queléqﬁqua, o5 s flane part 7

| =] =[x"7-x77] <[5 [+[x77] = G D] =l (7]
et d'autre part 4 . :
|xv|=|5-x"5] ) |15 (x°7] | =[x 30[ =[x ) (3] = ). |y

et la comparaigon de ces deux inégalités donne biem (3) .

Proposition 4. Si =x et y sont deux 6léments trangers dans A ,
ons xy=0 . | .
D'aprés (3), il suffit de le démontrer pour xy0 et y,0.0mna
(ze7)* eup(x-—y,G)zsup(x,y)-yz(x-by)-ysx , et de méme sup(y-x,0)=y
done lx-y}-—(x—y) +(x-y) =x+y ; on a d'autre part ‘x«i-yl:—- x+y , done
dlaprés (3) , lx -yalz[x«t-yl (x-y(z (x+y)%= 22+ 2 xy+ 72 ; mais
{x ,2[ < aﬁ-,y ; dome 2 xy (0 , ce qui entrafne 2 xy=0 et par
suite xy = 0 . : : ‘
Corolleire. Pour tout XA s o0 8 xQ}G .
En effet, x et x  sont étrangers, done X'x =0, et par suite
Po(xf-x Pz +(x)2 yo . ,
Exemples d'annesux de ‘Biegz.' 1) Bi A est un espace de Bieéz,formé
de fonctions'numé;riques définies sur un ensenble E -(lé, relatién
..x ¥ signifient =x(t)(y(t) pour tout tcE), et si le produit de
deux fonc’éions de 4 appartient encore & A, A est un anneau "-de
 Riesz, la relation (1) étent évidemment vérifiée. En partieulier,
 tout clen de fonctions' est un anneau de Riesz ; il en est de mémo
"'des exemples 2,3 et 4 au 4,0 1. '_ |
~ 2) 81 (A ) est une famille queléonque d'anneaux de Biész, l.,""meau |
_“.,produit- T;T%_ , muni de la struecture d'ordre breduit vdé celles

des A , est encors un smneau de Rieez.




i

' En effet, quels que soient A et ¢ véels, ona (A X+ fLy) > 9 done

oh ¥ ziiarcour‘s A+ ; en général, cette topologie n'est pas séparée ;

pour tout x e 70 ;, on a donc en partlmher u( \x\ )=U(x )=0 ; récipro- \;
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3) 8i B est un espace de Riesz guelconque, enfc“éfinit sur B une

structure d'annesu de Riesz en définissant la multiplication dans |

B par la relastion xy=0 pour tout x et tout y .

Riesz ; nous allons nous donner, une fois pour toutes, une forme linéaire

2. Formes linésires croissantes sur un anneau de Riesz. Soit A un anneau s ' ‘
1

croigsante U définie sur A , ot considérer, pour chaque yc4 , la forme

linéaire x —~>E(yz) , gue nous désignerons par 'ﬂy ; pour y> 0 , Uy est

une forme linbaire croisssnte ; bour y guelcongue, Uyz w - Uy_ ; dome

I}y est une fome linéaire relatxvement bornée sur A .

Quels que go:.ent X€A , ycA , ona 1'i.négalité c‘ie Schwark
(&) 5| ¢ (uERuGR)

u(( 4 xtpy)?) » 0, ce qui s'éerit .)\.EU(xa)i-a).pLU(xy)-i' K2u(y2) » 0 ;
l’inégalité (4) exprime gue le uiscrminant de cette forme quadrat:.que
en l et | est négatif,

On en‘&éduw 1t inégalité de Hinkowski

(4 bis) (ot)?) < {0 (o)

car cette inégalité revient & 2U(xy) g 2 \[ U(xa)U(yd) , conséquence ge |

Considérons sur A la topologie définie par les semi-normes Uy( =k,

1'espace séparé associé & A est liesﬂaee gEksk guotient A / %D ,~v ol 2@'
est 1l'ensemble des x€ A tels que U (]x])zﬁ pour tout yea, (8 3,n 1),

quemant cette relation entratne U( \x\y)ae pour taut yea a! e.préa
1'inégalité de Schwarz , et peut donc servir de définition & e
11 est inmédiat gue MW est un idéa.l de llanuean A. ; on sait par ailleura

( 53) gquion définit sur A / % ume structure d'espace de Riesz ;




- 86 -

- monirons que cette stmeture et celle d'snneau guotient définissent sur
a / 9 une structure é"annee,u de Riesz. Il suffit de v‘érifi'er gue 1isa
relation (1) a lieu i&enfiquement dang A / (18 sor, 81 X » O dans
A/ , et sl 5y ot T sont deux éléments gquelconques de A / 9, 1
existe x 0 dans la classe X ; désignant par y(resp. z) un élément
guelcongue de ¥ (resp Z) ,on e sup(xy,xz)zx su;p(y,z) ; mais pour deux
éléments guelcongues u,v de A , on & uv=u.v et mzsup(ﬁ,?) ;
donc on a bien sup(X.7,%.z)=X.sup(y,2) .

On sait qus les fonctions "Hy {(y ¢a) sont cempatibles avec la relation
x—y:su (20 ) ( 5) goit u 5 1ls fonection obtenue par passage au qaatient
ayartirdevy : 8i y= 2 (fo’(‘;), on a Ezﬁ , car on a déja Uy’aU .
comme le monfre la relation B((y—z) )=0 , jointe & 1'inégalité de
schwarz . Un désignera par U_ , pour un élément gquelcongue -y@ A/ 7 ’
la %raleur commune de toutes ges" formes linéaires iiy sur A/7C , "'lorsque'
y parwourt ¥ . On a évidemment les relations W E_i't-ﬁ_g_ , U = =./LU_¥ .
__(2) = U (z-x) la relation J, 0 dans 4/)C entraifne que ©U_ est
‘ermsgan‘te, c'est—a-dire U (x) © pour tout X © ; en outre, sg ¥y €
est tel que U _(X)=0 idantzquememt , on a =0, car cette rela‘bmn signi-
fie que pour tgut yc¥ , et tout xeA‘? , on a U(yx)=0, et en pari;icuo |
lier H(y‘a)so, ce qul éguivaut & ¥y ¢ %’ ou & y=0 . :

Réeiproquement, si I}? ezt croissante, one ¥ b 0 ; en effet, ﬁétém; |
donné un yEy , oﬁ & par hypothése U(yx) 0 pour tout ZE'A .; en paé:*-»
‘ticulier Ulyy )}0, ce gui donne (prcp 1) u(-(y" )2) >/ 0 , c'est-é.-aire
U((Y )2)30 cela Bignﬁ:’ie que ¥y e ,dome 7= 7 (%’) autrament

dit y;@.
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3, ':Gomglétieﬂ dfun snnesu de (ﬁiesg. Hous supposerons désormais gue 1'idéal

JC est réduit & O , autrement dit, gue la topologie définie sur A per

les U (y 70) est gggarg cela équivaut au fait que la relation

U(y‘z)sfs ezatraﬁne yss ; 8 fortiom, y‘gmﬁ entraine y=0 . En outre,

 pour taat ¥ fixe dans A , nous suppvssrons gu'il existe un nom‘bre a. }0

tal que, pour tout xcA _
W @ 1G] < y.U(I x|)

FPour tout y fixze dens A , l'application lmeaire x —>xy est gontinue
dans A , au sens de ls topologie précédente ; en effet s pour tout z€A

0Oz &
U (lxzv}) Lf(lz} |7].2) = zm(x)'

Désignons par A l'espage de Riesz complété de 4 pour la topologie
précédente ( 3)., 0o ne peut en général pmlon&,er & EU 1z struecturs

d'anneau de A ; mais, comme pour tout yeA , llapplication linéaire

X —>xy de A dans lui-m8me est contimume, on peut la prolonger en une

ayplication linéaire dé AU daneg lui-méme, gue nous noterons encors
X —xy ; le "produit" xy n'est done défini gue si xéﬁv s TEA , mals
____g el x et y eppartiennent tous deux 6. Ag D'gprés le pmncipa de
};rolongament des identites, on a, pour zcaU y YEA , y'€aA , A cR .
Ix(y4y! J=xyixyt ,  x(yy')=(zy)y' , (4 x)y =L=y)= z( A y)
et en outre, d'aprés la continuité de sup(x,x') dans AUxAU .

sup(xy,xy') = z.sup(y,¥y')
8i x )0 (prolongement de (1)). De méme, si xsa{, y X! CAU yeja,,x_‘_‘ t

sup(xy,x'y) = sup(x,x').7y |
Par la méne principa, pour xéaﬁ, , 7€4 , on 2 |zy| =(x]. \y] o

N

Ou seit (& 3) qus, pour tout yei , la forme linéaire ﬂy sapmlonge*

par continuité & by , ol nous la noterons par le méme symbole ;




: x”-lm(x—x ) 3 eomme inf(y ,x")-—ﬁ et que la fonction inf(zz,v) ast

'ecm’cinue dans AUX‘QU , on 8 lim(inf(y" XX ))s& .

conme lug-val < wliv® , on en tire uvg t(wi-v)v 8i on ﬁose 3 aiﬁ%f(y'*‘,gx-xnj)

Bi ychA , 2€A , on a, pour tout X Ehy , Uyz(x)zvy(xz) , baer prolongemen

peunt en genéral g6 prolong;rar i by . .

Pz‘cgoaltﬁ.oﬁ 2. ZFour tout yé.é. ; Oon a
(6) ' l ]y I
Il suffit de dementrer que, pour tout x4, on a{ l(x) B, l(x)a
= U(|y|x). Or, on & I [(x)— ﬁg%p Z l U(yx )l, 7 (x) désignant
llensenble des partitions de x . On 2 évidemment lU(ny_) ] < ol ¥ %),
done [B [(3:) l l(x) : tout revient 2 démontrer gue U(]y[x) [ 3rl(x).

¢n peut éerire U()y[x)»&(y x)+(yx). Gens:.dérena,, dans l'espsce de
Biesz cohérent Ay s 1z bande B engendrée par y {5 1) ; on péut écrire
d'une seule maniére x~x'+x" + oﬁ x'c B et x" est étranger & y en

®

- 88 .
les semi-normes Uy(]x[) pour yea définissent la topologie de by

On noteras qu'on ne peut plus ‘éerire en général Uy(x)sﬂ(xy) _pour
. JtéAU 3 YcA, car la foncticn U n'est pas nécessairement conitinue

- pour ls topologie définie par les semi—‘nomas U, et par suite ne

outre, si on pose X ~inf(ny +X), la suite (x ) est croissente et on a

x'= sup x,=lizn z dans &U ( 31, prop.3 et &3, pTOD. 2}, d'oh

. Nous allons en déduire que lim u(y (x-zn))mﬁ . Bn effet, i u et v
sont deux éléments de &+ ; %t si on pese t=inf(u,v) , on a .
| u-v|= wtv-2t , |viv|=utv , d'o&‘u -valls\a-vl.[u#'vl =u®+vetpuv-2t{uty) ;

on a done *(x—x ) T (x-xnﬂr) < (xhr) - dtod uly (x-xn))< (1;’ );l
eomme t, tend vers 0 dans Ag ,' ot que U_ x4y ©5t comtinmue dans AU ,' on a

bien lim U(y' T(x-x, ))=0 . Cette relation s'écrit sussi lim u(y" xn)z u(y'x) 4




'relativement bornées sur & , manl de la topologie définie par les

= B9 - :

or, y et x_ sont étrangers dens 4 , done y'x =0 (prop;1), et y*x'syx
dfoh finalement I1im U(yx )zﬁ(y x) Hous avons done prauyé gue, pour
tout € >0, il existe B4 <X ; majore par un multiple entier de #%’, et
tel que U(y x) < \U(yz )l+a . De la méme manidre, on prouve gu'il existe:
z¢<<x , majoré per un multiple entier de y~ ,e4 tel que uly” x)<<|U(yz2)|+s
Gomme y+ et ¥y sont étranzers, il en est de méne de Z, et Z5 ; done
(lemme d'Euclide), de z?,\(x-za)+zﬁr, on déduit z,<X-3z, , OU zt8, <X .
8i on pose zszx-(zq+zg), les z; forment une partition de x , et on a
u(ly|=)< Z'lﬁ(ziy),-t’ 2e < )Uy'[(x)-}—as ; comme € est arbitraire, la
propesition sst démonirée. )

Bemargus. Comme la continuité de Uy intervment seule dans la

prop.2, cette proposition est encore valable méme si U ne vérifie

 pas 1'inégalité (5) . , '

Corolleire. 3i X est une'forme linéaire croissants sur A telle gﬁe '
X < AU ,ons |X \-.-xm ' ‘
11 suffit de remarguer que, dans le raisonnement précédent la seule
yroyriété de U qui'aoit;intervanue est le fait que ﬁy est eentinug
dans ﬁﬂ ; tout revient donc & prouver gue xy est continve dans A pour
tout y <€A, ; mais comme lx (x)[ % (lx\) < (\x[) cette propriété
résulte de la définition de 1a tcpologie gsur A . -

Considérons maintenant l'espaee de Riesz SL  des fermas linéaires

semi-normes N (X)z\x\(x) , ob x parcourt 4_ ; on a vu ( §3,0%) éue
cet espace est séparé et eamglet. Copsidérons l'application ¥ —> &y’
de_ﬂ dene Q ; é'eat évidemment une application ] linéaire de & sur un
sbas~espaee vaeterial ?U de Sl ; on & vu (2°2) que la relation y >0

est équivelents & U& > 0 , dono y._efﬂ est biunivogue et est un

¥




: (U +
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igomorphisme de la structure d'ordre de A sur celle induite sur ¥, per

1a structure @'ordre de S . Enfin, ls prop.2 montre que ¥ ——-;'tfy

est un homéomorphisme de 4 sur F , puisque N (U )zlii l(x) =

= {;([ﬂ;)g‘ax(ly‘) pour toa‘bv XEA, . ;
Cels étant, nous pouvons prolonger l'gpplication y-—>Uy en une

epplicetion linésire biunivoque et bicontinue de l'espace AU 5 mmplé-

t6 de 4 , sur 1l'adhérence ?ﬁ de F’ﬁ dene ). , puisque cette adhérence

' es‘t iscmorphe auw complété de l"espace vectoriel tcpologique FU $ ‘nous.

désignerons encore cetie applleaticn rar ¥ )U . Hontrons que ctest _

encore un isomorphisme de la strueture d'ordire de A‘U sur celle 1nduite

sur 3?  par celle de S) . Tout revient & prouver gue an ) , est

l'adherenee de Py () 51 dans S) or, 81 X 70 ‘appartientv & ?
pcur toute suite finie (xi) de points de &, , et tout >0 P il existe

yé.&+ tel gue ‘I—U ](x.) < & Dpour tout indice i ; mais on a

: ‘X-U ‘y/ I ]x,[—»\vyit [L U ‘ puisque \X[s X et en vertu de la prop.2 ;

a donec lz Ufy[‘(xi) < e ce qui prouve gue X est adhérent & F ﬂ&l

En vertu de la continuité de la fonction {X[ dans ). , on a encore

par prolongement, la relation {6) pour tout yéav ; on en conclut

aussitdt que la borne supérieure de deux éléments ,Ksﬁx - ‘szy de 'fU‘ .

prise dans S) , est égale & leur borne aupé;rieare prise dans l'espace

deﬁiasg F . c'est-é-dire & IJ ) ; en effet 1g bome supérieura

p(x,7
de X et Yda.nssz., est égale a §(X+Y+(X-Y()= (U, +] { -

| z- yi) =U sup(x,5)" Plus généralement, si B est une partie de ?U . jj

ma;grég dans S} , sa borne supérieure dens SL (qui existe, puisqueSl
est cohérent) eppartient & ¥y ; clest en effet la limite, dsns SL ;

de 1'ensemble filtrant & droite formé des ‘bornes mpérieures é.es par’cies

finies de B ; cet ensemble est contenu dans T

U gt aprés ce gui préeéde 4
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done sa limite appartient & fg ; zﬁuisgue cet ensemble est fermé.
Benargue. Pour 3réAU mais n'appartenant pas & 4 , le forme liné-
Z sire UY sur A est relativement bornée, mais en général ne sers pas
~ eoptinue pour la tcpalee;ie de A& , st par suite ne pourra €tre

] , & 4, contrei rement aux formes Uy correspondant & yc A .
Autremen“c ¢it, pour x €A, yéAU 5 ﬁx est une forme lingaire
{continue) sur AU , 'Uy une forme linédsirs (non e_en’cime en général)
gur A ; en oulre pour x¢A , yEA, , on s Uxﬁy)zvy(x) ; car les
deux membres scnt foncticne continues de y dans AU ; et sont dgaux

‘ tous deux & U(xy) pour yca .

Bous allons maintenant gupposer gufen plus des coné._itions précédentes,

ia forme linéaire croissante U satisfait & la condition :

(N) Bu déeicuant par S l'ensemble des yeh, tels gue, paur 'beuié Z€h, ,

op ait yx < x, on & le relation '

(7) x(x) =  88p X=zy)

pour tout xé& gt toute forme linéaire croisseante K sur 4 , 'i;eile gue

O<X (AEI pour un scalsire i cenvenable.

Cette ccmb.t;:.ou est évide:mnent remplie lorsgue A admat un élénent
vpité e , car on & e=g -70, et ox=x pour tout x, done e€3 .
Elle est remplie aussi lorsgue A est wn clan de fene‘sions, avec ou
. sans élément unité (map 1,52, prop. 4).
Dans ces conditioss , nous allens'caractériéer d'une sutre maniére le

aoue-eapac@ de Riesz FE gue nous venons de définir :

Théorime 1. Le gous-espace ?. d l'esgaee de Biegz eonéreyb ,SL est
daﬁtmgue & la bande engendreg par U dems oL "
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Solit Bg la bande engendrée par U daus () ; nous allons montrér succes-
sivement que : 1° By 2 2° F < B, . |

1° D'aprés la prop.2 du $1 ) la aami-banée correspondant & By est 1'en-
senble des bornes suyérleures des ;artms mejoréss de }.’aneemble des
minorants des éléments AU de .Q . Comms la borme supérieure de tuu’be
partie majorée de ?E appartient & F 5 la relation BUC ?U serz une
conséquence de la Proposition smvw e ;

Yroposition

5. _Pour toute forme lindaire X sur A telle gue O0<X <AU ,
il oxiste un ye¢ A’J teli gue -X::Uy_ . , '
D'aprds 1'inégalité de minkowski (4 bis), la Ponction y U(x") est une

porme sur l'espace Vecltoriel A , puisgus U(x‘?‘):{} entraine =0 ; comme

‘1z fonetion U(xy) est une forme bilinéaire symétrique sur A , elle

définit sur A une structure d'espace préhilbertien, dont la topologie

est définie par la norme \'/U(x?) ; 81 on cosnpléte cet espace, on obtient

un espace hilbertien H . . ' } ; ;
Uigprés 1liinégalité (4), la topologie définie sur A par la nerie

‘u{x' ) est plus f:me que celle définie par les sem;-nomes U (lx])

(y,0) ; autrement dit, 1l'application identigue 9 de & , canmderé

commé sous-espace de i , Bur A4 , considéré comme soustespace de ‘“’b 5

est gontinue ; elle se prolonge donc en une application J.:.neaz.re
continve de H dansg Aﬁ y Que nous noterons encere 9 . Soit alors(x,y) ;
le produit secalaire de,deu.x éléments de H ; pour x€4 , on a

£x,5>=0_(o(y})= oy
7 — U, (e(y)) sont continues dans H et iden’slques dane la par'bie parbont |

)(x) ; en effet, lesfohetions ¥ ———9<x,y’> et

dense A de H .

Cela etaﬂ», 1'hypothése X < i eﬂfraine que, pour tau‘ts ye.é. Ky

gst une forme linéaire continue dans A , considéré comme EOW*Q&D&QG éz
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a fortiori - Xy est cbn‘c’irme dens A , coﬂéidéré gomme sous-espsce de H ;
conme A es‘t par'bout dense dang H Xy est la restriction & A d'une forme
lz.néaire cantinue dans H dqnc de la forme x —><x,uy> . Dlaprés ce lqui
précede, il existe donc -un él’émant. zyéﬂu 71:91 qug Xy = Ezy .

11 est immédiat que l'application y — gy de A dans ﬁU est linésire.
8i yy0,omas U (x)sx ()70 pour tout x €4, , done 2,0 :
autremenu dit, ¥ —}zy ast eroissan%-e, 'Enfin, vy ———723, est continue
. dens A (ccnmdéré comme sous-espace de AE}) ; en effet, pour tout xcA.
ona U (lz?l):ﬂ (x) lﬁ l(x) z]X l(x)zx l(x} - p (]y’) d'aprés
‘lz prop.2 et son COI’Olla&lI‘E :

Hemarqguons maintenasnt gue 1'enseuble 3 est filtrant & droite, car si
Z€E3 et yeS , on a z:sup(x,y)és ; buisque 1es relations xugu et
yudua péur ‘cgut u;ﬁ entrainezit _zuzsup(m,yu) < u . L'snsenblie 8 est
majoré dans A, , cer son image par lfg@plication yﬁﬁy est majoré dans
ﬁé
('S 5,prop.2) que 8 a une borne supérieure e dans AG’ borne supérisure

. en raison de la relation HF £U pour tout yesg ., Ii en résulte

gqui est ausel la limite de spn filire des sac’cs.ons. Comme y —> ’zy est

linéeire et ccntmue‘aans A (et par suite sme prolonge par continuité

dans AU) . ySi.:lm gyzze existe ; somme y = {y) est continue dansiév

pour tout xcA ,ona U (ze')- %_3%33 Ux(z )= 1im Z(xy) ; mais d'aprés

1z condition (E),. 3.im X(xy)=%(z) pour taut xéA ; on a done

U (x)zx(x) pour zout xe€h , ce qui démozmre la proposition,
Remisrgue. Si la condition (Ei } ntest pas vérifiée, le raxsememant
préeoclent cTouve ennore qulon a Z sU S mais on -n'a pas_,;néca,s- o

| seirement X=X (exerc.. ) e | -

29 Hous allons démontrer en ménms temps 1a relation T CBU e‘t le

critére suivant, qui constitue une nouvelle earacterisatien de ?H :
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Propogition 4. Pour gu'une forme linéaire X ¢S) sgppartienne & 'fﬁ 2
il faut ob 11 suffit que, pour tout ye€A, of tout = >0, il existe

n >0 tel gue les relations 0gx<y et U(x)< n entralnent ‘X(x)l

**;n effet, =i KC ¥y, pour tout ve.{; et tout c> >0 , i1 existe par
hypothése B CA tel gue lX— (y) < 5 ; et & fc:rtiori. pour 0 < XK7F ,
{ X-u ((z) , puis I (x)»U(zx)[<c) ; d'aprés (5), on en tire |
(X(x)‘< o +IU(z:xz
puie (2 étant slors détermina), 7 teol gue a .1 £ pour avoir
IX(X){ £ € '

vﬁéci@roquement ; Bupposons gue X galtisfasse 4 la conditicn de 1%énoneé.

<O+ &, Jlx) ; il suffit donc de prendre o < £ |

13
e

1%

&

On peut éorire d'ume seule manidre x:f«i-z' s oh Z‘z‘eﬁu et o& Z a8t
étranger 4 U (§ 1,th.1) ; comme Yen, C?’g , ¥ satisfait & 1o conditic |
de 1'énoncé; donc il en est de mBue de Z=X-Y ; do co fait et de la
relation ‘inf(( éﬁ(,U)zﬁ , on va déduire gus . Z=0, En effet, pour tout
xca, ot tout 7 > 0, il existe ume partifion (y,z) de x tells gue
u(y)+|a((z) s 0 (§1,pr0p.2) ; on a en perticulier U(y) <n ; sl on &
choisi n € de sorte que les conditions Ogvgx , Ulv) < entrat-
2(z) | < iz"(z)g :,
‘g)(_ﬂ-(zqz)\ < 2s ; étant arbitraire, on a Z{x)=0

nen lz(v)l<s , on sura donc [‘7( \]< , et comme

el BUTL

pour tout =xcA done Z=0 .

”i.. #
Cette feuxidme partie de la démonstration prouve que ‘bout b4 gatisfai—
sant & la condition de 1t énoncé appartient & BU ; d'apréds la prewiére
_psftie ;o on a donc '*%‘UC BU ce qui achéve de démontrer le th.1 .
Le th.1 , Joint au ’sh 1 du % 1, permet done 'd"énonc‘er ie théorémé
’suxvant - v

.,N;é réme 2. Touie forme l:’z,néé.ira ;ala‘hivement bornée X sur A peut

Eaherban

3"3 ire d'une seule maniére gous la forue

,ﬁ , =
(&) X=0y

gﬁ yeAu et ob inf(lZi,U)ge .
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#n outre, la prop.4 donne une eondition pour que, dans la.déeomposition-
{(8), on ait Z=0 . ‘
Exercices. 1) Hontrer gue, dans un annesu de Hiesz A, ona
sup(x,y)inf(x,y)=xy . ’
2) soit A 1'sunean de hHiesz formé des founctions pumérigues conti-
nues définies dans [@,1} telles que : a) %(0)=0 ; b) la &érivée é
droite x'(u) existe et est finie ( ,, exeuple 4). Un pose
h(x)=x'(0)+}nxkt)dt . Jontrer que U(x )=0C entraine =x=0, et que la
eonaltlon (5) ost vérifiée, mais non la condition (¥) ; montrer ensuij
te gue la prop 3 est inexacte pour l'anneau A et 1z forme linéaire U.
%) Soient A un annesu de Hiesz, U une forme linéaire croissante &
laguelle s'appligue le th.1. Solt p uvune fonction scalaire déficie
dens ﬁﬁ ; continue et positivement homogéne ; si xq,zg,...,xm sont
des formes linéaires apgartenaﬁt 2 ?% , il en est de méme de
p(X1,ia,...,Km} (utiliser la prop.4).
4) Généraliser la prop.2 eu ces oh 1'idéal (& nfest pas nul
(on remerguera que la relation Xy &% dans A/’WE entrazz@v
U (y) < U’ (t) , et que, =i X et ¥ sont disjoints dans A//yﬁ

ona U (y)=b, on utilissut llexere.1).

3 5. Cor algtLon dtun clan de fonctions.

S0it @ un clan ds fouctwm; dérinies sur un ensemble £

(ahaﬁ.? $1). On a va (5 4) que 4? est un anneau de Riesz ; nous allons
gupposer danéu,‘unu fois pour toutes, sur (ﬁ une fornme linéalire erozswan-
e U , ot nous supposerons, yduw sxmple¢ar, que la relaixan U({yf)nﬁ
nfralne x=0 dans aB (cf. exerc.1) ; a fortiori, lz relation U(x =0
entra ina xdzu done xzu Commﬁ toute foaculoﬂ.des i? est bormés par

hwpetﬂ se, on a, d'apres le tnaar 1e de le moyemne (chap.l,%é@ formulé

(5)) 0G| ¢ o) v
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sutrement dit, 1z condition (5) u' 4 est vérifide. .Iaéz*fin, la eomdition
{(K) éu %4 est vérifice pour zw forme lincaire eroissan‘te X s @
4'aprés a prop.4 du chaep.I, 3 ) , Toutes les prog cgit ion" établics au

By

24 sont done applic aolay 8 CE et U . ia"ous dégiguerons par @ , desns

ce paragraphe, llespace de Bissz ob >tenu en complétant @', muni des

semi-normes U_(|x|), od ¥ parcourt CP+ .

on 2 va (§3) qaé,da;fm @ , les fonctions =" , 2 , |z| sont unifor-
mément continuse et prolongent les fonctions correspondantes sur a} ;
il en est ‘de néme de y — xy ; pouxr 'imz;.t x € CP . De néme les fome-
tiens inf(x,y) ot sup(x,y) sont uniforsément continuse dans @ X (I) .

Plus généralement :

Propogition 1. Soit f une application liipschitzienns de K dans K

: e n e 3 :
gtznoulant an Qomt (0,0,...,0) de R -; illapplicabion

n o s
\3{ P }3.- ) —9 f X ,J‘LI 2> ,x } C’-E’ ﬁ'"".‘.ﬁ @ Qﬁt U.ﬁlz Oz‘fﬂ. "5* ’C"‘l'?ﬁig
. o ~ . B
gontinue 2t se ‘sralc:m:e:« Dar continuité eu ume applicetiocn de CE

~3
dans

#n offet, il existe par hypothése une coustante ¥ >0 telle que

i - ox S (xl . ﬁ:”\ . ‘x,vxf. \ Pour tout @ on &
\ a3 ,J&ri) ( 13 5 n} é § ; 5 4 “_C’ 198 Z & 3 345

b { 4 - ¥ - i 1 - 3 vy 3t
done U (\r(»,i,..,;,,n,-f(x;,..,‘,‘%)l, < 3 z“\x‘i x‘{l) , ce gui

démontre la proposition,

fQﬁ{‘iulOﬂ 'QlGlC’ﬂ“ﬁ: < @ se noters encore I .

—

pefipition 1. Un dit gu'un élément x € @ gst m

O
s

dére s'il exigsle un

5 € Jf tel cue \;x;.\ < 8.

+ = = '
L'onsentble des &léments X = qtg tels que |x| £ & se notera 1 _;

sa trace sur @ (c'es*t-ée-due ilen samulm ges x € @ tels que

[x\ < &) se notera J

b

Wous désignerons par 65 1'unuamulﬁ des 1 mente med érés dens @
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il est immédiat quse c'est un £OUS-SSPECS de fiesz de @ en ocuire,

clest un espace de Lil@ﬁé coherar‘t, car ...i un ensemble dféléments modérés
7 ¢ est majore dans ém ;, i et a fortiori majoré dang (I} , done

il a une borue su;érieﬁre _e.}g_gﬁ (b , et cette borme appartient mslble—
zent & wa ' '

Fro goaxth& 2. Lfenseumble I est lladhérence de J dansg @

En effet, soit x un élément de I ; lorsque y ‘hena vers x on restant
dans CIQ , suplinf(y,a),-a) tend vers sug(inf(x,a),-i)am@(x,-a)zx .
dlaprés lz continuité de supln,v) et inf(u,v) Gans CE X Cb ; comme
sup(inf(y,a),-2) appertient & J . ¢+ la propriété est démontrée. ‘
PFroposition 5. Tout élément x3,0 de 5 est borne supérieure des
g y tels que OyKE . | ;

En effet, lorsgue y ternd vers x en restant dazns (E Sy inf(x,y) “E;end.

é,l sments mcdér

vers inf(x,x)=x , ot est un élément modéré tel gme 0 <inf(x,y) <
done x est limite de l'ensemble filtrant des z modérés tels que U<z ¢(X ,

dtoh la proposition, d'aprés la prop.2 du 3 3.

Fropogition 4. PYour tout y modéré, U _ est continue dang @ , 8L _se
: o —_— :

prolonse done par continuité & ; en outre, pour tout x & C_E
(1) 9iz) = 0y

. En affa'z, si \y\ {B ;08 8¢ cb on 2, pour tout z e )
lL (z;] Wl(Z) U (z) ot U, est continue dans z .

ouy etablzr ig relation (4) s 11 suffit fle prouver que, Dom‘ tout ¥

nodéré, llapplication x —U (y) est continue dans (ﬁ ; or, sily' <8,
ol ae@ \ (y;l ix\(]y\) ‘(a) = T ([x[), dfob la

prvp051t10n.

8] yc gP n'est pas modérs, Uy n’est pas continue rians, CP en énéral', |

comme on 1'a déjd signalé ( $4) ; mais on a la pmpc»mticn suivante :




)
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| Proposition 5. Four tout ye (}5 et tout =a ¢ c}g s UF sst uniforméuent
g 7 . + 2

~ eontinve dans 1'ensesbile J -

En effet, pour tout €>0 , i1 existe z ¢ @ tel que | -U l('a) < E
‘c'est-a-dz.re, pour toute partition (x ) de a , \H (xi)-U (xi) \ <
4 fortidwi, pour tout x & qu tel que 0(x (s }U (x)-U (x) l ;
done, pour tout xX&J lB (x)-U (x)f<2s . Cela signifie que, dens J_
”t?y est limite unftome des fonetions unifomement con#igues Uz ; done
est elle-m8me uniformément continue. »

La fonecticn Uy se prolonge donc par continuité & tout ensemblg Ia 3
si 0<a<d (astd _appartenant & @ ), les prolongements de Uy Al
et I, coincident dens I, , tout point de I étent adnérent & J,
done & Jb DJ ; il en résulte gue g8i & et b sont qualcongues dans §+
les prolongements de Uy dans I et i, co:.ncident dans I N 1, , car

ce sont les restrictions du prelongement de U dans I b . Bn d'asutres

J

termes ; on peut prolcnger Uy & l'espace de Biasz Cb < des éléments

modérés, ot on voit aussitlt par continuité gue la fonction prolomgée,

gu'on note encore ijy , est une forme linéaire relativement bornée
sur & '

2, L'annesu L (@) Dans l'espace de Riesz cohérent Qb l'e;asemble.ﬁltrant
§des zc c@ tels que 2zx <x pour tont X e @ , aduet une borne
sugériem ¢ , en vertu de la prop.2 du 33, pulsque, pour tout z c8

et tout x ¢ c@ , on & U _(z)=U(xz) ¢ H(x)
?rcgasiticn 6. Pour tcut x e @ ’ on a8 ex = X . _
effat gquels que soient x et y dans @ s OB 2, 61 vertu de la ‘
’eenditicﬁ (H) st de la continuité de Ey et de z —zx @ns @ i
E’y(’x).—vu(xy)z guepaﬁ(xyz)s Sup, Gy(zx)z %1213 Uy(zx)zﬁy(ex) ..Autrement dait|

U (x-ex)=0 quel que soit yc @+, donc, comme x-ex)0 , on a
nécessairement x-ex=0 . . - i




 des nombres >0 sera désignée par L‘”(cﬁ) : clest un sous-espace de

 pTop.3).

'_ et par suite I xy|| <] x| #|31 , A et |- pouvant 8tre pris
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0n a évidemment U’zU - vdone, en vertu de la prop.5, U se proionge
par continuité 3 @ ' | "

Pour tout A 0 , nous deaignerons par K, 1l'ensenble des x = @

tels gue ]z[ </Ae ; la réunion des K 0 lorsque A parcourt l'ensemble

Riesz cohérent de @ s gul contient C@ et @m ’ et est donc partout dense
dans CP pour la topologie de cet espace. " _

Pour tout xe L°( D), nous désigneroms par | x| _, la borne infé-
rieure des A > 0 tele gue |x| ¢ Ae . Pour tout ye @ la relation
[x{ e A e entratne U (lx]) 1'3’ ()Le)z)LU (e)= AU (y)s_/LU(y) ; réei-
proquenent, si Uy(lxl) < Lu(y) pour tou’c ye 65 , cotte reltion
stéorit Uy(.)\ e-|x|) » 0 , et entralne dome A e-]x] ) ; en d'autres
termes, on peut écrire

(-1) ' h=l_ yed‘) ,5?53’)0‘ U’(lxl)

Cette relation montre en particulier gue, pour X € CE 5 “x “ coin-
cide avec le nombre défim an chap.I 3 et désigné per ls msme notation j

on & en outre ici [x[ _ =[x ' (ncrme_ dans P (E)) (ef. chap.I,$3,

Comme |x|= sup(x+,x") , on a | xiﬂ = sup( I x+ s [=x] ) .
Sur 1'espace vaeteriel L (c}@ ), “ x ” . ©est une norme ; en effet lss

relations x| ¢(Ae , {y] { pe entrainent [x+y’ )x,-t-ly] <(A+ e ,

arbitrairement voisins de || x|, et|¥[_ respectivement ; i1 est
immédiet d'autre part que ||A x| _=[4]. [\x” - i enfin, la ralatien

[lxu G signifie que pour tout s>0 on & [ xl ge ; dzme, poar teut
7 i_) yoma U (|x]) U (se)z eU(y) quel que soit a)O ; cela

signiﬁ@ Uy([xpze, et conme ¥ st erbitraire, =x=0 .
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La topologie définie suz' %! é ) par la norme || X" est plus fin
que la topologie induite par @ , car la relation “x“ < € entraine
Uy(lx‘) eU(y) pour tout y € @ En ou‘bre :

Proposition 7. L'espace normé obtenu en munigsant L (d}) de la ls

norme | x| _ est complet,

En effet, soit O um filtre de Cauchy sur L% () ; est & fortio
ri un filtre de Cauchy pour r la structure uniforme moins fine 'd.é ?é- .
donc a une limite x_ dans $ . Pour tout ©> 0, il existe M €S
tel gue, pour tout couple de points x,y de M , on ait |l =¥ " ,
e'est-2-dire |x-y|  ee ; pessent & la limite dans i[) , on 8
]xo-x\ ( ®e pour tout xzcH , c'est-a-dire "xo-x “oos € ; cela prouve
d’labqrd que x € L fﬁ), puis que x, est limite de 37 pour 1ls topolo-
gie d'espace normé de L7 ((i)) . '

Gonsidérons de nouveau L ( @ ) comme scus-espace de 5, pour tout
y<L o (é[)i, l'applicstion linéaire x —>xy de D aans @ est gcomti-
nue ; en sffet, si 17| < le , on a, pour tout z ¢ (E
U (|xy|) < ()Le]xl) = J\B (|xz|). on peut done pralenger par conbi-
nuité l'spplication linéaire précédente & CE , ce qui définit le
produit xy pour x € C@ et yEL (@) : on voit aussit8t, par prolon-
gement, que pour X 65 , (D), e (d) , AR, emn s

- x(y+y! )=xytxy! , (A x)y ==Mxy)=x()ty) s

| ﬂup(xy.xy') = x.eup(y,y') =& x>0
Eaméme, gi xé@ ; x'cc_ﬁ , 3L (D) et 750
sup(xy,x'y) = aup(x,x').y . _

Le produit A de deux éléments de L ( @ )} est ainsi défini :,. ai

|7l g Ae, |7'|c Ao, 0me \yy'\(.)\.l\'e , donc yy' appartient &

i (@) ; en outre, pour tout x ¢ Cf , on a, par un double prolengement

,.
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1'identité x(yy! )z(xy)y' ; en partiw_lier, ils multipliea‘bmn dans

is “($) est associatlve ce gui, joint aux relatlons préeédentes, achéve
de montrer gue cette multighcatwn définit sur L (6}5) une structure
d'spnesu de Riesz. En outre, &é,ns tout ensemble K ) <K , , l'application
(x,y)ﬁxy est voniformément éontinue‘, car on s, pour x,¥,x',y! dans

Ky, |=y-x'y!|=|x(y-5" M (x-x" )y' | < < A (}x-ic’]‘ﬂy-y'l )

d'oh, pour tout z € é . ¥ (}xy-x’y'l) < (23 ( x—x'[)‘*‘ U (‘7*3“'[ ))

iLe néme raiscnnement montre aussi gue xy est unifcmement contlnue

)dans K ) <K, lorsqu'on munit k& (@) de la topologie définie par
~le norme | x|_, , car on a |zy-x'y' [ sA¢ | z=xt|_+ [ 7-78 ) .

Ce prolongement de la fonection xy peut se généraliser :

Proposition 8. Soit £ unme fonmction continue numérique, définie dans

R® et telle que £(0,0,...,0)=0. ZL'application (x1 2ees%y) ef(x@":"xn)
de 5" dams O peut se prolomger per continuité em une spplicstion de
(Lw( 3_3 ))® dane L°( (ﬁ), larégu'on manit L7 ( é) de la topologie
définie par la norme I=] _ - |

<P
13. suffit en effet (Top.gén.,chap.II,  3,prop.7) de voir gue £ trans-

: n
forme tout filtre de Cauchy 5{ sur QD en une base de filtre de Cauchy
z : : C’ = i . S
sur @ . Or, si A est un ensemble de N tel gue ” A ” <1 pour
tout couple d'éléments .(xi)‘,(yi) de A , il existe un nombre a > O
tel que xi(E) soit contenu dans [—a,+a] =1 pour tout point (xi) EA ;
comae £ est uniformément gontinue dans i® , la proposition est démontrée.
On voit aussitlt par contin 6 que 8i f‘(t1, cesty ) 7/ ¢ pour
l {</{_ on a f(xi, ,xn) >0 dans (K./L) - De mama, si f1,..,f sant
m applicatlons continues de R dsng R , nulles é. l'arigine, g une

application continue de R™ dans R , nulle & l'arigine, et h 1'appli-

ca‘bwn
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1'application composée (%t,,..,% )ag(f,‘(t,{, s )seens m(tﬁ, ok )) "
on a identiquement B(x,,..,x )=g(f (x1,..,x ),...,fm(xﬁ,..,x ) .
On peut remarquer er outre que l'application (x1,.‘,xn) >f(x§,.. Xy )
de (i (@ ))? dans I  ( @) est uniformément continue dans tout ep-
gsemble (K ‘ w non 'seulementrlorsqu'onlmm;ait L7(d) de 1a topologie
définie par la morme |z {(comme 11 résulte de la prop. 8), mais
- aussi lersqa’on considére L ((P) comme sous-espace de @ En effet,
soit & la borme supésr:s.eure de \"“(t‘i”"tn)l pour f'hj_[\ < A1 si<m) ;

on a2 | 16 ST ) “ ¢ a pour (x, )E(Ki)n'; d'sutre part, pour tout
e>0 il existe J > O tel que, dans (KA) , la relation
q:L | =~ H <0 entraine I 2(z,,. 1%, )-8y, .,yn)ﬂoo < & ; quels

=

gue soient (xi) (y‘,) dans (K A Y2 , on a done

d'od, pour tout 2z ¢ QTE+ . | '
U (| £0x0 00 0%y )2 0007 |) < V(212 § 2 U ([%;-75)

sont pris

———_‘.A

ce qui est arbitrairement petit si £ , puis les ‘xi—v
: assez petits. ,
3. Les espaces LP(§) (:énérallﬂaxz.t 1s formule (1), nous poserons, peur tout
nombre py 1 et tout x & &

@ ==y iR AED
et pous désignercus par ¥ (@) itensenbie deg X € cﬁ ptmr lesgusls
il x[[ {+ oo . Un & évidemment C@Q Lp(@), ot sur @ , z“ eeineide

avee l' expression (B(\x\p))VP déflnie au ehap I (3 3, prop. 1)
proposition 9. Llensemble IP(J) est un sous-espaee de Riesz de @
et |x||, estune nome gur LP(@)
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Bn effet, si x<LP(J), yeiP(P), on a, pour tout 5 @-r» tel que
| =] prst, O (lx+yl) U (|=z)+u (]7]) & =1 . +u;rﬂp , ce qui
montre que Xty CLP( CI)), et gu'on a 1'inégalité qui prolonge 1tinégalité
de Minkowski | . -
o S e .,
Il est mediat que, pcmr tout scal:aira A, “l_x;“p = 4] =] -
1¥( $) est done bien un sous-espace vectoriel de @ ; e'est un sous-
espace de Riesz, cer si x70 appai*tiar.t a LP( <P) , on a, pour tout y
‘tol gue O <KY<X , Nyu < | = p » dome ye LP(C@) Pour veir gue "x” o

est une porme, il suffit done de ,.hc»ntrer que ||\z| , p =0 entraine x=0.
gr, pour tout ye @ tel que My“ <1 ,one U ([x[ )=0 ; meie pour
tout ye¢ @ . 11 ex:.ste ./L tel que |4 ¥| ot S 1 , Gone J{U (]x[)zﬁ
et per suite Uyﬂx! )=0 , ce qui entraine bien x-ﬁ - '

.I.ersqut.o;x nunit }.P( @) de la norme qu? , 8 ?.:,on.sogie c};‘é-fiﬁie sury
i®( ) par cette norme est plus fine que celle induite par @ , ear

en vertu de la définition (2), on a, pour tout yé€ (J;g

(4) - _ ﬁy lxl) \' uy“p" [X'”p

dens (D) . | | .

Théoréne 1. ‘”'esp_aee'nemé LP( @) est complet, et, pour p (t = ,
® est partout demse clans scet cspace nornmé. '

1 1P( @) est complet. .ﬁaa propesition sat démsntrée pour p=v+ <o .
Hous pouvons dong nous borner dans ce gui suit au cas ol D est f‘ini
Hoit é" un filtre de Laachy sur &»p(@) - dlaprés (4), o est aussi

» un filtre de Ceuchy da.ns @ ﬁone canverge vers x5 <€ CP - E‘n outre
A ayrés (4), pour tout e70 ’ il existe un ansembla u e tal que, l

\ pour tout couple d'éléments %,y de H et tout z € @ s OB ai‘b
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U (lx-y( ) <]z ot i laissant fixes z et x et faisant tendre y vers

% suivant & , on voit qu'on a par continuité U 2<% xl)(e [[zﬂp,

pour teut xcl et tout z e @ ; mais, d'aprés (2), cele montre que ‘

-xc&P( ®), deme x éﬁ’(cﬁ), et en outre [x -x( <& pour tout
XEHM , ce gui acheve a.e prouver que x_ est limite de 9 dans LP( @)

2° Pour la topolozie de LP( $), } est dense par repporta ¢

11 suffira de prouver gue, sur tout emnsemble I_ (a € CI?+), la topologie
définie par la norme “x]( ‘ est identicue & celle induite par ¢,

Supposons d'abord py1 ; pour xeJd_ ot ye O on a

: '
[ qu - U(lx|p) < B(a?t \xl )= U (]x[) , en posant b=aP -1 ; a'apreg
(4), on a done

(s)__ D < < Ul 5opg (=D

' ct en passant & 1a limits pour 1z topologie da @ s 00 volt gue

ce‘cte inégelité a encore lisu dens I_ ; il résulte alors de (2) gue

pour tout xc<l i, ot a

(6) , [lx” P qu

et par suite gue ls ‘tepeloéie induite par Lp((b) sur I est

uzains fine que ¢elle induite gar @ ; comme elle sgt a&asﬁ. plua fine

gue cette derniére, elle lui est identigue.

,sgn second lieu, eonsidémns le cas o p=1 ; il faut montrer que la

’topolcgie indui%e sur I par L"((I/) est moins fine qgue celle indﬁita

par ¢ ; autrement dit, pour tout € >0 , il feut prouver qu'il

existe b ¢ @ et B 79 tels que les relations U, (x) n st -
<x<a entrainent U(x) <l: + Or, il existe par hyputhése b € @

tel que [U-Uh\(a) a , et a foz“tiori \U(x)-ﬁb(x)l ~.-- pour qout x

" tel que O (X <a ; si on suppose en outre que Ub(x) 5 , on aura bien

u(x) <
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@ mi. egt_paritout dense dans 17( CE). D'apraés 1s prdp.} , tout
revient & montrer gue si xy0 est un éléuent de 3}"(@) 11 est
limite au sens de la norme nx” p 2 08 1tensemble filtrant 4  des y& P
tels que OCFLX .

Montrons d'abord que, si u et v sont deux élémen‘ts >0 de @m , On &
Hu" P+ “vll P e [ [ty [( ; 8i u et v apparbiennent & & , cetts rela-
tion s?éemt B(up)ﬁ?(vg‘) < Ul{utv)P) , ot résulte de 1'inégallts
aP+oP ¢ (a+b)1:’ valable pour tout coupls de nombres positifs a,b ,Ly
1'inégalité dans ém résulte &'uza pessaze a 1a limite par eommuita,
en vertu du 2° .

° gela 6tant, pour tout € >0, il existe un 3 ¢ c}g tel que [z” P'
et | x” <y (]xl y#e ; dlaprds la continuitsé de U, dans d? , il xigte

:yg@ tel gue O<y<x et U (x) (y)+¢ “yu +8 , done

I x". < yl\ +ae ; eutrement dit, lorsque y percourt llensemble fil-
’braﬁt A “fg” tend en eroisse.nt vers u x“ . On en déduit mae, pour
‘Lca‘t e>0 , il existe yg A tel que pour tout FcaA et et on
ait 3] - 7] p <# 3 dome |75, 3 < 17l - 1% Il§< ke o k>0
ne éépend gue de x ; on peut prendre par @xemp}.e k=p x” p= i
mais d'aprés ce qui precéde ; | z-7, ” est la limite de “ y-ye” > lors-
qne ¥ tend vers x ; om a one Hx-y HP (ks)"/ P . ot a fortiori
l[ x-7 “ <(ks)1/ P pour tout yEA et }yo , ce gui démontra que x est
limz te de y guivant l'ensenmble riltrs.nt A , su sens de la topologw
de - LP(CP) | _ .

2 Remar gue. Au centr.a'i 3:;6;, dens Loo( @?}, Cf ’ﬁ!ja‘v;ﬂf pa.g par‘beu‘b

dense en général au sens de la norme | x|
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En vertu du th.1, pour tout ecuple x,y, d'éléments > O de P(P);
on &
v | S < xtyf >

casr cebte iue%alwe est vrale uans @ , 8% Q est partout dense daus

o

LP( @). Le raisonuement és .a.a %° partie de lz démonstration précédente
peut alors se géuéraliser et frauve gue :

Propesition 10. Four gu'pn susembie filtrant & droite 4 dans ‘“1"—( gﬁ)

3 admette une borne supérieure dans L7( CE il f“w?" et i1l suffit cue

=] , Seib msjoré dans 4 ; la borne supérieure de 4 dens

——

alors identigue & ge bouine supgricure dans @ , 8t est zussl 3

de son filtre des sections pour iz topolgzie de L?((E).
sn effet, le raisonnement eu question monire c;»ue lé filtre des sections
- o 5
55\ do A est un Filtre de vauchy dans R (ﬁ) ; eu cutre, sa limite x est
nwawa;remmt un mejorant de A , l'enseuble des yé;{?(g}:})- gui sons
>/i} étant Terne dans ;_;“{ iﬁ) Comme le mBme raisonnexment mMoptrs gue la

borne supérisure de A dans @ est limite de o dans 5( c_ﬁ), x est

\3

¢
0w

et

=tts bormne.

{)

nécessairement égel 4 «

e

e th,1 montre gue L' ) peut &tre identifié & l'esgpace de Risez

chbienu eﬁl ca:.m,:%létant @ pour le norme | = “ - =1 { |§;§A), d'aprés le ,pmeédé
général décrit au %Z ; on peut dong yrolong U par continuité a ’1(@),
et on a encers H,a” u(lxl) dens cet espacs. :

Dans @ y ¢ rrolongemsnt eo:.nci&a avec le i.ralon&;emant de U dé j‘*
aef;f,az ci-a&ssus, vuisque les topelog 1@3 induites sur tout I par
LP( D) et par C‘YQ sont identigues. ‘ - .

. Ccns,idémns l'gpplication x —> | x\pﬁe C_@ , envisagé comme sdﬁs?é'space

de LP(P), dans aj envisagé comme sous-espace de & (P) ; dans toute

beoule “ x]\ p So de itespace LP (cﬁ) cette spplication est mlfomgment
. ' continue
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Bn effs’c, on a \lxlp-ly] l< Pix-ﬂ(hl‘*‘ly')ﬁ. , dlot U(,lxlp"lﬂp ) <

o B

pu((x-yl(]x\—l-[y[)p "1, dtaprés 1'inégalité de Hilder
(| x-y|. (| xl+[y] Py <w(]x- ylp))1/p(L((|x|+[3r N2 | autrenent dit
ﬂ\xl -[ylx}n,i p”x-— P ”]xl-& | yl”p -1, comme l( Ix[-i-]y”(p < 2a , on a
finalement “ [=]®- (y{pl11 pxza)pﬁ l x-y” , d'of lsa proposition.
L'applieation x ———)!xlp transforme donc tout ,,zultre de Cauchy sm Cb
en une bese de filtre de Cauchy sur L (@), et ‘,c,u’t par suite étre pro-
lﬁﬁ-ﬁéﬁ per continuite 6 L7 (CE) _

Hous déslgnerons encore ce prolongement par x — |x|p ; par conbtinui-
t6, on a | xﬂp z(b’lx\p))ﬁp pour tout xéLp(@)' On na‘i;em.que, si
x L% $ )N 1P( cE), la définition préc sdente de |3 (p co¥neide avec celle
qui découle de 1'applicetion de la prop.8 & la fouction tP de la varisble
réelle t ; en effet, ces deux Géfinitione colncident dans CE ~, puisgue
£ur chaque encemble ;f_a 5 les uorcﬂog induites par celles de tous }.es
1P(D) (p <+ =) colvebdent evec 1a topologie imduite per CE 81
meintenant x est un Slément }U guelcongue de h“(tf)nf}( @} \x\p

- : & “";
est, dans @ , 1a borne pupérieure de 1l'ensemble filtrant dees y , ok

0

le continuité de la foncticn u — |a‘p dans L°°( ) coneidéré comme

L0

T
Ja

{‘)
s

y parcourt i*anise—rrbie des 6lémentc & s OXyexx , dlaprés
sous-g8space ds Cﬁ : xP est donc susel, :j“eapré‘c' la Drop. 10, la llﬁi‘h&
de 3'_9 suivant cet engenble filtrcmt, su genpg de ls topelogie de L (&),
conc co¥ncide bien zvec 1'élément < ¢sfini dans BQ(CE),

. ¥our tout =z 642 et tout y e @ . moxitmrvs wointenant que xyéfj( C@)
et gue U(xy)-ﬁ () ; on naut se borner zu cas oh x;@ i3 o0 ‘
Soit A 1l'enseuble f£iltrant des ze& Cbm tels que OLzZL¥ - '
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On é. » per continuité dans tout emsemble 1_ , U(xz);-zﬁx(z), dene

U(zz)< U (y) pour z€ A ; on en conclut gue 1l'ensemble filtrant des xz
admet une borne supérieure dang L (é) ; maip d'aprés la prop. 10, cette
‘no:me supérieure est sussi ls borne supérieure des xz dans cf ; clest-a-
dire xy, done xy cb'(P) ; en outre, en passant & la limite suivent
l'enserble filtrant 4 , jﬁ 2 d'une part %iénA Ux(z)uﬁ’x(y) d'aprésv ls
conﬁinuiﬁé de U dans @ 5 d'autrs part Mm U(xz)=U(zy) d'aprés la
continuité de U dans 1'(d), done U(xy)-—i’f (y)

Suppesons maintenshit que ¥y 6Bp (@ ), et coasidemﬁa @ comme partia
de E«P { @) (1<p <+ == ) ; d'aprés le résultat précédent, 1s formule (4)
peut s'éerire, pour x < cﬁ
(8) l=ll, < K=lye J7ls
z.lla prouve gue l'applmation linéaim x —>xy de <f> {considéré comme
partie partout dense de LP( &)) dans L'( ) est continue, et peut per
suite Stre prolongée par eont:.nuité a 1P( @) autrement dit, 1 spplica-
tion (x,y)—>xy est définie dans 1P( &)~ 1P (d) ; 12 est immédist par
continuité qu'elle est bilinéaire, et satisfait 4 1'#négalité (8) , gui
, pmlonge donc 1'inégalité de Holdef ; en outre, . cette inézalité mentre
qgue c'est une application bilinéaire continue dans le preduit
1.1’( @ ) <P (D). ,

En vertu de 1'1dentité dea toxsol%zea défmieﬁ sur tout ensemblo I
pa.r les LP( @) et par E@ (1 p (F co ), le pmduit\{uz précédeymy , pour
X € @ . yeL (@) , est identigue au produit défini eu n% ; 4! apréa la
prop 10, pour tout couple d'éléments >0, x<iP(P) , yeiP' (@) ) =
est la borne supérieure de 1° snaemble filﬁrant des zz' , oh z (resp. z')
‘parcourt l'engenble filtrant des.a éléments modérés tels que u< z <x

(resp. U <z'(7¥). Il en résulte que, si p et g sont deux nombres tels que
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cp<a<t = , et i xcIP(PINEU ), yer? (&) n1d’ (@ 1
produit xy a la méme valeur, qu'on considdre x comme élément de L2( @) -
vy comme élément de P’ ( @) ou x comme élément de e $) et y comme
elemant de Bq (@) ,
La formule (2) definissant =l 5 » et umégalité de aalder mantrent

gu'on g, & fortiori 5 peur ‘cout x éLp(@ )

) . Il = (@),Hm | ey

Hotons enfin que ls prop.2 du chap.l, §3, étant une conséquenee de
l'inégalité de J:Iolder, est encore vala’ble dans 9‘3 ; de facon préeiae,
si ][x“ est fini pour 7r=p at r==q v(p <q), i1 est fini pour g <r<4q ,
et log ]]x H - est fonction convexe de 1'/1' dang 1'intervalle @/q,‘i/p} $

on en coneclut aisémen‘t que l'ensemble A des pombres p,; 1 pour vlesqu‘.el's

= ” est fini est un intervalle, et gue log =] = est fonction

: eonvsxe de 1 / p dans cet intervalle.

Euali‘bé des espaces Lp(@) Théoréme 2, Pour 1 <p<+ oo , toute fomme

i_ngaé,re continue sur l'esg__ge nor;ng 1P( @) est de la forne x >U(xy) .
oﬁ yCLp () . | | , _

.Er, effet, sai‘b X une forme linéaire continue sur L (@) ;1 i3 Eé:izéisi:e
aone une constente a0 telle que lx(x)( ca ]lx” pour téat .xeLP( d).
En vertu de la eontinaite de X , cette forme sera détarminée 1omqu' on
ecnnai’cra sa " restriction aue sous- espace partout dense @ de Lp { &)

Or, la restriction de X & @ est une forme linéaire relativment ‘tzo:mée,

~ done ( 2,prop.3) de la forme X=X , ok I et X° sont des fermaa

linéa.lrea eroissantes ; en outre, pour Xx & gf , on a x+(x)-sup x(y) ;

~comme [X(7)| < all:fl\ all?l\p é//?/ r@namﬂ]“x)(i a‘H"llp

Aa’crément dit, on peut suppeser désormais gue X est croissente.




. - 110 -
d Gela étant, montrons que X (restreinte & d ) satisfait & la condition

de la prop.4 du $4 ; supposons en effet gu'on ait 0O<x<z , 0f z¢J ;

alors )[x” —(U’(xp)f/p et U(xP) <z 'x) ¢ lzp"gﬂ v(x) ; dczw
(X(x){ a ” zp""ll 1/9(0(1:))1/3 pour tout 8>0 , si on pose
7 = eP , les relations o <X <z ot U(x) n  entrainent \X, (x)l < ®.

ap | 2 P~ 1"
o1 exmta done ye ¢ tel que X=Uy , d'ot, pour tout x<  ,
X(x)sﬁ (x)zvix?) si on suppose en outre gue | x| 5 <1, on s
Ey(x)zUx(y) a , done, d'aprés la fomule (2), 5 appartient a4 Lp (P),
ce gui achéve de démontrer le théoréme. ‘

Gorollsire. Pour 1Sp<+co> , le dusl de l'espace 1F( @) est

‘igomorphe & l'esp_aee P (@)
_ En effet, la norme de U dans le dusl de Lp(@) est la borne supérieura

des 'li}y(x)l pour les chp( ¢) , ‘tels que ]‘x”p <1 ; dlapris la A
formule (9), cette norme est dome égale & | y[\ : , ce gui démontre
1t'isomorphie annoneée {avec conservation des nomes)
0n en conelut que, pour 1Lp<+ =2 , 1llespace Bp { Clj) est réf‘}.exif
pius particul;éx'emsnt, nous avons déjé vu que l'espace L‘a( Cﬁ) est un
espace hilbertien . , ‘
Par contre, en général les espaces L (@) ot - ( @) né'v-‘sent
pag réflexifs (voir exere. ). .

5. Complétion d'un produit de clans. Solient @ (ﬁ deux clans de féﬁctions

sur deux engembles E - @ le clan zradui’s de 5 et @ sur l'enaem-

13

bla B, ,><E2 (chap.I, %4) Soit Uy (resp. U ) une forme linéaire cx'oissan—

te ‘sur c@ {resp. é ), U=U1ﬂaxfsav1 la forme linéaire eroiss‘

@, produi‘h de Uy et u,.

Pour toute fonction x ¢ $ ,omnave que
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x, (5, )0, (x(t, ,5,)) eppartient & & , x,(3,)=,(x(t,,t,)) appartient
& @2. . Bi on considére <§ {resp. @1, @ ) comme plongé dans ¢ éb )
(resp. L'( @ ), B¢ $,)), les spplications 1inéairas -z, &
x —>x, sont gontinues ; en effet, on &, pour tout xed ,
UJ[;”)::U (lB (x),) <0, (v (lxl))aﬁ(lx[), et on voit de méme que x =X,
est continue. On peut donc prolonger ces applications & 5 ( @) tout
entier ; nous les noterons encore de la méne menidre 3 par eontinuitsé,
on & encors, dens L{( @) , la relation

U, (x,)=0,(x,)=0(x)
En outre, ces appllcata.ons son’c des applications de L (@) sur

L ;fg ) et Bl @) respectivement. Pour le voir, remarguons que i'applii-
cation (xs ,xa) X%, de @ 5]_5 dans % est continue au seuns des
topologies de L'( c@ ) % 3 (gp ) et de L'( $) ; c'est en effet ume
application bilinéa:.ra, et on a 8(131 5 |)sU (lx,,\ 7] (] ]) , dlot ig
prcpomtwn ; ecette appls.catien =] pz'o.,cnge donc en une applicatloa
bilinéaire continue de E( CE) x L1( CID ) dens L'( &), que nous

noterons de la méme fe.gon. Ur, pour x, et x, dans @ . et @L respec-

‘tivement, on a (31 )1” B (K )x ; cette relstion a dome encore lieu

par continuité da.ns }ﬁ( @) >< ¢ CE ), et montre que x >x1 applique

" vien 11(P)sur 1 éfi ). En outre, d’aprés la démonstration du th.1 du

ehap I, %4, le sous-espace vectoriel engendré par les éléments x,ixa
dans L'( @) estppartout dense dans cet espace. -
81 est un clan produit de trois clans &, (14 <3), U vae forme

linéaire croissante sur CP 5 produit de fomea linéaires aroissantes Hﬂ.

'aur @ﬁ. ; ia propriété &'aasociativité s'étend eneore aux tormes ’31

pralangées aux L (@ ) , par simple eon‘binuité
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6. gamplgticn d'un clan vecteriel Soit V un espace vectoriel & n dimensions
sur K , 3@ un clan de fonetions numsriquas sur un ensemble B , @V
le clan veetoriel extension de O & V (chap.I,%5). Soit x|
norme sur V , U une forme linéasire croissante sur @ ; pour tout
y < @3 U(y\x\) est une semi-norme sur @ . Soit (a,) une base de
V,et x:Z’, i pour tout X €V ; on sait que la norme |x|
est.éqmva;ente é 5yp ]zil ; 11 en rvésulte augsitdt que la topologie
définie sur CTZ par les semi-pormes U{y[x[) est isomorphe & la
topologie proc‘k.uit de n clans identiques & dg ; muni de la topologie
définie par les semi-normes U(y|x|) ; lt'espace vectofiel a_g ; complé-
té de é v pour cetis topologie, est done mcmorpne au produit de n
espaces identigues & CE . De fagon plus préeise, pour tout x & @v -
i'application linéaire = —>zx de ® dans @V est continue et se
prolonge don¢ en une application continue de & , dans. ?é ; de méne,
Al‘appls.catlon linéa:.re X % de @V dans @ est continue et se

prolonge en une appllcatwn continue de le:> dang @ ; enfin la

vV
relation X = Z) xi ; B=e pre._lenge par continuité & qt?v .
Lt a;g)plica‘cmn z — x\ de @V dans @ . est uniformément éontinue,
comme on le voit sussitdt d'aprds 1'inégalité l]x|~|y\l \z-3| ;

slle se prclonge dqne sussi en une application de C,{ZV dans c@

' eel’a’perxﬂet done de définir \_x\ pour tout x ¢ ?fv , et d'éerire
fﬁ(y\x\) les semi-nornes qa.:x. définissent la topologie de 'CPV . En outre
(par continuité), on voit qu'il existe deux nombres >0 , a et b,

tels que ; ‘a.sapljzi‘ \x\ < k. aup‘ \ . »

" Pour tout x & & - , on définit alors \x“ p DeT iz formule (2)
_pou: que | x| - <+ =0, il faut et il suffit que | xiﬂ <+ oo

pour 1 <i'<n ; 1'ensemble MP(CEV) ées xe by tels que ]|x|l .
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est un sous-espace de vectoriel & . B | =] - est une norme sur cet

espace ; la topologis définie par cetie norme est identique au prcdui’c
de n topologies identigues & selle de P( Cf) ; pour p <% oo ¢ @ v
est donc dense dans 1P( P ) et on & l[x” P x|xl§ 3}

L'application linéaire U de CE dang V peut glors se prolonger par '

coptinnité & ‘1(&)*1) , et on a g(x)-—- ZIU(.:«, )éL ; en outre, og & encore,
par prolongement, l'inégalité 'U(x)! H(lx[)
Exercices. 4) Soit &? un clan de fonctlons, U une forme linésaire
croissante sur CE ’ @0 le clan des fonetions x < $ telles que
u(|x|)=0 . Dans § , comsidéré comme un annesu de Riesz, @0 est
un idéel ; on peut définir sur l'anneau quotient @ / @O une strue-
ture d'ordre qui en fait un auneau de Riesz ; en outre, pour toute
fonetion ¢ continue dans R , pulle & l'origine, et n élénrents
guslcongues % c &/ (I) , on peut définir v@(n.t,i-,ia,...,i ) comme
la classe mod. @ de l'élement G (Zy 3 Zp5000 0%, ) , ob x; est un
6lément quelcongue de la classe z:i (chap.I, $3,exerc.6). Cela étant,
montrer qu'on peut étendre & l'snnesn de kiesz & / @0 toutes les
. définitions et propriétés données dans ce parsgraphe.
2) Pour tout x ¢ <_T_D _, on pose .@(x)z(x‘*’)p-(x’ P= sen x. lep s 9
estv une application biuniveque de CE sur lui-mefle. Montrer gue ¢,

considéré comme application d'une partie’ds L ( Cb)' sur une partie

de 1i $ ), peut se prolomger par continuité en un homéomorphisme
- de LP( C‘) )' sur Iﬁ(dp) (pour prouver .que l?applieatiozi réciproque
de ¢ est continus, on utilisera l'lnégallté |a1/ P. b"/ P ‘ <3 ’a-b‘ 1/p
. entre nombres Q) . ,
3) a) Démonmtrer gue, pour 1<pg2 et €}<x <1, o0nea
)y (4+x)P+(s-x)P a(a-:-x‘f’ P (i/pry/pt=1)
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En déduire que ‘ e
(2) (14x)P ' #(1-x)P < 2044221
{pour démontrer (1), développer les deux membres en série suivant
les puissances de x et de =P’ respsctivement, et comparer les
séries obtenues). 7 ' ,
b) Décuire de (2) les imégalités suivantes dass LP( &) pour )2

=y 2 27| B <2Cx) 3+ v 137" < 272y B ey D)
et les ipégelités analcgues PORNY 1 p @

] P ] D ca =) B el P Pf_“?<ux\§'+uyu§'_>

N
(démontrer d'ebord ces inéz alités dang <I> ).

c) Déduire des 1ss&alltés.pr eedeutes que EP( @) est un:x.fcm@ment
coavexe pour 1<p<+ oo - |

4) a) Soit & un clan de fonetions sur us emsemble E , x une fone-
tion > O apparﬁanan’t é.,” Cﬁ . Pour tout nombre a >0 , et tout £ >0,
mont‘rer guil exilste uﬁe forction ¥, C eppartenznt & % ; et
telle@me :.1° pour tout tcE tel que x(t) <a, y(t)=x(£) ;

2° pour tout teE tel que 'x(t)%a - )y(‘c)-a, < &x(%) (considérer
ia fonction g(u} définie pour u)(} telle gue glu)=u pour u<a .
g(u)=a pour u>a ; former un polynome h(u) tel que

glu) h(u) < g(u)-i»au pour u g ||x|, puis consiciérer la fonction
inf(z(t),h(x($))).) ’ ' ‘

b) Soit § un clan de fonctions sur E , ‘f un clen de fonctions

—_—

'csntenu dans @ Eéon‘crer gue si ‘Y est dense paxr rapport & CP pour

la topoclogie de £l g@ ), i1 cet aussi dense par rapport & dz pour

1a topologie de LP(C_E), pour 1% P Ao o (sixedé,etye“f

sont tels que E(\x—y[) e , montrer & 1l'aide de a) ; qu'il sxiste

'z e@_[/*_ tel que fz | < a)lx” , ot U lx-zl) ) .
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i4+21 <1 ; montrer
p q ~ $ | :

gue 1l'application (x,y) —>xy de P x ¢ dans $ est continue

5) Scient p,q deux nombres » 1, tels que -:; =

lorequ'on considére dé =< @ comme soug-espaee de IP(P) x 13( gﬁ) . |

et & comme sous-espace de L*(P) (utiliser 1'inégalité de f&lder)

en déé;uiré gue cette spplicatiosn se pralonge en ‘une application

continue de LP(P)x bq‘( $) dane £ @)

6) Soit V un espd,ce wectorisl de aiz&enslcn finie, (ei) une base

'de V ; pour nomme de t = 20 ¢; €, , on prend \I:I = 2 |t].

- p(U,)=U

- L ‘r—
Soit @ vn clan de founeitions sur un ensemble B , Q?V l'extension

de ¢ &V , U une forme linéaire croissante sur § , qu'on étend
8 @ v ° Your <€ @ v et d €V , on pose ﬁx_a(y)zﬁixy)- aul(y)
pour tout v € CE 3 mdntrer qu'on 2 encore ‘U‘X_ &]z fﬁ'\x.’ &[ (utiliser

la prep.4 du chap 1, 322 appliguée & U, _ “ ‘ s pour les compo-

|=
santes %, et ay de x et & sur la base gej)).‘

Soit p une epplication continue et\ pceitiveznent homogéne de V
dans un espace vectocriel de w.mensien finje V' 3 deLcmtrer cu'on é
o(x) ° (se remensr au cas oh p est l:mgch“? tzienre ; montrer
gue, pour tout s}t’) , on peut trouver upe partition (yi) de ¥yc¢ @,
et des éléments aiev tels que 2 u( |x- 2, ‘ yl) < e , en u‘bili-

sant le th.1 du &2, la aéf finition de \U a, l ; et la relamon :
U = U )
i x> a’il \X"a—il)

e G @5 me e e G Co AN TS S G O mTD W@
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TAIRGS SUR L CHAPITRE II, 5 .

ﬁ“’-*-ﬁ'#----

e Le rédaeteur a suivi, dans l*enaamble, le plan da prajet ﬁail, mcdifié
‘Vsslan les inaieatiens des “E@tes sur 1'Intég raﬁian” aa 1949 ﬁa&s, en ceur‘
de radastlon, il a'est ay@rga, en apprafcndiaaant la qu&stion, qna taut '
Parmeau de Riesz" dans leqnel le théoréme de Lebesgue-Hikodym (§ 4 thﬂ) |
est vrai, ot 3scmog§§§ & un annesu ée classes de fonationg sommables sur |
"ua engenblis canvan&blam@nt eanstralt et pour une e 8Ure eonvenablemaat '
ehcisle, 1'integrale de ces fbnctians eorreapen&ant & 13 forne linéair@
_B(x) (ca résultat ne peut 3trs donné dans le texte ni en ex&re;ee, la :
démenatratzan en étant fcrt longue et eamplaxa) Ce fait nou?eau aména |
f'aeﬁe 8 rev01r toute 1'éoenomie du projet Weil 3 est—il vraiment nécessaire.
&e aéveispper toute une thévrle "gbstraite“ QUl, finalament ne»yent rien
’daﬂner de pluﬂ gue ls théorie clasesigue, et ne constitué donc qu'un
ﬁrampe-x'oezl ? Ce Bs;a une sérleuas ausgtien & débastire. L‘avis perﬂcnnely
du rédacteur n'est pas euncore trds net ; i1 yen@heraitrg;utaﬁlpepanéant
'Ivers le maintier d'une partia abstralte assez aliégée, Tu que d’ﬁné pars
le yrinC1§ﬁ de yralengement utilisé est tout de mema plus géméral que ce
{ui eonanxt é l’;ﬁté&rala (eaﬁ ol l*on prend glusieurs fornes eroiasantss
U&Vat ot on E@ﬁﬁd des s&mz-narmes, y U (x]y[) pour les X 0) 3 at @4anf
' .ifé ﬁart‘*éétte stude aﬁstraite, perme»uant d'éviter les anco&brantﬁ ensamv
bl@s e ﬁ&ﬁaﬂ@ nulle, faxt mieux eompranéra l'esaeatiel de la théarie, st
‘ eanatztue 1la meilleura intro&aotiaa & la notian ds mesure, qui aaﬁs eela :
- &@p&rait ratuite (surtaut en 05 qui concerne l'”aﬁ@itivité echpléteﬁ ;i
vair chap.111). hﬁl& ii est a* ?ia qu’une benn& partle de la rédaetien
,aecﬁelle éu chap i1 davrait Bauter 3 notaﬂment touﬁe la théorie, dévelqppée!
'au ‘32, des “fanetloas aantinnaa de fbrmsa 1inéairas”, gui n'egt abseln~ -

mant gas uﬁilises DAY la 3a1ta (en a‘baﬁain en tout at pour tant,
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de savoir ce que clest qu.e \’6’\ , e qui se fait trés facilement de fagon
d,z.reete) De néme la théorie des Isp(@}, pour 1Lp<t o 5 né'peut
apporter rien de plus gue ce que donne la théorie elassiaue, et son
ﬂévelggpement suivent la méthode "abstraite® , comme dans le taxte ;
ébiige. & &es détours et contorsions vraiment peu naturels ; le rédactéur‘
yroposerait done de la repcrter an chap. 111, en ne gardant ici que 163

‘ espaees Ij ot 1L s qui se font naturellement et facilement.
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