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Sous ce titre , le rédackeur réunira in certain nombre d'exposds de gues-
tions touchant 1'Intégration , mais dont il restera >terminer : 1° si
elles doivent &tre traitées dans Bouriski ; 2° dans l'affirmative , quelle
8 |
L&

doit @tre_leur place dans je Livre de 1'Intégration (ou zailleurs) .
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INTEGRALES DE FONCTIONS A VALEURS DN ESPACES LOCALRMENT CONVEXES .

Soient F,F' deux espaces vectoriels sur R , en 8uzlitd faible ( .EBD.VeCE,

top.,chap.11) par une application bilindaire (zgxﬁ)m9{§;xi} de B P! ﬁam%
R , définissant respectivement sur F ot P! deux topclogies localement con-
vexes sépardes (topologies faibles) 'F,F°) et {F°.F) . On =ait aufen

= ; £ & Gl et J g 9 %

7 5

général , F n'est pas complet pour la topologie «(P,P') ; son complété
&

L)

F n'est autre que le dual algégflque de B' , muni de la topologie faible

a(r vi)
z - = 'w Ve et o
Considérons d'antre part un ensem mble E , une tribu L sur E et une mesure

= B s (i e £ T3 Gy & 2 : o : o
%&Qéfiﬁ&@ sur 1, , et soit U 1'intégiale atiachée & cette mesure ; nous

. 2 5
i~ 1..° "3 @ £3) 3 1 o £
7 la partie de & formée des Toncticns f telles gue ﬁaﬂaf)q:ﬁaa DouY

eﬁ'qme , sur %F/ E-q(f) (oh1 a° parcourt F') sont des semi-normes ,

2

définissant une tamcLOgé d'espace Eocaﬁem@ﬂt convexe {(en général non sé-

paré).
Considérons maintenant 1'ensemble o %es éléments de E; guli sont de la
forme fz_Zif“a, s ol les 2. sont des ¢léments gquelcongues de P, les f.

L& 7 : ;

~ 5 e = J.:‘u. 75 | i ! 2 £iyie 2 Lo oA
des fonctions numériques finies sommatles ; il est immédiat gue 1'ensemble
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pendants ; soient a. {Lfi&n'} n éléments de P tels gue <a, %?zgij ; par

_hygoth%se <f9a,"> =f
&

=
= D=
se”

de £ dans 1'espace S]" , formé des ggqf tels que N_, (f-g)<£1 pour un nom-

: i -
bre fini 4'éléments a;ji'_é P! (1si%n) gu'on g:em’t supposer lindsirement indé-

1 est somnable ; si hWE 1 a ;. 0n 8 <f=}:1,’a,l'>a~ﬁ0 par dé-

Pinition pour 1<Li<n ., donc h appartieit & ?2' : comme c'est un élément de
’,é)g , T est a,dhéren“s éfég} , ctest-a-dire faiblement gemma,nla . En outre,
on a ?‘é f :ﬁ({f a}) pour toute fom tion ’févé s et 1a définition de 1a

topologie de vé mrtmve que L-‘ap{f” £ "> ast une application l’méaﬁ.m' can?gimze

i
de 1 “»’-’SU&C@ a{ &a,.a.:-, 1'espace Af {muni c”ie la semi-norme ﬁigfi}} pour tout

a'€ P! . On en d4duit aussitht gue 1'identité (1) est encore vraie dans
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tion Te L (P} , la fonction usf {5 valeurs dans G) est faiblement sommable

ant conzidérée comme prolongée par continuité en une application line=

aire de F dans G , au second membre d= (2)) .

Pn effet , I8% «’ BRERIE Xéﬁ”@’k"fﬁévi’ﬁﬁﬁ BT PSR C LIS G LI EEH IV LT FICE LIS LT T2

2“

pour tout b'ebG! ; on 8 <@_af b} <f u\b@)> , donc cette fonction est

gommable , et par suite u-=f appartient > »*C(C) ; en outre , on a
L% 2 i £
{u(ﬁ(f%}9b§z{ﬁ(f§9‘a<bﬁ}>gﬁéég ,ulo)))=0(lust,b }

Lorsgue P! est un sous-espace vectoriel de F' tel que la %opo ”‘mgi e faible
glR,Pl) soit encore séparée , toute fonction £ faiblement sommable pour la
= s faiblement ,

AR A S T N e = e e — fag e
topologie s(E.F') est enco ""Efe~,f.:‘??‘af‘ab3. pour la topologie G (F.Fy ) , e
2 ¥ . e
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2 . Propriétés de 1'intégrale faible .
‘ & pfopriétés de 1'intégrale des fonctions numériques

4
s’étendent aux intégrales faibles .
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PROPOSITION 3 .- Si f est une fonction faiblement sommable , g uns

numérique mesurable et bornée , gf est faiblement sommable .

En effet , pour tout a'e F' | /gf a.3~g\f a'} est sommable , donc {prop.l)
gf est faivpiement somunable .

CORCLLAIRE .- Bi f est faiblement sommable , il en est de méme de ¥ f pour

7

=
toute fonction caractéristigue d'une pirtie mesurable A de E .

L'intégrale U{ g f) se note encore fﬁﬁ dfe ., et s'appelle 1l'integrale de £

PROPOSITION 4 .- Soit £ une fonction 3 valeurs dans P , telle gue T(E) soit

Dc P 3 pour houte fonctiorn numérigue

N

(ROIN

contenuy dans un engemble convexe ferm

sommable , non négligeabls et telle que gf scit faiblement som-

{(g) appartient & D .

1'intersection d'une famille de demi-espaces fermés

- =i o %“4;?“ % : on a donc <59%i>g1 pour tout « , d'on
é%fg%;§4:g~§ ¢ce gui entraine G({gfg%;>'}fgﬁig}7; ou encore , d'aprés (1)
{ﬁ{ﬁf?ﬁ?{g?ggg>ﬁ?1 pour tout & , d'oh la proposition .

ROPL 5 .~ 5i B a une mesure finie ; et si (¥ est un Tiltre sgf(ﬁf .

Lo o X rilely
sl e ol ega.e ug‘f} o
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PROPOSITION 6 .- Soit (fn) une suite de fonctions faiblement sommables

gui converge simplement dans E vers uaze fonction f (pour la topologie fai-

ble dans F) ; si , pour tout a'e B’ il existe une fonction numérigue Som— |
7 = g $

mable g_, >0 telle gue ’(f gsf>i<:g%ﬂ pour tout n , £ est faiblement somma-
Lle et on & (pour la topologie falee dans #)
{4; u(f)=lim U(L ) .

: n->s00
~ffet , le th. de Lebesgue (chap.IlI,§ 1,th.3) montre que pour tout

alc B o {%@aﬁ} s qui est la 11mwte simple de 1la suite de fonctions numéri- §

yies sommablies (5 gaﬁ , est sommable ; donc (prop.l) f est fTaiblement som-

: en outre , on & , pour tout a'e< F! <fc° >

2
e = o N % 7 N ,k'&
‘écrit , d'sprés (1) et 1z contiauité de (?,a,)~é 18 ? 9 {%gfgga“‘a

est arbitraire dans F' , on g la relation (4.

une suite croissante de parbtiss

B ; = S 3 7 2 i ' % 2
‘fet . pour tout a’ e ¥ | on & g(f(;?ﬁ &“}&«3‘&&&:}% , % cette dernid-

Or =na conclut que ls fonchion additive d'ensembie A->j,.f di & valeurs
, 7

dans F , est complitement additive .

pvoints de vue , 1'intégrale faible s'éearte de 1'intégrale des

7

netions numérigues . En prew1e%ﬁ1eu , on peut avoir ﬁ(i{%ﬁ%§§§$0 pour

a' @7 bienf que £(t)£0 pour tout t ek .

esggce hilbertien ayant une base or-
b 3 P ey 3 59“:"' ; % o'a Y ary il
} s, pour E l'engenmble ggg%é 5 DOUT

. £7a fonction définie dans & .

; on a ici B'=F , @t tout a'es B

%
co § Don en déﬁ it que &hi*,jﬂzzﬁ}; est
o
A vour une infinité dénombrable de valeurs de t ., &%
\
= o7 7
et telle qgue ﬁ(%{fga" g} =0 bien gue TG 6.
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Poutefois , s'il existe dans P! une f‘amille dénombrable {a}f}) telle qgue les
relations !x a“};:—orpo.uz" tout n entrainent x=0 dans P '5 chacune des relati-
ong D(gé‘f a"> =0 entrains {\f(‘b;ga }«.U sauf dans un ensemble rI de mesure
nulle ; ces relations ont done lieu s multanema 1t dans ke complémentaire

-

de 1a réunion H des H , et par suite on 3 f(t}fo dans le complémentai

: de H , c'est=3-dire presque parbtout .
Le théoréme de Lebesgue-Fubini ne peut non plus sfétendre sans modifica-

: en effet . si f est une fonetion faiblenment

ie¢ _}s::ul}( E2 g pour une mesure l"'“'filgiE m*ecﬁm“c d‘une
E, 5 11 se peut que , pour aucun

=

+.) ne soit faiblement sommable

7 .~ 51 f est faiblement sommable pour la mesure f"ﬁ“g eb 87

tout t,€E, , 1a fonction tg-»i’{tlgt } est faibiement somma-

1g mesure | %@2 s, alors la fonction g(t‘,}.a t’{ff‘clgtz}d{‘? , définie

, 2 valeurs daﬂ% P , est faiblement sommable pour is mesu-

jg(cq;dh ff{*al,t 96’5"1‘3?‘2 .

, pour tout a' € s il #AAEXE resulte de 1'hypothese et de 1'i-

3

h, de

{1} cue iff(t} f f(% v d- resque partout ; le t
‘(;.,/: {Eﬁxb (9 1 a 1:2//,5. #}2 D gu ? 9

Lebesggne-Fubini applique 2 la fonction sommable {pour la mesure hg« 5 ,»

7 . - % 5 :
(£l %, gfs_?}ga‘}- prouve que <g("c1)9a-”> est sommable pour la mesure by 3 dome

g est faiblement sommable {prop.l) pour % et on a(fg(t )dﬁ_ a," =
{,,mgag‘:\;d (‘f(tlgtz) a‘>dhd?>“‘<{fhi9t2’d5"1 2,& \ comme cetie
on g 1lidun pour tout a'€ F! , {v(tl)dgxlz (f(tlg‘tz)dglagf-z .

% . intégraies de fonctions prenant leurs valeurs dans un espace de Banach,

Supposons maintenant que F soit un espace de Banach , et F' un scus-—-espsce
¥*

fermé du dusl fort F

de P ‘tel que lg relation (xgaﬂ> =0 pour

g'e P! entraine x=0). On a alors la proposition suivaite :
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Soit f:éi.fiai une fonction de 45; ; comme f prend ses valeurs dans un

i

sous-espace de dimension finie de P, et que}‘xﬂ est une norme Sur ce Sous-

espace g.gfﬁ est sommable , et on a
e A I‘?(f} <u(f=i)
Autrement dit , U est une applicatior continue de a(? (muni de la semi-nor

(t); 4

- 7.

ans Efasnace de Banagch F ; elle se prolonge par suite (P étant
indaire continue éeGZfl d¢,§ >
. Pour toute fonchion fey{p et tout

sommable et on a FRXXEFEXXXJXXXEANYEXEZ U ggfas;g =

: 7 ,k\.\
1z semi-norme N{(f)) dans /&¢ {muni de la semi-norme (%ﬁg}‘c
=5
A n'«’g' =y ”/-i‘." NN 4 £ 2 ol ot g = o
gau}uﬂk&xgd ) pour toute fe K _ , cette relation a encore

- =
e ° 3 2 s £ i
. par continuité : on vecit domc gque toute fonction fémé,

able , son intégrale U{f) est identigque & U_{£f) et agp-

F; en outre , on a la proposition suivante :

y
ey
o
r ]
o
=4
4]
3
£

~ L'espace {fl est eom'*at_; pour toute fomction

existe une suilte f? } de fonctions de q{ qui converse vers

t"‘

o]

ui est telle gue £ (%) tende (dans P) presgue partaut vers
ue I, tence »

ﬁfg est sommable et on 3 1'inédgalité (6)

- 5 71
} une suite de Cauchy dans 4{5 ; on peut vpp@% r {en

in une suite partielle) qu‘on a U(ﬁ$?+i

A< =

1.5 1, “ﬁ“ prop LO} que la série de terme géW»mal 2,

" e
nverge presgue partout vers une Ffonction sommable gkﬁ
. 12 suite ff (t)} converge presque partaa* vers une

2 fle(t)-2 (% sg -5 Lot o v (et § <§gv
f

EE ]

gl o / %
fE4h, - , et que T est limite dans,{f de 1la suite (£ .

f{iig =§§fngg é‘égfnﬂ. nﬁé s 13 outle ggf? = e




A -9
de Cauchy dans /ff , donec ﬁfﬂ est sommsble , et ﬁ(ﬁfﬁ) lim U(ﬁ ﬁ} s 1'iné-
n-so
galité (6) se prolonge donc par contiruité .
8

COROLLAIRE .- 3i f est fortement sommeble , il existe une suite {fn) de

fonctions étagdes sur la phratrie des ensembles de mesure finie , gui con-

verge vers f danslgjl , 6L est télle cue fm{t} tende presqgue partout vers

SN
ﬁ.yt,’ °

Er effet , l'ensemble des fonctions ¢tagées considérées est partout dense

dans gf; : on peut donmc appliquer le raisonnement de lg propgg en prenant

pour les £ des fonctians étagées :

.= Un notera que 1e choix dec fonctions fn fait dans la prop.9 est

+tel gue toutes ces fonctions satisfascent 3 une inégali +& de 1la forme
v 20
< 2 % ¥ 7]
, ou g est la fonction sommable ;Ei ﬁf Jl{t)=f (t}% -
: ot n+4 0

.~ Soient P,G deux espsces de Bamach , v une application 1i-

o
)
N

ortement continue de F dans G.Pour toute ZE fonction f fortement

valeurs dans F , usf est ure fonction fortement sommable {2 va-

G) et on &

O

Uluef)=ufl(£})) .
fn effet , ?Oaf_taate fonction £ & vsleurs dans F , on a ﬁuafﬁﬁgﬁuﬁgﬁfg g

: it 4 w'% Y 1—
5f%}5§§u§eg Q?fg} s pour f orte‘@éégg (F} , on g donc uef

et 1'application lindaire f-susf est continue ﬁanSQf?é(F) ; comme la propo-
o v 7 # o = ‘ 3 = 4 . 'J? 2 - 5
gition est évidente dans O(F} , on voit que f-3uof apglxquexi‘{ﬁﬁ dans
On : . : ] ’ ; o

1ig (o) de (G) , et 1a relation (7) est vraie par continuité,

lorsgufon y remplace les fonctions faiblement

fortement sommables : il en est de méme de la

7

dans F étant remplacée par la topologie forte),

£

on vertu de 1z relatio (%fugg}”y . SUD ﬁf(t}=g(t}ﬁ . La prop.6 s'éten
. e E

28

csions fortement sommables de la facon sulvante @

(

une suite de fonctions fortement sommables

BHD
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o

qui converge simplement dans E vers une fonction f {(pour la topologie forte

de F) ; s'il existe une fonction numérigue scmmable 820 telle gue ﬁ ﬁ4(g

pour tout n , £ est fortement sommable , et 13 suite (fn> converge vers f

cans v |

En effet , on a tifnmeEBgQg guels gue soient m et n ; la suite double

4 . - . : =

{ﬁf —f %} de fonctions numériques sommsbles converge HBHE simpiement vers O,

5 2 ; -

Gonc le %n. de Lebesgue (chap.III,§ 1,7h.3) montre que 1im ﬁ(&fﬂ=fng}ae :
' Z 0o, N-a -

iz suite (; ) est donc une sulte de Cauchy dans AL , et la proposition dé-

couie anQ?S\&uSSith de la prop.9 .

T

CORULLAIRE .- 53 (L } est une suite croissante de parties mesurables de E ,

. 1=z réunion des & , on a (pour la topologie forte de F)

7o) i " = (
(8) _ lim f, £ dp=]yf dpe
neoe o
les propriétés des fonctions foritemen; sommables se rapprochent plus de

. gcellies des fenctions oemmabWes numériqres oque cebles des fonctions faible-

rent sommables . Bn preaier lieun , on £ la pron ion suivante :
PROPOSITION 12 .- Si f est fortement sommabie , il existe un ensemble H E
de nesure nulle telle que f{gZH} soit contenu dars un scus-cspace vectoriel

par un ensemble déunombrable .

)
o

et un ensemble HCE de mesure nulie , tels aque fﬁiﬁ} tende vers f(%)

]

nour tout t€] B ; comme £ (t) prend ses valeurs dans un sous-espace de F de
(

@0

o

2

fg 1) est contenu dans 1'adhérence de la reunion de ce

sous-espaces , qui est donc engendrée nar la réunion de leurs bases , en-

. é;

ne fonction fortement ommabie telle gue bi{ ‘f

est nulle pre3que‘parbout .

cn peut se borne: zu cas £(E) est contenu ﬁaﬁ? v
Son: fermé V el qu'il existe une partie dénombrable {a ) é= ¥V, par




&\

9y =

I v tout dense dans V . Montrons que , poivr toutb entler m >0 , on @iif' %) aag =
- ' ’ : : 2V

presque partout (ce qui établira le cc¢ rollaire) . Dans le cas contraire ,

comme V est réunion des boules de cenfre a et de rayon 1/2m , il existe-

rait un indice n tel gue ggazég‘“rl/m et cue lfon ait %f(t)ea é%< 1/4111 dans uns

5 S0t a‘“é;?" tel que e‘a“LL et< Ega §§ .

4

n
on surait , dans A %’f‘(u%a ,a,> £1,2m , d“aué f(t} aﬂ>§>’1/‘2m - zet par
ﬁm > 0 , contraivement & 1“ﬂyp0thése —

partie A de E de mesure >

\V

suite U{ %sg:f

Ce wmj&lm"_ra ;}mm’m donc. gue
. ;

dion { + e o = [#(= el
- J A J iU, 5 )dps JE(h, B)dpqdp -
; ‘ : éﬁ gqui converge vers f
) converge vers :ﬁ‘(’;}ag; tz)

, pour chague n , il exicte gpn epsenm

TOUY ulé H . f (t .t.) soit fortement

o




— 2

< tement sommsble et converge presque pariout (pour la mesure {ég) vers

2
b 3

oo,
-

%

‘«p&’

0o

comme uf (t?,tz)”<;h(t15t2} pour tout n , et quion peut supposer
1,% ) sommable (pour'vgy pour chaque % é.H (en ajoutant au besoin un aa—?
semble de mesure- 1 nulle 3 H) . 1a prog.ll montre que , pour t, ?EH >
{ﬁ39%2§ est fortement sommable pour la mesure po et que EXE ¢ (1:1,w

= fifﬁlgtg)iyg tend vers g(tl} pr{tigtg}dkz . On a en outre , d‘'apres

5 ggﬁ(ti,ﬁ §f.h tlgtz}drz , €t cette dernigre fonction est sommable

o

{@@u?;k j d'aprés le th. de ueaesgu@—?abi i ; 1a prop.lE montre donc que

) est fortement somﬁable s et qu“cn a

’5 g(t 14 1~11W jg (tl)d?1~11m féyl}f (tlgtz)&kzmllm «!f (tlgtz)dg dpo=

o Ny 57
. ’2!f(ﬁ19ﬁ2)df1d?2 ° . -
upposons plus particuliérement que ¥ scit le dual fort d'un espace de

; nous allons voir que , dans certains cas , on peut conclure de

5

la soumabilité faible 3 la sommabilité forte pour une fonctiond & valeurs

PROPCSITION 14 (Pettis) .- 5i E est mesurable et s'il existe un ensemble

fortemeri dense dans P , toute fonction bornée faiblement SOm=—

leurs dans ¥) est fortement sommsble sur tout ensemble da mesure

F’ . YWontrons d'sbord que si f est faiblement sommable , -

ction @esurable ; comme E est mesurable ;, il suffit de prou-

pour tout #>0 , 1'ensemble A des t&E tels gue gf(t* {%E,a“’: me—

e o Or %f{ﬁ)g est par définition la borne supérieure de 1'ensemble

g 4 ' : P
,yxj} lorsgue x! parcourt la boule ﬁx‘gsgl ; comne les a’' gont den-

, - : .
Pl et 1fapplication x'-ndlf(t),x'> continue dans F' , §o(u)ll et
: , v M

porne supérieure de 1'ensemblz des < 't»ga*\ pour les 3F tels qus

: donc A est l'intersection des ensembies @n , Ol én ast 1'enssmbile




&g
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ce qui prouve gue

]

des t tels gue \f(’c%a >$ﬁ“ et n est tel que ﬁa};“sl s

A est mesurable . | | : '

Cela étant , pour tout eﬁtier n>0 , il existe une suite (akn)k’\i telle
: knllke s

gque tout point xe F soit contenu dans une boule ouverte de centre akn

de rayon 1/n (pour un k convenable) . Soit B}ﬁi 1'ensemble des t&E tels

que éﬂ“’t}ma} E‘}é 1/n ; d'aprés la premire partie de la démonstratiori By

est mesursble : si on pose C,_=B__nN W(UB. Y, C est mesurable , et
kn= kn s I kn

les G‘fm non vides forment une partiticn de E ; si on pose fzi(t)ga’kn pour

@

cr 1Y on a donc Hf’“) ~f (t)“eﬁ’l/n rour tout t&E .
Comme £ est bornde , il en est de méne de f s d'autre part , si on pose

+)=f (%) pour t&C. avec i€k , g _ (£)=0 dans les C,, d’indice k.
. l«m

Sien nt in

z. . esh fortement sommable et tend vers f en restant bomeﬂe ;s dans toute
s o 3

;,i)‘?"_:- A

n
ensemble de mesure finie , et il en est de méme de f d

1'analogue de 1a prop.5 pour les funcholﬂs cortement sommables .

Hemarque .- L'exemple donné au r°1 de fonction faiblement é%%?é‘é%:? a1
non fortement sommable montre gue 12 prop.14 n'est plus exscte lors
cu'on ne suppose plus qu'il exicte dans F un emsemble dénombrable
partout dense . De m8me , 1l'hypothése gque f est bornée est essentie
pour la validité de la prop.l4 . Prenons par exemple pour E 1finfer
valle -{Gﬂ aves la mesure de Lebesgue , pour P un espace hilbertie
syant une basc orthonormale dénombrable (e } 3 prenons flt)= %Reﬁ

- -l
‘intervalle j— ,==§ =A pour tout agm_z- @’n nE P'=F , avec

son & gé‘/mt,ya*‘}miéwgg, Ynl <§f? = }(zgr”w;

aiblement sommable et ff(’i:,sdw > ‘,r e, ; mais £ n'est p

\fz}'«’)’\,

sommeble , car on a_f f{ mgath %:-%.oo . On montre de

g méme maniére gue si E a une vzesure wflnle , i1 y a des fonction:

“=ihlement sommzbles et bornées , & valeurs dans 1'espace hilbertie
i qui ne sont pas fortement scommables .

oD e e A R S e e a

e de E de mesure finie ; d'aprds 13 prop.1l , £ est fortemen} somma-
v

i




LNPEERATIUL (Boay D bls)

ANNEXE IT
L'ESPACE DI KARUTANI

ET LA CLASSIPICATION DES MESURES,

1 . Les thé@fémes de Stone .

Nous dirons gu'un ensemble réticulé E est un réseau booléien si : 19 E

admet un plus petit élément x et un rlus grand élément <« ; 2° pour Lout

ZeE tel que inflx,x )=xet sup{x,® j=cs; 3

o

xeE , i1 existe un élément x

% 3

quels gue soient x,y,2 dans E , on a inflz,s ap\ﬁgy})msunflnf x,%),inf{ypz )

it b

M;,

et sup(z,inf(x,y))=inf{sup(x,z),suply,z)) (dlssrlbutlvzaﬁ de chacune des

lois sup , inf par rapport & l'autre).

N s S 2 o @ ] o = % g ﬂég
On voit aussitdt gque pour tout xecE , il existe un seul élément x tel

£

Ao R N = 7 el == 7 07 “
gue inflx,x" '=x et suplx, {%W =ud 5 en effet , 51 x' et . x7 sond

propriéséds suivantes : loc&eéﬁ‘g 29 81 xC¥ , la relation
P, infl(x,y)e P ., Un préfiltre sers
t

dit maximal s'il n'est contenu dans zicun préfil re qui en soit distinet .

T1 est immédiat gue i”ensezbleffgldes préfiltres sur E , ordonné par inclu-

=

sion , est inductif . la réunion d'un ensemble totalement ordonné de pré-
filtres étant un préfilire ; dome , d'aprds le th. de Zorn :

PROPOSITION 1 .- Tout préfiltre dans in réseau boadlédien E est contenu dans

B R e A E iR A5 g o
iAo LU £ Eorist L

= s =
12 s e 0 ohamns
LOUCES G a0y




=sup(x”, inflx,y) )=inf(sup(x,x) ,suply.x”) )=inflw, sup(y, ¥ )=suply.z*) ;
21 on montre qu’'il existe dans U un y tel gue 1nf(xgy)=xx il en résulters
que X%é e 0Or ; dans le cas contraire , 1l'ensemble F des éléments z@gE'

tels ﬁue_zj%inf(xgy} pcur un yE€ U au moins serait un préfiltrev: en effet,

Li
a'@’

atisferait visiblement aux deux premlmres conditions de 1& définition
de ces éerniers , et si on a z>inf(x,y) , 2’ 2inf(x,y°') ;, on a inf(z,z')>
nf{y,y')) avec infly,v')e U . Mais P serait un préfiltre contenant

stinct de U , ce qui est absurde .

1 (Stone) .- Soient E un résecai bopléien‘e.gl.lﬂensemble des pré-

ltres moximaux sur E . Si , & tout € E , on fait correspondre 1'ensem-

ble A des préfiltres maximaux U tels que x&€U , on définit une applicati-

x * Pine(x,y)®

on bivnivogue x> A, de E dans 1I(S2) , telle que 4 o=

E sk ef | i ;
% e = ‘”lg-zlp (x,y) éxt Ay
! ol -5 : ‘\‘ Z : ,x“
Tout d'abord , si xdy , on a inf(x,v" )Aocou infly,x Ve ; supposons par e-
L - | 3 : #
gue infly,x )%ﬁ'; alors 1'ensemble P des majorants de inf(y.,x ) est

filtre ;3 si U est un préfiltre maximal contenant F , on a ye U meis

i squs iaf(xgiﬂf(ygx%))zﬂxg donc AX%A . La relation AxgaﬁAg est uns
. A=A N4 signifie que
e R en =
pour un yréivltra maximal U , la relation 1nf(x9y)e=ﬂ est équivalente 2

expression de la prop.2 ; 1a relatlon Alrf{

=A U i

fsup(x,y)” 7
se déduit des deux précédentes par passage aux complémentaires et utilis

tion de 1a relation KEABLEXFEIIX(sup(x,y)) ﬁinf(x*;ygﬁg

Amm%ﬁfierons désormais E au réseau booléien (pour la relation 4'in-

"x U et yeU”, ce gui est évident ; enfin 1a relation /

et

2

chague aaztitiog-finié_CTz{Ai) de 52, formée d'ensembles

E , faisons COTTESPOndrc , dans §2)<§Z. llensemble @awf

>

.‘
€

—¢_ {A % Ay : on sait que O C ; en outre , si - {B° est une seconde




5

partition finie de £} en ensembles appartenant &8 E , @’:::(Ainfﬁj} en est

une troisidme , et on a %&gﬁwﬁ Cw.co_?mrsque 7o parcourt l'ensemble §>

des partitions finies de £2 en ensembles appartenant & E , les C forment

donc une base du filtre 4'entourages ¢ ‘une structure uniforme Zi sur §2 .

PROPOSITION 3 .-~ L'espace uniforme obienu en munissant Q de 1z structure

iz’ est précompact

0

I1 est immédiat que Slest séparé : car si u et v sont deux éléments dis
tincts de Q ;s C'est-5-dire deux préf ltres maximaux distincts sur E , il

eu et Xd;;v par ozemple , c’est-&-dire nei et

\«::
0
£
s
by
D
=)
(5
m
e
fod
()]
S

v4£4 : en d'autres termes Sizy es; la partiticrn de £2 formée de A et
5 $ S 7 s

~

de g*@; . on = (n9v>6§; Co . D'autre pa-t , pour toute partition w={4.) ap-
o . -
partenant 3 I , les A, sont petits d ordre G@wet forment un recouvrementg

= }:3*,.‘;; /s ¢ - = £ a

THEOREYE 2 (Stone) .- L'espace compac: L2 . complété de £2 , est totalement
2] A = e .

discontinu : pour gu'une partie de $2 soit un ensemble B 1s fois ouvert

~ : ,
et fermé dans $2 , il faut et il suff t qu'il soit de 1s forme A , ob A

appartient au réseau booléien E ; 1’asplication A-»A est une spplication

-

biunivogue de E sur le réseau booléien des ensembles a la fois ouverts et

mg 3 ?‘;-Ej ‘gﬁ:;i: Q,‘% o

e

fermés dans L1 telle que [A=fR , BB=

=)

pour tout AEE | % est ouvert dans SZ (et par suite

£ effet , si ©F est 1la partition de (L formée de A e%

G et C.(B)=B ; i1 nfexiste donc aucun couple {x,y) %el

vfj ey v@ 4./)——4 9.4 = L L afotaii L DEe (K ¥ 2
¥c h et yEB ., qui soit ¥EIEX dans C_. 5 cela entraline gu'il n'existe

3 e = i :
¢ adhérent & 13 fois a A

Vo % %
= = == : - = == Soar.
EnB=f 3 comme 5¢ =AuUB , on voit que A et B sont & la fois ouverts et fer-
més . Ehant donnde 1l définition des roisinages des points de §2 cela
= :
nontre sussitdt que £ est totalement discontinu . NMontrons maintenant que,

> ~ - o
réciproguement , tout ensemble Gc $i . 3 1a fois ouvert et fermé dans {Z ;




e

iy}

t de 12 forme & , ol AGE . Bn effe; , pour tout point xel , il existe
~un ensemble Vﬁ,s adhérence d'un ensemble de B , qui soit un voisinage de
% contenu dans G : comme G est compac; , il existe un recouvrement de G

pa? An nombfe fini d'ensembles ?X , €; comme 1es VX sont contenus dans &

i)

G est réunion de ces ensembles , donc est bien de la forme A oh A
£ : = = g
11 est immédiat que 51 AEE e} ﬁﬂﬁ {dans §2) , on a Bzﬁé,(daneég.B d'lapreés

22 gqu'on 5 vu plus haut ; on en déduid que si 4 et B sont guelcongues

dans E , ARAB-EnB , en passant aux complémentaires ; de 14 résuite enfin
gue lfapnlicsa tien A-—>A est biunivogque , car si A#B et D=AAB , on peu

e A=Dws A, , B=Di/B

1 - ol 1'un au 10ihs des ensembles QEQET n'est pas

on a par suite A NB,=f , ce qui prouve que B£E |, et

=

vide , et Alf%31:%

schbve la démonstration .-

@D
&3
(s
0]
O
(]

Nous dirons gue 1l'espace compaetﬂ7. 1éfini par la méthcds précéd

1'espace compact associé au réseau borléien B .

e, >
On peut démontrer que 1'espace .l est entidrement carsctérisé , 2
une homdomorphie prés par le Fait que le réseau 1 &

: 8
sgﬁsaaﬁeembles 5% la fois ouverts et fermés ait une siructure d’crdre
: =

g@ﬂﬁ homéomorphes .

2 Dlespeoce de Kalrutani sssocié 3 un: forme lindalre croissante .

Soit A vn annean de Riesz (chap.II,$ 49 possédant un élément units e
4= supposerons en outre que les é1énents de A sont bornés , c'est-a-0ire

{3 s 3 . &S < - - L T e

que pour toub xeA , il existe un nomore A>0 tel que %%“e - boit U u-
i 3

ne forme linégire croissante sur A , fGelle gue la relation U(x")=0 entrai-

; i1 existe » tel que y<Ae , on & , pOuUT
| k§(§x§§ : par ailleurs U{x)=U{ex) pour tout
x€ A , donc 1z topologie définie B& sar A4 par les'samiwﬁarmes Ey‘(chapclig
r es

: P e = $ 41
space normé , définie par la norme %ngz




Zefs
2

zﬁféxg} ; comme au chap.Ii,§ 4 , nous désignerons par Ay le complété de
. _ 7 |
cet espace normé . La forme linéaire sroissante U se prolonge par continui-

té & 1l'espace de Riesgz Aﬁ‘g la norme lans A, étant encore &yﬁlﬁﬁiiy§> 3 on
sait en outre que pour tout y&4A ; 1'3ipplication xX-»xy de A dans luiwméme
se prolonge par continuité » fU ; en jarticulier Esz‘pouf tout xegﬁg o
fais ici , on 2 une propriété supplém:antaire : désignons en effet par By
la par*if;ie de Ag formée des z téls q{l'f L1 existe A;O satisfaiéant a;zggg he:
il est iﬁm-diat»_ue By est un sous-esg)ace de Riesgz de Aﬁ ; mais en outre
application x-»x7z de A dans AJ est continue , car oﬁ 2

application peut don: se prolonger par conu¢nu1+é 2 Ay o

produit zx est défin. pour z&By et x 24, , ef posséde

o on voit ginsi gue BU est un annegy

v
t unité . On noters que dans B, la relation

¥}
' o e —~ / :
vertu de . 'inégalité de Schwarz , on a H\eéx5>:
~ o 7G 4 i = e - . r Qm
=0 _ ou Sagxéézﬂ-g clest-t-dire =0 par hypothZse . la relation U(x")=0

2«0 {puisque 2;%6 entraine donc x=0 .

une ﬁé@ompusitiom de e en deux éléments dtran-

: - _
gers ef 230 , qul anpartiennent nécesugirement & BU ; on & clczﬁﬁ {ehapoli,
§ 4, prop.1), donc @1:@61:65 gfezzeezzug » &4 et ¢, sont des idempotents
Gans ,5anﬁsfu %g . inversenent , soit czcz un iiempoﬂémt gueicongue dans
B. s omnac>0, et comme ec=c , on a (e-c) =e-c , e-c est aussi un idem-

SRl e -
20 DT sl 1lier est




=C4Cp 5 en effet , comme clg,{»e - @2§e , on a Glczé% . cleé532 ; d'autre
part 1((32@01 2'} donc (par le méme rsisonnement que ci-dessus 8) cy et
€5-C,Co sont étrangers ; par suite , i on 2 & 1la fois O=xgcy et xLC, =
3‘{@2"@152}““@162 , % est étranger & C5=C1C85 o dem;- x<ec 0, , C8 qui démantre\_

notre assertion . En outre , on a (ezwel){"z%:inf(clgc'z)::cgac?c2 , diou

@
fioa
e
RN
Q
o

,&@2,*01 {ezueei}i‘"zelmzécncz . Or vérifie aussitbt , 4 1l'aide de ces

'}?03{';?53‘11185 , gue chacune des lois sup et inf dans 7 est distributive par

= w9

rapport & 1'autre ; d'autre part ; pour tout cc—ff on & mf(e e_ae%_-, € ol

me on 1'a vu ci-dessus , et suple,e-c)=c+e-c-c(e-c}=e ; comme O et o sont
e S g 7 ; z Z
eV mzmeu% le plus petit et le plus grand élément de > , on voit bien que

ci=e-c est un complément de ¢ dans f ce qui achéve la démonstration .
Le réseau booléien 3’ n'est pas gquelcongue ; de fagon précise :

PROPOSITION 5 .- Le résesu bodléien fest achevé .

11 fzut montrer que tout ensemble Fcffg filtrant pour la relation ;4;» 5
zdmet uns borne supérie a‘fé dans T mme il‘evst majoré dans 1° espace de
Hiesz cﬁi_éteﬁ% A :‘Ll admet une borne sugérieure e m\ Ay , % oD A dvi-
¢:fzexi Ogcge s ”“cm:i: revient & montzaw que 2 et c'=e-C sont éﬁrang»ez*s .
Or . comme ¢ est lg limite de ¥ suivant l?ensemble f‘lltraﬂt P , dans 1“es=

nzce A - ¢! ‘est 12 limite de x'=e-x , €t aussi la borne Ei inférieure ésﬂ

1i'ensemble f£i lc*fa.n‘* pour 1ls relation ~ ¢ que forment les x' ; comme c'<{X'

()

c! est étranger > tout x&£ A , et par suite 5 leur borme supérieure ¢ . os

1'espace de Kskuteni associé 3 la forme linéaire

o

3

comms 17'sspace compact E associé au réseau boolé

D
o

B
e

11 existe donc une application biunivogue c=>R(c)

sur le réseau bcoléienﬁ (pour 1a relation C ) des

ensembles 3 1a fois ouverts et fermés dans E telle que R(O)=g , R(e)=E -

Riec) , Blinfle 302}}28(61}(33{02} - Rfsu;}(ulg,z),_R(cljuﬁ(f‘z g




revient au méne de dire gue 1l'ap

- 7
plica ion @ﬁﬁ&g(c>z§* est une applicatién

bivnivogue strictement croissante Ylsur le résean booléien (pour la

relation <) K{ﬁ@& des fonctions carar téristigues des ensemblés & 1la fois

ouverss et ferméds dans E . Or , ces fonctions caractéristiques sont conti-

nues dans E ; nous nous proposons d'alord de montrer comment on peut pro-

longer 1'application c-&é@ en un isomorphisme de 1'anneau Bg sur 1l'anneau

JA

C(E) de toutes les fonctions numérigues continues dans E o

Soit x un é1ément ;20 quelcongue de [ ‘'espace An ; pour tout A réel et 20,
nous désignerons par %, 1761ément (he.x)’ , et par c(A) 1z composante de

7Y 4

iz bande (chap.1I,§ 1) engendrie par xy ; comme e—c(A) est étranger

< 7%\ % “ : o S = :
5 e{3) , clA) est un idempotent de BU , dont nous allons etudier les pro-=
entraine Xe-:xggwe@x ;- done :;:}gxg&g et par suite

, 1'application huac(k} est croissante dans R
e

{M es’; 1a composante de y dans 12 bende en-
np

V5%

- = , dtranger & Kx , -1 est éiranger & c{}) par définition
‘ vy gre =tas A ’ Sy :
de c() , d'ch c(h)z=0 , ou encore z=e-c(h))z ; on a donc ()

Ny e i 5 3 : =
c{) )y appartient bien par suite 2 la Dande engendrée par Xy d'autre vart

Si ¢ est un idempotent tel gue c<<ctng ;. 0B g cx<dc , car on peut écrire

5 A o : = , -
isocx=c(he-uj=clhe—x) >0 , puisque c est HZEFEIE Stranger 3 (Ae—x) . De

: S N : o 5 L
. 81 cxe-clA) , on o BEERIZ Gﬁgrﬂc S car on a cx- An@@(zuﬂeg:

)= (x-de)”

Vi

tend 8n croissant vers

par u._ tend vers le com-

engendrés par u .

mi,x)) et xl= =suplinf(mu_,x)) , d'ou B(x'




5 ,
éU(,ﬁ“»—-imf{mungx}‘}xU(x“ziﬁfgﬁu x}%‘ﬁ(;ni’ i, x)-inf (rmﬂ x)) pour tout m>0.
On peut prendre m assez grand pour qus U(x'-inf(mu,x))<&; m étant fixé , -
il résulte de la continuité de inf(u,7s) dans Ay KAy qu'il existe ng tel
que pour tout n>zm_ , on ait ﬁ(imf(m@;x}aimf(rﬂu}a,x),‘gag- on aura donec

t‘(‘{ xé}g. 2¢ pour tout n ce qui établit le lemme .

ZBO 2
Lenne 3 .- La fonciion croissante :}g«-»c(}\ est continue & gauche dans
@94—/‘!)}, on a c(0)=C et lim e{})ze .

A =2 A

3 NN o . = 2
A-<pe, G\a/gi‘*"(‘?{, Y est un idempotent

'&"ﬁ"f’i

BB Fn effet |

li"@-ﬁ‘inf{c(}\)wc(k}}zc()\)c(’gz}ze(.‘)\) : oa a d'sutre part e\,(¢}=c{3\)§_e=a(}a) -

i

d'oh Me(p)-c(M)) <clp)x—c(A)x . Tout revient & prouver gué le second mem-

oz

bre de cette inédgalité tend vers O lorsgue ) tend Versyc en restant <L .

me 1) et gue {Me-x)" tend vers (re- —x) 19?5@*‘@ A tend vers oo il résulte

du lemme 2 que cl{A)x tend vers e(j;(f,)x . La relation c(0)=0 est évidente ,
3 ¥

puisque (-z) =0 : enfin , si e, est 1a limite de c{)) lcrsque A tend ver
e est un idsmpotent <e , et on & emeoege@(;\) pour tout 3‘% don
(ewe@}x;f: Me-e ) pour tout A ; on em tire BE /\“Géecgc)ai {x) pour tout A>0,
4’ ol ”G'{emee?«:{} et par suite e:ea .

Pour tout %€ By , il existe par hypothtse un A>0 tel que %X%%‘%@ : soit
%éxg ia borne inférienre des mombres A 73 ayant cette propriété ; on vérifie

e i . ~ = .
aussitbt que E}X%{.est une norme sur By et qu'on a §X§<§ xlle , d'on Ulx]i=
43 i 1% i 4 )
:zggxégjtfg%gxgii}{e\ . De cette dernidre rela’”ﬁﬁ suit sussitét que

, toute suite c?ae Cavuchy (x_ ) dans cet
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C(E) 1a fonction = )\.ﬁc_ ; i1 faut wontrer que cette fonction ne dépend

gque ¢e X , et non de son expression ccmme combinaison d'idempotents , ou

encore que si Z}\ ch on a 2)% 9 =0 o0 . On peu‘s trouver m idempo-
=

tents k;!() étrangers d@ux & devx et ‘tels que e et chacun des cs SOl‘t somme

d*um certain nombre des &}a: , Ssoifb ¢ Zé kdk (a .JO ou 1) C}mgg .4

e
aveec ﬁ,z‘; t ki ; pour hfk,en a 4,4, -

A

b s d'on ankdk, pour i<kim , et pax

L7

<

ur tout ¥ . Cela étant , les ensembles R{dk)sant deux & deux

=

de D.. dems ((E) partout dense da

.
& oan o=
b
L6

LI
e




de t . » 1a Tois ouvert et ferme dans %, tel gue l'oscillation de u dang

v, soit L £ ou peut recouvrir E par un nomore £ini de ‘,?tq . et cxiste
- ;

alors un nombre fini é’ &sr&m‘mas 5 1z fois ouverts et fermés W {(1oien)

sgns point commun deuzv 5 deux et tels que chac:‘un des ‘J’t soit réunion d'un

~ertain nombre des W. : si A est une des valeurs de u dans W, , on g done
1 7t - 309
7 = g : ;
==t g £ o e =7 : i
aé»a}“%fg?? s s et i1 est clair que < 3‘_{{’?; appartisnt 2 Dy -
s & prouver gue D, est partout dense dans By 3 il suffirs pour cela

0 de B et tout £>0 , il existe

une suite finie strictement

N
i/0Lign
42‘, pour 1gi=n et
B o . e et
& =fizj+l . On a donc 13 ¢ b e-@x{)e , et par suite (1emme 1) c&ﬁ;xmx .Con-

sidérons alors 1'élément Z#ZA 1(a*‘( )=c{}o \} de Dy s comme

i
:-‘u/i? (\I::ma, - 7 - = N oAl \X
”é"i)“(’%ic‘i}&‘e c(% 1) , on a 5‘1 1(0( . c(}n 1)} ( }ﬁiz C(}‘i=1)} -
sour 1dicn, d'oh z<e() )x=x ; d'autre part , comme clAy)-cth; j)Scla,),
H 4 f%‘r NN N -~ 7 y _’ A 3 e
on 2 {\5@1}:C(%‘i31>)x§}’l<c€\h = (3\ 15}»‘(>\1 é.\ié(c(}ii)‘=c<}\lg1)} 9 Tou

a
= (E\ﬁEX{ zZ+ge , Ou encore OLx-2<&e , ce gui pzow!e gus xX-¥ %:

F x=cl,)zs

zst un isomorphisme de 1° espace ngzmé BU sur 1 eczpace normé fa ; Pax

e on 2 encore (§X} 55%+ ds:,ﬁs;,g . Enfin p{?uf voir gus xesl

=ot 1n isomorphisme de 1a structure d ezy de Bﬁ sur cellie de £ (E) , 11
3 } y@ \2 5 55 B =, % o o
de prouver gue é s=({7 }  poUY LOUL X &:L@- : or , cette relgtion est

1)
Gidty

fonction contbinue ue g(“‘) pow?ant stéerire d’une seule :aam.é

¢

on déFfinit une fowme 1indaire cmlasa,nta U sur’ g&f E),

4

avec xe€ By
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en posant W(§ )=U(x) ; cette forme lindaire se prolonge en une intégraie de
ggggg‘sur.E s nous dé81gnerons par P,ra mesure de Radon correspondante , de
sorte Qu”on peut éerire , pour tout x< BU U{x)= J(E‘dg. 11 est clair

gue l'on z U(c}ﬁF(RC) pour tout idempotent ee;;79 et par suite que le noyau

de 1o mesure p est identique & E . Pour toute fonction we b (E) , soitd

ls classe de fanctwons mesurables équl va?entes au dans l'espace de Riesz
< 2 . s e s
Lié 1’spplication u-s1 est un igsomorphisme de ég(E} SUr un SousS-€sSpa-

m
Lol
casdy
&
e
O

ce de Riesz BH de Ll(Eggé ;, car la relation )%u{@azO‘entraine u=0 , puisque]
JHS . -
dquivaut & U(}x{)=0 , donc & x=0 . L’application X-yé% est
e

igme de 1'espace de Riesz Bg sur l'espace de Riesz B s

.

‘.,J

A1

isomorphisme xfaﬁg de B, sur BL ge prolonge d'une seyle

n une application linéaire comtinue de 1°'espace normé A, (pour
, D 2 7

ia norme Y xli.) sur 1'espace norm mé L (B,i+) ;3 cette application est un iso-
] _J}

gorphisme de la structure d?esyace normé et de 12 structure d’espace de

EU egt partout dense dans AU : en effet , pour thut y;>0 dans &V , On &

ot = =inf(y,ne)&€ B donc auSQL y=1lim x_ pour ls norme ; Xﬁ -
n n 8 n
14 v, =2 o2

résnlte gue Xﬁnzx se prolonge 3 'une seule manidre en un isomorphisme

i'espace normé de Ay sur 1l (E,r& s ceste 1somorphlome est au581 un isomor-

-‘e.; Zq
ame pour les structures d'espace de Riesz , car on a f = §
continuité , ei la relationaxgﬁx dans un esp&ac de Riesz est é iivalente
5 = ;;5’, 5 fe)
5 x2
COROLLATRE .- Tour toute fonction numérique u définie dans 1'espace de

£ , mesurable (pou1>?;§';t bornée en mesure , il cxiste une Ffone-.

o

continue et une seule u, gui est égale & u presqgue paritout .
(o

> : £ = = Erd A ES
pn effet . da siasge_uzﬁy de fonctions mesurables dquivalentes & u 4tant




S5
P : . :
majorée par uneZX classe }i@e , X es’ majoré par Je : on voit d;e méme que
. s o .
% est minoré par un élément ,\ e , donc x€ B‘U et {{5]33 ; d'ou le corollaire
3 s -
puisque 1'application u-ﬁf de ‘g(E} sur BU est biunivoque .
Eﬁ»particuiier , pour toute partie nesurable M de E ; il existe un ensem-
ble G ouvert et fermé dans E et tel que p(MﬂﬁG}z ?‘{G(}CH_{):’»’O -

PROPOSITION 6 .— Bans 1'espace de Xakutani E , tout ensemble rare (et pa*t

suite ausst tout ensemble malgre} es’; de mesure nulle o

1i sm._r’s de le démontrer pour un eunsemble rare fermé H . La fonction

caractéristigue %‘9;1 étant semi-continue supérieurement , est mesurable et

}"}.p

gne i1 existe une fonction continue g% une seu?a.eug guli est

sque partout égale & ‘%ﬂq s s'31 existait un point t < % tel gue u (ﬁﬁ,)

bornee

A0 , il existerait un voisinage ouvert et fermé V de 't tel gue ﬁ§§ g;i

o

o (%)£0 dans V ; par hypothdse , il existe dans V un ensemble ouvert non

¥ qui ne rencontre pas H , donc oh on a Pu(4)=0 ; on aurait done

1

] {'E‘;};é?’%g("“c:} en tous les points de 1“pnsemble W qui est de mesure £0 , con

craitement & 1la définition de uo 2

COW’&:}“IQ"‘ .- Pour toute fonction u (éfinie dans l'espace de Kakutani E ,

mesursble (pour F, ) et finie presque partout , il existe une fonctian-uO

et une seule , continue dans E et finie dans un ensemble ouvert partout

dense dans E , et égale presaue partout 5o

On peut se bornmer au cas ol uz 0 dans E 5 pour tout entler n>0 , u =

—inf{u,n) est une fonction mesurable et bornée , donc il existe une fonc-

X3

tion continue bien détemminéde v = égaie & u, presque partout ; en outre

comme U <u 43 s ona vn—:évn+1 presque partout , et comme 1'ensemble des

noints ob 7. t);ﬁv +1(t) est ouvert , il ne peut &tre de mesure nulle que
s'il est vide , donc v 4‘@ o par*‘cou, . S0it E‘n 1'ensemble des points

- E ou v (U} B, et soit = F s comme u est presque partout égale &
414 : :

I'enveloppe supérieure u_ de la suite croissante (v , on a ult)=+to




&

¥

= 14
presque partout dans F , donc 1'hypothdse en%réine que‘F est de mesure
'ﬁuile . Or . dans Uensemble ouvert gE‘n , on a u{t)<n presgue partout ,
donc ﬁﬁ vﬁ(%)zvn+p(%) presque partout , quel qﬁe soit p>0 , ce qui impli-
gue v_=V partout dans g:Fn , en vartu de la continuité des V.3 on o

n I‘+p

& Y e 2
donc uezvﬁ dans -iFr,@t comme LF est réunion des ensembles ouverts ﬁﬁb -

o 3 ; =
a prouve gue u_ est continue dans E? . En outre uo est égale & 4

©
et semi-continue inférleAfemant en ces points , donc zussi

nx points de P
continne . L'unicité de'ug est immédiatz , car si ué.est continue dars E,

finie dans un ensemble ouvert partout dense et égale presque partout 2 Qs

1'ensemble des points ol uoit}#ué(tﬁ est ouvert et de wmosure nulle , donc

On voit en particulier gue dans ta& ce ciasse de Ponctions sommables {pour

x A5

i i1 existe une fonction convinne jans E et une seule ; on peut done i-

- . 1 = o o - :
g ifespace L {39?f : l'espac: vectoriel HIREEIEHE formé des fonc-
tions numériques (finies ou non) continues dans E et sommablies .
So0it U un ensenblie ocuvert dans 1¢sspace de Kakotani
se , il existe in enseable ouvert et Termé V tel gue
¥)=0 ; orn a nécassairement UV , sans quoi UafV

2 3
on vide , donc de 1 mesure non nulle ; dé
rieur de gﬁ est contenu dans fV pour la méme raison,
‘ des restrictions sur la siructure toppic-
_ fn particulier , I ne peut avoir de base dénombrable
ans oquoi il seraitlhoméomOTpha 3 1'ensemble triadigue de Tantor X,
a des ensemblies ouverts U tels AURIIEXSXKEZEIEURGE

Kr%ffﬁ¥ﬁﬁv?yﬁwﬁL:Kéi?éﬁﬁY“KﬁﬁﬁﬁX%ﬁ que U pe soit pas

oig cuvert et ferm




L

: e " , 5 L
+ticns sommables pour'g-a Soit P 1'espace de Kakutani associé 5 U of fu

- 15 - ,
u(t)+v(t) a nécessairement une _imite par zapport & G (égale & w(t))
en tout point ol u et v sont ininies de signes contraires .

3) 11 n'y a aucune difficulté & étendre toute la théorie qui précé-
de au cas oh on se donne sur 1'anneau de Riesz A (possédant un é1é-
ment unité e et dont tous les é.éments sont bornés) une famille (Uz)
de formes linédaires croissantes telle gue la relation "quel que soit
4>93b(xz)=0” entraine x=0 : on ep déduit aisdment que les semi-nor-
nes Uﬁflxlz définissent sur A une structure d'espace localement con=
vexe ; 8i A est le complété de cet espace , c‘est un espace de
Riesz , & partir duquel on peut reprendre tous les raisonnements
faits dans ce n® : on associe a2insi & A un espace compact totalement
discontinu E et une famille (&1} de mesures de Radon sur E , de sorte
gue A puisse 8tre identifié & 1’'ensemble des classes de fonctions
sommables pour toutes ces mesures simultanément (deux fonctions ap-
partenant 3 la méme classe si leur différence est nulle presque par-
tcgﬁ pour toutes les mesures ?iﬁq Tes é1¢ments bornds de A peuvens
encore &tre identifiés aux fonctions continues EUEXEXX et finmies
dans E .

Considérons en particulier le cas oh A est un clan unitaire de fonctions

pumériques sur un ensemble F , et U une intégrale sur A ;‘Siia est la me-

8.3

sure sur F szttachée

!

1'intégrale U , nous avons vu au chap.IIl que 1'espa-

e

ce de Riesz AU peut 8tre identifié 35 l'espace LI(Fgfg des classes de fonc-

e

s

1z mesure de Radon cofrespondaﬁte sur P ; il existe alors , d'aprés ce qui
précéde , un isomorphisme canonigue de 1'espace L}€F;r$ sur l'espace
El(ﬁigb . @%i eat aussi un isomorphisme de la structure d’ordre du premier
de ces espaces surréelleréu second : en outre , & houte fonciion sommable
{pour ?@} u ééfi@ie'dans ® , on peut Ffaire correspondre une focnction H et
une seule , définie et continue dans ﬁ . et sommable pour la mesure gzg
telle gue par @assége aux guotients 1%application uﬁ;ﬁdeﬁne i'iscmorphis—
me canonique de Ll{Fggi sur L1(§§Z) . En particulier on,a_vfu dﬁzjrﬁ af

B 2z 2 .ozt ~S B = z
% si u est bornde en mesure , ;uﬁxjaéuﬁ'{de sorie que par passage aux Guo-
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: a . : - : : 0o,
tients , u»>u donne aussi un isomorpaisme canonigue de L KFQFJ sur
00 o =4 o . > £ o - " » g 7% o
I~ (F.5») , ce dernier pouvant 8tre identifié & 1'espace (7 } des foncti-
~ = :
ons continues sur F); et & tout ensenble mesurable X dans F correspond

: ﬁ, 3 F P4 a4 v ‘ s £
dans ¥ un ensemble bien déterminé X , & la fois ouvert et fermé .

3 . Classification des mesures .

&

; ' /
Soient E E eux ensembles | ?-une mssure sur E 954 une mesure sur Ef

4
telles que ¥E~y“?“<:+an . Soiert U, U° les intégrales cor e%a ondantes ,

e 4 = / oo
=% socient éf Q? les réseaux booldiens d'idsmpotents dans T 4{ﬁ93§ 2%
(79] ;
dans L (Eﬁggf) . On di,a gue les dexx mesurss f ,%ﬁ sont isomorpnes
! _
'l existe un 150?0?@%14@@%7 de 13 structure d'ordre de éf sur celle
57,.5 o » jﬂ =

de 4 telle que V”’?ﬁx\\w”( X) pour tout x€ o . Dans ce cas , on voit aus-

- : ; = 1
sitét gue g?ge prolonge en un 1somgf;hzsme“de Llfﬁggﬂ sur (gt ? ) et
= ' :
de I (Em) sur L fD“ ?.} , avee coaservation des normes dans les deux

¢ v

. - - &
caz :les espaces de Kakutbani associés é;A et ! sont homéomorphes .
est une mesure homogéns sur E si poud tout élément c#0 dans

,ti%% puissance d'un systéme de geénérateurs ﬁgim@ du sous-

A telie gue 1z restriction de }@%,cﬂaaue 4 soit homogbne .
§

n ] n

Yy L ity R % . S : = Zir ST 2 = = Sy = e

29 31 I est homogdne sur E , ou biea p est isomorphe & une mesure sur un
. =5 - : =

NP0 —

s I étant un enseuble




