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LE FORMALISME de GODEL.
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L'axiomatique comporte comme notions primitives, les notions

d'ensemble, de classe, et d'appartenance (relation € ). Quelques |

explications sur ces deux notions : 1° tous les objets de la théorie
sont des ensembles ou classes, c¢c'est-2-dire qu'il n'y a pas-d!individusj
axiomatiquement, cela se traduit par 1'sxiome d'extensionalité, Qui
signifie que si deux objets x,x' sont teis gque tout y tel gue yex
satisfasse aussi & yex' , et réciproquémeﬁt, on a x=x', ce gqui exclut
bien entendu la possibilité d'objets qui n'auraient pas d'éléﬁents ;

2° tout ensemble est une classe, mais la réciprogue n'est pas vraie ;
les classes sont les propriétés d'ensembles, et on les distiﬂgae'des
ensembles eux-mémes pour éviter les fameux paradoxes ; on les évite,
parce qu'il y a des opérations qu'on peut faire sur les ensembles et

pas sur les classes. Le critére essentiel se trouve étre qu'une classe
X est un ensemble si, et seulement si, X est élément d'une sutre classe;
une classe X qui n'est pas un ensemble est dite classe propre ; elle

ne peuf jamais 8tre élément de guelque chose ; exemple : les ordinaux
Jusqu'a un ordinal déterminé a forment un ensemble (cf. sa définition
plus loin) tous les nombres ordinaux forment une classe.

Voici maintenant les axiomes exacts ; dans ces axiomes, les minus-
cules représentent des variables variant dans le chanp des ensembles.
(1.4) WL (X) —C1e(X), o MNG(X) signifie "X est un ensemble” et
 Cle(X) signifie "X est une classe" ; donc : tout énsemble est une
classe. (I.2) Xe¥Y —MNU( (X) : toute classe qui est élément d'une
classe est un ensemble. (I.3) u(u) [ueX:Z ,ueY]. —>  X=7Y : 81,

pour tout u , ueX est éguivalent & uel¥ , alors X=Y , ce qui
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aigﬁifie gu'une classe est déterminée quand on connalt ses é1léments.
(1.4) (x)(y)¥3 =) [ua:z g?’(uzx)\f(uzy)l , c-a-d, si x,ﬁ ‘sont des |
ensembles, il y 2 un enseﬁble z dont les seuls éléments sont x,y . En ver
tu de (1.3) , i1 n'y a qu'un tel ensemble z ; on le désigne par %x}y}
et 6n lt'appelle la paire non-ordonnée formée par X,y , parce que

%,5} ziy,x% . On pose {x} ;-;ix,x} » <X ={x} 73} <27 est
la paire ordomnnée formée par x,y , car on n'a {Xx,y) =<x',7'> que =i

xeg) | gyt P00 Pose (EFED =X, (T 2D KT, 5,8 55X, <75, >
ote. .. .

(i1:.1) (9 a)ix;y) [(}:,g7é 2= ey:[ , c-8-d. il y a une classs A
telle que les peires <X,y> qui sont dans A soient exactement celles
pour lesguelles xey . On remarguers que A n'est pas entiérement
déternind par cet axiome, car A peut contenir des ensembles gui ne
soient pas des paires ; méme remarque pour certains autres axiomes gui
pont venir. (I1I1.2) (&)(3 B)(w) [v‘.eB Z~uehA : c-a-d. pour

chaque classe A il y & une classe complémentaire B dont les éléments
sont exactement ceux qui ne sont pas dans & ; ceite classe seynote -4 ,
(I1.3) (A)(B)(]G) {u €C = (uea) §(ueB) : c.a-d. que deux classes
ont une intersection C , qui se note 4 NB ; @b e

(11.4) (A)(-EB)(X) [x eBe> (3y)<y,x>e A ; c-a-d. : si A est une
claése, il y 2 une classe B dont les éléments x sont les sedéﬁéa
éléments des paires qui sont dans A ; B s'appelle le’domaineidégA'et

se note ’fb(A) ; 8i on suppose gue A se compose exolusivementi&e‘paires,
A peut 8tre considéré comme une relation, et B est 1’easemble des X

qui sont dams la relatlon A avec guelque chose. s e :
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EY(I.I»E) (a)(4B)(x,7) [<y,x>éB 2h% éA] : A étant une elasée, 1
| v a une classe B telle que les paires contenues dans B soient celles
‘dont les seconds éléments sont dans A . (II.6) (a)( E{B) [(x,y}é,& =
Z<{y,2>€B : il y a une classe B dont les paires s'obtiement en
retournant celles de A ; on a des axiomes analogues pour les triplets,
& savoir : (II.7) (a)(d B) ‘:< x,7,2> €¢B Z <%,8,y €4 , et
(11.8) (A)(EB) [<x,y,z >EB : < ¥i%,;% 6 a].
(1II.1) Avant de le formuler, on définit la propriété Em(X) ,
qui ge 1it "X est vide", par BEm(X) 77 (x). "V xeX . Ceci dit,
(IIX1.1) e foraule comme suit
(Ja) {~ @) 8 (x) [xee — (Fofte €xem] ]
: i1 y & un ensemble a non vide tel gue tout élément x de a B0Oit aussi
élément d'un 6lément y de & ; par exemple llensemble § , {¢} ,
S&m% : ﬁigﬁ }}} ,...» Le but de cet axiome est de fournir un emsem-
bie inPini. (I1X.2) f(x)( :-j y)(u,v) [uév dvex —u ey] : 81 x est
un ensemble, il y a un ensezble y contenant les éléments des éléments
de x , ce qui signifie que y contient la réunion des ensembles de la
famille x .
(i1t .3 )0 (x)(g v) [ucx —u ey] , c.8.d4. ¢ 81 x est un ensemble,
‘il y 8 un snsemble y qui contient toutes les pariies de X (0 z es%
évidemment défini par uw < x = (v) [v eu —> vV ex] . Bemarguve : les

opérations de réunion et d'enserble des parties ne sont possibles que

pour les ensembles, non les classes ; c'est ce qui évite les paradoxes.
' E
(II1.4) : Avant de le formuler, il faut définir Un(X), ol X est une |
classe ; Un(X) signifie que (u,v,w) [<v,u> el §<wu X -->.w:v:[ ; ‘

un(X) se 1lit "X est univogue" et signifie que le premier élément d'une

paire appartenant & X est déterminé si om comnait le seconde ;
'
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""si X ne contient que des paires, cela signifie que X , considéré comme
relation, est une fonotion ; ceci dit (III.4) se formule ainsi :

(x,8) i'Urz(A) — ({¥)u) [u ey Z (v)ilvex &§u,v) ¢ A]}

'fqui signifie : si x est un eunsenmble et A une classe univogue, il y a

vn emsemble y dont les éléments u sont les premieres éléments des paires
<u,v)> de A& pour lesquelles les seconds éléments v sont dans x .

Hn suppesaat‘que A est une fonction, cela veut dire que y est l'ensemble
des valeurs prises psr 4 dans l'ensembde X .

(Iv.1) ~ Em(A) -e(]ru)[uéﬁ &Em(uﬂ&)]

qui- sgignifie gue, dans toute classe non vide, il y a un élément u tel
}q“e u0A goit vide ; il en résulte en prenant 4 = 2xg , qutil est
impossible gque =xex ; de méme, en prenant A= zx,y} » 11 est impossible

gue xe¢y et yezx .

Les axiomes étant ainsi posés, on construit la classe des noumbres
ordinsux . Pour cels, on pose la définition suivante : une classe sst
compléte si elle contient tous les éléments de ses éléments ; une

classe & est sppelée une classe ordinale si A est compléte, et si la

relation "uev" est une bonne ordination, clest-&-dire : u et v étant
deux éléments de A , ou bien uev , ou bien u=v , ou blen veu , ot
chague gous-snscemble a de A posséde un élément v qui est élément de
tous les autres éléments de A . les premiers ordinaux sont ;: § =0,
{¢} =1 , i;é,{&}} =2,..., M =00 {n} ,..., o = ensemble des entiers
ot = o U z m%, ete... Les conditions pour ume classe crdinale sont

- encore équivalentes zux suiventes : une classe ordinsle A est compléte
et tout élément de A est un scus-ensemble de A . On appelle nombre

crdinasl une classe ordinale qui est un ensemble ; on constate, en
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en ré;gardant un peu, que la seule classe ordinale propre est la classe
de taﬁa les nombres ordinaux. D'autre part, on & les théorimes claésiques
sur l»és ordinaux : tout ensemble bien ordonné est semblable & un seg,xéaent
et un seul de la classe O des ordinsux, ou ce qui revient asu méume, est
ssm‘biable 4 un ordinzl et & un seul ; possibilité de démomstration par

réeurrence transfinie et de définition par récurrence trapsfinie.

Aprés cela, on arrive & la notion d'ensemble constructible.
Pour cela, on commence par Giviser la classe des ordinaux en Y sous-
classes, caractérisées par les restes (mod. Y) des ordinaux un ordinal a
appartient & la classe O, (01<K9Y) 8'il est de la forme B+YkFi ,

oh B e un ordinal limite (p-1 n'existe pas). D'avtre part, on forme

ft

a classe ¢

rmanidre suivante : {a,8 ) <y,3> si max(a,B) > max(y, 3} ou gi

des couples <a,B > d'crdinsux qu'on bien-ordonune de la

mex (a,B)=max(y, §),a >y ousi max (a,8) =max(y,d) , a=y , B3>0 .
On a prouvé dans la théorie générele dess ordinaux que toute classe
propre blesn ordonné. est semblable a 0 ; dome 0% ot 0; sount semblables
8 0, et il existe un isomorphisme Ji et un seul de {}2 avec 0y .

Ceci posé, oo définit par récurrence transfinie la fbnctioa Fla)

de ls manidre suivante :

F(B) est défini pour B <o , on 8 9 cas ;
T(a) est l'enssuble des F(B) pour B <{a ;
(1¢1<9), on a a =J;(B,Y) avec, comme on le voit
facilement, B<& , Y (& ; on pose alors, si «€0, , F(a)
i?(ﬁ),F(Y)}

%) si a.602 , Pla) = BOF(B) (B est la classe des co'uples

{%,y> tels que xzey )
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4) i acO, , Fla) = FB)O(-Fv)) ;

5) si a<&04 , Pla) = FBIN(VXxP(y)) (V est la classe univer-
selle dont tous les ensembles sont éléments, V = -0) ;

6) gi aé&Op , Pla) = F(B) D (Domaine de Fly)) ;

7) 81 acQ, , Pla) = F(g) N Conv. B(y) ;

8) si acO, , Fla) = F(B) N Conv_.F(y) ;

9) si a0, , Fla) = F(B) N CQHVZ-F(Y)

ot Conv.A est la classe formée des couples obtenus de ceux de A par

H

-~

inversion, Conv,.A la classe des triades déduites de celles de A par

.~ échange des deux derniers élérents, el Convg,ﬁ lz classe des triades

décéuites de celles de A par permutation circulaire.
On appelle consiructibles les ensembles qu'on peut obtenir par

application de la fonection F . Une classe est dite construetible

si tous ses éléments sont constructibles et si son intersection avec
tout ensemble constructible est un ensemble construetible. Ceci dit,
la construction = été faite de telle manidre gue toutes les opérations
prévues par les axiomes conduisent & des ensembles ou classes
constructibles quand on les applique & des ensembles ou classes
constructibles. Il en résulte la classe L des ensembles construetibles
vérifie tous les axicmes et peut servir de modéle de la théorie des
enéembles.

On prouve ensuite que les ordinaux sont tous constructibles.

Dans le moddle constitué par lesz ensembles constructibles, 1l'axiome
de choix egt évidemment vrai, parce gue, x étant un énsemble construc-
tible , & x se trouve associé son ordre ¢ , qui est le plus petit

ordinal tel que PF(a)=x ; on peut alors choisir dans chaque ensemble

non vide l'élément d'ordre minimusm.
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On prouve ensuite que l'ensemble des parties conmstructibles d'un
epsemble constructible de puissance %\é . est un ensemble de puissance
¥ 44y » © qui montre biem gue 1'hypothése du continu ne peut pas
ajouter de contradiction. La méithede pour faire cels est la suivante ;
on prouve gue si u est un ensemble dont toms les élémenis sbn‘b
dtordre No‘ (1es ¢ sont identifiés aux ordinaux correspondants),
u lui-m8me est d'ordre < }\é ald L'idéé essentielle pour y arriver
est de considérer l'ensemble m constitud per u et par tous les ensem-

bles d'ordres ( %‘( ; m est donc de puissance g A§ . ©Cn prend

o«
la Permeturs m de m par rapport aux opératicns fondamentales (plus
petit ensemble contenant m et ducusl ces opdérations ne font pas sortir)

11 est facile de veir que la pulssance de cet enssenble est encore

\< %{* . Donc 1'ensemble des ordres des éléments de T est de puissance
< ﬂv—o( . Ep vertu du fait gue m est fermé, cet ensemble contient

"pbeaucour® d'ordinsux, clest-a-dire qu'il n'y a pas trop d'ordinaux
< %\{ Fe ~gul y manguent. On monire gue deng ces conditdons,
i'ensemble ne se compose gue dfordinaux Qﬁ\é e Comme il contient

l'ordre de u , cela prouve le théoréme.

€. Chevalley.




