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LIVRE 1
THEORIE DES ENSEMBLES

CHAPITRE I (Btat 4)
LOGIQUE LATHEMATIQUE

¢ 1. La formation des r@laﬁipﬁ@,
Comme nous l'avons dir dans zﬁzntré@aetion, le premier but des chapltres

I et II est d'expliquer en quoi consiste lz formslisation de la

e

lathématique, et comment on peut, afin de vérifier la correction de tel
ou tel raisonnement, le "traduire® tout entier dems le langege formalisé,

1. Les sionce mathématigues.

Un texte mathématique formalisé se compose essentisllement de d&mons-

tretions mathématicues, dont checune sat une succession de combinaisons
. : ¥

sirznes mathématigues ; ces combiasnsions sont

appelées relations. Les relstiors ne sont pas des assenblages quelcongues

de sisres mathématiques ; leur comstitution est r8gle par certaines

rigles dltes ri-les de formation ; on verra d'autre part (2 2) que

ont dites vreies, et comment on peut former des

(6]

certaincs relations

-

ations vraiss au moyen d'autres rézles, dites rdzles de déduction.

B

e

==

1
Enfin, nous verrons de facon plus précise av %jﬁ conment pe classent les

relations daus une démonsiration mathématigue.

Le plus souvent, un texte mathématique formsliseé comprendrs ausei
: 3 ;

un comuentaire (en langase ordinaire) expliguant sulvant guelles

régles se feit le paesags de chague relation & la suivante ;: on

= iy - - B P $ 2 v | £ & s s T s LB E o
beut en suppriner tout ou vpartie gi on juse le lecteur suffisanm-
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Les récgles de formstion st de déduction conmstituent asseﬂtleTiaﬁemt

z

ce gu'on appells la logicue mathémstigue : le ca&%al est conséceré &

leur exposé et & lsurs ﬂ@ﬁﬁéﬁ&@&@@g immédistes ; ce nfest gulan chaﬁ,il
gue commence lg ﬁaihémaﬁiqu@ formelisée @réprement dite.
Les siznes mathématiques fondamenisux sont de desux sortes :
1° les ar uments? gui sont des signes dont la forme pent étfé choisie
arbitrairement : le ?iag souvent, on prend des leitres de divers glpha-
bets, affectées évent&gllem@nt d'indices ou d'accents.

Rappelons gue, du point ds vue "naif® (of. Introduction) les argu-
hgﬁtg ﬁf@pf@&@ﬁb%ﬂtﬁ_@@s *@%g@ﬁg arbitraires” ou Tvsrisbles® diun
@ext&in Btyps diobie £at ; pour rester auvssi proche que @ aiéle
de ce point de wvue, et rendre plus sisbe liassimilation des raison-
nements,; on s'efforce d'ordinaire de réserver, par convention,

les lettres 4'un méne alphabet (ou dune ménme psrtie d'un alvhabet)

P

aux "variables d'un mbnme tgp@“ . @er exemple, on noters le plus

souvent les arpuments gui ?@pr@a@n nt? les "éléments d'un
enseuzble® par des minuscules italigues, ceuz gui ”ra“résentenﬁ?
{cf.chap.IX 5333) : nlest pas tovicurs facile de satisfairé &
des exigences de cet ordrs.
A tout endroit d'un texts mathématigue, i1 est toujours @Gﬁgibi@
'_ﬁ?iﬁ%?aialrvg dans les relations que llon é@fiﬁ, é@ﬁ<&?§1@@ﬁﬁ%’&&@f@8

ey = 3 5 o e ) - s . o S e o : 5
gue ceux gui figuraient dang les relations Scrites antérieursment ;

nous verrons méms un peu plus loin que cetie introduction est rendue

des signes asbréviateurs (v. ci-dessous) et de certaines récles de logi-
z 5 (==

gue {(cf. n® 4, résle s,,) permet heursusement, dans la plupart des cas,

st

3
dtéviter ifem@lﬁz d'un trop grand nombre disrguments.
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bag‘Les siznees de liaison, guvl cnt uns forme fixée une fols pour toutes.

&
Ce sont, d'upne part, les trols eiznes = , é gui intsrviennent
dans 1s fer&at;om des relstions primitives {qus‘nauﬂ définirons au

chap.I1) ; dlantre part, les cirg sisnes salvants, aits szgges?@glguas

'foauamentauxg gui perumettent, comme nous alions le voir au n%2 , 88

former des relations nouvelles & partir de relations déjd écrites :

non et ou

&

appelés respectivement Usisne d3 nésation® , ¥sisne de conjonction®

appelés respectivenment Tetenaxs 2iy &aﬁ%ﬁ&@f%&ﬁﬁﬁ% *qu ntificateur

Le lecteur aurs =oin de ne pes confondre liusase des signes “non®,
"et®, ou” dens 1'écriture des relations et leur emploi comme

e ~

mots dans le lancage ordinsive. Certaing logiciens évitent gette

¢

confusion on los remplacant respectivement (dans llécriture des
relations) par des sicnes tels que ~J @f? ¥ , gui ne sont
plus des mots. 11 nous a senblé gue l@ risgus dlerrsur était faible
lors gg*cn prend soin de toujours 4 distinzuer, par lsg dlgﬁﬁﬁitlﬁﬁ

des diverses parﬁies du texte, les relaticns des aemmentaxres gui
153,&@@@&?&@3@@% ; en outrs, les sizgnes Fnon', "et®, ®ouf gont itrés

o

brefs et ont i?avanﬁa@% de rendre plus facile ls lecturs d'une

relation et son interprétation "nafve? .,

7 x se 1it "nuel que soit x" , 4 y se 1it "il existe y tel
gue® (et de mdme lorsgulan lieu de x st y figure un argument guel-
gongue} ; ceci fize en méme temps 1'interprétation "naive” de
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A cﬁté de ces signes mathemaﬁlzues Loﬁﬂﬁ”@ﬁtaux, fizurent encore dans

les relatiouns, ﬁ*uﬁ@ part des siznes de séparation : cadres ot paren-

théses, dont nous yarlsrcﬁg au n’2 ; dlautre part un trds grand nombre

d'autres sipnes mathématiques, dits gggpea'abréviéteurgiﬁ;)o Lismploi de
ces derniers n'est pas strictemeﬁt inéis@ens&bie en Hathématigue forma-
lisée, ok ils n'ont qu'un rdle d3 commedité (d'ailleurs trés grand)

aussi seront~ils décrits ehéﬁaﬁ'@a son lieu st ezpliquerons-nous au fur

et & mesure comment chacun d'sux doit &tre utilisé (ef. n95),

 Dans ce 10 , nous pe décrirons pas toum les procédés de Pormation
des relations, mais seulement ceux gui, & partir de relations donnéss,
y@ﬁm@%ﬁszt dten éerire d'autres on "combinent® les relations données
& 1l'aide des pignes logigues. 7 7

Les autres régles de formation sont : 1° celles qui définissent

les r@i&ti@ns DT °-”%ive§ {ef. chap.Il) : p&? exemple xzeY , u=u

‘sont des relations privitivss 26 lss régles de formation

S @

§de
m

associéss & c*&ﬁ&ﬁ des signes abréviateurs (n

[

1t

$edo

int?@da t8s8 au fur et & mesurs 4 ntroduction des siznes abrévia- |
teurs correspondants.

Toute relation, correctement écrite (c'est-é-dirs sans zucun des

"abus de langage® que nous nous perametirons par lé suite) contient

au moine vn srsument écrit une ou plusiecurs fois.

%@@a& peut peralire en contradiction svec le point de vue "naift
puisgue par exemple la relalion 3+4=2+2 ne contient (en apparence)

aucun argument ; nous varrons au @aaps&wi que cela résulte dlabus de -

&%ga&@ £ %A‘

3 7 -
5 abroviateurs
.a.v 2 N
7 L\','h.lul\.. SHTlie

it
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 Ge siznes obtenu en insérant dang 1
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.?armi ies srgumente gul Tigurent dens une relation, certains sont dits
libres, les sutres liés : tout argument de la relation appartient & une
et une seule de ces deux eatégériea, mais il pesut se faire que dans une
relation il n'y a8it que des armuments 1i§res,'gu que des arguments 1liés.
Les rézles de formation qui suivent ne perméttent Pas, & elles seules,
de savoir si ua aergument donné, Gens une relation donnée, est libre ou
118 - méis =34) sﬁppcsant gus cstte digtinction soit faite pour les arguments
dfun certein nombre de relations données, slles permettent de ls faire
DO ar_%autes les relations qulon en déduit par spplication de ces réglcs.

Bégle £, : Etant d@ﬁﬁg@ wne relation ﬁuelc@ng&eg 1Tassemblece de Bipnes

obtenu en ingérant cette relation dems le cadrs rectsnsulaire du schéms

(1) zon | )

gst une relstion ; les srsuments libres (resp. 1iés) de cstis relstion

sont par définition les arsusents libres (resp. liés) de la relstion
La relation obtenue ainsi & partir du schéma (1) est dite la pépation
de 1z relavion insérée dans le cadre de ce schéms,

i6gle T, : Btant donndes dsux T&l&ﬁi%ﬁﬁg dis tln@*@s ou zon, tellas

gu'aucun arcument libre dang l'une ne aelt 1ié dans 1l'autre, 1° saem&lag@

@
i@
Q‘o
=)
(€)Y
B
i

st gt
; B

(3} I cu = =~

.
s2y  Aeme e e }-'i'-"%gj'-‘?"ﬁ 7 lﬁf £ e Y s Ee l: ex g D e,
Uil Ueg CcsOYeR ., GULIS T 3010n dens auv7l8

= S - . o 7 - = -

ﬂ@df@ est une relaticn ; les arcuments lla&gs {resp. liés) de cetie
2 %z = & & £ %
lstion sont per définition lee srcuments gui sont libres (resp. liss)
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La relation sﬁt@n e minsi & partir du schéma (2) (resp. {3}} est dite
is genﬁonétiaa (resp. 1& disionetion) de la relation insérée dans ls
cadrs de zauche et de la relatior izsérée dans le caére de droite.
La restriction appsftée 4 lz formstion de la conjonction (ou de la
disjonction) de deux relaticns est conforms & la pratique des mathé-
maticiens ; du point de Y&@-ﬂ&if ; anevrelgtion telle que'v
p est premier et il exisie p tel gus 4 divise p
est tout & fait chogquante ; oun dira '
D ast premicr et il sxiste n tel gue 4 divise n

{(voir plus lein, n°4 , 1a r2sle géndrale gui permst d’eppiiquer

o

dtune manidre analogue l'opération "et® méme lorsque les deux rela~-
tions ne satisfont pas & la restriction de la régle fz s 20 modi-
fiant convenablement ces relstions). Du point de vue logique, la

ndispensable pour

ob
feestn

restriction gui fizure dans la régle 5 es

pouveir définir les arguments libres dans une relation, et remplagar"
des argﬁments libres par d'autres (n%:) sans risauar dfobtenir ainsi

des résultats comtradictoires icﬁ 335 n@é) par applicstion des

récles du é 2.

%,

Régle ;3 : Btant dopnnés une relation guslicongue, lfassemblase de sigg&a

obtenu sn insérant cette relation dans le cadrse du schéns
@ ) -
resp. dans le cadre du sahém% _

(5 e

rala%is@f; les arcuments 1i6s de gceite relation sont par

[of
arsuments 1iés dans ls relation donnée, ot lfargument inséré & la suite

=

dn sisme Y (resp. - ) ; les arcuments libres sont par définition
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les sutres arguments de la relat lon (cfest-s-dire ceux qui sont libres

dans la relation initisle et disiincis de lgargum@ﬂt ingéré 2 la suite
de Y/ (resp. § )).

Dans une relation Pormée suivait 17un des schémas (4) ou {(5), on dit
gpe 1'arcument inséré & la suite du sigme Y (resp. 4 ) est guantifié
par ce signe. | |
lgi‘ene@re; la restriction apportée & la guantification diun argun-
ment dans @ﬂé relation est conforme & la pratigque : on n'serit pas
dggr@iﬁaire de relations tellss gue ‘

il existe n tel gus, quel gue %@1% n, ot =140 .

Du point de vus l@gl@&@? per contre, 1& restriction introduiie
dans la régle f? pourrait Btrs levée sans aucun inconvénient.

A partir des schémas {1) & Q;), q&g nous appellercns schémss de

relation fondsmentsuz, on peut former des zrelations en les "superposant®
ciest-4-dire en &zsér&a* 1'un d'sux dans le cadre diun autre schéma
{ou du mwms} et rscommencant arbitrasiremsnt l'opération ; on obtient

ginsi des @sehemas complexes® +tsls gue l¢ suivant :

CVfl low - 33 f\:!@ﬁ

{%} Q 3 Z.)V 'uo?n.'

Mzis 11 fauf bien préciser comment on forme unc relation suivant

un tel schéma. Pour cela, convenons d'appeler cadres dfordre zéro dans

un tel schéma ceux gal sont vides, cadres G'ordre un ceux qui ne contien-

nent qa@rdeg cadres d'ordre zéro, cedres d?@rige deux ceux qui ne

contisnnent gue des cadres diordre zérgreu'uﬂ, et ainei ds suite
(le schéme complexe (6) contient par sxemple des eadres allant jusgm

llordre guatre) : chague cad

re gorntisnt done un schéms fondamenial, dont
un des cadres ou moing & un rapg ianférie ﬁ’@?@ mite 4 celui du

cadre considérs, ”Wabﬁre (213l existe) ayant un rang infériesur
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{dtups ou plusisurs aaités} é?elai du cadre considéré. Former une rela-
tion spivant un tel schéma, c?eat slors insér@r>uﬁe relation dans
chacun dos cadres 4fordre zéro . mais 11 faut vérifier successivement

gue les relatiocns contenuss dans loe cadres dfordre un, deux, ete. sont

formées corformémert aux régles £, st f5 , en c2 gul concerne les restric

S

tions apportées par ces regles sux erguments des relations gque 1i'on
peut insdrer dans les schémas (2) & (5].

es signes lozigues fondamentaux est compl

3

ol
i

i

t«’
@
2]
e
s
©

a

&
gui limite leur ussge BUX 8suls cos prévus pay les régles £,,%, et f§

De facgon précise, dans une relation corre @ta&vﬁ@_éﬁrit@ el ssns
@bfé?i&ti&ﬂﬁ logiques {ef. n%) :
1€ chague signe ®non® doit 8%tre suivi dfun cadre ok figure urs

elation : on dit gque 1z signe "pon" pPoris sur ce @%ﬁr@ 8’3l w8

i

dans ls rél&iis' donnée dfsutres signes que le signe "non" considéré
et ceux gqui sont ﬁ@ﬂ%@nuﬁ dang le cadre sur leguel il porte, llie
doivent se trouver & l?ayﬁé igur d'un nouveasu cedrs contenant le
sizne "non" e le cadre sur lequel iivgef%@ :

2% chague sicne "et® (resp. "ou") doit ét?e précéds et suivi dlun-
cedre dans chacun desguels figure une relalion :© on

sisns "ot® (resp. "ou®) porte sur ces deux 024TES : 8til y g dans

la relation domnée dfantres signes que le sizne fet® (resp. "ou?)
considdéré st ceux gui sont contenus dans les cadres sur lesguels
il porte, ils doivent se trouver & lfexztdérisur d'un nouveauy cedre
contenant ls signe %et? (reasp. %ouf } et les cadres sur lesgusls

ucun argument libre d'une des rsiations sur

futs
feesd
!
@
3
eh
@O
{0
&
B
i)
gwi
i
!;}3

els porte le sizme "ei® (resp. You') ne doit Stre 1ié daps




mE}.

30 shague sizne ‘V! {res] . :% J doi‘ 8%tre contenu cntiz e dsux
paréuthéses ou figure en cuire, &4 sa suite, un arﬁumem+»; ces
parenthéses éel”ent Btre ruiviss dtun ca&re deng leguel fizure
nne “elatlan ot l§&¢gumuéz'ga suit %f (resp. :} } ne doit pas

8tre 11é (on dit que le sisme Y (resp. 1 ) porte sur ce cadre);
8i tous les siznes ainsi céerits ne constituent pas la totalité de

i &1 3 3 doiv A-“?" ‘ it ;122'3”&?.': 3 é'&" +
ia relation, ils doivent itre contenus dans un nouvesu cadre, €
tous les suires signes de ls reiatiop doivent gtre @x@arxea S 8

oe cadre.

Un observers gue ces rérleos impliguent gus deux cadres sur
lesquels portent des gignes zﬁgigaeg fondementaux ne se coupent
Jamais.

Pour elléger la suite de cet erposé, nous allons exprimer sutrement

les regles f%gféi 3 1 Dous dircns encore gue lss schémas

(7) zon R
(8) ' - K et 5
(9) - R oz 5
(10} - (V)R
{41} . 5323?

sont les schémss de relstion faxﬁam@nuaax, en entendant §ar 12 gue ces

assezblages dev;anneﬁt deg reiat&@n@ lorsgqulon y remplace chacune des
lettres B , § par une relstion mise dans un cadre, les relations
J

et & S dans les scnémas (8)

{0
£
&
e
et
fiota
o
o
@
&
03]
e
=

et (9) étant soumises & ls condition gu'sucun srgument 1ibre dans 1l'ume

ne soit 1ié dans llavire, lg relation subs ﬁ*@a&@ 8 ?? dens (10) et
{14) étant sounise & i= condition gue x n'est pas 1ié daps esﬁter

relation ; nous sous-entendons en outre gue la méme régle vaut lorsgue

dens (16) et g%ﬁ; figurs un argvmgﬁ% gg@l@@ﬁg&» & 1la place de =z .,




)

=

G = 3
A partir de ces schémas, on peut en former dlautres par "superposition®

comme il a été expliqué ci-dessus, par exemple
(4 9 Rou S et (Y x)T

étant toujours sous-entendu gufun tel schéms ne deovient une re? on que

1orsQus les relations qu'on substitus sux lectires iﬁ Segﬁjf gul v
figufentvaamt telles gus les relations @eﬁtenb es dans les cadres dlordre
un, deux, etc.. sont f@?ﬁées coaformément aux régles fg st f3 . On sous-
entend toujours aussi gue si uns méme lettre EE s S N, figgr@ '
plusieurs fois dans un schéme, 21le doit &tre remplacée par 1s méme
relation en tous les endroits oi elle se trouve. '

17

Benmarques.- 1) Lfusage des “letires de remplacement R,S .
dang les régles précédentes, cet tout & fait analogue 24 1l'emploi
des "variables® dans 1'interprétation "naive? de la ﬁathéﬁaﬁigﬁﬁ
{cf. Introduction) : slles tiennent la place des objets matériels
gue gont les relatiocms, et servent naiquemeat 8 expliguer de fagon
plus rapide et plus claire des modes opératoires applicabl@s 4 ces

objets (de méme, par sxemple, gue la notation sbrégée d'une pariie

Cdo

dtéchecs décrit les mouvements successifs des pidese es du jeu pendant
cette partis). De 12 vient le nom de "varisbles prepcglﬁzoiﬂel?eﬂw

qu'on lour donns garfois ; mais nous tenons & souli-ner gus, dans

ce chapitre st le suivant, elles jouent un r8ls tout & feit d¢ifférent
des grguments : dans lg Mathémstique formslisée, nous avons vu

{Introduction) gue les arguments ne remplacent aucun objet et gue

er

)

les relsiions ne sont pas davantage des indications abrégées dfopéra-

I

tions effsctuées sur des cbjets dann‘" ; 6tautre part, nouvs nous

interdirons toujours de traiter les assemblases ds signes ol figu-

[
o
o
m\.
o
s
®
o
€+
£
@
o

yent des lettres ds ramﬁlacﬂment comme si c@s iettir

£

arguments et les assemblages considérés des relations.




-~
Pour 4viter toute confusion, nous réssrvercns aux letires de rer pla@em
ment les carzctérss 1tallqaia gras maguaeulas.,,

Le lecteur devra donc avoiz blen présent & l'esprit ls fait que

dans toutes les régles qui vont suivre, oh figureront aes lettirss
de remplacenent, ces dernisrss n'ont qu*aﬁ r8le de pure commodité, et
gu'il serait toujours p@ssiils (au prix é’encombrantes circonlecution§
d!énoncer lss mémes rézlies gans utiliser de lettres de vemplacenent.

2) Comme nous le verrons atv chep.ll, dans une relstion primitive,

tous les arpguments sont libiss par déFfinition. 11 stemsuit gus dans

vuns relation obtenue 8 partir d'un esrtain nombrs de relations primi-

et

ives par application répétéie des schémas (7) & (11), clest-a-dire

e

a3t

{!»

dans uns relation gui ne cortient sucun signe abréviateur, ls di

=t

]

&
i
5\1&»
Ay
{:,.An
ol

tion des arguments liés est immédiate : un arsument esst lisé &8l

g cas

Bt

un des gliznes %?- - :% dene lg relation, il est libre dans
n

coniraire. Pour se convaincre de 15&ﬁ wetitude de cetie regle, il

suffit d'observer gue, si elle est valable p@ar deux relastions sans

2z &

sirne abréviateur, elle 1l'set encors pour les rslations gulon en

<,

déduit (si cels est possible) par application & ces relations diun

guelcongue des schémas (7) 8 (11), ce qui est immédiat. On observera

%

que ce "raisonnement? est trés voisin du "rsisonnement par ré@_?r@&ceﬁ

de la mathématigue classigue ; il importe cependant de bien lier
distinzuer. Hous venons seulezent d?iﬁdiguer un processus de
vérilication expérimental, gul zeras applicable & touie relation

<

ce résultat dans une application classigue du raisonnement par

récurrencs sersii quiun tel raist ﬁﬁ@&%ﬁ* donne un procédé opérstoire




43

permettant de vérifier gue 1'imporie guel emtier 8XpP.iCl

une ceritaine propritté (es sul 2 encors un sens expérimental )} ; mais

on sait gue 1l'on en déduit ine comségusnce gui n'a plus sucun sens

@X@érimaﬁtals 3 savoir que tous les entiers ont la propricté en
guestion.
Bous rensontr@rgng PBT la guite ﬁ?autfﬂs ”raiacnnemegtaﬁ du genre

du précédent, que l'on appelle des vaémonstrations métamathématigues®

maie le lecteur gui pourrait craindre gue de tels raisonnsments ne

solent contraires aux @ri&aig@g,é@ la Mgthématique formslisée, en

7 reimﬁr$auls“nt des "objets L ndéterninés?® (les ® relations arui-
traires® ) pourra observer gafgucupe de ces ﬁéamenngatxansﬁ nfest
strictement indispensable & l?é@ ificotion de cette dernidre ; slles
ntont qulune valeur de commpdité, en &l)ﬁ%ldﬁ@ ies gr@cédée @@éraw
toires dtune application générals, mais g&*@n pourrait se boroer &

appliguer effectivement dansg chague cas concret, sans les ériger

en principses.

A partir de maintenant, pous fercns le plus souvent 1l'asbus de langage

suivant, afin 4'abréger l'exposé : mous parlerons partout de

71g relation ?% ® gu lieu de dire "la relation gu'on substitus & R "

e

le lecteur n'aura aucune peine & rétablir 1@ langage correct s'il le

désire, et ltemplci de caractéres spéciaux @G&f les iotires de renpla-~

cement permet diéviter toute confusion.

Dlantre part, i'usage comstanti des cadres gtant pr@serzt par les

@@ﬁ%lﬁg@n@@g typographigues, noug les remplacerons le plus souvent par

2=

deg gaf@atheses : saul depns des relations trés ecmyliquées, il sera

ucadgur% facile su lecteur de rétablir les c&érus dont elles tiennent

s

s.lé}l

; au besoin, nous numéroterons d'un méme chiffre la parenthése

initisle et 1a parenthése finale gui cerrespondent & un mépe cadre.

.
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3. Substitution d'un arsument 3 un sutrs.

Z =

‘Gamm@'ngus 1*&?0@3 déja dltg Ch@cux des argumentq qui figure dens
une réla%io&,?aut s’y trouver e:x plusieurs endroits. Ramglaser un srgu-
ment par un autre g cang ure relation, clest subscituer le secord au
premier & tous les endroits oh ce dernier se trouve dans la relation
donnés. |

Paxr ﬁxamyl@g deﬁ@ on ven méac@ i y&f dang iz relstion

1 plly)

(4 =x)=x) |
L’iﬁﬁ@f@féﬁaéiem "naive® de ces deux relstions montire sussitét
gue le remplacement dtun aZ”b ment par un sutre pwﬂ% chanzssr consi-
dérablement la "signification” d‘une relation ; c'est ce gui
Justifie la régle séiv&nte s

On ne pout z@iplﬂeer dans une relaticn up arpument 1ié€ par un arcument

DT

Figurant déj4 dans la rels tion, et un argpment libre par un argument

géja 1ié dans ls relation. F&f@ﬂ3@%%@?m%%m@ﬁ%~%@&ﬁ@@@@e@@ﬁﬁ%%%ﬁmé@mﬁgﬁgéa
efgunent-iibre—par-an—aubss-aroument Licuvont

Par ccﬁtreg il est toujours possible de remplacer dans wns

roument libre per un autre arsunent fisurent ddia

dans la relation donnée, mais libre dans cetis relation.

ue cas concret, en vertn de ls f@guf““m
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gue : 1° aprés remplacement d'un argument par un
l'erpument que l'on a remplscé (dans la reiation
initisle) et llargument qui le remplace [dsns la relation 4iﬁal@} gont

a
de méme nature, cfest-8-dire tous deux libres ou tous deux lids -
SR ¥
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2° un argument libre (resp. 1i6) dane la relation initiale, ot distinct

de l'argzument que i'on remplace, reste libre (resp. 1i8) daas la rele-
tlen finale, ’

Cela etamt, pour remplacer un arzuneni par un zutre aans unzs relation
formée suivaat 1l'un des trois scaémas fondementaux (7). (8), (g), i1
revient au méme de faire cette aznstl+utloa dans chacune &as relaticns
r r S paiﬁ dfappliguer le mime schéme sux relations obtenues :

il en est de méme pour uhe feiaélar formée suivant liun d@svschémas

(%@}gﬁéi}? pourvu que l?argﬁm@nilgﬁa llon remplace ne soit pes x . On

=

vérifie en effet gu! a@rée la substitution faite dans celles des rels-
tions jﬁ;s §g ot figure lisrgumint gue 1l'on remplace, les conditions
requises pour pouveir appliquer iz nouvelles relations les schémas
foncdamentanx sont toujours rempl es.

Par exemple, 8l ¥ @atv

ii

= e « s 5 % o
bre dans (R et 5 ), il ne peut &tre

s

¥ib
deng R ni dans S ; 31 on le remplace par z , z ne pouvant
Btro 1i6 dans ( R et S ) n'est 116 ni dans R ri dans S

on peut donc remplacer y par z dens celles des relations R,

&)
o

fipure ¥ ; z n'est 1i6 dans aucune des dsux relations obtenues

(1)

et asucung avtre argument lidre dans une de ces relations n'lest 114

dansg llautre ; on peut donc ap: li guer & ces relations le schima ié}@
es vérifications se font de ﬁe»e dans tous ies agutres cas,

e facon imageag on 6it que le rempliscenment 4'un arpument par un

autre sst permulable avec les cing schémas fondamentaux (7) & (41)

Le lscteur observers gue nous avons sncore affaire dans ce raison~
nenent & des %démonstrasiions métanathématigues®, et gue laz remorgue

que noug avons "démontrée® de ceits maniére n'est en sucune facon




gue
son

¢
5

ot
oo

2
4

st
-,?na

£

Y
%

o

ions en

i

5" (cf.chap.

&

g

OnNG

ats

<

3

ea d'autres rela

T

i

£
Hm@gmm%&%}@

Synony:
ynonyse d

symbeles fonct
t, 1a relation obtenue en remplagant cet

54
3

ite

S

-
2

es.

25

7

3k

71y

neable pour la'ﬁﬁiﬁe : glie n'a quune valeur heur
on

&

=

e

Tintroduction des
ant pas up

SY00
relatiocn est

1

x
-
ix

8

cont
ons
ormat
i

nd
Y

pour
Fay

aines relaticns sont ¢
1

el
ur

i

<

s Q1

Pour abréser le lansare, ©

4.
di

0
& ;
=i o
sl Gt
& & g it
fig @i -
o2 - af o R & W
C e W ) b S )
m Mwm g1 e 2 B3y
o) e W
@ 9 e B e @ S »ow
i o CBE e D £ 0
- ' &4 o o d
oy - (5} @) & b e ooy
2 4] 4 & (] B f 0 e b
) ) e ) ) ey
@ s @ « m @ L g @
& £ = $4 fig & = b e
a s ‘S RS e e
J 8 L A4 =)
4 o gl & o 9 Hiog oo
2 L0 3 @ Q & W4 & oy
e oy £ (SBAS ERRS GO T IR
@ £l 3 @ o g @ o
o > e gl ol g e R D
) o ) Lw) ) & £ 3 opf g 03
mw 420 ol g W @ O D
o Cm e Wy R G el
an et Wl : @ S o) Lk
o @F o« = e o s (4]
L o o gl 2w W
@ s B | Rl BB B B e B e S e B B
m& P ol e S o
= oy 9 H ah ME @ ol & @
al @ s s >
() L% ) T ® (R B T | B0 e Sy (O]
m L Faf W = Rk
B @ eehil Lt S @ 5] £ 3
t el & of Bhi~ B W@ B
: &0 () DT o SSRGS
i R el , [T R Gt e,
= Sl 8 LB R e e
7 Nl e o $ = (3 %
ol | o 8 ol A o & a
SN gm0 & sl @ e &
o I S g5ty A el R MR e e
swhf el O B o «© o B pa e
T AR | I R ) (B R R DN e T i e
(oI OY B ol m e BB ER R e £a
Al ] W o Blhim ool el i e
@ & ﬁ 81 @l 8 O . L s
a1 o ﬁmw Bl & )} = & - o MVW ..Mm @mw
B . W g d ~
DY et WL Ww mw a = ae) W i s e e
] _ (Ol O T et O Gy L
S R T S e & [0 R SN Vs R T
| e e B B NG R i)
s R ) T L e s B eed ey ke
ol G O T W @l @0 DO e s M 4
= £ e > B e ot e (0] £y - €4
LR il P = a0 ﬂw (R & R ) a.m.uu 5] Ay ol
) bl © Sy s e R e
e D B4 ol W_W Nl RS e D o) e
U = i S R B {2} @l W ©
By 42 @ 0 Vel o SRy
ol 0 4 ed D @ QO
G+ D M s &
Ol W & @ QWRe sl @
ol BoE el = oe 8




T

Les rigles suivantes expriment cu'ume relstion formée suivent un certain
sechéme gui contient des lettres (e remplacenent eét,gynenyme‘d?an@ relaoA
tion formée suivant un autre schima contenant ces mémes lettres, lorsque
la substitution de relations & ces lettres de remplacement satisfalt
éventuellement & certaines conditions ; lorsqu'il n'y a aucune condition,
(autre gue celles qui résultent ces rdgles o et f3), nous exyrim@roﬁs
simplenent la régle en disant gue les deux s@hém&s.s@nﬁ %ynoaymaé.

Rogle g@ : le schéma non (non R } est synonyme de "g {("rizle de la

double nécsation® ). .

Récle 55, ! Le schéms non (R et S ) est synonyme de ((mon R } on
(non S ).

Hégle sgy Lo sohéme non (R ou S ) est synonyme de ((non R ) et
(non S )). |

Régle s, : Le schéms non (( Y x) {3 z)non BJ.
Résle s, : Le schéme non (( 3 %) R) synonyme de (¥ x)(ron § J.

Régle 8g Le scuéma ; _synonyme : ;_%; et R J.

Bécle soy ¢ Le schéma (R ou S ) est gymongme de (S ou R ]

Berle sy, : Le schéma (Y z}( Y yIRI est synonyme de (Y yM(V z=)R)
Bégle sy, : Le schéme (3 z)( 3 3¥)R) est synonyme de ( J 7)((J x}R)
Bégle sg, : Lo sonéns (R et (S et T )) est symonyme do ((RetS)
ot- T 3} . ' -

Adple 8gy, : Lo schéma (R ou ( 5 oul )) est synonyme de (( R ou EZ“,?
ou T ). |

Bégle s, : lo schéma (TR ou ( S et T )) est synonyme de

((Roug ) et (RouT ).

Résle s, . : Le schéma (R et (

({R et S ) ou (R et T ).
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Bécle 849, ° ug J
est synonyme de 1s rela%g.pz; 'f@r:_aé@ suivant le schéma { R ou (V¥ x)S)

lorsque x ne fisure pas dens T .

g

Hézle 8,4, ¢ La relation formée suivant le sehéma (3 ) R et S 3

de la relation fornde suivant le schéms (T et (V28 )

lorscue x ne figure pas dens K . ' v
Lo relation formée guivent le schéma €§ z:}{ R e‘L S )
de lo relation foriée suivant le gebé 2 { et "3@ x) S Q

R

lorsque x ne figure pas dans K .

Bézle s,y : la relation formée suivant lo schéma ( {xH R ou § )

est synonyme de la relstion forrée suivant le schéma ( ® ou ( 4 x) S )

lorsgue z ne firure pas dans R .

7

Le lectsur observera gue Chacine des régles précédentes affecides de
ltindice a (resp. b) peut s'obtenir par s app

lication successive de
rézles affectées de 1'indice b (resp. a) et des rézles sg_é s,

Par exempls, établissons aiusi sz, ¢ ( YV x) (non R ) est, diaprds

ymonyme de non (nen( ¥ x)(non R ))), do plicati

8, » Syponyme de nom (monl V xjlnon R J}y donc, par spplication

successive de s, 8, ot 5, , elle est aussi synonyne de pen ‘
non({ 3 xJ{non{pon R 1)) ; msis par spplication de s, st &, , caite
dernidre est synonyme Ge nen(( 4 x) R ) d'ok 1s récle 6@; pér

une derniére application de s, . 4 | '

Ce type des mig@:ﬁne‘m@t nfest pas & proprement parler une démons-

2

ile cas ici. On peut dire que clest un schéms de démonsiratio
.&“ -

Py

gui devient une démonstration @i on appligue exactenent de lz méme

maniére les régles qui ¥ interviennent & une relation au lieu dlume

{

letitre de rerplacenment.
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Comze nous llavons déja dit, on no&rra;% ent iérement se passer
de tels Tais sonncments, et cela de deux manidres : soit en se
bornant & énoncer toutes les régles sans chercher & en déduirs
certaines des antres ; soit au contraire en n'énongant Q@@ les
régles in&ispéﬁsables et en Paisaent dans chague cas concret ok
l%on devrait appliguer a&evdés autres régles, la dém@ns%raﬁian
{cette fois, il s'agirait bien d'une &émﬁagifati@n nethémnatigue )
suivant le schéme qui conduit & cette régle. Fous avons prie un
moyen terme entre ces doux partis : le second sllongerall énormé-
nent les démongtirations, ¢t nous svouns pamsé/d?amtrs part @u*ii
n'était pas sbsolument sans intérét (philosophigue ou esthétigue)
de savoir qu'on peut ramensr ls Uathématigue & un sssez petit
nombre de régles vraiment sgsentislles.

La dernidre zigle générale de synonymie est 1ls suivante

R;gle'agj = Bi; dags:una rslaﬁicn. on remplace up argument 11é par un

sutre srounent (nécessairement distinct des autres azgumenuw de 1la rela-

tion) la rolation sst@mue est synonyme de iz premidre.

P >

Cette récle permet de pa;11er ZUX reaurletzaza apporitées & lsa Pormation
é@ﬁ rolations par lss régles f2 et f5 . ?ar'@xemylag lorsguion a2 deux
relations itsllss que aertmiﬁs arzunents soisnt ilbrﬁg dang lluns et
1liés dans 1fautre on remplgeﬁra chacun de ces arguments par un autre
Gans la relation oh il est 1ié, les nouveaux arguments sinsi introduits
&tent distincts Geux & deux o distincts de tous lee argumentis figurant
dans 1'une ou l'autre des relations initiales. Op obtient sinsi deux
relations, respectivemsent synonymes des relstions initiales, et que lfon
paut slors substituer & R st & gg respectivement dans les schémas

i
( R et S ), (Rou S ). De mime, si 1'argument x est 1ié dens

°

une relstion, on le remplacera par un au &z@ argoment {(distinct des sutres

arguments és la relation) et on pourra &EQ?S'@uag’afi er x dans la relsatio




1o
ainsi cobtenue (synonyme de la premidre).

5. Introduction des sigpes abrériateurs.

De nouvelles réglés de synénynie sont liées & 1tintroduction des
abrévistions dans les relations. De fagon précise, & toute abréviation
doivent 8tre associées deux régles : 1l'une doit indiguer de gu@il@
‘maniére 1?abréviatien peut intervenir dans une relation {régle de

fornation d'une relation & liaije de csttle abréviation) ; l'autre doit

donper un procédé permettant, 4 pertir d'ume relation contenant

&
o
()]
(i
L6
@5
(0
()
s
o]
(;I‘@
ot
L4
§

brévi ti@g considéreé

m

(en un ou plusieurs endroits) 17

mept dlautzres), d'écrire au molas une nouvelle relgtion ol n'lintervient
plus cetts abré?iaticn (les aat?%avabréviaticﬁs pouvant continuer de
figzurer dans la nouvelle relation ; mais aucune nouvelle abﬁé?iati@ng
ne figurant pas dans la velation initiale, ne doit figurer dans is

relation finale). Cetis seconde régls, dite régle de définition de
4T g 29

igabrevlaﬁlgn en gu@sfzen; énonce en cutre gue les arzuments libres

de la reiatlgn donnée sont, par définition, ceux de la (ou les)
relations oblenues par zpplication du vrocBaé indigué, et que ces
derniéres rela&i@na sont synonymes de la relation donnés. Un dit encors
gue lz ?eqls de défznltlem permet dfélimiper l'abréviation eeﬁEW§erée

Auntant gulil e pourra, les ré@les de ééfiniiiaﬁ geront donndes de

<=

s

telle sorte qu?ﬁ partir dfune relation domnée elles ne fournis-

gsent jeamais gu'une seule relation ne contensnt pas l'abréviation

e

correspondante. (e nlest cependant pas possivie dens tous les cas

o
&
e
0}
€
i
Pt
o5
fess
faed
5
i
£
ot
fo
fred
(o
3
i

-

et

{nous allons en volr un exemple ¢

vérifiser gque les diverses relstions auxqguelles peutl conduire
~

le récole de définitiocn ont toutes les mémes srcuments libres et
L=

. synonymes (par application de régles distincles de 1a ¥« sgls

t
de définition. Sur les guestions de "non contradiction® soulsvées
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par l'emploi des signes airévistsurs, voir % 5 n° 4 .
Les’premiérss abréviations gue nous introduirons consistent en

suppressions de sisnos de smépar:tion (cadres ou parenthéses) daps cer-

tains cas ; on peut sussi les a<“3i@%rer comme des extensions des régles

3

gouvernant l'emploi des signes _ogiques fondomentaux : & cBté des

relations formése suivant le sciéma ?% et ;i Y nous admettrons

sussi des relations formées saxﬁanﬁ les schémas

(12} R ot 5 e 1
(43) | R et S ot P et U
et ainsi de suite {avec un nombie quelcongue de 81{@@8 fet® ), les

r@iaﬁi@m& substituées aux letitres de rerplecement devant toujours
satisfaire & la condition gu Taucun sygument libre dans l'une ne soit
1ié dans une autre. De méme, & (8té des relations formées suivant le
schéma ( %/ x) R , nous admetirons les relations formées suivant
les schémas '
iy (Y %Y OR

5) ' - (Y =Y UV 2R
et ainsi de suite {avec vn nombre q&@i@@ng&@ de signes_%f ), la relation
substituée é-’fgs'éevant étre telle gu'zucun des arguments quantifi
'ﬁgy soit 1i8. On 8largit dc mérme ltemplol des sizsnes “ouﬁ et :ﬁ ; et
on d&éfinit alors éemm@ ci-dessus les schémas complexes et lez cadres
dfordres successifs dans un tel schénma. Les régles'ds définiti@ﬁs é@s
ab?éviatiaﬁs ainai introduites font alors cc?respaadr@ & une rslation

formée suivant un schéms compleze guslcongue 1?u§igaa_relaticng fornmée

e

partir des seuls schémas fondsmentaux, définie comme suit : dang
/chagu@ cadre d'ordre un du schéma initial, ot figure un schéma (12)
(resp. (13}, stc.), on remplace ce schéma Dar

R et ( 5 et T )

(zesp. Ret (5 ot (

-
@
P
ol
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dans chague cadre dlordre un ol Tigure un schéma (14) (resp. (45}, ete. )

on remplace co schéme par " '
| - (Y x) (v IR .
(resp. (¥ (Y 30(V2)R)) ete.)

et de m8me pour les sehemas contonant les sigﬁes egou" et 73 ; on procéde
ensnite de méme pour chague cadrs d'ordre deux,lpulsrpour chague cadre
dlordre trois et ainsi de sulte.

Le lectour accoutumé & 1'Alzébre reconnaitras dans ces sbréviations
lee suppressions de parenthises, classiques dens la manipulation
des flois de composition associatives” {(ef.Alg. ,chap.I, 1). A cet

éga#d, on peut dire, de fagon inmagée, que leg rézles g 5?b’ﬁ -
Say, expriment la ﬁaammuﬁaﬁivité% ées ”Q@é?&ti@ﬁgw dénotées par “eg
signes-”at“;'“eu“, kf et 3 s Bgg et 8o 1183 sac&x&txvit e
chacune des opérations "et®, "ou", s, ot s,y la "distributizviter
de chacune dfslles par rapﬁsrt & 1'autre (alg.,chap. I 5) Ii ne
sfa-it ici & vral ﬁire gue d'anslogies, car les "lois de com@csitién“

relient des arzuments, glors gu'il slacit ici ds lettres de rempla-

cement, qui sont d'une tout autre nature ; on nfobtiendra de vérita-
bles lcis de composition carresgendént sux signes "et®, "ou® que
dans la théorie des ensembles (chap.fI,$§3). Ici, l'analogie gue
nous venons de signaler}nbug permettra, dans les schémas de démons-
tration, de ne pas insister sur l'application répétée des réglies
que nons avons rappelées ci-dessus, 16'1ecte&rrétani sﬁp@bsé assez
familiarisé avec lcs opérations alﬁébwiques pour recgnstituer
aisément la succession des régles qu'il Paut invoguer dans chague cas
A Qété des abroviations précédentes, nous nous permetiirons &agsi§
pour allédzer 1l'écriture des schémas, de supprimer parfois des paren-
théses par zbus de langerse, lorgque cels ne risgue pas.de caugar de

confusion : par exemple, su lieu de l'écriture correcte {{non %ﬁ)ea
T
S
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on écrira (non R ou S ). sous-eniendant ainsi que loregue le
signe Tnon® nlest pas su vi dlune paraﬁthéaé, il ne porte gue
sur 1z lettre qui le sui; immédiatenment ; do méme, au lieu de
({( v )R}y et ((3 y}g';}) . oo Serira {(VX)E ot
(4 7) gg) (ée qui reviont & 3ou8wéntendre pour chacun des
signes ( \7/3{) , (31 nfne convention que pour le signe
"non® ). 7 ' '

ié plupart des abrévistions coiiportent lﬁinﬁr@ﬁac%icn dfon nbgveau,

signe, dit signe sbréviateur ; naous en introduirons treis dans ce nﬁiﬁk)e

En premier lieu, les deux signes * —= " ., f o5 7 permelitent de former
des relations suivant les deux schémas
(1) R=s
(17) | R& S
pourvu que les ralatiégé s&bsti@uées &8 K sta S poient telles
qufgucun argument libre dans l'ume ne solt 1i6 ﬁang l'autre. On peut
alors, en sjoutant ces aehema% 4 tous ceux qu@ nous avons admis jus-
gu'lei, déf;nlr des schémas complexes et les cadres a?orares succeaaifs
dtun tel schéma. lLes régles de définition assoclées aux signes " :;? ’
ot ' ~— font alors correspondrs & une relation formée suivant un
schéma complexe guelcongue lfunique r@latie@‘ferméa & partir des
schémas autres gue (16) et (17), définie comme suit : dans chajue cadre
dfordre nn du schéms irtial ob figure un schéme (16), on remplace ce
schéma par ’ | | -
- (48) (non R) ou §

: = ﬁet?.@s ssoun?

¢Xy par exemple
oduits conmme
—.&)pt C:.u
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et dans chague cadre dfordre un oh figure un schéma (17), on remplsce

ce schéma par . o

(19) ({fnon R )on § ) et ({(nom § ) ou R )

On procdde ensuite de ménme pour les cadres 4! omfe deux, puis pour
ceux dtordre trois, et ainsi de suite. -

Hotons gu'il r*&&i‘t@ sussitlt de ces régles de délinition, et des
r&clos cénérales de gynonymie, cue le schéma R — S est sgmﬁyﬁz@ de
(non § ) = {non ‘R ), ot que le schéma R &» S' est synouyme de
{( E — S { S =R} ; le schéma R & S est donc aussi synonyme
de chocun des schémas S &= T , {non R )< (non S

(non S }&>(nor R J.

"giznification® naive de ces deux signes me s'éclaire gu'en

gt\‘x

S

= On se ;;ardera de tomber cans llerrsur grossiére gui consiste a

— assimiler la négation de (E @g} %4 ls relation {@_ :?E};

Enfin, nous intréduir@ns le giene ...}, qui permet de former une
relation suivant le schéna

(20) (..

ot R pevt Etre remplacée par une relation guelconque. On aﬁilis@.ﬁa
nouvean ce schéma concurremment & tous les schémas antérieurs, ce gul
pernet toujours de définir de 1 méme manidre des schémas complexce et
leu TS cadres d'erdreg successifs, La récle de définition associée fait
alors correspondre A une r@;aticn formée suivant uvn tel schéma @ﬁﬁ?i@xe
une é@s relations définies comme ﬁit : dans chajue cadre dlordre uvn

ot firure une relstion Tormée suivant le aehe‘g&a {20}, on remplace cette

3"%
g L
A
gﬂ’r'

ion par la relation R of on goantifie {dans uvn ordre cuelcongue)

= = s 3 : <
tons los arzuments libres de | par le signe V' , 8'il existe des
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des arguments libres dans R ; dans le cas contraire, on remplsce ls

relation Pformée suivant le schéna (20) par 'K . On procéde ensuite de

néne pour tous les cadres successifs. iﬂg$ nous avons bien glasieuzg

rel&ticnsvn@ canténant pius le signe ( \f 4;5} gui éca% fourniss per

is régle de définition, maig il est clair que ces relations ont toutes

mémes arg ameﬁts libres {régle f,, et sont toutes synonymes, en veritu

de l?dﬁpllcailan répbtée des r%glea 8g. s S5 et 33 =

' On observera que ceite rdg e impose anx schémas complexes gui
gontiennent le sig n@ {%f ... ) certaines conditions pour gufon
puisse former une r@la&io& suivant ce schéms ; par exeﬁpigj_dans
ls schémév(:ﬂ x}({%ﬁ ...J R}, on ne peut remplacer R par une
relation ok x serait libre. En fait, nous n'utiliserons le signe
(V ... ) que dans leé schémas od ce 3igﬁe n'sst contenu iams

aucun cadre ;ss présence n'limpose zlors aucune restriction aux

relations gu'on peut substlituer dans le sehem@ aux letmrﬂg da
renplacenment.

Toutes les sbréviations mntrodblyes dars ce n® sont dites abréviations

=2

lag;gu@s ;nous en introduirons dtautros au 93 .

§ 2. Les relatlons vraies.

4. Les rerles de déduction fondeamentalos

Comme nous l'evons 4838 dit, certaines relations sont gualifides de

yraiss {sur les rapports entrs le sens %naif” de ce mot et le sens

gu'il & en Mathématigue formalisée, cf. iﬂbf&gﬁﬁﬁ&@ﬁ} Alors que nous

avons donné au o1 des T3gles (que nous compléterous par 1&,3&&%@}
g;z&&tﬂamt @uj@mrs de reconnaitre si un assenblace donné de signes
mathén °’iCuQS est ou non une relation, on ns gonnait pas de régls

#

ant toujours deo P@GQQQ@E@?@ si un tel assemblage est une relation

ﬁ”
g

vraie. Hous ﬁ@us bor narcns & donner certains schémas de velations font

nous poserons comme regle gu'ils deviennent des relations vraies chagu

i
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chaque.fgis qu'on substitue sux letires de remplscement gui y fl surent,
soit des relations quelcongues (scumises sux seules resirictions vues
ay ©1, gaf@nﬁissaﬁt gue 1Q'&chxm@ devient sffectivensnt une relation
~guand on y fait ces g&baﬁitgﬁiars}g z0it des relations seuaiﬁeg"é
dfautres restrictions gu?@n én@zce en mépe temps gue le schénz : ces

schémas seront appelés schémas (2 relations vraies, ot les régles

correspondantes régles de déduciion. Certaines de ces régla& imeS%ﬁi
1z restriction gue certaines des l@tzre& de reumplacement du schéna de
relation correspondant doivent f{tre r@mplaeées-par des relations vraies ;
nous les distinguerons par la lettre 4 , les autres régles de déduction
Etant désisnées par la letirs v (cf. n°2, remargue 2)

Avent 4'6 énoncer ces récgles, ncus adopterons @u&&@ues conven t&@as

ds 1&&@&5@ z

$_n

1° Hous dirons qu'une relation est fausse si sa nécation est vra

Pour autaa» gu'on puisse denner un sens & la phrase “telle

B

relation n'est pas vraieh {effigﬁpﬁg4)5 il faut noter que lia
"i phrase "la relation R est fausse” n’a pas du tout la mém@-

fication gue la ph3aﬁ@ 7is relation R n'est ?as vraie® ;

pdo

1

ol

$aela

8
voir & ce sujet la discussion qui suit la réble dg .
2° Btant é@ﬁnﬁ@s ééux r@“a@ieﬁgg nous dirons que la premiére @ﬂtraggg
la seconde si, en substituant la premidre & | et ls seconde 3 S5
dans le schéma R = S , op obtient upe relation vraie

30 Btant données GeUxX T gela%lanﬂ nous dirons gque la premiére sst

&guivalente & 1a seconde si, en substituant la premiére & R et le

. - . - . - .
seconde 8 S dans le seae&a_‘%iéé?';v , on obtient une velation wraie,
un avtre (regp. sst éguivalent & up sutre) =i en Sﬁh tituant le previer
schéma &2 IR et le second &8 S  dans le schéma R = 3 (resp. REFS)

on ohbtlent un schéme de relation vraie.
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On sura soin, dans ce gul sult, de distincuer soigncusement le

5

schéma R =S (resp. R<&>S ) de 1z phrese " R entraine § 0

i {resp. * R est dsuivalerte & S’ "} ; lorsqu'on éerit r :";f’é
on n'entend n&ll%en* dire gue cette z’elatlon soit vraie. Lg

néme observaalon est natvrell a@em valable lorsgu'on reuplace

R et 5 par des schémes de relations guelcongues.

Bécle v, :({non R) ou R ) est vn schéms de relation vyraise.

ﬁég}haﬁi z .ﬁne relation synonyme d'upne relation vrale est vraie.

s relaticns R ,S est vraie, ls relation

Régle 4, : 33 R est une relaticn vmm,, S une relation guelcongus,
e s :

ls relation ( R ou 5 ) est vrais.

Régie 4, (régle du syllogisme) : 81 R est une relation vraie, et si

R entrefne S , S est une relstion vraie.

ey

Régle d. : Si une relation R est telle oue lfarpument x soit 1ibre

|

dans R ou n'y Firure pas, et si ep outre la relstion obitenue en

romplacant x par y dens R est vraie (y étant nécossairecaent distinct

des srzuments 1iés dans R ) alors la velation ( 4 x)R est vraie.

Pour donner & cette régle un énoncé plus imagé, nous conviendrous
d?introduire de nouveaux signes (e remplacement tels gue R % x § -
R Xsy : R %x,ygzg , etc. , en convenant gqu'un tel sizne ne peut

tre remplacd gus par une *e?éztim dans lanuell@ llarcusent x {resp.

[

=

g arguments :%;y’g les argaments x,y,%,0tc.) n'est pas 1i é {ce qui

ot
[ty

signifie donc gue x est libre dans la relation substituée, ou n'y figure
pss) . En outrs, en méme temps que ces signes, nous introduirons dee
o Gy L & = =
ﬁi‘”?”’;% de remplacene _ﬁ; tels gque K ggg«;;z é , avec ls convention gue sl
@ i

5;; 2 X,7.2 % a &1s f@iﬁpig,@e par uns e:f‘i:ai& relation, R %35@%

doit tra remplacé par la relation obtenue en gubstituant ¥ ¢ x daus

@Q

catite relation.




S

Ry e U

{
(
Bégle 4, : 5i R est une . vrais, la rala@i&n (VY x) B est

-
Dans ces conditions, la régle d§ peut s'énoncer sinsi : |
83 1z rolation E% ygg’g gst vrale, 1= relation ( 3 x_) R %xw?gﬁg yraie
Du point de vm&,ﬁhaif%, leé‘siz,réQESdee,déduet103 précé&eﬂté '
nfont pas bescin derjﬁstificatiax, tant intuitivement "évidentes®
'quaﬁ@ on rend aux siénas logiques Tondamenteux 1éar "gigsnification®

usuelle ef. Intro uct;an?

yraie.
Du point de vue "naif¥, ceite rézle n's pss le méme caractérs gque

=

leg sutres : elle 4&35t;§ab en effet plutot une défimition du sensg

*naif? des mois "relation vraie®, gui ne Sﬁﬁt rasg c@mmuné&ent
employés. On sait en effet (cf. EﬁgféuﬂﬁthBE ga?*wt@s tivement,

le mot "vrai” eappliqus opsenticllement & des "propogitions®
clest-a-dire 8 dss relations of ou a donné des "valeurs déterninées?
aux ®variebles® guli y fizuvent. Ls récle éé {joiﬂ%@ & la regle Voy
que nous éroncerons pl us 1a-n} ﬁl :nifie intuitivement gue E?Qm

coavzent de dire gu'une re’iatiocn est "vrale® lorsgu'en 7 donnen

aux %varisbles? aes.ﬁval@ufs détorminées? fde toutes les menifres

possibles™, on obtient toujours une "proposgition vrois®h. Cetic 46fi-

nition, ;art comnods en pfa@iLa@ conduit toutefois & énoncer des

résultats gui peuvent i duire en erreur le lecieur habitué & ne

penser qufaux "propositions vraiss® su sens naif, Par exemple, en

= /‘" s P
Arit thméticgue, 1g relation

e 3 L = ] & ey b S 5 Y e ‘4 N %

n est peir ou n est impeir est vrale, Dlen gu'zucune des re.ations

n est impair
{dont chacune est la négation de 1'autre) ne soit vrale (en acmet-

g

tant la non-contradiction de 1'Arithmétigue ; ef. @ 3,n°4) : clest

@

que ces relations contispnent la variable libre n .
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A ce propos, il convient de faire une remargue importante sur le

fgsens" gqu'on peut sttribuer 3u mot "ou" dans 1'interprétation naive
de la Mathématigue formalisés. Méme lorsque les relations Ei_g S
ne contisnnent aucun a&”umaz? libre (autrement dit, sont des

=

Tpropositions” au sens naif), et gue 1'on a établi gue ({ R ou,éi J

est une relstion vraie, aucuas régle ne nous permet d'affirmer gue,
dans tous les cas, llume su Boins des relatione K ; est vrais.

En particulier, et malgré 1'apparence sugzérée par 1'énoncé de la

régle v, , ancune réple ne rormet diaffiruwsr, en @g%héma igue
Tormalisée, gu'une “pxopasz”zeﬁﬁ {ctest-&-dive une r&latwgﬁ sa0

argument libre) soit touiours vraie ou fausse ¢ sutrement dit, nous

n'utilisons pas le principe logigus connu gous 1le nom de ®princips

du tiers exclu® . En résumé, bien gus les régles logigues gui gouver-
nent, sn Mathématigue form34zae@3 1?@mg¢§1 du signe "ou® et du signe
tnon® dérivent aamzfegte&en& atune conception Tnaive® 0@ 1l'eon admet

. le principe du tiers exclu, ot ot le sens de (p ou q) st vraie”
(p,q propoeitions) est gque 1'uns su moins d@s propositions p,q est
vreie (cf. Introduction}, rien n'oblig ge & conserver ce t@ concepticn

ntaitive sux

viwv

lorsqulon veut inversement donner une intsrprétation
féglee de lz Mathématique fcrmelisée. |

On connait dlsilleurs de ﬁgmﬁraax sxemples de Dropoes i tions d@ﬁ%

or. ne ssit pas démontrer, & l'heurs &Gti@l&@ si elles sont vreies

on fausses {(hypothése de %ieﬁaﬁxg,gypathéaﬁ du continu, ﬁgraﬁd

les 7 rézies de déduction gus nous venone d°énoncer, Jointes aux
régles de syponysie, sont les geules régles gue nous Dous donnercns

je droit d'utilimer pour écrire des relations vraies. Mals, au moyen

3 R A
gible de "déduliret®

o

£
G
b
i
([
L;:"
)
)
5
o3}
4]
()
(®]
o]
L6)]
L
i
o
ot
Preta
@
i
w5
o
Q
an
ey
o
(i
O
N
e
(=
fued
{8
1))
&b
it-g

Sk




- 26 -
de ces régles fondamentales une Zoule d'autres rdgles de déduction :
par exemple, quand on substitus lans le schéma ( R ou S ) un schéma
el relaticn vrais § fﬁ et un @*hwﬁa de relation guelcongue & § ;
on obtzent d*apres 1la régle &5 u1 schéma de relation vraie ; clest ainsi,
dfaprés V.} que ((zon K J on R ) ou .@i est un schéma de relation vraie.
Au cours des démonstrations mathimatiques, on rencontrera trés souvent
des schémas de ceute n&tum ; 11 eat commode da rass@*r‘blar dans la iist@

suivanie les plus importants d'eatre sux pour éviter de recommencer

e% ue fois les m@mas reisonnsments

e

%gze ﬂ.? : 81 R est upe relation vraie, fovte relstion dauivalente

& R est vrais.
R%’:la ég : 81 'K est uno rvelatisn guelcongue, $ une mi&"ﬁi@n yraie,
R entrsine

ﬁ

R eutraine S .

S
Récle d9 : 88 R est uns relati n ﬁ‘«u&sa, S une l abion gusleoncue,

2

Bégle dqﬁ - Deux relastions vram _sont eamwaleatew

Rég;lg ég , 5

egt uwne relati.on vraie, ( B et S ) est

E%é‘/r le qi%% : 851 est une relation fausgse, ( R ou S ) est équiva-

lente 2 R .

Rizle éﬁ : 81 R entraine S ( R ot 'T )entraine ( S et T ).

Beple d,, : 81 R entraine S  ( R ou T) entraine { S ou T? ).
R entraine & v IR entrafne (V x) 5
R entraine 5 33;@@3 entraine (4 x}S .

relations sout Sguivalentes, et si on les substitue

chacune des auires

o

m8me relation

Dy
&
b
0&
&
=
@
th
el
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Q

i
i




c o0
Résle -d,‘s : 81 'R entraive § et =i S enirafpe T , R entraine T
(régle de transitivité).

Hégle QW : Deux relatione Sguivalentes & une méume troisiéme sont

éoguivalentes. _

Regle d,, : 88 R zx,yé  esb vraie, R % x,x% est vraie.

Bele d,, : 5% , entreine S E'Xf'«‘fé . "E%x;z% entraine
= %xsx s - , -

Béglo d,, : 81 “&é x,y§ est eguwm%um a %z@% s ‘%ﬁ% K;XE .

est égulvalente 8 S %Kgé‘i% -

Lo
[este
=
Ko
ud
AN

Rezle v, : Deux relations synonywes sont éguivalentes.
Régle Vg ‘R est éguivalente § R .

Bezle v, : ( R et R ) est éguivalente &2 R .

Rizle Ve : { R ou R ) est écuivalente &8 R .
Beplov, : (Ret (R ou 5 )) est Souivalente & R .

Ropgle v. : (R on {"“ et ;;5; })) est Sguivalente & R .

f? T =
Béple vo : (R &5 ) est équivalente & ((R et S ) ou {{oon R )
et {non S })).
Beégle Vg $i x ne firure pas dans R ! Y x) R est équivalente &R

Bégls v,.: 81 x ne figure pas dans R, ( 4 x) R est 4guivalente & R .

(VxR et S ) est éguivalente & (( Y X}'@ ot (V x) ;55}
\
4

Béele i (3 x}§ﬁ ou S ) est éguivalente 8 ({3 x) R ou ( H xS
Bégle ¥4y : Kﬁ:?;%} ot (R =T) est Souivalente 8 (R=>( 5 et T J).
Regle v, : ((R=>T)et (S =) est Soquivalente 8 (( R ou 5 ) =T J.
Régle Vg ( R on (mon R ) on ) est Bz schéme do reiation vrais.
Régle v, : (B ol & @ﬁ’@f&iﬁe r »

Rizie V. R entraine (R ou S ).

Réple v,0 : R ‘gmy% entrafne ( 4 x) R gz,yé .

= 3 =1 %
Recle v . =@ K eaam‘ing £ xR




Rérgle Voq ¢ (Y z}J B sntrsine iﬁi ® .

Begle v, ((le)'ﬁ ou (V x) S ) entraine (Y x)(R ou =

Récle Vo3 (Vx)(“& ou S ) eatraine (( VR ou (4 :;} §;‘)
Rézle v, L AxIR et (Y z) & ) enirafne (4 xR ot S )
Bicle v, : (3 X)C’E ot S Jontratre (I x)R et (3 x) 5

Bisle vop : (4 x)((V y) R) eutraine (V y)( 3 x) R).

Bozle vpy : (V 9)R3¥,9% enwelze (VU B RIxy}) -

lious donnerops quelgues-une de "gchémas de démonstrations® gui condul-
sent 4 ces rigles, laissant au .ecteur le soin de former de mSme 1

itres.

Démoustration de V4o et d,, .- La régle vyy siznifie que ( {non K )

ou (R ov S )) est vraie. ce qui résulie de la régle vyy , démon-
trée ci-dessus. Pour démonirer d,,, il suffit de brouver qz,zé; '
{ R ou S )entrafne R lorsque S est fausse, puisque R
entraine ( R ou § J dans tous les ces. Grg la relation

({uon ('R ou § )} om 'R } est syponyme de (((nen R ) et

(non S J)) ou R ) d?apms la récie 85—b ; elle sl eussi synonyme de

({((non RJ)ou R Jet{{non S Jou R)} . 0r, ({(non R)ouR)

est vrais d'aprés v, ; couns par hypotnése mon S est vraie,

eSSy

{ (non é } ou R ) est vraie diaprés d3 - la démonsiration de a4,
s'achdve donc en utilissnt les régles d, et ¢, . la régle d,. ae

déduit augsitbt de é‘m par synonynmie.

- Dérmonstration ds é_%g et 4, G Dlaprés la définition de 1l'éguiva-

lence de deux relations et les regges d,, v,, st % , il pullit
de démontrer d,, . Supposons donc gue les relations ({non R
on 53 , ((non 5 ) ou soient toutes deux vraies. Alors

ér*“lﬁ eﬁ,ﬂ) il en est de méme de leur conjonction, et par suite

Cn
/= :’
=

Ry

PR

anssi (régie d,) de la relation synonyme ({zen R ) et (non

FaanN
My

"y %%
on € st floom S )




| - |
ou ({loon R o1 S ) ot T )
Heis comme (‘;.;3; et (non & )} est fausse, ot {{(mon R )ou S )
vraie, il résulte de d,, o35 d,, que la relation
((non R ) et (non 5 ); ou T

est vrais ; elle est synonme de

{(non ”& Jou T ) et {(ﬁea é,} ou '}

et comme ((non S ) ou T ) est vraie, il en est de méme ds

((non R )ouT ) dleprés 4,, , ce qul aahéve le démonstration.

Démonsiration de Vg » Yo s Gy 8L Vyy -- Gonsiddrons la relation
5 _

{{non ‘E%yﬁy E} o R %;zﬁyg} ; si on y substitue

Tt

obtient la relation {{men R{y,y§ ) ou '%E%ygyg‘ gui est
dfapres v, d¥aprés dg 5 .8 rolation »

(3 x)(aon Riy,y5) o R %X;};fg )
est done vfai@ ; mais d'aprés Byoy » cette derniére relation sest
synonyume de ' '

{:\:zen r

A

¥.7 % ) ou ((Hx) K %z.?y% 3

qui est donc vrale, ce qui 6tablit

«u\»

Y4g -
Pour démontrer Vag » Serivems R 2 x‘é‘ su lieu de R , et soit
y un argument ne figurent pas dens R ; dlaprds v4p , R 3% ¢
szz,i:z‘*aﬁne { v ', jyé : mais c@“i:"’g:% derniére mla‘ﬁi@a“@sﬁ syno-
nyme de (3 x) R 3x% d'aprés 543 7

Pour déumontrer ’d.ﬁi , remarguons dfaprés Typ Que {non ?@; % Xé )

z? 3, et par su,ite sussi 1a relation

R YA C A

s ), oty est un arpument ne Ffigurant
2

. Par hypothdse, ((zon K Jou S5 )

est vraiec ; il en est donc de méme de (( 3 y)(zon ‘R ty2)on 5)

dfaprds d,, ; 1s régle 4, montre alors que (V=x)(( 3 y}{n«an "’Révg)

cu S )} est vraio ; mais cstte relation est syoonyme de

{3 f}f:}{}j}@ﬁ ‘R\ %y%} cu \?{“; é;
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Bemgrgueaew 1) Les régles Vi & 729 niont pas de réciprogue, clesi-&-

dire gue les deux schomas gui fiurent dans ces régles ne sont pes

: de facon plus préc.se, si on ajoutait 3 notre systime de
: = 5 ’ 5
rézles une récle énoncant gue deix de ces schémas sont égquivalents,

on obtiendrait une Hathématicue (& toute relation sersit vraie

(systéme Feontradictoire? s of.E 3%y ,
Par exemple, supposons gulo: adunette ls régle : {Eﬁ»x)}i entrai-
ne K ; si on prend par ecgmglé pour R 1s relation x=y il
résulte des axiomes de 1'6s11ité [cnap.II, € 1) que la relation
=y est vrale, donc aussi 1. relation { 4 x)(x=y) dtaprés la
régle 45 ; mais alors il résulterait de la régle d, aue R ,
cfest-4-dire zzy gerait vra e, ce Qmi entreine contradiction
(tous les ensembles seraien: réduits & un seul éléuent)(cf.exerc.i)
2} La plupart des régl@s notées par la lettre v éncncenti que toute
relation formée sai?ant un certain schéme A sntraine toute relation

»

formée suivant un second schéme 3 (chague letire de remplacement étant,
. ‘ < 5

bien entendu, remplacés par la mime relation daps les deux schémas ).

4, que si une relstion fornée

[
@

Lorsgu'il en est zinsi, il résule
suivant le schéms A est vrasie,la relation formée suivant le schéms B
(avec los mbmes substitutions) est vraie aussi ; Rais ce dernier énmoncé

L

(gui est du type de toutes les rdzles notées par la lettre d) n'a pas

5

du tout la méme sigpification gue la régle 7A entraine B" . De facon

A < = - LER e ot Y Epsz - 3 = o
précise, si on renmplacail toutes les régles 4 , gul peuvent se metire

37 T 5 & Tes 5 = o = os 5§ A i"&_ﬂﬁm ? o .';’3 o e Ay oy T =
sous la forme "si A est vrai, B ost vrai® par les rogles Pplus Tortest

A entraine BT gqui leur correspondent, oy surail encors une Mathémalique




( 3x)R entraine R .
Il est remarquable toutefois cae llom puisse "renforser?® de cette
facon certaines des résles notées par la lettre 4 : par exemple la régle

v, "renforce” la régle 4, , la 13gle V40 1la régle:é5 et la régle Vig le

régle d§ ; on peut montrer de néne qu'on peut "renforcer” aingi les

régles d4,45,dg,06,8, 45040, d@zsdﬁmdm © 4y, tais non dg,d 152%467
dygr8sy ot 4, (exerc. 2).

21 22
Exercices.- 1) Hdontrer gue si on ajoute an systime des régles de

20?

déduction une résle affirmant gue deux des schémas guil zlwureaﬁ dans

une gueicongue des régles ¥y, & Vor gont éguivalents, on obtient une

Yathénatique contradictoire. 7
2) Donner les schémas de dénonsiration des régles suivantes ;
(Ret (R=25N=>8
S =>(R=3)
{(non R) =2 (R=>8)
SR e S )& R)
(non S)=2UR ou § )& R)
(R=25)=>UR et T ) =>(S et T ))
(R=>9) = (R o r_g ) =>(S ou'T))
(R=>8) et (S =T)) = (R>T)
(R=>8) > (UR et S )& R)
Hontrer q&’en'ﬁrenfargant“~l*una guslecongue des régles 515;dg§xdégs

G,4,8,, , on obtient une dathimatique contradictoirs.

Comme nous l'avonsg dit au E;i? une démonstration mathémastigue est une

succession de relations lides entre elles dune certaine maniére gue nous

3 S

allons déerire dans ce n° et le suivant ; dans l'exposé qui va suivre
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et qui s'appligue & une démomstralion guslcongue, 1l nous sera comnode

de désicper par la lettre /\ uie démonstration non spécifiée.
En principe, au début d'une dimonstration A , on doit écrire tout

dfabord :

1° un certain nombre dv relatioas, pcuvant contenir ou non des arguments
: ilibres
2° un certain nombre de schémas de fsiagian, ot les relations gu'on

3

peut substituer aux lettres de -emplacement doivent éventuelliement satis

(B

faire 8 certalines conditions exiliecit

&

ez en wéme temps gue ls schéns
en g&tre, le schéna doit &tre el gue pour toute substitution (permise)

de relations sux lettres

m

de remlacement, la relation obtenue n'aif que
des srgumenis liéds. » |

{m groupe ces relations et sciémas de wslations sous le ném
d'hypothéses de la démonstration /\ . »
En fait, comme nous ls verrons su chap.II (§81 et 3), il ne figure
Jjemais gue deux schémes de relstions {gui seront énoncés explicite-

nent ax chep.I1) daps les hypothéses d'unc démomstration mathépatiqu

Jous dirons gu'une relation est une conionciion d'hypothdses dans JAY

ot

51 elle s'obtisn nt en prenant ls conjonction d'un certsin nombre de
relations qui sont, soit des relations figurant dans les hypoth éses,
soit des relations obtenues & partir des schémae de relations qui figu-
renl dans ces bypothéses. 11 est clair que, si é et E sont dss
conjonctions dfhypothésea, il en est de méme de ( fl et B ) (& une
: . : , - - ,

synonymie pris).

Ceci posé, nous dirons gu'une relatiorn R est yraie dans 1a

déronstrat

on /A , ou en abrégs, /A -yraie, lorsqulon 2 formé une

i

conjonction d'hypothéses 5/%_ telle gue la relation A = K soit vrale ;

lus souvent, tanlt gqulon reste dans une méme démonstiration on dira

ie D

simplement, par abus de langase, gue K est vraie, sans mentionner

.
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dans quelle démonstration, lorsgu'aucune confusion n'est possible.

On dira de mBme qu'wne relatior E ot fousse dacs la démomstration N,
ou A -fausse (ou simplement fausse,par abus de langazs) si la rela-
tion (non r ) est /A -vraie. Toute conjonction 4d'uypothéses ﬁ. est
évidemment D -vraie d'aprés la régle v,. 11 en est ce méms de
(dx)A ataprés 1la régle v, - ‘

Pour éviter toute confusion, on dit parfois qu'une relation wvraie

(au sens du 9 2) est une identité logigue. Uns identité logique

est A -vraie dans toubte démonsiration A ; d'aprés la régle 5;3.
L'abus de lengace pxéc’iam ss:t' Justifié per le fait que la

"déduction® de relations /\ -vraies les uncs des suires se fait gui-

«l
&3
m
et
£
@
)
{e}»’
f?...!
@
e
bt
H
@

eggue identiques aux "riépgles de déduction®™ des

gigues, énoncées au § 2 . On a en effet les & récles

i
o

e

m‘\.
Pote
c{..
O
o]

ot
0

suivantes, gui sont respec@ivemant les ansloguss des rézles

d-l%(d? ;d‘4 e‘t d-’/) : '

Risle 5? : 88 R est /\ -yraie, et si S est synonywe de R,
5 est A -yreie.

Rérle O » : 81 chacuns des relations R, % est /\ -uvrais ,

( K et S ) est zzax A -wyrais. ,

Regle 53 : 81 R es A -vrais, et s8i R =S est I\ -vraie,
S est A -vraie.

Hérle ®) s t 81 E g8 /\ -vraie, et si l'arcument x ne figure pas

gons les h"fpgjthé%a de A , ( ¥ R st A -yrase.
Donncns par exemple les schémas de démomsiraticn de ) : eﬁ s .
Suppesons gaa les deux relations ‘R R = 5 goient

A -vraies ; cela signifie par définition {;;s.zﬁ il existe dsux
conjonctions di.*h;ﬁwthéseb A,B telles que A entraine

e

R et que B oentraine ({nom R ) ou § ) ; des rigles
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Y46 et ?%3 on conclut gue lz conjonc

ction
sntrafne ( R et ((nom R)ou S ) ; or, cotte dernidre rela-
et (non R )Jou (R et S }), et

comme { R et (non T 1) est fausse, olle est équivalente &

d?h?p@thcses ( A et B)

tion est synomyme de ({ .

( B ot 5 ) (r3sle d45) ; on voit donc que ( A et B ) entrai-
ne (R et S ) et e fostiori (r2sles v%é et d,5) entraine S
qui est done A -yrais.
De méms, i R est A -vraie,
théses A telle que A smtrafme R ; on en déduit (
que (V z) A entratne (¥ R ; msis comme x ne figure pa
dang A , ( Vx) A ez éguivalente & A (régle vg}g ge gui
prouve que A entrains { v x} B, autrement dit que ( V ) R
est /\ -vrais.
on p@u@?aﬁ% gussi ég@m@r les saslopues des régles % at @32;5 , mais les

régles T47 et v45 ;, Jointes & ¢

»

, en tiennent lieu. Convencms alors

AN

de dire gue R entrafne S dane ls démonstration A (resp. gue
R est éguivalente & S dens ls démonstiration [\ ) lorsque ls rels-

ey
ey S

tion R = S (resp. R¢&> 5) set [\ -vraie. Alors, ce gqui précéds

monire gus lesg rérles é? & 0oy 5 ¥y &8 Von sont encore valsbles lorsgu'on
remplsce partout le mot “vreie” per " /\ -yraie", le mot "entraine”
par "entraine dans la déponstration /A " , le mot "éguivalente” par

Péguivalente daps ls démomstration /A * , of gue les arguments x,¥

ne fizurert pas dans lee hypothoses de B

£

Cela justifie l'abus d@ langage, enalogue & celui quion & 8l zztngﬁ}.é
iug aa&‘a: gui consiste & ometire la mention "dans las démonstration AF
apms ltemplol des moits Tentrains® et "est éguivalente®™ ; nous ferons

constammert cel abus de lapgage dsans ¢s gul sult.




Pour éviter toute confus .cn, lorsque Q entraine S (resp.

0

200
est éguivalentis & S 3} an sazz gied § , on dira qu'elle entraine
S (resp. est é&guivalente 2 S I au sens sbsclu® . On notera que

si R entraine S au seis sbsolu, elle l'entraine dans toutse

tune identitd logigue est toujours

démonstration /\ , puisgs
b

A -vyraie.

2. Les g guantificateurs typigue

R R A

o
®

% < el = <o e o i3 “. - AT e
lious n'avons pu étendre azux re.sbtioms ” I\ -vraiss® les ricles de

QEI
;%
Q
HCend
(:..2_.
et
0
iy
3
£
B
o
Bt
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£
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o
&
&2
2
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(st
Lot
en
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o3
£
&
o
O
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L
e
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S
ed
0
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Supposons que l'arsument X soit libre dans une relstion fai smft partis

(4

des hypothéses de A ; pour ls commocité de lie xposé, nous 44 s:%.,z«* STONS

w®

dans ce gui suli cette relation par @ ou %X% : on dit alor:

gue dans la démonstration A , ¥ est un argument du type déterming

par & 81 y est un sutre argument, cisii inct des arsuments de & %xg ;
et tel que @ EJ’% Pigure aussi dane les E.§M¢t?1és@s de A, oncit
gue ¥ est un asrzument du méme type aque X dans /A ; on donze en général

on néme nom & tous les arsuments dlup certsin type figurant dans voe

démonstration (par exemple (chs

S Al i
z.&% . Tous les argu-

m N
i
fd
®
LiN
By
i
&
0]
i
Q“{b-
LG

typigues de ,& 5
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nainten

lfargument x ne figure daps

Supposcos ant que dens ng
sucupe Lypothds se distincte de E’fﬁ)zz% . On peut alors introduirs deux
signes logigues ébréviaté&rsg dizs guentificateurs Lypiguss pour x -
leur Porme dépend de la relation (& considérés ; dans ce qui sult,
:3 étant 8?%%4@ que toutes

nous les désignerons par

Ve

& = c

rgli@&@?gﬁ*'*

es régles énoncdes pour eeﬁvﬁ“ggys g*f les guantif
teurs %y@i@a@é gxplicitement iui“@ﬁ&ltﬁ par iz suite. Bn preamicr lisu,
ils penvéﬁ% Btre &ﬁiliﬁéﬁg G&ﬁﬁ&Azgﬁféﬁu & tous 3 s aighég lezigues iﬁ%fﬁz
duits Jusqutici, pour former des relaticns suivant les deux aehénas

(1) (V, 9R

(23 iE@ IR
lz relation substitués & | dans un tel schéms devani Stre telle que
% n'y soit pas 1ié. On &lsrzit 4 fa§@ﬁ é?iééntai & l'side de ces signes,
les notions de schémsas cemp}ez%@ et de cadres dfordres successifs,
intreduites au i§€2§92 Q.Les r‘iléﬁ &e défirition assaeiées aux deuz
sigznes précédents font slors corresponirs & &ﬁe rolation formés suivant
un schéma comnplexe guslcongue, liunigue relation ne conisnant plus ¢es
gisnes, d4élinie comme suit :; dans chague cadre diordre un du sehéua
irtial of figure une rel ation fomée suivani le 8o éma (1), resp. (23,
on remplace ce schéme ?&? ' '
(3) (V z){oon ©@ ou R )
TEED. ,
(4] (3= ® et R .
ﬁa procéde snsuite de néne Dour les cafires dlordre deux, puis pour
ceuz dlordre trois, et aimsi de suite,
Liinterprétation Tnaive® d: ces nouvesux signes Ec’ig es est
claire : lorsguion guarntifie llarsument X par un iés signes §5gi§ -
on entend gue 1'%objet™ gus "représente” % reste totaleonent dotern
: - ué




. Aan

‘ a .
au contraire, lorsqgu'on le guauntif ie par un des sicnes yz ,:’f.é o ?
on entendy gu’il reste dlur "type® particulier, savoir 3. ‘t;@

d'objets? "caractéries” par la relation @ ., On dira par exemple
”@ael soit l'entier n® , 7il existe un élément X de 1tensemble
I “Quelle gue s0it i'aprlication n de E dang P" (afecﬁap.il et
111) ; dens chacune de ces phrases, il s'agit de "guantification
typigue®. Ces eﬁemples font vcir”eﬁ méme temps gue ce mode de
fguantification® eaé besuccup plus souvent enmployé qus lz guantifi-

cation pure et simpls.

R

Reprenons slors toutes les réglecs dﬁsé 1 et 2 o& figurent des guanti-

ficateurs, st d'abord celles ok 1n seul a ﬂ:m‘::zent est guantifis. EM premier

lma? apx regies de s:;m@n:gmm S4er Bgns Bi4g0 Biine S405s Bany o COYTEs-

pondent les suivanies : ‘ , \?v - _ . -

Bécls o, : Lo relstion non {({ E x) K ) est syponyme de {%ﬁ@ x}{ﬁ%}

Récle o0, : La relation non (( ,j %) R) est synonyme de ( Vg x)(nonR)
P2 AR ﬁ}; > . & .
Bégle o, : Si x pe fiture pss éaﬁg R ; la relstion ( @x}{ KR ou§ )

i
est éguivslonte & { R ou ( VO x) 3 ),
—— = P
Bigle o,, : 5i x no fisure vss dans K , la relation
est éouivalente 8 ( R et ( 3 x5
- — - ¢ A { - ,%
Reézle e - S8i x ne ;lmwa Dbas éa,ns R , 1a rslatm§ L \;7@ = K et S)

est Sguivalente & (R et ( \7 x)5)

2

la relation { & xR ou

o
Regac”

Si x ne Pi-ure pas dans 'R

Pt 2

Régle 53.,3 :

est dguivalente & ( R ou ( 3 1S5 )

Il est toujours sous-entendu Cj;al@? dens cgs régles,

a

giznifie "equivelents dans lsa démmzsf%;ra‘%:i@n A n
E}@mmﬁ par e:st@mgzle le schéma de¢ démonstration de ¢ - par

“a.j’ : g T £ 5 2 -
définition { V , x) (R et & } est synonyme de
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et par suite de
(Vx)(((pon © ) ou R ) et ({ﬁon @) ovu S ));

elle est donc (régle v,,) équivalente &
(VY x)mon @) onR)) et (Y x)((uon @) ou S )) ;
ataprés ifhypo’thésa, 1z relation ( v x){{non } on ‘E }'%*t
synonyme ‘@e ( K ou( W/ = )non ) dfantre part, la miaw’:ion
est vraie (dans A ) puiac ge l!hypothése ‘ entraiz&e (au sens
absclu) ( 4 x)@{r3gle ‘721} : done (revle dysls (R ou (V xJ
(non @ )} est équivalenie (dans A) 3 R , cequi achdve le
raisonnenent. '

Dtautre part, ia récle correspondant & dé esﬁ 1s suivante :

Rézle 35 : 82 R est yraie, | V x) R est vraie.

Par hypothdse, il existe ume conjonction d'hypothises _% .

ne contenant pas x , telle que ( jﬁ et } entraine R (zu

sens absoln) ; sutrement dit, ({mon %) ou {(non & )ou R )

est une identité logique ; par suite (régle 5.6) |
(VY =){(oon A ) ou (non ® }ou R )

est une identité logigue ; mais conme A ne contient pas 1l'argu-

ment x , cette relation est synonyme de -
(nonm A ) ou ((V }{(gon ® ) ou R }}

ot comme ocette dernidre esit upe identité logigue, on vol it gue 4%

entrafne (ou sens aebsolu) ( \f z) R , ce gui signific que

gatts derniére relation est L{& -vraie.
On constate slors que les régles d,g, f};%,ézﬁ?g%gvmﬁy5‘3;*’,329?,.;,.%, Voys
g

sont encore valsbles guand on ¥ Te mplace partout les

a7 =
Ve & v
pontt o8

032 V243 705
giemes Y , 1 opar ‘*\'}/@ > E@ resmetwem% (les m
#E

ot
entraine® , %éguivalente” sigu: a.f:e,azw‘f toujours "entraine dans o

néquivalente dans A " ).
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;ﬁsm:«wﬁ -ie ;g f gxemple pour la ré‘zgglé"@'% ; dlaprds cetie regzle 3'
la relation ( et B ) ertraine (an sems absolu) ( o =z etR)
mais comme est A araie, ( ot R. ) est &quivalente
(dans A )& R (rdzle d,,.; donc R entraine (dans A ) 1=
~ relation ( 3 xX et R ), clest-a-dire { 3 © x) R .
Notons aussi les deux regles suivantes : : ,
| Régle 04 : la relstion ( v x) K entraine ( \?'@ xR
. Biple .@2 : Le relstion ( 3(@ z) R entraipe { 4 z) K .

En effet R entraine (au seus absolu) ((nom & ) ou R ) (rizle

vy7), done (régle d%}; ( ¥ x) R entratne { V x}{{non & Jou K J.
Passons & llextension des régles oh figurent deux guantificatiops diar-
guments, et en premier lieu les régles de sv&anmie 8g, et Bap Hous

supposerons que ¥ est vn arrument de type C) dans - & , ne Tizure

.,5 ;
dans gucune bypothise de /\ sutre gue ot enfin que @
g 3

est distincte de ®& : on 2 slors les deux régles :

Bézle o0, : La relstion { .V@ ) \?! ; g)ﬁ } est synonyme de
(Vo 9 N g IR ). / _

Régle o, @ Le relsbion ( = e x ) }z@’@g 7) R) est synonyme de
UKL DR

x}?@ﬁwe part, dans les mémes conditicns, la ?*5 ls v., est encors \m‘? able
7 eg 26

Ll

quend on rempluce ( 3 xJ par ( 3 © x) ot ( V 3) par ( Y/ @i ¥)
En effet, { 3 x 3 ( ‘;f (i 7) ‘R} ost smem:me de
¢ 3 =) Q et (( ?j y)((nen ®') ou R }))
done aussi de : /
{ 3 20V 70 ©® ot ((nmon &) ou RY)
puisque , 6tani distincte de @' , ne contient pas y .
D'aprés Vo4, cette relation entraine (au sens absolu)

(V 303 20 ® et ({non .’}au = 1)




<

- qui est synonyme de - , | -
L gl :r}{ﬁ z ) ( ~. et {’ﬁﬁl’% :@ cu ( @ et vﬁ 3} :
,maisg'&*aﬁrés V455 cetts cernidre relatidﬁ est éguivalente

{au sens a%sa?u; s : , -
(V5N x)( D et inon ®)) on (3 D s R ;
comme x me Tigure pas dam @’ | 1a relstion ( 4 x}f CB et
(non é? }3,359 synonyme (e ({nom @) st (5:§ x) & )), et comme
(3 =) ©® est A'avram - r@.z,athz (3 2 ® et (non &))
- est équivalente (dass A ) a (gon l. )} ; nous avons done tabli
que i:ﬁ xﬁ}f{ g'f, &' y)R) entratne (dans A )
' mzm @) oo (AN O et R,
_clest- é«mmg var ﬂa%mf‘ ‘V' - v (( 3 ® }'s;}'—i_R;'}
e enfin & asun@r les aaa‘&ﬁﬁss des las mdgy zﬂya Z,V, et v

5 -
'39 27
i’&f@'ﬁ aupmmamﬁa pour @@1& que ;; est de méme type gue X d:azzs A . ot

figf;m*@ dens gucuns hypothése de A autre qw . fg g par sbus

de langege, nous noterons encors Y © et 2 o les qaw%ificfai:em*’s
trp f«gz,@% gem’ . Dans css 'cemi'izi,@m‘g les réries 6..20,‘&22 dgzﬁvmﬁ :
. ~ -

sont encore valables gamu Con ¥ Tk Dlace partout les sipnes 7/ , 4

entraine {au sens absoclu) la relestion

£
%
= ~ic 2 - L o
iais comme (2 ¢ y; est uns hypothése de L, (O 5 eb
; > g 2 2 2
g i r¢ - ;f".‘ <Y 15 5 2 2 %
R 19,5 ) est éguivalente (dans /\) & | $y,y; , done
B¢ _ 4 s ¢ {
oy . 4 s = SRR <
K ’y,y: entraine (dana A ) 1a relation ( = x} Rex,y8 .
S £ %_ﬂr g 2 >

Wous pouvons maintenant schever de déerire une démonstration. les nypo-

théges rf?me démonstraticn f_g 4tant posées, on se propose de montrer

4
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?ay‘@zéagle, dans l@s:éem@ﬁgéfaﬁiéﬁs ée'lﬂ "thiorie &eg 3@&@?@3@
-(égfﬁriﬁﬁmétigu@} 0ﬁ'iatraé@ifa des argumesnts *&a type des entiers”
f'{@ag_éammé-cﬁ—& ira plus sou éatiié@s;“@ﬁtiaz n%t aires” Teniiers
vénérlcuegw ou s tiers Qae?zsagaes“'ea'simp$ement des ﬁaa%iera“};
’Eéas &rﬁuﬁan?g “du twpa ﬁep zzwtlaa de 1333 en ble d@g sntiers? (ca
slmwlafant é@s ﬂgart&ea de 1'ensemble éea eﬂtwgf T ﬂdu;+"§w des
ap@l;&aulsna de 1l'ensemble d3s entiers dans &uz«mﬁmeﬁ, "du type des
,ném%fgs premiers”, stic. A ‘ ’» -

- %m&:ﬁga@ . “é} Les arsumenie “2‘;3?: igues diune démonsiration d*me

théorie sa% lesguzie nlopérent pes de gua wf&eagagrs typiques

=

{par'exe&pl@ geux gui fizureast dens ﬁlusi@afs hypothéses & la fois)

Ll

sont appelés grouments de bosze de la démonsiration ; un argument

qui est arsument de base de btoutes les démonsirations d'une théorie

est dit armument de base de la théorie. La guantification (non

tvpigue) de tels arsuments ne peut Stre utilisée gufavec des précan- |

pa

tions imposées par lo resiriction gui,fijz ire dans la récle 34'3

2) Le découpase dl'une théorie en demonstiralions est assez arbvictrsire

et dépend deos "ithéorémes" sur lesguels on veut attirver 1'attention :

2

¢ar rien n'empche évidemment de fondre deux éémaﬁs rat

S I iy 4 Lo p e Y S 2 By o
dffgromments Lypl elle démongiretion. 5i, 0ans
AN e <E e £ o e = s o = 5 T
piusleurg Cénensirs gawarﬁ§5 ?ﬁi? parvenir aux concly

des mlations vraise intermédisires, de passer constamment par une

méme relation W

e & isoler le raisonnenment gui

-

conduit & cette relation sous forme dtune démomsizatio

“tn
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,germe% de dire que de nouvslles démonstrations de ls théorie ne

ﬁ@f@ﬁt Pas forméss par la suite : en dfavires termes on ne peut
jamais éire gu'une théorie soit définitivement achevée.

On convient de dire gue les relations vraies dans une ﬁém@ﬁ@%f&éiﬁg

dfune théorie %; sont vraies dans iz th 1Sorie %f {@a- comme ﬁﬁaﬁ cirons

aussi en abrfgés. %j»WTaie@}'. i, dene un ?t 1éordme® de 1a t éorie

figar@mt eértain nombre ﬁ?&rgn@@ﬁtﬁ'gai sbnt de certains types
ﬁét@zmiﬁésg il faut avoir g@iﬁrﬁw is méﬁti@ﬁﬁ@? daeng le commentairs ;
on dirs en &eﬁeralg avant dfdnoncer 1a r@l tion %fmv?ai@ “E§§ gui
ccﬁsﬁitu@}élﬁrspremaﬂt‘pawlér‘ia Tthéoréme -,i “5&1@ ﬁvﬁﬂ argument de
t¥D ll " éﬁ si x es* un arciment de itype QB‘@,@“  et de méue ﬁﬁ&?

8 wﬁtf@g arﬁ&men?s tvﬂlqv@sq;
_ u ﬁ@»s?aﬁlf 14 bien ent ;dg gue d*h&§$tau@% ée iaﬁ mv',et~@m’

:p@arr&it tout a&sa iep avywrxm@r eéﬁ«éz _des hypséﬁégeﬁ ds

i

la'fémaﬁgtratiaﬁg‘et énoncer %ﬁrilea.ﬁﬁ R 1= T@?aswﬁa (e =R},

;r, ; > y 3’5" C : i '7', B D
OUn dit gu'une th@@ria'gg, est §xaﬁ Tiche cagngu theoris %f i tous

denza = za ﬁhé@ri@ des ense&bies




1o distinction ,33:3'%;?,_ une thiorie et des théoriss subordonnéss est
~ toujours sussi guelgue Teu ﬂli‘:é,m:a, car g1 uns théorise 1o subor-
donn é@*@' Z’; {agsbtiéaﬁ par *oﬂvamp*e n sjoutant aux axiomes de

'1,@111?@ axioms I ,ets 5 est :zmg".-ﬂsfla'tfm'vraia; jens 1o

- _‘%hé@?ﬁ@' % s i’?@i% signific ‘"zz_?;l v 2 une conjonction ¢'hypothoses
A Gans un déﬁ:@ﬁgvr ation (8 'la.'i;hé@r’ = g _tells gus

i
(A ot ’R; 3 = S soit une identité logigue . Comme cotte relation

est synonyme de A = (R =95}, il revient au néme de dire gu

<

dens 1s théorie © , la rila

®
e
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f
&m '
)
s
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ch
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Tota
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\',_85
lex}
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¥ a

1tune ot 1lmutre int , le plus
_p'introduira la théorie subirdomnée G que -1@2‘&5@@? il se trouvers
gue la relatiocn Eg-i entrai e (dans la théorie ‘é ~ an agsez grand
nombre ¢! &;ztme relations ; mais parfois 11 y surs avantage {au ymm

de vue de 1 aﬁemrét%mﬁ :.zz‘i:aitl%, $ introduire la ihéorie ?uhgr»

donnée g whne zzsmzz’ une 5 sule clémem@tz‘aqu Un Qﬁempla bisn egmn :

Lt

est le "raisonnmement par 1'ubsurde® ; pour démontrer que E entraine

S dans Tj on remarqus zgm % 5 est synonyme de
(oon S ) = (non E} on sjoute la relation (no:zz' }a’,z{ sxiomes

:d@»cg -

néorie sinsi définie (ef. n%).

a

ot on démontre que R :_est fausge dans la new@lzv -

r‘%’

4, Théories coniradictoires.

Dens une théorie ¥ , si une relation R est yraie ot fausss & la

ig, toute sulre relstion S eat ( -vrale (et par suite emzssi

2 cina o T e g v , = ey e
€ -fzusse; ; ©n effet % st ‘non g%,; ‘entraine S au sens zbeoluy,

7 & . 7 2 '
suisgue ( K et (amon ”’P }j est fausse (au sens absolu) (rigle dg -

"a v-* = 2 i ° e o

récle © 3 montre &l@ﬁs que S est f:m"srz"m@, On dit dans ce cas

gue la théoris ?é est contz*adwtmr@.
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il est plus intéressant (e démontrer {mathématiquement) gu'une
théorie ssi contradictoiie, gue de démomtrer (métemathématiguement

dfune "démomstration® de non-contradiction, est de rendre impro-
bable le succds de toute tentative pour démontrer que la théorie

est contradictoire, et por guite d'en détourner les mathématiciens

cnalons en passany qu'é strictement parler, il Be Lrouve &ssez

Sig
fréguenment gus certaines théories deviennent contradictoirss,

lorsgu'un choix défectuerx de certains signes sbréviateurs

modifie le signe sbréviasisur responsable ou sa régle de définition
ltemploi de ces signes est aisni soumis & une révision constante: ,
ob seuls ls praticue peutb servir de guide, car il est difficile

de préveoir a priafi, quand on introduit un nouvesu signe, s?ii
entrainera-ou:aom contradiction. G'est surtout dans le choix des
"syuboles fonctionnsls” (chap.II, 21) que se présentent de tels
dsngers. Un exemple classique o5t ls potation x> qui, en
principe, péarrait aussi bien désigner x{yz) que ggy)z dfaprés

ies régles des "symboles fonctionﬁela composés (cﬁap;Iig gléﬁ,

En fait, dane ce cas comme dans tout les ces analogues o# ls

sizne défectueux eslt cependant d'un emploi comméde, oﬁ fixe

son sens psr une rdzle particulilre et on se fie & la pratigue

Fi

des ngthématiciens pour Sviter les erresurs. A pias‘fcrte raison
pourrait-on facilement tirer 4'innombrasbles "contradictions®
des "abus de laengase™ incessants dont font usage les mathémati-

ciens pour rester lisibles (et dont nous siznalerons les plus

e

importants au fur et & mesure) si on prétendait oub

fude
et
{ta

()

er que ce
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sont précisément des abus, et leur appliquer brutalement les

_récles de la logigue. Hcis en verroms de mombreux exemples.
A la guestion de ls "non-contrsiiction” de telle ou telle théoris se

rattachent d'eutres "problémes® snalosues. On rencontre souvent dans

certaines théories, comme pous l'avons signalé {§ 2,0°41), des relations |

\ = , - , - = : . |
7 = 3 = % 2 = - : e 2 : 2
dont on niarrive pas & prouver, 1i gu'lelies sont vraies, ni qu'elles sont i

foussep dans 1s théorie. Un pout se demander si cet échec une provient

o

neéniosité de la part des mathémeticisns qui se sont
par

gue dlun défaut 4!

(0}
O

i
cccupde de ls ouestion, st =i un jour ls doute pourra 8ire lev
e

un savant plus perspicace (ce gii, en fait, s'est déja maintes Tois

J
produit en pareil cas), ou si, au contraire, il se peutl gue dans uns

%héaris"fz , on soit dans lﬁgggsssibil°té de.prouver gu'une relation R
gﬁit-vraigg'eﬁ dans 1z méne imp@ssfgiiité de prouver gu'elle soit fausse.
Cette guestion peut se poser d'uvne autre manidre : dire que 'Ei est

- -yraie Signifié, comme on 1'z vue, ga@'la‘théarie f;’ 6bteﬁué en
ajoutant (non R ) aux amiomes de € est contradictoire. Pour affirmer

qu'il est impossible de démontrer que R 80it %f -vraie, et qu'il

est également impossible de démontrer qu'elle soit %ﬁ -fausse, il
faudreit prouver que les théories %ﬁ’ et if” , Obtenues respective-
ment en azoutant sux axiomes de %f: la relation (non R ) et la

(#)

Du méme ordre dfidées est la guestion suivanie : guel sens

relation R , sont toutes deux pon-comtradictoires.

doit-on attacher & la phrase %la relation KR 1n'est pes vraie

P,

dens la théorie € " ? Au sems strict, elle pent seulement

~ (%) Pour une de ces propositions resiées jmsgu's présent "douteuses®,
11Mhypothdse Gu continu généralisée” (cf.chap.IV, S ), on & pu démontrer
(métamathématiguement ) quten l'ajoutent sux axicmes de la Théorie des -
ensembles, on obtient une théorie ron-contradictoire {cf.K.GODEL, Conti-
nuuz hypothesis) ; on anrait donc prouve qufil est impossible de démontrer
{en th- oric des ensembles) gu'elle esi vraiec ni qgufelle est fausses, 51
~  on prouvait de méme gu'en ajoutant sa négation aux axiomes de la théorie
- des ensembles, on obtient encore ume théorie non contradictoire.

o
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