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1, La relstion 4%¢ésalité ef les symboles

Lan

Lz théorie des ensenmbles ntilisc trois sortes é@’relaticaﬁ»yrimitiv@s

.
e e M,

 ¢@$ ?@1&&1933,éﬁéﬁa”‘*fg é@'ggggiggg et dfap anteﬁan@arg ges sxiomes
et schémas ? Vi@m@s {&hap;lg§§§5ﬁ@3} 88 répartisﬁeﬁ%'en %razﬁ g?@ﬁ@@»-
méﬁtsg*cha@uﬁ de ’é@s Zroupenents se rappertant siug particuliére ement
é'un@.égﬁ t?@is sortes de relations pr %miiiV@ss Y@md développerons
‘béorie {&ﬁté@éﬁ@ﬁ@@}:&& on n'lintroduit qa le %wgﬁgef'ﬂfgﬁw ,
yam@ﬁ% &?a&i@ﬁ@a @t;séhémas dfaxiomes, celui i se ﬁg@ZbQ 8% f@iau

, Eg'thé@?ie éz&s riche obienue en lsur
 3§@@$&££ le gr@v@@a&n@ dfaxiomes relatif aux relations de gouplage a%;&};
enfin, sux $ D 3 et 5 seront introduits les derniers a xiones et schémas

gaXLam@s de la théorie des ensembles et aemont?éeg 1@3 pri ' cipales

DTOLOS ait icﬂa agrr@smsﬁiaﬁyas;

5 X@%~f@1@iﬁ@ma gﬁewwlité&

'ﬁégi@:f@ : L5&§§e4s?ax@ de szﬁyss oot eau en, écrzva@t deux al g ent

guelcongues (distincls ou ﬁ@ﬁ; 1§§y‘é sauche et 1lautre & droite éa
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La théorie de 1'6zalité est une théorie qui comporte un axiome :




et un schéns a?$X3gm@

(8) (Y ) B (R mvafs Rinva} )

S

E*apr s les rEW1a5 vg% t Sig o on pent @ﬁa@ dire auspi g@%i aaa%

la théorie de @@1*‘5@; 1@» relition z=x est :@;@;,,iﬁg et lo schéma -

} ::;;’ {? EX.@?Q‘*E@E%J s?svﬁ }

egt un geﬁéma de ralst tion vr&;@ Baps ce qul suit, c@ﬁf@zmément aux

ce&v@mtloﬂg du chs »§ 31 g mote “vraxeﬂ' Tentraine”, "équivalente®
seront L@&g@ﬁfﬂ emyl oyés dans 1@ zs ae ﬁv2ﬂls {?@&@, @ﬂt?alnag égui-

-;alite’ ~On g@@* donc dire guve x=y

?ﬁ@?%diizﬂﬁ-?gm 1 fouivelents & y=X .

Subgtitﬁaﬁg 5a@césaiv@msnt X e; véz dans z=x : é*apf&g (sz}jA zZ=y
@ﬁ%raiﬁa {x#x ou y=x) ; COmme =X o5 st vraie, (xfx on v=%) est équiva-
lente & y~x (feWL@ d4o) ; done sréule dﬁg} ¥=y entraipe y=x . Op montre
de m&ms gu@ y=x entralﬁ@ x=y . :

zl'résuite'au it6t de 1a prop.1 et du schéma {Sz} quég dans 1z théorie
d@ iségai&té 1z rel ' | ”

B éziygyi :?fﬁi ézﬁygng} ; on en &éﬁuitf(régla VQB),QQQ iz relation
3 @K %K&?s?% ) |

3
PROPOSITION 2.- La relation (x=y et y=z) eptrsime =x=z .

stion x=y , éauivalente & y=x , emtraine

x=y entratne (

wfi
“";‘?

Substituons successivement x ot y & 1 dans la relation u=z ; é?a§rés
(31} > 1a relation (z=y) = (x=z ou ykz) est vrais ; mais el 1@ est
synonyme d {zfy ou y#z ou z=2) , donc mussi de {x=y at>ymz} — Lo
Des ﬁsekémas.éerdém@nstratian* semblables é»c@ux QUE DOuUS BY0NE
utilisés av chap.I, permettent de "déduire” du schéma {SI} de ﬁsﬁbreuz
*utr@é achénas ﬁe‘relati@g% vyraics quion a trés souvent %'atiliser par

la suite ; nous allons les énumérer iaws ce n° et les suivanis, sous

forme de nouvelles régles
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'.Eﬁ @f&&i 19 S&ﬁ@mﬁ ({‘E X;ff’; 5 eb -“*‘““y}%vg 3“ #V”% Q’St

mw»‘< o

= e

_ ,.,i,s;,rnomme de ((x«y) @ (”ﬁ %z:;%z:;@"g %xsy,;\yg }} r:gmma on 3,9 végnif;@f
-~ ".aussitﬁt | - - - -
' 22 - Qelatiaﬁscﬂeticnn@};lag .

smv,s aire:as guﬁ une mlatiaz:z "E ;) g

"?arrzment It gl x e% .u.b:re &azzg ea%e raéa‘&iaﬁg et 81 les é::m mlaﬁmm

- 53:&}@%&% .
. _ﬂf{ﬂg;_gyg & R¢ g}:@fwg}
- .‘ s&rt vzaiesg 1@?‘3@&%3 ast ur arﬁamaﬁt @ﬁta ¢t d taag l@@ wrmzmc;mu@
a’i& _ }xg - ‘
~ On énonce souvent la relation - -

(3 Rix} ot Rz} o %;:;g )

sous 1s forme : 3l existo un x ot uo seul tel gue R § x?é ; Cet

s

énoneéd fixe cn m néne t temps 1t .‘Kl‘&@“’"pf aﬁenuwm&mw de cet?e 'mi%’;i%r;

' Egayrea cetie c@é ;ziitizmg si R {x} est une mlatmzz fezsc‘i:mzzweﬁ@ '

gpar raz}part a8 x , 'R %z% est LC! Gul@ﬁ'ﬂ"il&» paz" z’apgart a z 31 2 e.s_%: '
'&i%iﬁct & tous ?as armmems @,J ﬁgzg wwgl@s ﬁ,g et é“} »

Ds mBme, si la reﬁamaa 'R, gzw zg est fcnc’smnns.d.e ;;33:;3‘ %e.m@ t 8 =x

il on est do méme de R éﬁ,?z,mg

i 5 tx% 68‘53’»17&2@ relation Squi valente & une ralai:i R .

. Bdglee, : 81 Rz} st une rol
R Y 4

Y up_arsument me fisurant pas dans ‘R $x} , ls reiation { R §x; ot
. :
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o ei‘fet f R z :z§ ot 'R % :;,g ) vamz:aine x——:yr 3}&3’ 85F1 :u,iczz de&
V_lzrrelaticms fcnﬂtwmelles, Z?autre :;am 4t apres 81 3{' “’R %x% et x-y)
ezxtraz,ne ‘R§3‘§ éenc €R ;xg e* x~y} entmire {‘R 33% ot ‘R 5 y%)

Lfat:,l té des :{‘alathzs femtmmalles mpase sur la regle fendamntals

2 ¥ SR

. suivaﬂte .

fﬁe'?la 93": §;;i;_ R g xg es*i: ?me rslaman fcnetzomelle Qgr ra,ggefu & x "
5 §x§ u.ne relt;anmlea&u@r {oh % zﬁ?est pﬁs l.a,é}s 1s mlatwn,
3 x)f "R ‘}z e‘a 5 23{% } %estea..?al@n‘teé ¢ V x}(zwn B é % on

bn p@zz}t ie vue ?’ﬂdz %’f - w?a sa.gmfm qa@ ssz .,2,’ gu@ ‘?va?eur“

2 :ie % pour 1&@_&} lle "Ri .«z_" esﬁ: vwze, est @11@ gue S %yi soil
_zussi vrai@ p@ur cette m@me va.,;.caa.z? de x ‘s Jlarg; }mur wzﬁ's valeur
- &@ % , oo ’bwm x%a at m_lors , ‘R %x§ est faussa,§ _@u, bien xwa,,et

alam @gxg e’sﬁvvraié;_ - , " -

| y)imﬁ R }
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‘ d’a sTig 3.3. regle 8, ?ié &l }EZ‘&LZ}"’ aussi vS %yg = }éfms va:;cng mmm

que (‘E_‘gxg et :@% c$) ens a{am R-ytou 5 3 ) ;11 @m_'

' (Y v}'(“ﬁ x}{non % gvé ou i g}y? 3 %st aq**"va?&:m; 4
Y
J

, . - 58 : : : ,
puis gue par hgps*huse (ncm 2 %,xg ’f?‘-ziz non %y? on .:f-y} est

een

vraie {r -le dﬂ} Elle est ‘lome égmva}.@nt@ L E% % st oon

EEK ot S% g}mg"g_gx§etma ‘R}y% et § §x§)

: ou (R %x% st 5 1%} et x=y) .
- pials comms (R 'ixi et zon R \xg e‘i: = ) est fausse,
(‘R ix; et 5 g x{) est encore éguivalente &

 (Riyr} st mm Rivior Sychon (Rizh o6 S1a) oo =)
iaie (Rgxg ot non R gyz ot S %xg ) ezztz*ai:ae non R %Zﬂ
~ de méme (R %x? ot S‘%z% ot 3 y} entraize ( 5 %X% st x":;r} , dw.@@i

ezztm-ﬁae ( VyX 4x)aon R 373 v S

résulte (?é@?es éﬁ ot d é} gue ( ¥ y}fﬂ R é :;2- 9‘*&_% 'gx%}
2
{

fizure pas dans ,{"g_ ¢ %3 o5 3 ‘5-3“22};

_@;22{%3 ast éqaiw;alezz%@ g { 3 ) %x%@t , .;f,; , éx% } ,{,z“‘g}.»a %r?}

de méme, comm X ne Li:mve pas dans (non ”Fi‘g;r% ou 5 %3‘% ),
{ V ’*}{n@n 'R g‘y% ou 2%% y: ) {zecles v,m
(r2zle 8‘55} cotte derniére relation ost synonyms deo ( W x)
{aen R %x% cu 5
( 3x}€ Rr gxg ot .§

pit

et &%g}», E;nf:m
45 113

¢z} ), ce qui schdve de prouver que
) éEEt“&iZ&% { ‘%{ x}iavﬁ R ixi00 5

%5

22
8 sn'i ws# o& on suppose upe fols pour
X

| ﬁég ls e, : La relation nom {( 5

8 (3=} K 2x} et non ."%éz: ) :

e e : La relation { 3 =) E§@3e3 (5 %3:% et ‘“E{j%zfg}} eet
Sguivalente & ({ 3 x}‘{”g ‘%x% et §zx£ yet ( 3 x)( R %x% 8t T




f ; =55 -
Bigle e, : La relation (4 (R 1%} et ( 5 x$ ou T $x%)) eat

Squivalents & ({3 sU R tx2t S ¢ x3) ou (3 ) R gz} et T,‘gx%}).
Régle e, : La relation (4 2z R gkg et { V 7) S §%.7% ) est '

‘Sguivalente & ( YV yi( 3 z)( ’R %x% et 6 %:x;gyg ) Qoum gue y ne

ficore pas dans R §x} - .

Bécle ey :- La re rela‘tlon fE x} R 2x% et (__3 v) S $ x,52 est équivw

lente & ( F N I =R % x} e 5%x,7% ) pourvu gue y ne figure pas

dams R §x%. ,. - -

Begle e, : S x ne figuro pes iens = 1&@@3@@@@ ( Ex}{”@ $x%

a‘éa S ) est Souivalente & =
Pn effet, non (( - x?a‘& x? ot .;% $ %)) est eynonyme de
(Y X}{E}.Gn R ¢xiomnon S 23} ), et la régle e, se déduit done

de 83 par synonymie. La réile ¢ est une comséquence immédiate de

V4o , ot la régle 8y de s, . Pour établiz ey , retarquons gue,
dtaprés &5 s {,3 x){’% ‘gﬁ% et (S %X% et T %xg'}) est é:;;g_ai»v
valents 3 (Y x){non R sx5ou (S 3x%et T 2x%)) ; i1 suffit
alors dtutiliser lg régle 7y ,g‘ ot de ncm}eau ©3- E}é mém@ dfaprés

83 ; ( AR %Xé ot (V1 J)S%X,yg )} est Gguivalente & .

- Vx)(nen R $x} eu (V1) § %x,yg 3 ;i1 suffit alors d'appli-
quer B44g et de nouveau 35 . Mf;f,zﬂ, si x ne fTigure pas éam § :
(dx) Réxiet 5 ) est synonyme de ({ J x) K §xj et S,
et comme { dx) R 2z} est vraie , elle est équivalente 3 S .

3. Leg symbeles fonctlonnels.

es rézles e, 4 e, font apparaitre que, lorsguse R §x% est fonction-

s

m&

pelle par rapport & = , 1%'%opération logi @nﬂﬁ gui caﬁg‘vgt@ & passer
{4

2 R ?,xi@t Ezé 58

- d'une zelation S g:::ré 3 la re

g%rmuta'bl ,

ia
L
du chap.I, 831 : de facon précise, la régle 8y ; par exsmple, montrs gque
: : 8i,

aux cing o%za,icmﬁ fcnc_ame“t

2
(1)
3
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©
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g 1téquiv




& pertir de deux reistions S ' x: % %xg s, oo forme diabord leur
- s it e ;
2 & e % 2 % e ' e T % s =Y
disjonchion | Soun '} J buis gu’'on subsiitoe celte rolstion & iJ danp

czlis qulon obtiendrait en ’*{;.ﬁfzm"i; é%‘b@zﬁ;lézé :;é.é&y roiations
{ S { Rﬁ 5t 7T )eten forment nshiﬁ;img,‘

digjonction. De plus, la régle %9 m@mz@e' que 21 on appl ,s,gve W‘«"M”aﬁwz&,

S

8, or obtient

o

“Jogigus® eaﬁsﬁ_ééré@,é une relstlion § o x ne Ffigure

D
une relation équivalente & S . 0o sont 14 des propridtés tout 3 Ffait

somn

o

. aﬁaﬁ,@gms & celles dont Jjouit 1'"opdratéon® gui consiste & remplacer

uz_srsument par un sutre dens ule relation (ehap.I, § 1,0%3). Cfest ce

gui permet &fvmléwr, pour ebriger 174 «r:?e_mm; iz mt%im fondementale

des gymboles foncticmnols, que ous allons maintenant introduirs.

Dz point de vue nalf, "affirmer® 1la relstion ( 4 x)( R $x% et
54§ xi), clest dire que S ¢=x}§ est vreis pour llunigue "valsur®
‘& de x pour laguelle "R x} est vraie ; autrement dit, il y a

lieu, de ce po_iz;rt de vus, d'assimiler ia relation ( 3 x}(“ﬁ ¢xt

o Six})alarelation R %x% , 0% on & “gubstiiué 1fobiet

@g’t@ miné:a & ls variable x" ; ltanslicgie gue nous venozza de si z«zza»
lew @5t donc "’tOut & fait natarelle. Bien ezweﬁeiu, en Mathématigue
fo'fmalisée;, on ne pe ut domzer sucun sens & Za p? iT286 QuS Nous
venons @.é soulirmer ; 1l'introduction d,eg sysboles f@ﬂ@‘ti&m}.@l?ﬁ a
ﬂasrééisém nt pour but de doamer 1'éguivalent "formalistel ﬁ;» 1z

<

fgubstitution dun c;{;d@t & ine v@mmbl"ﬁ?’ g z‘l.ﬁ?; ia -Qf:szmgp‘izi on "neivel .

'l"

" e&cm@m’z@}. par ?*agggmlt B X

L
Q

Lorsguiune relation % x$ e=

s@socie & cetie relstion un ou plusicsurs signes abrévia ateurs, qu'on

appelle symboles fornctionnels attachés & 1a relation R x3 ; lorsgu'on

associe & une méme relstion plzz,;;.ams syieboles fenctlcm:zels on dit que

O
£
i)
m
1}

;}'mboles sont &éguivelents. Les sz;:fa‘b@le zemmszmew (ou plutdt




) A

. - b1 -
les signes analogues, dits gymbo gyzboles fonctionnels typigues

e

d6Pinis su n° 6) wonstituent 1a juesi-totalité des signes abréviateurs
en Mathématigue ; tout ﬁcvvman &év&lappemant d'une %héar?e conduit &
introduire de nouveaux SJmDQiﬁs LQdGﬁi@ﬁﬂ%i%, et t@ate %eﬁtaﬁzva pour

imposer de facon Klgl@@ une méthsde uniforme de forma lan des svmb0¢as

fonctionnels n?aba@tifait sans doute gu's paralyser la lathématique par

une écriturs illisible : il convient donc de laisssr en ce domaine le

champ & peu prés libre & la Pantaisie des mathématieiaﬁs et attendre qus

les tﬁxeﬁneﬁ@ats de la pratiqa@ indigusnt iz combinsison de signes iz

micux adaptée & igusare guon en f@@% faire.
les gymboles foﬁ@tlgnnela suivants, exelagzvenpﬁt empruazés

&4 ce Livre .

(-‘{3,}'} 3 ?fﬁxz} ¥ Iﬁ {i} 5 gzg F X!’ﬁ? 3 j/;{ le 3 #ey
&€ ,
=
v@e‘__ b2

ﬁ@uyent donner une idée des l'exiréme variéié des C@Kblﬂ%ﬁ&@ﬂﬁ

signes imsginées & cette fin.

~ Mous sizgnalercns toutefois les trols principes suivants, généralem@ﬁt

rospectés (tant gue n'intervient auwcun abus Ge langage) dans la formation

des symboles fonctionnels : 19 un symbole fonctiomnel sssocié & une

relation _’ES gxg fonctionnelle par rapport & X ne doit zaslcanteni% X

20 i1 doit comtenir tous les'ar uments libres dans R %yé et sutres

gue : 39 33 e ﬁczt contenir aucun argument ne ficurant pas dans Rz

Dans de nombreux cas, un symaele fonctionnel assecwe & ?%féx% contéeﬁt
aussi des arguments qui sont ligs dans R 3x}%; dans ce cas, il Taut
préciser gue les argumenﬁs,llbres dans ’Ei %x% et distincts dé'z'ssnt
. les

ce gu'on appellsra les arguments libres du symbole fonctionnel

- autres arcuments figurant dans le symbole &tant dits arcuments liés

du symbole.




: - 2 -
lse srcumen idsene ls prumior symbole, p ot g dans le second,
t dans le trocisiéme, scat liée, alors gue X et 1 dans le premier,

nel par llarcument x , supposé d . stinect de ’@@azs 1@% sreuments figurant

£

wemd 3

dans lo combinaison envisagée, o1 obtient uns relation S %:-'::Zé . a@z_

-

sucun sroument 1ibre dans R 3 ti nfest 116 ; en d'sutres termes, la

relation envieacée doit provenir du mmﬁa@@@&tde X par s symb@l@

fonctionnel considéré, dans ls rilation %.ﬁ,g La rdcle de définiticn

du mBme symbole est alors la suirante : la relation initiale a mémes

arpuments libres gue la relation [ 3 2 R %z§ et & %:{% ) et 833@-'

1ni est sypnonyme. En tenant compie des conventions faites Qiu&%&asmg
on peut encore dire gue les w&mmnﬁs libres de la mla‘m@n inét;iam .
sont ceux qui, ou bien sont 1libres dens S % x% ot distincts de x ,
ou bien libres dags le synbole mxzck@z’m aubgéitﬂé 8 x

Cette rdzle est jusiti fée par les résles e, d e, elles montrent par

@

xemple gue les deux opérations jui consistent d'une part & substi t}.:;»

< ; 3 4 g e YA o >
% un symbole f@n@t;amﬁeﬁ,aaﬂs iz relation [ S § %g ou 1

o

F
: g
iteutre part & fzire séparément la ménme substitution dans §

dangs ‘T %E% ; puis former la © igasﬁfs‘?zmn des deux relations obtenues,

o
donneront deux relations Squivalsntes, et de méme pour tous les schémas




Bemargues.- 1) La restriction s@ﬁgemaﬁ: lss arguments de

(s
s

o -

. S
est indispenssble si on vsut fﬁmm les mfaa tions. Tar
exemple, considérons 12 zelation Thy=z , fazm'i; @;megla per

rapport & = , le symbole fonct ti zm@l fzgrseg @adwm z«y , 6t i

_relation (4 y)(z-y=t) ; ei on apﬂzq&.ﬁt brutalement & cette

relation les régles préeéiente&s on obti enﬁrmt 1o o onbinaison
( 4 x}{x—%‘-vsz e“t (3 v zzt;} gui est inscrmcteg puisgus y'.égt
libre dans xty=z , et 1ié dans ( e 3,?3{3{“3} si on rendait 1a
relation correcte en renmpl agant v par y! dans {3 ¥ M z=t)
{chap.1,31,n%), alors 1z r ation obtenue seralt Squivalente &
( 3 x)xty=2 ot x=t), @m 8 {j (%ﬁ;’-—z}g et finalement &
tiy=z , ou.encore & z-y=t , co qui conduit & des conclusions
abs;;m%. (cf. chap.I,92, n® 2, mmarqzze 1).

On peut élargir la régls de formation dormée ci-dessus au

cas ok les arguments libres dens R % x} (et autres que x) sont

liés dans S $x} : i1 faut qu'on sit mis en évidencs la

famation de 9 $ %% par spplication d'un schéms de raig.‘tian
complexe (chap.I,$1,n°2) tel que, dans les cadres d'urdre
zéro du schéma n' apyaraissan’c qué des relations o& sucun argument
libre ds "E,;%x% nleat 1ié ; alors, il \faut'remplécer chacuns

ées relations qui figurent dans ces cadres et qa;i contiennent

ls symbole fonctiocsonel &ascéié’ 2 E% _x% s par 1z relation
gynonyme ne aozﬁzeﬁa:ﬂt plus ce symbole et ¥ c,amzé suivant la z“gl@

snoncée ci-dessus, Dans l'exemple donné ci-dessus, on obtient

insl la relation ( Jy)( J x)(z=t .et xiy=z) . 5i dans S ix},
certaing ars ts 1ibres de | gx‘g étaien i: 1iés, non par

guantification, mais en tant qularcuments liés dans un autre

symbole fonctionnel figurant dans - S , il feudrait commencer par




A

s 4 . = - '” 6‘% - ' '

; ﬁélimia@r? c@t,&utye_symhale Comne il'vieﬁtré'étze dit@léénsi@érons

par exemple lz méme relst on mar‘ii" ll@ x %=z .{par'féppart 8 x)

et 13%1&@:@@ - ' ' ‘ |

f f{zwﬂ §;€ Jay

of y est 116 : 11 faut corumencer par 1'éerire {%%}
(Ju)(z=ulb, %) et a&,gz}—-@ st | W ;v}f = f‘(z y)ﬂ(gf}}“?

avant d'éliminer le symbo.e z-y .

Q} Ler@qa@3~daag une r%lation,‘figar@nt plusieurs symbéiegu

fonctionnels distincts, il est possible en général, de les

”élimim@f% de 1a r@laﬁica de plusieurs manilres différentes,
 8&1¥&&% illordre dans leﬂuf on lss élimine ien a vu dans lav_
vrema%auc pfeﬁeé@nﬁ@ un QXé%p¢@ of cet ordre eta;t au centralgé/
_1&@9@@} : nos récles posernt qwe toutes les relations ainsi oh%@naas

ons éé*a sicnalé {Lﬂaw, ﬁ, g&),

el

sont synonymes. Comme nous 1'a
on ne peut gamazg é@r@:@&fmain; lcfgga?am in%reﬁait nn ﬁsuﬂéﬁa
Sﬁﬁh@l@}f;geﬁiﬁﬁﬁélg gue .es résgles de 3ynawg“1@ qul a@c0u¢ezx
ainsi de son emploi, concur rremment aux réciss beﬁeraias du uh&gaz
’fgfegﬁyainer@ﬁ%,pas contradiction ; une telle éventualité est mbme
ﬁéaj@ars é'craiadr@g et 1?usagé-saui'per§et de se convaincre
f%?eize‘@st peu prabahl@.rﬁn tout eaggiil ne faudrait pas eroire
_Qae'leéjqa@lques principes é&uméﬂés eiééessuﬁ,im&uﬂisant‘da'fagﬁﬁ
certaine les ﬁvm%@¢@s ?@ﬁetlﬁnﬁels qnl 3 ébéigg@at-de ﬁ@ut

= & s s T SO e o P o o : s o 2 5 TS
TiE8gue d€ contradiciion. On Eﬁ&ﬁ gseuienment dire aue ces risgies

“

Hous employons ieci pour simplifisr des guantifi aa?@urg ? st
favdrait bien eniendu des guantificateurs typiques (cf. 0°) : dans
relation _onvisagée, x,y,2.8,b sont des erguments du type des nombres
lg, f,2 des arcuments du %ypg 2fonction ﬁamerzque continue diune

variable reelieﬁ s B un arsument du type "L aac+moa nunérique continument
différentiable de deux varisbles réelles® .




Exouple def@ia mn fon ti@mz@"f e : im, relastion diéenlits. Une ‘z*éfi.a;tien

dgaﬁahté X=F @%‘%‘; foneﬁ.;,mﬁelle BT MW}: rt &

x . En effet, comme y=y

¥

a
est vraie, il résulte de via'r@g;.a T4g que ( 3 x¥(z=y) est vraie ; dfantre

o

e

dfaprés les prop.1 et 2, i relstion (x=y et x'=y) ‘ez:atmazga x=x!.

Dlaprés ce gue nous venons ds a re, i1 faudrait associer & 1z relation

%=7v un symbols fonctionnel Particulier ; pous sllons voir gu'on peut

x=y ct '” x%} entrafne ( 3,3{} "R %y% et comme ”“%B%yg
ne contient ves x » { 4> }"R v¢ est équivalents & R % g

Envez‘aem@zzt d'aprés s, "1 (non R §x} et 2=y) entraine

(non R %y% ), donec R iy} entralfne {’R%x% ou Xfy) ; per suite

(VY %) RT3 entraine (V/ z) =y ou R %-,,é 3 qn.z, ataprés ey est

éguivelente & { - x}{%g st “'R%xg}

f:}zp. peut encore diz‘e, bar abus de lesngage, gque ¥ @st un symbole for ci;mﬂ--

nel pour l;; relavion d'égalité x=y (fonctionnelle par rapport 4 x).

>cles d'emunlol des svmboles fonciionnels.,

Dans ce aui suil, nous all ons introduire, pour Taciliter lecs CHOLLCE,

de n

tion telle que %% Jg.ﬁ% » et une relation telle que R ix,y,m%,

0uUvesux sicnes de remplacement ; si dans une régle Ffigure une rela-




R

A ' . _
f&n&%im&él" par rapport & x , le sizne S ¢ T fg,;.;z% ; ou
5 Zg ¢ :}7;'&5% z élﬁif , dons 1o résle c&f}izﬁiéézﬂé@;f 1z relat sion
5 %xg‘gﬁz % dane . leguelle on & ':z?famplaéé % par un symbel fonctionnel
'aggwié 5 ,La z*e;atic?;ﬁ R ix,7,0 . Il est toujours S@m@nﬂntezaa gze

v.‘ 7 ' : = ; < f‘ﬁ $ -
i%on peul gsubsiitusr £ 8 x dens o o e?eat»mfiﬁ re qulaucun arpusent

A EATE A : =

ibre dans R nlest lié&aﬂs' §}s_ -
o : = : —— 7
Dans tount ce n® v', il sera sous tendu gue R %z’é , ou _ﬁéxyzg -

&
{5
;ﬁ
P
ol
W
[\
S
oh
N
£
(U
0]
Pa
LT%

£zas une relati ion fonctiomnsile par rapport

&)

=

2
oo = "- ’? ; % —g- s : 7% o = ‘.’; ¥
Adsle %@G : 81 ls relation S $x}f est vraie, la rels ghion S % Z. 3

e

e&; _Vrais.
En af.s.ea, { R %xg et Six}% ) est alors équivalsnts & @‘xé
(régle d,,), dome { 3 x,( R gxg et 5 :x:%, } eat eq;gwai@mt &
{ 3;{} R iz} qui est vraie par nvp thése.

On déduii aussitét de ee't’x:e r@e;ﬁz@ gue,. si ; $xX% entraine (reen.
S £ : {. - 3 L= T TR ARG st :

S

ost Sguivalente a) Psxs, = éf‘g % entraine (resp. est éguivslents
gg"??géf'gw : W, : .

51 ¥ est un srcument distinet des arcuments de S gxg , BOus avous vu

e

ci-d isssus ga@ la relat ioﬁ R f% y? ast fonctionnelle par rapport & 7 ;

&n outre, 8i ¥y ne firure vas non plusﬁ_azzs S %x% ., 13 relation
( ) K iy} et S5y ) est synonyme de ( J x)( R jxt ot 5 ixf ) ;
> o Vi =

¢ceci montre gue é i % est syoonyme de 1s relation 9 %y

lague 11@ on substituera!

& X : nous asvons vVu gor
& x . Scit alors S g x,t’é une relation dans laguelle n&z’:";—:urs pes z ;
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ls relation (3 ?}(R %x,t t% ot 5 § x ‘tg n'est autre que la rela-
tion ( x)(R%x,2,6% et S ix,ti)ohona remplacé z par t . On
peut donec ccmve;lir (dans le éaﬁ envisagzé) de considérer comme symbole

fonctionnel associé & ls relation Rg x,t,%8 tout s@bola associd & la

relation i %x,z t g d&ns legue’ on & remplacé z par t . Si, dans les
signes de remplacement introduits plus haut figurait le signe f,ﬁ tz gté
correspondant & la relation fonciiomnelle R $x,%,b% , lo signe

%t ;t% correspondra pa:y:‘ défizition & la relation fornctionnelle

;
'E{% z,t,t3
Hégle e,4 : La relation f;-:f‘,R est éguivaliente & E% x% .
Soit ¥y un arzument distine! des arcuments de R ixi ; Ry est
fonctionnelle par rapport & vy , ot x=F = sst équivalezzte 3

(d yXz=y ot R 53} ) ; mais d'aprés 1a refvle &, , (x=y et R%y})
est équivalente 3 (R §x:et ‘R t33), doue (o v)x=y et K zy%}
est éguivalente & ( J y ¥ T %x% st R %yg ), et par suite aussi &
(R:x; et [P KR 37 ); mais ( 3 J)R §y; est vraie,
dich la rfér‘le par application de Q,,s = '

Bégle &, : La relation K %f,ﬁg est vrais.
En effet, R g f’R% est éguivalente & { J xR et R ) done
(regle v,) & ( 3 2)R , gui est vraic par hypothdse.

Béele e, : La relation (V) S ® 2x% emtrsfne S fg; f‘R 5

-~

Hésls o 4o ¢ Lo zelation = %f ? entraine (4 z) 5 %z% .
En effet, comme S Gﬁtfazz}@ {non Rou S ) (résle {17) (VY x)8
entraine ( \fx}{zwzz R ou S ) et cstte dernidre est Sguivalente

——

a { dxz{ K et S ) diapris e, ; raisonnement encore plus simple
7
pour B, A ‘ A |
Récle €45 la relation ( R §x% et S $x% ) est éguivalente & (R §x3%
et 5 P -
ER RS

g




En effet, % £ %

entraine ( 3

Vi), (R ot 5)
>3

donec entraine (zom

Inversement,

entraine { 'K et (non R o 3

non R Jou (R et S }) ; mais cette dernidrs rela

éguivelente 4 { R

. 2 %
{récle Gyn)-

- 68 -

st sywonyme de (3 x}(R et S ), et (RetS)
et 8 ) ; comme {R et S } entraine R (a%gle
ntz*aizze (R ot Séf ¢ ) (zésle vﬁﬁ}

e et équivalente & { ¥ x) (non R ou S ),
E {}Qé J;parevite (R 8t S %f?&% 3
)}, qui eet synonyme de ({ R ot

&2
et S }, puisgue { B et non R ) est fausse

1 ort 5 x . la relation £ _ = £_ est ¢éouivalente |
(B
- 7 =N (5 o = =
a { xR (x5 &5 S3x8 ) .
Aizle e, : 51 R % xt et S §:2:% sont toutes deux des yslations fome-
tionnelles por rapport &€ = , 1l relation f'ﬁ =%  entraipns la
&,
2 P e
e = 2 - e
mia‘uo% {E % ﬁ%é’ T% 8 % .
~ En effel, comme %= fc  est squivalente & S iz} dloprés 0. s
me f% est éguivalente ¢ 3 ¢ fR % , donc & { Y z){non R ou
£ == G —e
S ), elle-méme synonyme de ( V/ xR =>35) ; comme £ _= ﬁ“g

est éguivalente & ¢

(Y (S =7R), donc ausei

distinet

tion z=7 entraine

des asrguments de R

= 7 = elle sst aussl éguivalente 3

b=
2

1 Vi : : 23 %
(7 = {K& S ). Dlaptre part, si ¥ est

223, S5x% ot T ¢z}

ol

 , ia rela-
&

s

e

wer

(T s xi—1 5 7i) dlaprés ls schéma (§.)

«;%‘

e 2 o LIICLE TS Sn _
par suite x=f .  entraine { | :x3&p T 5f.3%) , et finslement
S L el ) o
: = s < z
z = F entratne (T 3? (T F %3 .
= < — e TRST st ¢
N =, 0N —
Il résulte de e, g que si K ot S sont deux relations fonctionuelles
Sguivalepntes, ls relation £ = Lo est vraie, et par suite, diaprés
B =
e F o £ 8 G s i 3 = 2 A P i ot
8,5 ; les rolations ] ;f?%i% ot ] éfag sont éguivalentes pour
- 3 -~ % = 5 © e S Tama oy A T o vier
une relation guelcongue i ; cecl permet, par abus de langege
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d?assom%r le nBue symbole Ton t.g,cm:el & deux relations fonctionnellies

éguis

alentes. La régle e,, mon‘re aussi qusa Bi f‘ﬁ et g ® sont
< |

deux gymboles fonctionnels disiincts sssociés & la m8ze relation

fonctionnelle R , la velatior £.=8g._ est yrais.

 Bégle 64 ¢ La relation t=u ¢ptraine ER jt,b,ui=2* %zz t, o,

o‘i

D'sprés @‘%6’» tout revient ¢ 'r’emﬁ;r@w gue t=u entraine

{ \jx)(R tx,t,0, a.zg ”*"g% =0 5, zz.g ), co qui résulte anssitdi de

ce gue, d'eprés (B8;), t=u entraime (Riz,t,t,n g@%% 2, u,t,u ).
Une relation de la Torme f?%: fs ; egt appslée une éguetiorn, dont
f,ﬁ,. (resp. ¢ z ~ } est le premisr zembre {resp. second m@mbr@} : nous
{ié? itons plus loin a§ 3,002} ce qzzﬁw faut entendre par ??ss ution

dfune égustion.

5. Rel&ti@ns fonetionnelles conposses.

Régles &4 : 81 "’?3 %X’% g8t une ml@ian fouct iamelw par rapport &

ezt

 relstion fenctionnelle par rapport 8 7 , et si ¥

En effet, la relstion ( - y) < %fR ,y% est vra&s; puisqzz@

[ 15 5 %zgﬂg est vraie (régle e%) De m8me, si z est un

argument distinct de ceux de R $x% et de 5 ézﬁé s 1a relstic

({S:x,3; ot 5 %stg,a =(y=z)) est vraie per hypothlse ;

il en est de méme (régls a,m} de 1z relatlion ohtenue en substi~

tuant dens la précéedente ’é’;"‘ﬁ% & X , ce gul nontre que ls relstion
i
)

st sl

< : & =
en outre x n'est pas un argument de '3y% , la relation T :f_ ¢ £ %
= e < P 7 aztma 5 Q k_}_

est éguivalente & la relation T 3f. 3£ , y?é .

fcw’tv crnnelle




(Dans 1'énoncé de cette rdgie (n suppose 'f“p},wlmmant gqus le symbols
: S 4

o5 2 ° & o ; - 2 2

Ponctionnel assoc cié a S %xgyg est noté £ %} ; ?‘S‘“gf‘ gf .

signific alors la relation 7T %x?? ok on substitve f,ﬁ 2 X

f

.5
Zn effet, ls relation T }: S% % est par définition éguiva-

Rr?
1@31%,& & (Fyit 5 %f [ st T %yg ), clest-a-dire, pmsgzze“’?

ne contient pas x , & la ralation ( 3 y}{ = % xwré et T

oh on remplace x par f’,K . mais [ A 3)( E’g g;v;x,y? et 2;;«;?2

par déf finition équivals & g‘%ﬁ%% : d'oh la rig
g

EBrn dlaptres i}@i’fsﬁ{a on obtient isux reistions &g
en substitvant & y dans " un eymbole fonetion

§ : f’R 27 2 (fonctionnelle par rappert & y), d'suitre part, en subsii-

tusnt & y dens T un symbole feacticmnel associé & S $x,y% (fonction-

nelle par rapport & y), puis, dans ls conmbinaigon de sisnes obtepue, en

substituant 4 x un symbole fonctionnel associé & g % mgig, comme

x ne figure pas dans T %y} , catte pelation T 5% S% f“‘?{%% g'ob-
4 = — & G

L3

tient aussi en remplacent v dans f?’gé é par la combinaison de sigres

e

cbtenuecg en ronmplacant, dans le swmbole fonctionnsl ageceié 8 S X
¢ s ] =y
par le symbole fonctionnel associé & | . La récle @54 montre donc
ey L <,

Ines COmme un symbole

&

faymbole f‘cmti@me.z, composé® : le eg,,gm de remplacenment o %f, ‘?-:1

- e - » = S S s e el ; -
L'sxemple du symbole fonctionnel "compoeé® xv |, déjs signa é

== 3 4 2 = e i e TS S S e
au chsp.l, 2 3, montrs gue ia régle précédente pourrait conduile

o

: ol
= = E N 2 - S | G g ey Ea S mune g em s IR B gaam aemmem e ma o
3 des contradictions : oy %/ peut o priori aussi bien vrovenir
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) 2 : . 3 = 3
de sin x & y dans y° ; on évite ces confusions en insérant

le symbole fonctionnel £y dazns dee parenth®ses gquand on le

substitue & x dans fg {dans les exemples précédents, of il

v 5 deux interprétations possibles éu symbole sans parenthdses,

2

£

- on comfient 8 conserver ce sgﬁbal@ avec une de ces deux
’imﬁsrz&zétaﬁiong ; les parenihése &tant utilisées pour 1'autre,
savoir, dams los sxemplce considérés, (xY)? et (sin z)? , ce
dernier é“*“zr%.; aussi écrit sin x par abus de langage, pour éviter

i'emploi des parenthés s35).

Bécle 5, ¢ soient R %X - _',:j%z% deux relations fonctionnellies par
rapport & x , et ne conterant pas ¥ ; soit S %3533’2 une relation
fonctionnelle par rapport 4 v . La relaticn f‘g% = f,% entraine

e <o .

Q %f‘Ri s %fﬁg .

“Bn effet, fR fﬁl eatraine { S ng; },y% o’ giéf}”g’ e

(z3zle e4n), dome (Y y)2, = 15,), qui est Squivalente &
f,Rz fR’ , puisque f&gzg et %‘%x% ne countiennent pas ¥ ,
entraine ls relation (VY :ﬁ(%% fR Vi & %%Lf?af 75

e

mais, dlapres 315 , cette relation est équivalente &

5 ‘ng 3 = 5 §f§§, -
Soisnt S } X,JZ ; 8f ;x y3 deux relations fonctionnelles par rapport

.:5-

v ., "R ?Lx%_ zme relation fonctionnelle par rapport & x , pe conte snant

it

sy . D'aprde 1a réole 815 » la relation ( R % % et fS %zg
s/ x} ) est équivalente 2 (Rgx} ot fo %fR% 5}

cette reésle est & llori: vlne de 1g méthode de “rcseiutmn“ ds eqaa%*mns

x&

;z

connueg cous le nom de Tméthode de substitution® .

B2

Soit maintenant S § X, %! ;¥ § une relation fonctionnells par rapport

v , et soient ® %x?; {resp. r! %X’% ) une relation fonctionmelle

%

&
par rapport & x (resp. x') ne contenant ni x' , ni ¥y (resp. ni x , ni yv);




. 7o

alors ¢ ne contient pas x! £
R . R’
on obtient le méme résuliat en rampl&gant x! par 2

ne contient pas x ; par suite
& b

dans

-Q!
5 %f‘@ 1,78 et x par f,& dsns S % x,2 R/ 33?3 ; on peut done
désizner sans ambiguité par g gfﬁ ?%’ ,yg la relstion ainsi
obtenue : c'sest une relation :af’a;‘ezzctiw elle en ¥ *pafe double application
3 o f - , (erelor
de @@9} , ot on psut désigner par ﬁ 2 R ﬂR ¢ mo symbole fone

+tionnel qui 1&1 est associé.

5. Les relations fonctionmeller biup nivogues.

On dit qu! e reiation ;5 §x 3;'2 est une relation fonctionmelle

nelle ver rapport & x ot Tonct omnells par rapport & y . Désicnons par

v% un sigre de remplacsicnt pour un eyabols fonciionnel sttiaché

e

K

%xgyg , considérée comme fonctionnelle par rap ic Tt & = .

Bégle o : Si R 2x} est upo relation dans laguelle y ne fiszure pas

Pttt S See Bl dg Pty e : %

1z relation ( 4 x) R $x% ess éguivelente 2 ( J 7) r EfE $78%

et 1a relation YV x) R §x} est éguivalonte & i 3;5’5%;;&% %zf%%

’ Démontrons par ozemple la premiére régle. Par défimition,
< Z 2 e Pt >

¥} "g%f i% y%? ent synonyme de { 4 y)( 4 x)( B %z;.;, : et

"%éx%} et comme y ne figure pas dane R $x% , elle ost avssil
%
£

Lot

%’Ejg

2
Sk %
s F < - e 7% g g Ao
Begle s, : 3 R s %% est vne relstion Tonctionnelle par rapport & X ,
U 7 oene b
=5 e T 3 w1 B o e 5 me 2 3 5 o e pmprge o
et ne contient pas y , lg relation K 38 2 y57 est fouctionznelis
AR SInT S -x e VARSI e é’ ';‘} Q ( 7
Der Tapport & ¥ .
o e e S5 oo ooy e o
En effet, cette relation est synonyme de ( 3 x)( K sx2et Bex.y3 3
< 3 z
= = Tl = . s o = S i
donc de s 2f éyg , ot cette dernidre rslation est fonctioanelle
B -
¢ K
™ = - - 2
par rapoort & v dtaprés ls rézle 845 -
>
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Un eaample de relation fonctionmelle biunivoque est fournie par la

relation d’e;a}.ité, en vertu de 1la prop.1 .

Considérons une théorie B subordonnée & 1la théorie de 1'ésalité.
Si, dans une démonstration A de cette théorie, x est un arsument

de type » R $x% une relation dans laguelle x est libre, nous

dirons, par extension, que ’5% x§ est une mlﬁan_f@cﬁwﬁell@ ’
pigue par repport &4 x dans ls théorie ‘g ; 81 les relations
. ' 2 - x) R §x%
(R $=x2 ot Riv:) = (z=y)

sont O -yraies, ¥ ét&nt un argzument de mézme type gue %

(autrement dit, dans la démonstration A ® $x} ot
fizurent permi les hypothéses, en sus des axiomes de ﬁ et éventuel-
iement 4%autres relations introduisant des arzumente typig igques).

On constate glors sisément -(d?apwm lzs ré-les étaoblies aun ﬂhapel%’:

—

& 3,n%2) que toute les ré ¢s relatives aux relations i szxecd.ama.glé"g

W

{absolues) Etablies ci-dessus sont encore valables pour.les Zf‘(%*&fl(ug

fonctionnelles typigues, & condition gue, dsns ces rigles : 1° les;: mots

@

"yraic®, "entraine® , "équivalente" soient remplacés par * % -vraie®

b

=

"entraine dane 1z théorie fg %, "équivalente dans la théorie ? '

© lss quantificateurs V 4 portant sur llarcument typigus x par

N

apport auguel est fombionnelle une relation, soient partoul remplszés

9’$

par ‘i?@ s 3 respectivenment ; 3° quand on remplace un sroument

tyvigus par un autre dons une zaiaﬁi@n, gt ar@mﬁzzt doit &tze




= Ds
guc les arguments libres en question (qui doivent, comme on sait,
fzgur@r dans le symbole foncti awz»,,l; sont ées asrcuments d'un type
dbterminé ; on dira en ouire gue le symbole fonctiomnel lui-m8me est

du type @ (ou du méme type gue x) . Les restrictions précédentes mon-

trent alors qu'on ne pourra, su cours dfume démonstration, substituer un
symbole foncgﬁicmel typigue & ur argmeﬁt‘dans une relation ou dans un
syabole fonctionnel que s'il est du méme type que l'argument gu'il
remplace. | ‘
Il faut noter gutune ménme relation peut étre fonctionnelle par
rapport & un argoment donré lorsgue celb argument est d'un sertain
type s et ne plus 1° 5tre lorsgue ce méme grgument est diun
autre type & : cela résulte de co que la relation { J x)
{ ® gxg 6t Rix}3 } pevt étre vraie, sans que ‘la relation
(3 2 & %Xg et ’R% xg; ) 1e soit. Par exemple, il résulte des
axiomes de la théorie des ensembles (of. $3) que la relat
‘V’Z){(Z C.X) £ (2 €T)) est fonctionmelle par rapport & ¥ loregue
Y est un argument %du typs des ensembles® - maie nous montrerons
au chap.IlI gue lz nménme mlaﬁm niegt plus foncitionnells par
rapport & Y lorsgue Y est un srgument ﬁd_u type des parties de X7
' Hotons & ce propos gue la relation c’ﬁégaliﬁé x=y est une relation

fonctionnells ty‘pique par mppsa?ﬁ 2 x% Gepns uue théeri@ gueleongue

<€ , pourvu que ¥ s0it de m8me type gue X . En effet, la relation
((x=7) et {x'=y)) => (x=x') eat vraie daus le ﬁhéarie de 1%'6pal1ité,
donc dens € ; d'autrs 3;3%;@‘&,, 1a relation ( ::5 £)(z=y), synonyme
de (F=zx) & %x% et x=y) , est équivalente {da&s la théorie de
176galité, donc aussi dans '%f ) & & %3% , comme on 1l's vu
ci-dessus, et per hypothdse cette relation est vraie dans la

théorie T , puisque ¥y est de mbms type que X .
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Parm les rel atmns fonctionne! les typigues, il Paut giznaler pa,z'smu«-»
‘licrement les relatmns E_%x% fonctionnelles typiques par rapport &
un argument x de typé & , deas une théorie <€ y et dans lesquelles,
en dehors de x , lés seuls arguments libres (éventuels) sont les

arcunents de base de la théorie € (en 12p.1, € 3,0%3). On ait guiun

sm‘oale fonctionnel eﬁ;ﬁ&ché 4 une telle rolation est un Glément ax*@lio

cite du type @ .

zZ >

Ce sont ces symboles qz;i_ an Matnématigue formalisée, jousnt le réle

2

des fobjets bien déterminé -p&? une certaine propriéité® du laugage
nalf. Par exenple, dans le théorie des "ensembles iﬂfi@ig“? ngms
définircne au chap.III les éléments explicites 0,1,2,ete. (notss
plus corrsciement ﬁﬁﬁéggéq,st@g} du type des "puissances d@g parties
de B" (B étant un arcument du type "enmsemble infinif).

La régle %ﬁg, sppliguée & des élém@ﬁng explicites; = uns imporiance
ticuliére ; si en effet on rasmplacs, dans les sxiomes d'uns théorie

ff"{) > s e 3 %
Y, , les arcumepts ds base par éiéments explicites (de mims type

d
- - 2 F= 4 % .
provenant dfune autre théorie 5 . on oobtient des relations qui,
a5 °, 3 . i 2, 3 Z Y {"”!
‘apreés €40, entrainent, dans toute théoriec subordonnés & %’ st €,

s

e

toutes les relations qu'on cobtisnt en faisaent les mémes substitutions

dans toutes les mld,tlons vra

gans 1s théorie ¢ . C'est ce guion

*"‘&sif

appelle "appliguer la théoris "-a.g 5 1a théorie B' v (ef.37,n° 3.

Signalons exn¥in m;.a nous rencontrercns parfois des relatioms R % %2
telles que, dans uve théorie % , les relations ( §x) R 3z} et
((R§x} et r %:y% ) > (x=y

7
st une relation fonciionnells non typigue (par rapport &

J) soient vraiss ; on dira que "@? x}

% =
X, Czpe }:'

=
TR AN

hex)

A

théorie ‘:?; . Icl encore.toutes les rézles relatives aux relatiorns
foencticnnelles absolues s¥étendent avec les mEues restrictiocns gue

gi-dessus pour les relations fonctionnelles
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en général un symbole Fonctionpel fTE associd & une telle rslatior ns
peut &tre substitué gu's un argvment non typique dane une relation ou
un symbole fonctionnel. Toutefois ei, danms la théorie %f , on déumontre

gue la'relatidn ()] %:QR % est vrais, f pourra €tre substitué &

R
un arcuzent quelconque de type @ ; on dirs encore dans ce cas gue
£ est un symbole fonctionnel de type ® .

o

Par exemple, dans la théoris du couplage { @ 2}, nous allons définir

dec symbolcs fonctionuels (x,y), or.(z), pré(z} associés & des

g

relations fonctiocunelles pep typigues. Dans ces symboles, x et ¥

s
L
4]

sont des arguments non typigues, mais z un ergument du type

fot
ol

couples ; on zontrera dlautre part gue le symbole {x,y) est
aussi du type des couples.

‘Exercige .- soit U §x,y{ une relation dans laguelle x et y sont
libres, telle gue, dans ls théoris de l*égalités la relation

(V¥ x) U ix,x? ‘s0it vraie, et gue la relation U éxgyg entraine
{ T§,§Xa333222> E§ %x,y,yg). liontrer que, dans la théorie de
1'égalité, is relation %x,yé est éguivalente & =x=y .

% 2. La relation de couplage.

1. Les relations de couplage.

= . x : . \
Récle f5 : Liaggenblare de sicnes {y !z}, ainsli gue toul zssemblace ds
signes obtenu en remplacant dans 1'sssenmblags préeédent x,7,2 par trois

asrcuments guelcongues, est une relation primitive, dite relaticn de

!
@

couplace. Tout arcument figurant dans une telle relation est 1libre.

R ST R Sy ventiriter

La théorie du couplage est ume théorie sans argument de base, subcrdon-

née & lg théorie de 1'ézalité, et définic par trois nouvesux axiomes.

Les deux premiers sont :
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(¥ =XV 13 2) | 2)
(Brpp) @ (V=) V 9) V) \;/ 29 )(( }z) et (;)Z*)):? (z=2')).

Ces deux axiomes s'interprétert aussltot de ls maniére suivante :

78

(E;7)

LX)

ils expriment que, dans l= théorie du couplage, la relation "il exigte

- =% : - =
un z et un seul tel gus (v}z) - (§ i,noz) est vraie, et par suite gus,

dans la théorie du couplege, la relation est fonciionnelle par rspport
& z . Hous prendrons pour symbho Ee fonctionnel associé & cette relstion

lz combincison de sigpes (%,y), 7u'on eppelle gouple fornmé de x eb de 7,
ol les argumenits x et y sont dozc libres ; dla aprés le régle 844 5 ia
relation {X}z} est Sguivalente (dans la théorie du conplase} &
zngg v}, ce aml nous dispensera dcsormais d'éerire lg relation {§
Le tre;glem@ sxiome de la thécrie du couplase est

(Byy) : (VU VUV g Vo ) xy)=(x,)) = (:Mﬂ et y=y')l.
Comne ls relation (x=x' et y=y') entraime [(x,y)=(x',7') (double eppli-
cation du schénma {SI} a partir'ég ia relation (u,v)=(u,v) qui est vraie
ataprds {EI} et egﬁ}, on voit gue, dans la théorie du couplags, la
relation (x,7)=(x%,y’) est &ouivalente & (x=x' et y=y'}. Dans ce gui
suit, conformément aux cénveﬁticns du chap.I, § 3, aprés les mots "yraie®,
ﬁéﬁir&iﬁ@“, “équivalente® il sers sous-entendus "dans la théorie du

couplage® .

‘2, Coordonnées dlun counls.

Dons les dézmonsirations de ls théorie du couplage, nous divoms gu'un

i
G&g
$os
(0]
%:j
o
]

~ Tum  deos T e £ o s oy Ay
arcumert z est du type dss couples, ou, plus briévement, gue 1lar

est un couple, s?il est introduit par la relstion ( Ju){ dvile=(u.v)].

Fatd e oA 32 s - % 5 s 2 At % 2
Cotte définition prouve aussitdit gue le symbole fonmctionnel (x,y) est

du fype des couples, car la relation {x,y)=(z,y) est wraie, donc ausal

(r2gle %}- ¢ 3 a3 v)X(x,7)=(u,v)).
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De .,agon générals, dlaillcurs, un symbols fonctionnel eagocié &

une relation "R%xga v% . Tonctionnells par repport & x ’ ‘es’f;
évidemment du type 1&%%@{11% par la relation R %z@u;vz ou
(du) R § xsa,vg , o1 { 4 o) 3 v) R éx,agvg , ete.
{rézle 512}

PROPOSITION 1.- 5i z est un couile, la relstion (;E v}mefx,y;} @st

fonctionnelle par rapport & x .

En effet, tout d'abord la relstion { H x){ 3 yMaz=(x,v)) est vraie

puigsgue z est un couple. Dlautre part, la r@l&tien
(1) ( dgXa=lzx,7)} ot (3 yilz=(z',3))

%

est éguivalente &
(3 y}(zm(xsy ) et €E i )z=(x", 7' )
donc sussi a
(d 733 ”f}€z~ x,5) et z=(z',7'))
Comme (z=(x,7) et z=(x’ »7')) ertraine (x,y)=(x',y') (3 4,prop.2 et
récle 9%§}a et que &'sutre part {ﬁ;yimfxﬁgy*} entraine (z=x' et y=y'},
oz voit que la relation (1) entratne
(33T 5 Ma=st ot y=y7)
Elle entraine donc aussi ( 3 yi( 3 y!){z=x'), qui est &quivalente & x=x'.
_ On démontre de la méne maniér@‘ga@ si z est un couple, la relation

( 34 x)(z=(z,7)) est ona%&anmellg par r&pnarﬁ 4 ¥ . Ou prend comms

symboles fonctionnels respsctifs de ces deux relations les combinalieons
de sicnes pr?iz}g Qrgiz}g of z est un argument libre du type des couples:

on les appelle r@sﬁﬁﬂt$vam@nt premiére coordonnée et seconde coordonnés

£y

du _couple z . La relation ( Hy){z=(x,7)) est donc Sguivalents &
xmpr@(z§, et la relation ( I x)lz=(z,v}) & y=pr, (z) (§1,r3sle ; 84, )
Il en résulte que les relations z;@rﬁ((x,y)} et yhyrga&x,y}} sont vraies

(r3gles e, ot axioms (B;)) .
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PROPOSITION 2.- 51 z est up cowsile, la relation z=(x,y) est éguivalente

& (szrag (z) et‘ :;rzprg(z}} . ‘
Zn offet, z=(x,y) entraine sérarément chacune des relstions
3x)(z~(x,y}) , (3 vz=(x,7)) (ricle vac): donc elle entraine leur
conjonction, cfestw&»dlre; (x=p2,(2z) et ymprg(z)) Inversement, la
relation {xz?r,i(z} ot y=pr (z'?i ost Gquivalente & ;
(3 v iz=(z,7')) et i 2 Mz=(x',¥))

=

done & _
(2) ¢ 3 =) 3 3 Mz=(x',7) ot z=(x,5')) V
Or, d'aprés {Em»h (z=(xz',y) ot z=(x,y')) entraine =x=x' , donc
(z=(x',y) et z=(x,7! )’} entraine 3z=(x,y) d'aprés (3;) , donc (2}
entraine 2z=(x,7), ce qui achdve la démonstration.

~ COROLLAIRE.- La relation z=(pr,(z), pr,{z 1} est vraie. ~ |

Des nxiomes de lz théorie du couplesge découlent plusisurs schémes

de mlations vraies, qul permstient, & v‘élazzté, ds réduire ou d'ausmenter
. le nombre des asrcuments iibres diune relation ; nous les ézzemgrmﬁ |
encore comme régles. 11 ¥ fzgu‘re iles quantzflca,teum tymcuea corres-
pondant au itype des couples, que nous noterons V cp st 3
respectivenent. ,
Hbgle e, : Bi 1'arcument z est up couple et pe fisure pas dans 'R%xg;gré?
' (Ax3 R %x,y% sst Squivalents & :
z}"@;gp;ﬂ%\z}, prz{z}% ; 1s relation (Y MY 7) R éxﬁgf est
. v%_,,m},;m:a & ( V' z} Rz, (z}fprg(fz}g‘ -

En offet, la al#%ezz Ripr,,(z)gprg }% sst par définition

éguivalente & { F=x) 7 ¥)x= r,(z) et ia-@z*g{z} et R E‘:“;y};
done (prop.2) & ( 4 z}{ 3 yilz=(x,7) et %% ng;?% Y. Comme z ne
figure pas dens REx,y} , 12 relation ( 3 ,2) R 37y (z),

pr, z}g est donc éguivalente &




2

80 -
( A=) JsNRex3; et (3 . 2)(z=(x5))) .

liais nous avons vu gue la relation ( 3 z)(z-—(x;‘y)) est vraie

4NN

puisgue x,,}) est un symbale fonctlonnel du tvne des ccuyles

.G'of la premiére régle ; la seconds s'en déduit en appliguant la

premiére & (mon ’B; Y , '
On dbduit suseiibt de cette ré:le que si géx,yg entratne (resp.

est gouivelente &) = %xﬁg , 3t gi z ne figure daus sucune de ces

deux rela‘tmzzs ;s R %pr,{z} T, L;} ¢ entralne {resp. sst Gguivalente 3)

§%pr,‘gz},pr2{z)i ; L'arcument z étant un couple.

On peut ainsi traduire en gueique sorte une relation vraie contenant
deux arguments libres x,y, meis me eéntanam’: pag Z , en une nouvalis
relsticn vraie ne contenant plus x ni y , mais contenant un nouvel
argoment libre z {du type des f:@&pl%}- : sutrement dit, on peut réduire
ainsi s%meaﬁgiv@mem; le nombre des srcuments libres dfune relation vraie,

Jusgu's l’a@zeﬁ%r, si on ls désire, & Stre égal & .

Réq éﬁ 6. : ﬁl*ar“m@;%t z ¢s8t vn coubnle ot si les arguments x.v s

g 2
-
o

ot
3
i
!
1
{
X
i

v 2 > = Y e 7 S ? )
lente & ( 3& th 4 zf} R %tﬁ:{ggz}%-; la relation (V __z) R %fw
2 & %

Gouivalente &4 (VM xi( V¥V 7

£ ¥ ; 3 ¢ N = . 0
{ dziz=lx,v) et R %z ) ; done { dx)dy) R s(x,3); e %
g - Bt 2
z = = 3 <.
Sguivalente &
5y 7 e e S 7 .
. = =T wr = = ]
3} {: ,.j Z}{ E—% %2% et | :’:’z X}{ O FNEZR AT )
oy > - -
= = s S 3 = 52 2 T
puisgue x et ¥y ne Tizurent pas dans R iz r, lg reiatior
s 2 == g
Ny T e S (%”ﬁ“vu.ivg-w;,‘? e e - Sk o < 7 \
L2788V 58T Gl lion Sulvailenie &8 ( :;r?t"/sj %Zé
oo (Y
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0n en déduit gque si ‘R t 2% eniraine {resp. est éguivalente 8) S % g
{(z étant un couple), et ﬁz x et ¥ ne figurent pas dans ces deux rela-
‘tioms, "R?2 (x,y)? entraine (resp. et Sguivalente 4} § %(x,y)%
Notons enfin gue, si z ne Pisure pas dans "R%_x,y{ et est un ceuple -
ls relation ’R?l;}r {(x,y)), pr. ((7,};‘})% ast & u.cvalen’ce T 2 x,g§ , et
gue, si x,y ne fizurent pas dans ;_S;‘gz},, z étant un coap}.e,. ie rela-
tien S %(prﬁfz),prg(z)}g ost é:z ivalente 3 5%z} (cor. de lao
rop. 2). ' | ' '

§ Lg relation é?apparteﬁama‘

. Les relstions 4! v*,*,, -

 Rérle £, : Liassoenmblase de siziss obtenn en écri ?fan'i: deuzx arg&aczz“;a

=

clconguss, l'un aueh@! ; 1'sutre & droite du asisne - ({z i ss 1it

”é’*g}pm tient aﬁ} est unc r@latis,r m’m tive, dite rolation d'appartenanes,

Les arguments gui fzmvrart 5_14‘5‘ cette relation sont libres.

Nous introduirors un nouvesu sigpe asbrévisteur, le signe ? {gui se
1it "nfapparticnt pas &%) : tout assemblaze de sicnes oblenn en écri-
vant deux arguments, l'un & gauche, l'autre & droite de co signe ; @st
une relation : la résle de définition de co sizcne comsiste & remplacer,
deus tous les cadres d'ordre zéro d'uns schéma 0¥ elles figurent,
chague relation ’teile gue x ¢ -y- par non (xe ¥), gui lui est done
ynonyne (ceci suppose implicitement gue dans la relstion dfoh on sst
parti ne fizuraient pas é@ symboles fonctionnels ; dane le cas coniraire,
on commence par éliminer ces derniers {cf 21)) }

3

La théorie dem ensembles ost subordonnée & la théorie de 1'6galité et

2

& celle du couplage, et comporie en outre guatre nouvesux azi.@zg% et
uz nouveau schéma 4! axiome. 1l est conmode, avant 4d'énoncer chacun d4s
cas axiones , dfénumérer un certain nombre de propositions o nfintervient

>

gue ceux gui le précédent (et qui font donc partie d'une théorie

antécédente & la théorie des ensembles propreue nt dite).




=9 ,
Avant 4'énoncer le premisr ax’ome ; Dous introduirons d'abord un

nouveau signe abréviateur, le sicne d'inclueion {gui se 1lit

“eontenu dans®) : tout assenblas s obtsnu en écrivant deux arsuments,
1'un & gauche, l'autre & droite de ce sigme, ost une relatiocn : 1a résle
gée ééfizzi-tieﬂ consiste & rempiacérﬁ dans tous les cadres dlordre zéro #%
dtun sehém& oh elles figurent, chague rvelation telle que x ¥ par

(1) ; {‘?jz‘}{z*éx =>zey) '

o% z est un srgument ne figzuran! pas dans la relation considérée :

i
de cette si@:m:‘i.éz’@) = 1a mlas@cz {1) est done synonyme de x o ¥ s ¢o qui
montre en parti@zzli@z* gue les azzumenis x et ¥y sont libreg dans X 3y .
On inbroduid encore le signs sbréviateur ?«’ (gui se 1it "niegt pas ‘

contenu dans®), la relation x stant s nonyme de nonlzxc 77 (nous

b

bt
)

issons au lscteur le moin dfénomncer correctement les régles de forma-

Fon
%

b

cn ot de dé6finition de ce signe). 8i la relation xc ¥ est vyraie

ia relation z € x entraine ls relation z € ¥

75 -

e 3 e 9% ST % < 7S oY TR ]
{dans 1 t récipreguement si z ne fi-ure pes comme arcument
tibre dans les zxicnmes de -

LIOre @@L.S ke 5%.:.‘1{}:&2-«-8 L = =

Au lisu de xzxc y (resp. x ¢ y), on écrit parfois y—x (resp.

<

PROPOSITIOR 4.~ La relation x < x est vraie (su sens sbsoln).

En effet, slle ost synonyme de ( Yz)lzex >zex) , 6t zex = zex
¥ ot 4. )

e

PROPOSITION 2.- La relation (x—7 et yc3) entraine x — 3

Bn effet €z§:;, Yy et 7 2) eat synounyme de
Vit)tex tey) et (VY t)tey=pter)

L
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donc équivalente & A
| €\§/t}€{t£z = tey) et {’séﬁy%téz))
Hais (chap.I1,8 2,exerc.2), ({(tcx = tey) et (tey = ‘tez}) entwaiﬁe
{tex = tez) , d'oh la proposition.
Le premisr asxiome gus neus 1?stroduirens est le suivant :
(2y) (V2N V9)llzey et yo 2) = (=7))
En d'autres termes, cet axione efpmme gue, dans ls théor & des ensem-
bles, la relation (zc 3y ot ~c %) eniraine z=y ; css de:azx relaticn
sont d'siliours éguivelentes, ecar x=y entralme, d'aprés (5;), la

s

relation (X X —> XC y), et comme X x est vraie (prop.i) ,
n

e XC ¥y ; on voit de m8me gue z=y entraine yC x

( $1,3pop.1).

2. Elécents et parties d'un ensembls.

Dene les démonstrations de la théoris des ensembles intsrviennent

de nombreux asrcumenis typigques. En premier lieu, on dit gu'un srgument

X est un ar"umant type des ensembles, ou plus briévement est un
cngenble s'il est introdpit per 1a rvelation ( dul{ueX). s5i E est

up ensemble, un argument x est dit du type des &éléments de E (ou plus

bridvement un élément de E) s'il est introduit par la relation x€ E ;

de méne un arzument X est dil une partic de E s'il est imtrodult par

la rTelatiomn X c B . Les guantificateurs typigues universels pour ceés
trois types d'arzuments se noteront respeétivement 'veﬁs\x =
(‘#x)xé B) . ( VX!XQE} . et les guantificateurs typiques sxisten-
teis 4 T dscE)  (xlicE

PROPOSITION 3.- 81 B est un ensemble, X,Y deux parties de E , 1z rela-

ez,

tion X C Y est éouivalonte 3 (VY x|x€E)zeX => z¢7) .

En effet, la-relati@n X Y , syronyme de (\,‘?’x}fz?}t ou X&)

est éguivalsnte & (-Vx}(x¢x ou €Y ou (x?:E et x€B }),
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puisque (x %E et xz€E) est fausse (régles d,; ot ’3?) : elle est

, dcnc encom éguivalente & ;
(2) (le)(xg,E ou x?X oun ch} ot (V zX(zc E om x?K ou zeY)
ilais la relation XC.E est vraie par hypothése ; elle est synonyme
ds (Y x)(x¢ X ou x€E), donc slle entratne (V/ z)(z€E ou ¢ X
ou xcY) gui ;oar’sui’ce est vrais ; par suite (régle @ﬁ} la relation
(2) esi; éguivalente a .( \jz}(z;;g}s ou 'z?ﬁi on xé Y);, qui est par
définition synonyme de (“7' x}xe&}(xex = xeX) . '
Bégle e, : Si E est un sneembls, x pn &lément do E , X,%' deux parties
de E , 1a relation {VK?K@E}\{E@ x€X) et (R xex'))
entraine X=X'! . ‘ - '
“En ef‘ﬁ‘ét la relation ( ¥ x Bxcﬁ}f(’ﬁ & zeX) - (Re&e XC,X?))
entraine {chap.I %2 exerc.2), la relstion ( VX,X£E)(X=;X = '
> xext), ctest-s-dire (prop.3) (Xc If et X' — X} et Pinalement

I=X%' dlaprés 1'axiome {ﬁw :

Hous pouvons maintenant énoncer .’5.@ second sehéﬂw, dfoxiome de l1a
tﬂéome des ensembles : ’
(8;7) : (Y \f@ﬁSWEQ XQE et i\‘fx}(yéﬁ ou €’R@€Ztc}i}}}§

X étant un argument pe figurant pas  dans ’P -

B’agarés ies régleﬁ Vs et é‘ia , On peur encore e}@mmor ile scﬁéma { SH}
en disant que 81 E est un enserble ; X un élément de E , X une partie
de B , la relation \ ‘

(I x|x < BUVY z{x€B)( R &> x€X)
est yraie lorsgue % ne figure pas dans R ; tenant compte de la régle
€55 OO voit donc gue dans 1z théoric des emsembles » 81 B est un ensem-
ble, x un élément de E , X une partie de E , la relation "il existe un X

et soul tel que X E et gue (VY xgxc—E)(E £ 36 %) est vrais.
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En d'autres termes, la ralau:r.csn [ ?jxéxé E R & zc}:) est une relation

fenctwnnelle t&gue par rappoit & X dans la théorie des ensembles.

Hous dirons que cettie relation fsneztlonn@lle sfobtient & partir de ls
relation 'S pe des parties de E pour llargument x

(6lénent de E) ; pour une relation "8 guelcongue nous prendrons conme

symbole fonctionnel (du type dee parti@s de BE) associé & la relation
Ponctionnelle ( Y z x|z eE)( R& zeX) 1'assenmblege de signes
£ gzéﬁ ‘Rj (0% bien entencu il Faut remplacer la lettre K

dans cﬁaque cas explwi‘té , par la relation & lsquells on apylzque ise

passage au type des parties de 1) ; cst assemblege est sussi appelé

wlg partie de E formée des X€ B tels gue :a T® la'%;:;,an R% ait lieu®

{ou, par abus de lanzagze, llenscuble des x€ E pour lescuels ls reiation
9 Z8ES ; nse : uels
R % } est vraie).

Les arguments libres dans ce eymbole sont done B et t@us les argunents

1ibres danse @ et autres que % ; X est unm argument 1ié daums le synbole.
En particulier, si ® et _;5; sont deux relations fonctiommnelles
typigues par rapport & un méme srzument, le gymbols fonctionnel

€ |zcB] ¢ == i‘g_} est appelé (par asbus de langage) 1’ensemble des

éléments de E gglat;ggls de 1'éguetion £ = fs = un argument intro-
duit par la relation u € '& B éEifR =§3 1 est appelé une
{5 : 2

o

golution de 1l'éguation £ __ = f% dans B .

Begle e,, : Le relatiomn R ¢st Gquivalente 3 z¢ B [x¢E|R |.

R, e

)

En effet (rdgle e,,) , la relation
{ Vxﬁxc@('ﬁ E>xe B [AQE ’@}}
est vraie.
__;g;m s ia rela,uic:n (Y z|xc B}{'R =» S ) est équivalente &
fxCE ‘R] QE{XCE S} + 1g relation (Y x er}(R@S est

6guivalente & g FxﬁE %’%:%} %zéEi S ;g

e
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En effot, dlaprds la rizle e la relation (\?' zize E}(R=>5)

27?
est éguivalente &
(VY xlzeB)(x e £ {XGE | & )? (xc & [xc:E 5])}
d'o& 1lg regle, en vertu de la prop. } et de i'axione (EV)
En par‘ticulier, si ® entraine S , 1la rslation LXGE | R J c
c E [xéEj é} st yraie ; si R est éguivalente 3 S , la rela-
tion £ |zcE 3”&}: £ [xe S} est vraie. Plus particulilrement,
gl R et § sont toutes deux yraies ou toutes deux faugsas, elles

o

sont équivelentes (régle d,,), dane € ixéE | T@}# & [xaﬁi S

-iv

<

est Wam.

Régle 859 ¢ 8L 'R est une relstion vraie, é [xgﬁ Rl“ E sst yraie.
En effet, comme xEE s’ vraie, x€ E est éguivelente &4 R ,
donc ausei & xz € & [x €E | "R_] ; done (régle 3 )

(V z|zcE)(xcE)&> (2 € & {:xéE ‘R‘j}) o8t vmi@, dfch la
rézle, d'aprds la prop.3 et 1’3};1011:@ (EV) .

Seit S §x} une relation quelsongue, X étent une partie de B ; ls
faléﬁicﬁ X=E entraine ( %%Z% &> S%E} ) ; par suite (zigle e/ﬁg) -
relation ‘& EXEE R}z E entraine S % g'{x EEB | R}%@gégi’} .
on déduit dome de la régle &, 29 gue si 'R est une relation vraie, 1z
relation Z [x e @‘R—*% est éguivalente & S z E§ : par sabus

de’langage , on psut encore dire gue E est un gymbole foncticmnel pour

toute relgtion déduite d'une relation yraie R g xé en passant au
type des parties pour x .

8i x est un é6lément de E , la relation x#:ﬁ est fausse ; nous Dren=
drons comme symbole Ponctionnel 6guivalent & é t:xc B gm-{ l'agsem-
blegs de gigﬁea %3 {ou par asbus de langage ﬁ 101’3@&%&6&5@ confusion

ne peut en résulter (cf. 4, exerc. )) ; clest un &lément explicite

“dn f?;ype des parties ds B , gu'on appelles las parbtie vide ge E .,




= 8? = 5 2
53 R est une relation fausse, on 2 domc ¢ ExéE ;‘2@] = fo .

Si x est un &lément de E , la r3lation xéﬁE est fausse, puisguielle
est éguivalente & x¢ E (régle e,,) ; donc la relation x ¢ f; est yraie.

 Hemargue.- Larsgﬁe la relation é }_xé E}f—R = f5 ] = ’@E est vreis,

cn it gue 1'éguation f’% =f, n'a pas de gautions gens B .

S

ertie de B , la relation E — X est

PROPOSITION 4.- Bi X gst une p
éou 1valent@ X=E .

En effet X@; B est vrais psr hypothése, done Ec X est éguivalente
s JP s O : e

(ECX et XCE) clest-a-dire & X=E d'aprés (E ) .

 PROPOSITION 5.- Si X esh une pertie de E , ls relation (VY x|xcE}(zeX)

esi éguivalente & J=E

Zn effet, elle est par définition synonyme de ( V x)(z¢E ou xzeX)

clest-2-dire de E < X% .

w5
G 2

\

PROPOSITION 6.- £i Z st une partie de B , la relation

&gt ¥raeie. :
En effet, si x est un élément de E , la relation x% @, sest vraie,
3 5 > ap

®

donc il en est de mbme de (x¢ ¢, ocu x€X) et aussi de
¢ ‘iz’xgxéE}{xe¢E —> xeX) (18gle 85), dlob la proposition, en

vertu de la prop. 5 .

COROLLAIRE.- 83 X est uns pertie de E ', la relation X — 4 est

5
éguivalente & Xzﬁg
PROPOSITION 7.- Si X est une partie de E , x up éiément de E , la

e

relation ( \f}ijx €E)} (x¢X) est éguivalente & ngé_, .

Nﬁ}\

En offet, x etan‘t un Slément de B , la relation ( \;’ z XCE}{X
est éguivalente & ( ¥/ x ]Aeﬁjiwgéx ou er )}, puisque x¢€ ﬁg est

5

fousse ; donc (propj) { ‘v x}xéﬁ}(’z%}i} est éguivalente & X C

s

E ¢

done (cor. de la prop.6) & X=¢_ .
pte
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COROLLATRE 1.- Si X est une per jo de E , la yelation X est Gaui-
28 (Ju)ueXx) - '
En d'autres termes, si X (st une partie de E et X, , X est

un ensem‘nle e, e't réciprogucnment. De fagcn imegée, on peut dire

gue la par"cle vide de B ert la seule partie de B gui ne scit

En effet {cor.de la prop.6) la relation X?QE est éguivalente &

X¢¢E ,donc & (3 u){uex of u%%}a ot par suite entraine

{ 3 u}faeﬁ}. Inversement, comm X —E est vraie, ucX entraine uelk ,
done ( 3 n)(ueX) entralne ( J v)(ucE et nE€X), ctest-2-dire '

(3 afaeﬁ)(uaz) . Maie si x esi un élément de E la relation

(Y x|= €E}(x¢ X) est équivalenie & XC% (prop.7), d’ok résulte

{Euga eB){u €X) st éguivalente § X:;-‘QE -

COROLLAIRE 2.- La relation E#f, est vraie.

En effet, E est un ensemble par hypothése.

Ce corollaire a ls conséguence suivante : soit % une théorie, I

oo

un syabole fanetiemel du type des cusembles _dans la théorie G
cotte théorie est contradictoire. | '
Par abus de laagage, on dit parfois "l'ensemble vide" en
pariant de ;@’E , et aussi gu'une partie X de E est un
"ensemble vide" {ce qui est absurde)}, ou un "ensemble non vide"

{ce gui ost un pléonasme ). Dans ces expressions vicieuses (mais

J

62

consacrées par l'usage) le mot "ensemble® remplace naturellement,

i

par abus ds langage, le mot "partie de EF .

3. Partie réduite & un Elément, complémentaire d'uns partie. réunion

e% intersection de deux parties.

Soient z et ¥ deux éléments de E 4 passens au type deg pariies pour

v dans la relation y=x , et prenons comue symbole fonctionnel équiva-

ent & é Lyeﬁiyzx] l'asmentilege de signes E.X:% , qu'on appelle
i R A =

et
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encore lg parti éduz,te au setl élément X (par abus de lang&g@ ce

'sgrmbele fonctionnel ne cen‘cwm pas 1Varbtmen’c libre B). la relation
¥y=x est Squivalente 2 yc iz f (regle ea?) -

PR@PO@‘FI% 8 5.1 x est un élément de E , X . E, ls

relation x€X es‘bénw’alente & x } c X .
_En effet {x} c X est éqm%alen’ce aly 7 7e E)y ¢ § z] ou "f;ﬁ.?i}?
done & (\E;/ygyé E}(;y?x oun ye?} ; maig comme y=x est une elabiaxz

fonetionnelle typique per rappert & v , la relation ( ‘g;i'y y€ E) (srry ou
yeX) est bguivalente & xeX (§14,293)

PROPOSITION 9.- 81 x est un éléuent de £ , X une partie de E , ls
relation X {K} est Sguivelente B (Xzzﬁ ou X miz}} .

effet, comme ﬁm = 2x% ezt vraie (prop. é)g la relation ijﬁ

est équivalente & (Xa-%, et % o ;.ﬂ ), donc entraime X < gﬁ,a :
comme X={x] entraine X < §x!, (X=f; ou I={x1}) entrafne X $=3.
Inversement, la relation X — {x} est éguivelentes &

' ("ijy YeB)(y¢X on y=x) ’
donec sussi & (V?}:‘;’CE)(‘X?X ou (yéX et y~x}} ; elle entralne donc
(régle vg?)) 1a relation

(Vygyeﬁ)(yﬁx) om (4 y}yeﬂ)(ycx ot =2)

Or - 1a ralatlon ( ‘g"ygyg E)(yg;_X) est équivalente & X—%} ; 8t
d*autre part, ( - TiyeENyex ot yfzx) entraine (4 g‘gy'@:ﬁ}(xé x)
(régle o, ), cgeatoéeﬁiré x€X , elle-méme équivalente & zx% — X
(prop.8). La relation X - ix} entrafne donc (Z=¢; ou gxg e I)
mais elle entrafne ausei (X=f ou X < é}zf{ )}, donc elle entrains
(B=fp ou ({x] — X et X C $x})), clest-d-dire (Z=f ou
Xgé}z}} " dfaprés {Eg) :

Soient X une partie de B , x un élément de E ; passons au iype dss
‘ Jcﬁix , et prenons comme symbole fonction

© &

r
nel éguivalent & 5 gxe.v’i} éf Eij l'gssenmblage de signes J X

parties pour x dans la relatio

nuv

M
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(ou par sbus de langage {; X , lorsgu’amucune confusion n'est 3 craindre)

‘gu'on appelle le eomplémentaiw de X : la relation xg X es;t donc

équivalente & x¢€ [4 2% ( (regle 92.7} .

‘egluﬁﬁa . Lg relgulgn. [x E non ?] E ( é [ye:E ‘R})
est vraie.

En effet, si x ost up &lément de B s X € "% {x ek ’g'@} est équi-
valente & K , done x ¢ £ [_XQE g '@} est éguivalente &
f{non R ), et par suite 8 xc & Exéﬁ‘mgn”ﬁg .
PROPOSITION 10.- Les relations

753 g = 7 L A o
L2) : EE f;ég - gp = B
sontl vyraies.

PROPOS IGI« 11.- 81 X est une zarme de E , la relation {(; X)=%

st yraie. -
Nous laissons les démonstrations au lecteur.
Soient X et Y deux parties de B , x un &lément de E ; passons av
type des parties pour x dans 1= relation (x€X ou xe¥) (resp,
(x€X et x€Y)), el prenons conme symbole fonctionnel équivalent 2
}%[x eEfxeK ou xe‘i’] {recp. g [x eEéxéX et xéY}} l'assenbla-
e XUY (resp. X N7Y), quion appelle la réunionde X et ¥ (resp.

llintersection de X ot Y) (nous feisons ici un abus de langege,

pﬁsqu& ces symboles fonctionnels ne contiennent pas l'az*gmmen*ﬁ;
libre E) . La relation (xcX ov xe¥) (resp. xc X et x€Y)) est donc

éqa‘mlemea xeXUY (resp. xzZeX N7Y).

Résle % g ¢ Les relations -
&) E[zc2|R on 8] € [xex|RJuE[xer|s]
(4) ElzcElR et 8]= % [ xc28|R|NE[zeE(8 ]

sont vrsiss,.
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En effet, ls relatlen X € *f [xéE R ou § est éguivalente 2

(Rou 3 ), et 1a relatior xz ef }_xcE Q'Rt} (zesp.
x e é [zeE S ]) est eouvalen‘be &8 R (zesp. S ) ; donc la .
relation x € & [xéE Q‘E_}U (ﬁ:x cB - ;3;1 est 6guivalente &
{ R ou §_ ), ce qui établit la relation (3) ; démonstration
analogue pour (4). "

PROPOSITION 412.- les yelations suivantes sont vraies

(5) | IUr =1 iN% =
(6) - xu{ )-8, 1.0, 2)=¢
{7 XU6=X, :NE=%X
(8} IUE=E , XNg=¢
(93 XY =%Y0%X , IpnY¥=%01
(40) Xcxy 03

(m [ (xun)= {“z)rsggm , [anp=t{ou(fD .
ROPOSITION 43.-

icx g)‘zc:gz sy -7 INY =

sont é@u@aﬁsn‘c@s -

PROPOST

Le

Kﬂ'ﬁzﬁ s oY Y fx

sont éguivelenies.

Par définition, on dit cue X et ¥ se rencontrent lorsqus
XNY#0 est vraie.

FROPOSITION 15.- Les relations

PROPOSITION 16.- Les relations suivsniss sont vraies :

(42) Tultuz)=x¥30Z XN(YNzZ)=ZNYINZ
(43) X UEXNZ)=XVDN(XUZ) , ﬂ(?uzkwixnvbmm
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PROPOSITION 17.- La relation Xc Y entraine les relations

XUZcYUZ et XNZc<YINZ .

PHOPOSITION 18.- La relation (ZcX ot Zc ¥Y) est Gguivalente &

ZcXNT ; la relation (X=Z et TcZ) est éguivalente & XUTC Z .
PROPOSITION 19.- La relation Z=K nﬁz est équivalente & (2 NY¥=f ot
ZUY = XUY) . ' '

Donnons quelques-unes de ces démonsirstions & titre d'exemple,
laissant au lecteur le scin de développer de m@mé les autres. Montrons
é%boz?é.,que la relation X T est équivalents & XpI=Y
en effet X UY=Y est éqziivalenté A (RUICY et YC XUY) diaprés
{c’iw }, donc & ZXUTC Y. , puisgus Yo XUY est vrais {@zﬂépa ‘éza}b
or, la relation XUY Y est syponyme de

{ ngxeﬁ}{éxéx &x % Y) ou x€Y)
donc équivalents & ( V/ ngg,EE}{xﬁX ou x€Y) .
_ En segond lieu, démontrons qus XN¥=¢ est équivalanta & 3 7
{prop.14) ; en éffet; la relation XNY=f est égquivalente &
(v x| x cE)(x£X ou x¢Y) (prop.7), donc & (Vz’éer}éx?{X ou X\,a vy
cfost-a-dire 2 X C EY {prop.3).

Démontrons ensuite que XcC Y entrafne XUZ < YuZ (prop.17) ;
en offot (xcX) =» (xcY) entralne (x€X ou x€2) =>(xe Y ou x¢2)
(chap.1, ’ 2,excre.2), done (régle dyg) ( VxizcE)((xeX) = (xe¥))

. entraine (VijeE)((xe'X ou xeZ)=> (x€Y ou x€Z)), ce qui
démontre la proposition. . - '

Démontrons enfin la prop.19 . La relation Z=XN g Y entraine
zair =x0N [ Y)=xngp , ot ZUY=(XUTIN(TU [ T)=(XUTINE = ZUY .
Inversement ZN Y= entraine Zc [ Y , done (Z2UY)N G Y =(z N o) v
Ul v gY}z{Z 0 EY)U(}' =70 g Y=Z ; de la méme menidre, on a
(% UY) ﬁCTzX ,’XSY : donc la relation (ZNY=P et ZUY=XUY) entraine
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Cn introduit les symboles foneciiomnels XUYUZ , XUYUEBUT , ste.

(reep. ZOYNOZ , XOYOZOT . é';-tc;) domme éguivalents aux symboles
fonctionnels composés X U(YuZ;, XU(YUZUT) , ete. (resp. X/1(¥52),
Xn{(¥nznt), ete.) ; XUYUZ (resp. XNYINZ) est appelé 1a réunion
(resp. 1'intersection) de X,Y et Z2 , et de méme pouﬁ les autres;

De m8me, si x,y sont denx éléments de E , on introduit le symbole f@ﬁé»
tionnel %x,y} équivalent au syrbole fonctionnel composé {x} U { ¥} ;

si Zx,7,z sont trois éléments dz E , on introduit le symbole fonctionnel
z«x?zfyz} comme équivalent & {x LU g_y} Ui z?-» , et ainsl de suite.
Dlaprés (5), on a §x,xl =fx¢ , dlaprds (9), {‘y,;{} = $%,5] et d’aprés
12} x5,z = {7,2,%} = gz,z,gf}_- {%,2,7 (= 32,7,5}= {7,%,24 .

Op dit gue §{x,y} est la partie de E formée des deux éléments x,y ;, ot

de mEme pour {:z, 752 } et les svm‘bcles fonctionnelis analogues countensnt
plus de trois 6léments de E .

Remargus. - Considérons un symbole fonctiomnel, gue nous &ésignémng
pour la comnodité vde ilexposé per CP , obtenu en "composant® m.eertéin
- nonbre de fois les symboles £ s U, N dans un ordre déterminé, ‘
8 partir d*arguments X,Y,2,... , du type des parties de E (par' exemple
X Q&{Y 0z 0 gx}) est un tel s},nnbole). Considérons le symbéle fonction-
nel ﬁ CP obtenu en composant C avee (,b ; on neut vérifier {dans
chague cas particulier) de proche eu proche, en vertu des relaticns (11},
que E C? est &zal su symbole fonctiomnel '@le‘n{c‘enu en remplagant,

- dane i’a’suecession des symboles fonctionnels dont ls "composition®

donne C? 1, cheque signe U par () et vice-versa, puis en remplacant
XY %, . or 3 E T, [z respectivement dans le symbole
ainsi obtenu. Le symbole Cé) est dit le dual de CP (clest ainsi gue
le dual de 1exemple choisi est ({;X) UE(( [Y)ﬂ\({. Z)U{é { é’? 13).

On peut en cutre, grice aux 'relations (11) et & 1a prop.11, remplacar
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toujours un symbole C§3 par un ymbole égal dans lequel les signes 15
negortent gus sur les argﬁment;g {dans l'exemple choisi, ce sera

XN fY)()((C ZYUX)) ) ; si «n prend le dual de ce nouveau symbols,

puisguton y remplace partout , (£X), E( CY),. . par X%,Y,.. respecti-
vement, on obtiendra de nouvea: un symbole égal au dual de C?, dens
lequel les signes C ne porten‘?é:‘ gue sur des arguments dans lvexemple
choisi, ce sera ([ X)u (Y U(z W(E X)))).

Soient maintenant doux symbeo. es fonctionnels 43 \? de 1fespice
précédente, ok les signes [: ne portent que sur des arguments, et tels
gue 1a relation @ = Y (resn. P c Y ) scit vraie (lorsgue X,¥,Z,
sont des parties de E) ; alors lz relstion CP g“i" {(resp.

&

LY

e o c:_cpi} est vraie ; si, dans cstte relation, on remplace X,Y,Z,..
ls

c E@} sst vrale (proy 1%3) : il en résulte gue CP = ¥/ (resp.

T
CaT X ¥ Z.,... % vice-versa, on obtient encore une re tion
g 9} ¥ 3
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yraie, dite duale de la relation CP =% (resp. ¥ @3 3
e lecteur vérifiera sans peine gue toutes les relations affectées
ci-dessus d'un méme numéro sont dusles lfune de l'autre.

4. Elémepts et parties d'un sous-ensemble.

S0it B un ensemble. On dit gu'un argument A est du type des sous-

ensembles de E (ou est un sous-ensemble de E) s'il est introduit par

1s relation (A ~—E et {Ju)(ueA)), ou, ce qui revient au méme

(cor.1 de 1la prop.7), par la relation équivalente (A C E et ,é%égéw}
Or introduit alors comme argumenis typiques les élcments de A et les
pariies ds A , définis cl-dessus. Si A est un sous-ensenble de & e
% un &lément de A ; % est aussi un élément de E , puiéque zeh

entraine xe® , la relatior A C B e%ant vraie par hypothsse
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Récle 932 : Si A est un sous-ersemble de E , x un élément de 4 ,

y E ne ficurant yas dans R %}, la relation
(Y xjxea) ‘ggxg (resp. {3 xfx€A) R§=x: ) est éauivalents &
(V5|yeB)yeas = R iv}) (zesp. (A yjyeE)yes ot R v}l
En effet la r@la’tiaﬂ g,\;;/, gx FA}'R %x% est synonyme de
(Vx)( z€h ;—:?"R g‘zﬁ}a ot comme x€E est vraie, ells est équi-
ATE ou A EA 06 REAE ) colfe domidia a,azg,&.m,, it 75,&#‘%@4@, ola
yalente &Y {\g/ @}{}g 4eB cu vé.& ou R ¢y} (r3gle ,5), qui par

définition sst synonyme ¢z ( VY 7) lyeE)(ye 4 => R {yi). Dérons-

tration analogue pour { - x|xe ﬁ}@ ‘x2
On déduit de cette régle gque, s8i x est vun élément de 4 | r %*%

une relation vrale, et ¥y un éiément d’e E , la relation f’:g" )= % 72

eat yrsie, et réciproguenment.

Réple Hogle 635 © Bi A est up sous-ersemble de E , x un élément de A |

vy un éicoment de E e figurant i dems R §x§ ni dans :5;%&% : Bi
“ﬁ %x% entrafne S {x} , (yeh et ’ﬁ;%y% } entraine (ye i st
S4vi ). ‘
En effet, (yeidA et R %gg e (gréﬁ st S %yg ) est éjuiva-
lente & (y¢4 ou (von =i y%) ou S £y} J, ou encors &
(y€A) = (‘%%‘gy% =S iv)

Donc cette relation est M‘am, puisque E%xé:@ e éxg

est vrais. ' | '
Bigle e;, : 8L & un sous-orsemble de B , X une partie de 4 , Y me
partie de E ne fisurant pes dars ‘B% s (Vxixca) R iz}
(resp. (1 X|Z c A) R izﬁ est égumfalen‘i:e a (Yijtc B)¥c gﬁ%wi}
(resp. (3YYCENTcA ot RiTYE).

Réole @5 ! 8i A est un sous-ensemble de B , X une partie ds A4 ,

| Y upe partiec de E ne ficurant ni dans RiX}nidans S {Xi, si
Rix% entrafne S i, (T et R 3Y%) entraine (Y 4 ot § £7%).




Ces rdgles s'établissent comme 850 oF &5, - ,

On peut donc sfabstenir d introduirs des arguments du type
"glément de A" ou du type "partie de A" , si on le désirs ; -
‘toutefcis, cette introduc.ion sst souvent eommodé, notamment

loregu'on substitue & A un gymbole fonctionnel (du type des

sous-ensembles de E) dans une théorie subordonnde & ls théorie

des ensembles,

<

PROPOSITION 20.- §i X est une pa'tie de 4 , la zelation [ % =t{ FIN

4

Gt

@sé vraie. |
En effet, si x est un élément de A , X € [,'A}: est Sguivalente & ??K -
donc, si y est un &lément de E (-dgle eﬁw) (yeA ot y@éx} est éguiva-
lents 4 {ye A et yf’ﬂ X) ; main compe ﬁ Xc A ycg X entraine
yéé),dwm{yfﬁ etgc{;X)ememmvﬁeﬁﬁezygg9X;Q@VWﬁkaﬁ
gue {yead st y%ﬁ} est eqmva},{mte a v& Q &2{ ., ce qui démonirs l=
proposition.
COROLLAIRE.- Ons §,= 4. . |
En effet, en remplacant X par A dans la prop.20, on a {: A= pé et
L £)NA=9¢ (prop.12).
81 Y est une partie de E , Y /) A est souvent appelée la trace de ¥
sur & ; on & évidemment pour deux parties Y,2 do B ’
(YNA)U(ZNA)=(TUZINA
(¥na)N(zna)=(¥INz)Na |
2pTes 1 68 grap 42 et 16 : on peut dire gue la trace de la réuniop

tersection) de deux parties de E est la rdunion {(resp.

%. 7nsembles des parties d'un ennemble.

¥ un ensemble. Nous introduirons mesintenant un nouvel exicus :

: ©
(2, ) (Y o l¥ i e (el

8ns
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autrement dit, cet axiom:» exprime (du point de vue naif) gue
pour tout emsemble X , il existe un ensemble ¥ dont les parties
de X sont lés éléments.

Des axiomes (EV) et (EVI} on 1éduit que dans la théorie des enser nbles,

si X est un ensemble, la relatin (VZ)((2C X) & (2 €Y)) est .

fonctionnelle (non typique) par rapport & Y . En effet, il suffit de
montrer que la relation - . » ‘
(12)  (V2)(zc D& (2eT)) ot (VZH(Zo T)é& (zeT))
entraine ¥=Y' . Or ls relation _
 ((zcx)&(2e1)) ot ((ZC XK (Z2eX'))

entraine (ZeY)<>(2¢7¥?) (char.I.52,8xerc.2) ; donc la relation
{12) entraine (V2 (2e¥)& Z2e¥1)) qﬁi est synonyme de
(YcY! ot YY) ot par suite, i'aprds (Ey), entraine Y=T'

Nous prendrous e@mmésvmbﬁle Ponctionnel associé & la relstion
(V2)(z2 X)) &S (z2eY)) 1'assenblase de signes {%{f{ﬂ.} of X est ie

seul argument libre , et quﬁon ajpelle l'ecnsenmble des parties de X .

Lz relation Zc— X est donc éauwalen‘te & Z € Xf(x;, puisgus la
relation (V2 (2 X)) (2 € %j{.}i})} est vraie (régle e;,) . On en
déduit gue la relation X c @?*’X) est vraie (prop.1), et par suite
{régle *:?.51 gue la relation (3z2)(Z € 33 (X)) est vraie, ce qui gizni-

. fl*:’:é gus ‘25"" {X) est un symbole fonctionnel dm type des ensembies

{ce gui justifie son mom).

PROPOSITION 21.- 8i X et Y sont deux ensembles, ls relation X ¥
entrains ;%:?{z{} c f}/f{?) % ‘

En effet la relation Xc Y entralne {(ZcX)=>(2Z =X et X —Y),
donc aussi (prop.2), {2 < X)=(2c Y), qui est synonyme de
{z ¢ %’Jf X)) = (z e »'{00{'?)‘ ; done (régle @ 5) XY entraine
tizi(z ¢ {i@? (x)) =z I/}f("!?}}s ctest-g-dire - 3;?{“.7 Nf”r? .
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Soit E un ensemble ; les rel:tions XC.E et X € ¥ (B) étant égui-

_ valentes, une partic de E est :ussi un élément de 4 (E), et récipro-
guement. 5i A est un sous-enser ble de E (n%3), X une partie ds E ,
:ﬁ{ﬁ) est une partiec de ﬁ(?‘) (prop.21), et la relation X A est
équivalente & X € H(A) ; 11 en résulte que ﬁ (A) est ézal & %m
symbols fonctionnel associé & a2 relation (‘g’zgx € QQP(E})((X.!; A=
&= (X€Y)) obtenue o psssant :u type des parties pour X dans la

’ r@lati@ii X A . C’zc;zzsidérone m: intenant la relation X — ﬁE ; conmms
elle est Sguivalente & szfég , en passant au type des parties pour X

dans cette relation, on obtien! une relation fonctionnelle par rapport

&2 0

4 une partie de TS (B), dont 6. ! est un symbole Ponctiompel associd

: e o7 ’ i ¢ .
par ebus de lengege, on prend encore 1S ( ?E} comme symbole fonctionnsd
éguivalent. ' :

6. Prodnit de deux ensembleg.

Solent X et ¥ ﬁeax enssmale& Le septiéme asxiome de la thécrie des
ensenmblses est le suivant :
(Byrz) (Vo B Vene?)(d m(\fz)(ch;cgyxmz ot yEY ot
z=(x,7)) & (z €0)).
Du point de vwe naif, cet axiome exprime que, si X et Y sont

n 2
7

d¢eux ensembles guelcongues, il gxiste un ensemble dont les 614-
ments sont lss couples (x,y) tels que x€X et yevY.

Des axiomes (Eﬁ?) et (Eyrr), on déduit que, dans is théorie dos ersen-

o

les, la relation ( YV 2)({ J x)(Iy)xeX ot yeT ot z=(x,7) 16> (2 &)
(
A

8t Torctionpelle typigue} per rapport & W . En dégiznant pouy

abrézer par & la relation

~ o

7 =3 3 : re S te Yo
(dx)3yMzxecX ot ye¥ ot z=(x,7))

0\
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il suffit de prouver gue is rel ition
(15)  (Va) (@& (zeM) o5 (Vo) @@(zew?))
@;&fa;raiﬁe W=W!. Or, la relation ( @(zé B)) et ( @ &> (zeWh))
entrafne (zeW)&> (z€W'), don la relation (15) entrafne
(V2z)(z eW) &(zeW)), clest-a-dire W=W' d'aprés (E) .

z‘zcﬁs prendrons pour symbole fsnctionnel associd a la relation
(;Vz)((jx)(ﬁy)(xe:{ et yeY e z=(x,7)) &> (2 €W)) l'assenmblage de
signes XxY , oh X et T sont leg arpuments libres, et Quﬁen a,::pellr
l'sngemble produit de X et de ¥ Y .. La relation z&€XxY est donc
éouivalente & (I x} 3 f;y}(xex 3t 7Y ot z=(x,y)) (régle @{g} Elle
entrafne donc la relation (Fx)! Jy)(z=(x,y)), autrement dit, zc X »¥

entraine que z est ur couple ; 3n outre, X »Y est un gosemble, autrement
dit, la relation ( 32)(z€X XY) est yraie ; en effet, elle ost &quiva-
Jente 3 | »

(16) (x)NFAg)zeX et ye¥ et ( 3 z)lz=(x,7)))

et (3 z)(z=(x,7)) est vraie ; donc (16) est équivalente &

((AxMxecx) et (3y)(yeY)) qui est vraie par hypothése (cela justifie
le nom du symbole fonctionnel X XY) . |

PROPOSITION 22.- La relation (x,y)e XxY est &guivalente &

(zeX ot yeY) .
En effet, la relation (x,y)€X+Y est éguivalente par défimition &
(FAx ) Fy' MxPeX et y' cY ot (x,y)-o(x?,y’ )) ; A'aprés (Bry), elle
t done éguivalente & :
(Axt ) zxte X et x=z?) ot (Fy')Ms' ¥ ot y=v')
et par suite (régle epbm) 8 [(x€X et weyY) .
PROPOSITION 23.- Si X,Y,X% ,¥' gont des ensembles, la relation

(Xc X' et Y ¥') est équivalente & Xx¥ X' RY? .
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liontrons dlabord gque XXY C ' xY' est équivalente & ( V@Pz )
(2¢XxY ou zeX!xY'). Désimons pour abréger par 1! {z} 1la
relation (Ju)( Iv)(z=(n,v)) (7z est un couple"). Par définition,
IxY C XA T est bquivalente 4 (Vz)(zé}ix‘f ou zEX'xY') ; elle

o

est donc aussi égquivalente &
(V2z)((z4XxY ou Z€EX XY on P%z% ) et (ziﬁXxY ou zeX xY'

' ou (non T %2%))
Mgis (zeXx¥) = 1 iz% est vraie, donc Xx Y — X' # ¥! est éguivalente

& (Vz){non T4z} ou 2¢XxY on zeX'®¥'), ce qui établit noire

ﬂﬁ
)

sertion. Cela étant, la régls 855 montre qus XY X' T est
guivalente & \V"X}i‘g"y)((x,y)%}{x? ou (x,y}eX'x¥'), ciest-a-dire
éﬁf@EsEE} &

x)a\;‘y}"(xé}i ou y%”f o1 XEX') et (2£X ou v@i‘f ou ye¥!)

h

ou encore &
(VY xNxé¢X ou xeX' on (Vy)(y%‘i’))
st (Vy)(yg‘f o1 yeT' ou (Yx)(x£Xx))
et comme X et ¥ sen‘t deg ensem>les par hypo"théseg ; 1a proposition est
@;ézmmz‘é@; puisque (VzXzd X) ot (‘V’y)(yg‘,?) sont fausses.
7_ Parties d'un produit. ”

Scient B et F deux ensembles. FNous introduirons dans ce nC des
erguments des types suivents : éléments de E , élérents de F , élé-
ments de EXF , parties de E , parties de F , parties de B<F .

Si x est un élément de E |, ¥ un &lément de F , {x,7) est un symbole
fopctionnel du type "élément ds E APF" {prop. 2.4) ; i z est un Slément
zf ExF , 2 est un couple, et la relation (prﬁ(z}aﬁ ot pr,{ (z)c®)
est vraie, puisqu’elle est éguivalente 8 zecBx? (prop.22) ; donc

(z} est du type "61l8ment de EF et pra(z) du type "élément ds ¥
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Rézle 6 53 X,y,z gont des € ;émentg de E,F,E;&F regpectivement

tels gue z ne Figure pas dams R §%,7} , la relation

(I=x\x eEX3 y}ye F)'ﬁ'gxsy} e3t équivalente & (z|z €E X?}Egprﬁ(z},
praﬁz)g ; la rolation {‘v’x}x&ﬁf}(\g/ytygmggx,yé est éguivalents &
(\;/‘z:}zéEx?)”&%pri(z),prz(z)% .

Il suffit de réyéfzer le raisconement fait pour la régle 85, ©0

tenant coz@p’cé de ce gue p%{z} et pry(z) sont des symboles fonc-
tionnels de types 41ément de E et 61ément de F respectivenent, en
utilisant des guantificatsurs i;ypiqueg pour x,y et z , et remar-
Gm.,w que la relation (a,, 21z €E XF)(z=(x,7)) est vraie si x ot ¥
sont des &léments de E et F respectivement, puisqulelle est

-,

éguivalente & (xg‘y}égx}? , donc 8 (xeE et yeF).

Bégle e,, : Si %,7,2 gont des s éléments de E,F,ExF respectivement
tels gue x et y ne figurent pes dems R %z? la relation

(Jz zcExF) R 322 est équivalente & (3 x|x 6.}3}(33[3?@?} $(z,7)% ,
et la rolation (Y z|26ExF) ¥ {2{ est Sauivalente &
(Y x|zeE)Vy[re?) R §i(x,7)4 .

Démonstration analogue & cslle ds la rdgle e ; €0 tenant compte

de ce que (x,y) est un symbole fonctiomnel de type élément de
ExF , et de ce que la relation (3K1XGE)(332§’6F) (z=(x,7))
est équivalente & zZE€EXF ,
Hous laissons au lecteur le soin d'énoncer les conséguences de ceés
régles analogues & celles des r3gles e,, et o5 -

Soit R %xg,yg vne relation gusleongue (x élément de B , y élément

o
)

> T} ; considérons la partie de ExF formée des z2€ ExXF tsls gue

'g....o

a relation K épr (z},pr, (z)§ ait lieu, c'est-a-dire le symbols
fonctiommel € {zCE%FfR%px‘ (z),pz‘g(z)i} par sbus de langags,

on le désigpe encore par la notation XEB,vyeF | R ¢x,7% 1; :
2 N § x5 g;
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la relstion r %x,yg est équivalente & (x,y)¢ é fxcE,yé?é‘iR %3&:93‘2}

Si A et B sont des sous-ensernbles de E et F respectivement, 4 I
est un sous-ensemble de ExF (1rop.23) ; si x et y sont des élémernts
de E et F respectivement, la relation (x€ A et ye B) sst donc équiva-
lente & (x‘,y)e AXB ; i1 en résulte qué AxB est égal & un symbole
fonctionnel associé & la relgtion (VzgzeExF)((prQ(z)éA ot
pry(z)eB) & (2 €%)) obtenue en passant au type dos parties pour 3z
dens la relation (pr,(z)ea et prg(z)é,ﬁ). Or, on peut passer aun type
des parties pour cette relation lorsgue A et B sont des parties
guslecongues (vidés ou non) de ¥ et F respectivement ; nous désignerons
encore par AXB le symbole forctionnel asssccié & la rela‘ticéz fcsm,z@zﬁ,u
nelle {en %) correspondante ; la relation 2€AxB est donec équiva-

<

lente & (pzz;(z)éﬂ. et pr,{z;eB) la relation (x,7)€AAB &

o

x€A ot yeB) (régle 637} :

PRO POuITIOI\E 24.- 81 X et Y sont deux parties E et P 'faspectjﬁvemﬁns

la velstion XXY =g, o est fouivalente 3 (X=0p ou Y=g.) .

£n effet, xxxzﬁﬁ'_ﬂf est égnivalente & ( \g’zgng <F)z £X xY),
donc (régle 937} & (\jx}'xeﬁ}( e y}ye?)((x,y)¢x %Y), et par suits &
(V= xix éE}(‘v’y; yef‘)(z%X ou y¢,'¥)3 d'od ls proposition.
PROPOSITION 25.- Si X ot X' pont doux parties de B , Y et ¥! doux

z & %

parties de F , &&é&@g& XxYcX'xY' est équivalente &
(% = ' £ : 7 '
(ZAY =@y g ou (XCX ot YY) 7
En effet, 1a relation XxY¥c X' x¥' est éguivalente &
(V2]2eBrFHz¢X <Y ou g Xt x Y1)

done & {%X!Xéﬁ)(\fﬁyé F)((Xﬁ?}%XxY ou (x,7)eX' x¥!)

a

t par suite &
(Vx|xcBE)(x¢X ouxeX' ou (Vy7eF)ygT,
ot (Vy|yeF)ygY ou 3x71) ou (Vx]x eEXNx¢ 1))

.@p'
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cfest-t-dire & (X C X' oun Yzﬁf,) et (Y Y on X-zﬁﬂ) s comme XzﬁE
entraine Xc X! , et Y..QS entrzine YC Y!, on obtient la proposition

en tenant compte de la prop. 24 .
PROPOSITION 26.- 81 X,X' gont des parties ds E » Y,7' des parties do F ,

les relations suivantes sont vrsies :

({17) (AxY)U(XXT)=(ZUXT)xY

(18) C@EADINE X Y)=(XNT ) % (INT7)
En effet, la relation (x,y) e(XxY)U(X'% T) est éguivalente 3
((z,7)eX+Y on (z,y)exX! %Y} , done &

((x€X ot yeY) ou (zeX' ot yecT))
cfest-a-dire & ((xe€ X ou xe Xt) 31’;':? 6‘?)-,, donec aassi & {xeXUX' ot yY),
et Pinslsment 4 (x,y) e (XUZX' )< ¥ . Démonstration analogue pour la |

""Mule (18) .

5
<

. ‘rojections d'un ensemble.

ﬁ@ient x un élément de B , y un élément de P , Z uns partie de Ex P ;
considérons la relation (JyjyeF)((x,7)€Z) ot passons an tyve des
parties de E pour x dans cette ralation : nous obtenons une relation
fonctionnelle (par rapport & une partie X de E), et nous prendrons

s

comme symbole fonctionnel associs & cette relation l'assemblage de signes
Pr,(Z), appelé premidére projection de 2 ; la relation xe Pr,(2) est
donc équivalente & ( J y|yeF)((x,5)e2). On prendra de méme Pr,(2)

projection de Z) comme symbole foﬁctionnel agsocié & la rela-
tion obtenve en passant su type des parties de F pour y dans lsz relstion
{B}i‘gxéﬁ){(X,y)QZ) - 1z relation yéPrz(Z) est donc égquivalente &

(3=z|xeE)((x,y)ez) .
PROPOSITION 27.- Le relation Z c Pry(2)xPr,(2) sst vraie.
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En effet (x,y7)¢ Z entraine i,'jylyeF)((x,y)eZ)? donc x@?zf%(z} :

elle entraine de méme Y€ Prz(f;) , donc (xe Prf(z) et ye ?ra(z))

clest-g-dire (x,y)EPr,(2)xP=,(2) .

PROPOSITION 28.- Si X est ume partie de E , Y une partie ds F ,

Pr (X AY)=X .

o

ls relation (X=§. ou T#f;) sst éouivelonte 3

Notons d'sbord gue si x est vn élément de E , y un élément de F ,

la relation xePr, (X AY) est équivalente & (I y!ye FX (xeX et ye¥),
donc & (xeX et ( 3 Y|ve F)(y2Y)) elle entraine donc xe X , autrement
dit, la relation p= Pr,(XxY)— X est vrais. Diantre part, diapris -
la prop.27, la relation X xYC Prq(XxY) x?rg(x;(‘!) est vrais, et
{(prop.25) elle est équivalente & (X:-QE ou Y=gp ou (X < Pr (Xx¥) ot

Y Pr,(XxY)) ; par suite la relation (Xz%; ou ‘Z:ﬁg, om

X Pr, (X XY)) est vraie ; domc YzfﬁF §n‘traine XcPr, (X x7) :

comme X=¢E entratns X CPr, (X xY) , {Xwﬁg ou Y#géF) entraine

¥ it (XxY) . Diautre part, ia relation (X=f, ou Y:jéF ou |

X ¢ Pr, (XxY)) et (X¢¢E et (Y-:;E?F on X C,I’rq(x;c‘f))) est fausse, et
comne (X=f, ou Y=f. ou Xc Pr,(XxY)) est vraie, (X=f ou (T#fp et
X¢,Prﬂ (XxY))) est vraie, d'of on déduit sussitdt que 'XC,P:%{X AY)
entraine (X=g, ou YA, )). -
PROPOSITION 29.- Si X est une partie de E , Z
1z relation Pr,;(Zﬂ(X xF))::(I’z:@(Z))ﬂX est vrais.

partie de EXF ,

En effet, la relation xePr (2 N(X K F)) est équivalents &
(dylyeFi(x,7)e2 ot (x,y}%zx?} . . '
(IylyeF)(x,7} €2 et xeX et y€F) , ot par suite &
(37|yeF)(x,7)¢cZ et xcX) et finalement &

(x€x) et (BylyeF)(x,7)€2)
clest-a-dire & (x€X) et (xePr,(z)) .
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Exercices.- 1) Si xet ¥ cont deux élémeﬁts d'un ensembls E ,
montrer que la relation {x_?; N ‘iy}r— ¢E est équivalente & z#y .

2) 8i x et y sont deux é.éments d'un ensemble E , X une partie
de E , montrer que la reletion (Vx;x:_ﬁ)(xéx =>yeX) est
- équivalente & x=y .

3) Hontrer gue le schéma

XcY et (Vx)(x¢Y ou (R&(x€X)))
est éqaivalen’c au sens sbsolu &

(Vx)(xeY ot R) & UECE.})
En déduire que, si Y est 1n ensemble, la relation
(Vx)(xeY et R )&y (xeX))
est fonctiomnelle (mom typique) par rapport &4 X (dams ls théorie

=

des ensembles). Un syumbole fonctionnel associé & cétts reiation
est du type des parties de Y . Bn particulier, si 7 est un ensemble
et 8i on prend;-péur T ls relation xeZ , on désigne encore par
“‘fﬁz un symbole fonctionrel associé & la relation correspondante ;
si on prend pour R la relation xf,Y , on désigne encore par '
¢Y le 'symbole Ponctionnel associé & ls relstion correspondante ;
si on prend pour R la relation x%Z , on désipne par Qyz le
symbole fonctionnel correspondant. Démontrer les relations
p=¢, ‘C'z( EYZ x| g*ﬁ“% ﬁygé,gs&*
YNT=Y ; INGo=f . 4 Cz, &
YazZay |, InlZaT) = (Ynz)ntT '

Montrer que 1a relation Z ¢ Y est équivalente &8 ¥NZ = 2

@

4

entraine ZNT<INT , et que la relation (T Y et Tc %) est

éguivalente &8 T C¥YNaZ .
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4) On considdre la théoric subordonnés & la théorie de 1%6gal1ité
et définie par la donnés de 1'axioms (EV) et du schéma d'axiome
(S1) (V.. MBIV RE ze V)
o& Y est G arﬁumeﬁt ne figarant pas dans T~ ; Dans sk cette théo-
rie, ia relation (Vx)('R(;»(zc ?)} est vne relation fonati@ﬁzaelle
par rapport 8% , si Y ne figure pas daus 7%. . Bn partic@liQEQ
soit S2 le symbole f@nct1c1nel associé la relation forctiomnelle
(Vzix #x £ x€Y). Montrsr que la relation S2 ¢ S2 est équi-
valente 8 52 €S. dans 13 théorie considérée, et.par suite que

cette dernisre est contradi:toire ("paradoxe de Russell® ),

5) 81 X et X' sont deux parties ds B , ¥ ot Y' deux parties da F ,
montrer que la relation X ¥Y=X'*Y' est éguivalente &

(X% =g  pou (X=X et ¥=1')).

&) Montrer que la relstion
f{zx@a({{z:}xwu{w(m»—(( z}xmuzwzm}

es‘t vraie.




