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CHAPITRE III (Btat 3)
PUISSANCES. ENS E*BLE“ FIHiSQ ERSEJBLﬁa B HNOUBRABL ES.

§ 1. Ensembles équipotents Puissanees.

1. Ensembles éguzgetents Définition 1. Etant donnés deux engembles E,F ,

on dit gu'uns pgrtie X de E et une partie Yde F oon& des encembles

éoguipotents sfll existe une application blunlv_gus ge Y sur Y

(et par suite une application biunivoque de Y sur X )
On dit sussi que X est 6guipotent 4 Y , et Y équipotent & X .

Prn d'autres termes, cels signifie jue llensemble I(X,Y) des aspplice-

. . . 0o - -
tions bincivogues de X sur Y (chap.II, %4,n 3) n'est pas vide. En

particulier, si on seit définir uns application biunivog e explicitie
de Z sur ¥ , X et { sont équipotents.
Cette définition montre en particulier gue les parties vides

&

sont éguipotentes, puisque lfapplication vide esv

ot
-

g e F e
spplication biunivogue de 1'une sur l'autre ; on vait en outre
gue la partie vide de E ntest eaulpotente & gucune partie non

vide de F .

Dans la plupart des démonstrétions gui suivent, on supposs
implicitement que les ensembles considérés sont ncn'vi&es ; le
lecteur compléters aisémént les démonsfrazions dans les autres
cas. ;

Toute partié X de E est équipotente a elle-méme, puisque l'apglica—
tion identique ae B sur lui-méme resireinte & X est une spplication
biunivogue de X sur lui-unéme,

g Y , et Y‘égulpoae a7 . k est

e

’fOPU&“L‘@ﬁ ?. 8i X est équipotent
écuipotent & Z .

-: =

ko effet,. s8i u est uvne applilication biunivogue a@ X sur ¥ , v une
: ¢ i -
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de X sur 2 (chap.II,‘§4,corade la prop.i4).
Proposition 2. 8i E et F sont éguigo":énts', ﬁp’ (E) et fg (F) s=ont

éguipotents. . ‘
En effet, si u est ‘une application biunivoque de E sur F , lfexten-

sion de v aux ensembles de parties est une applicationA biunivogue de
?(f(E) sur ‘),Cf’ (F) (chap.II, §4,cor.2 de la prop.11).
Propogition 3. _S_;_L_ E est équipotent & E! , F é&quipotent & F* , E x F

est équirotent & E! x F!

Ep effet, si u est une application biunivogue de E sur B! , v une
appliication bimlao"zz, de F sur P', !'éxtension {u,v) est une appli-
ration biunivoque de EXFP sgur B! X F!

3 2= vf'q-

Proposition 4%-, Scit (X, ): .y tne fimille de parties de & , ( ;}

H“
E

;(

vne famille de parties de P ; s'il existe une application ?;3.4:::1_’;*;@'.;33;@_ )

€g & sur M telle gue, pour tout A€l , ¥ o) soit squipotent A%,
. 7 | ‘

slors || x. es eggipeten’c s 0 i{ Y .

e rel, fpen ¢+

Bn effet, la pro csition est éviderts si un des X.}\. est vida' :
~ Gans ie cas contraire, il existe, d'esprés 1l'axiome de cheix, une fazille
{u)\, }J} (L d'zpplications de parties de E dans F , telle que, pour ‘
tout )\ ' a, s0it une application tluniveque de X su }L

. A A S
L'appiication (uj‘. ), est une application bi univoque de ‘ f‘) sur

17
YT Y , comme on le vérifie immédiatement

g

Held _
Corollaire 1. 5i E est équipotent 3 E! P guigo‘bent 3 E" , Ef oat
squipotent 3 E'F' | '

On peut domner de ce corollaire ume secam.e démonstraé;mn {H’wpc::namr
te dcz zy’azmme de choix) : soit cp une agols.cacicn biunivoqgue de ¥! mur

B «1/ une applicstion 'tzlan.e,voque; de E sur B! ; si £ est une ap pl
E

“f"

tion de Fdans B , ©7 = "i"afw est une application d&s F!
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et on anlf&u avssi @t gue s¢5¢’ et Ay’ sont les applicatién&‘?écipréw
quss de @ et fo respectivement, o1 a f = ﬁféfwo@’ 3 l’applisation
f >'j’ofa¢ est done une appllcaiion bzunivoque de EF sur gt :
ce raisonnement prouve en outre que : ﬂ
Corollaire 2. 8i E est xéxxpxx éguipotent & E', et F &quipotent & F! |
1'ongemble S(E,F) desjagglicaﬁiogg_gg E sur F (resp. l*ensaqgg@v
B{E,F) des applications biunivogues de E dans F , 1l'ensemble 1(%;3}
des spplications biunivogues de E sur F) est gauipotegt 8 3(B',F

(resp. B(B!',F'), I(E',P')).

ﬁ«gl
e
St

Provosition 5. Sewaﬂt EetF deuz cnsembise, {?@)@ - Dne partition
| . 5 — 7 =
e ¥ . Liensowble B est éguipotert & P B
% : 4 i 3
Clest une conséquence 4e la prop.i14 du chap.il, % B
=
552

Propesition 6. Soieni E,F,G trois cnsembles. Liensembls G

i r BN F
sot éguipotent & (G) .

En effet, on a défini eu chap.ll, _54 n° 7 une applmca%zga biuvnivogue

sxplicitée de l’un de ces ernsembles aaf lfantre.

Proposition 7. Soisat E et F deux eneembiesy (X ) vne famille de

£ e 1
: - s T
parties de E . L'ensemble (]| X } est éoquipectent &2 |1 X .
' , 11 . , el
¥n effet, on a défi ni su chap.1I, 5;prop.i9 , une zx&g application

biunivegue de l'un de ces ensembles sur 1llautr re.

Fnsemble Ges puissances des parties d'un ensemble. 51 X et Y sont deux .

pertiss arbitraires d'un ens embla E , la velation "X et Y sont éguipo-

tents” est une relation d'éguivalence (chep.II, $6) dans [ (E). en

S
!

ie la prop.1. Hous désisnerons par e(B), et nous appellerons

vertu ¢

o r: & o - S G 4 2 P
ensenbie des ﬂ¢1ﬁﬁalﬁ&8 dog parties de B lfensembLe gquotient de 1 E)

L G s 3 : = Lt Sl e %= SE et i
par cetie ralgtion &ﬁe“ulv.i»ﬁc@ ; laocus dasLamereaa oar ?ik} iz clesge

il

d'éguivalence dlurne partie quelcakqwe X de E . qa@ 1ou€ app ﬁyi ons
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_rious dééignerons généralenent les puissances paz? dee
lettres gothiques. '

-

Si E et F sont deux ensembles quelcongues, X une wariie arbitraire O
B, Y une partie arbitraire de F , il I‘esulte de la prop.1 gue is

relation "X est éguipotent & Y" est compatible {(en X) avec la relation

"X et }{Ff sont équipotents® entre deux parties d.e B , et compatible
(en Y) avec lz relation "Y et Y' sont équipotents? entre deux parties

de F . En passant aux guotients (chap.II, $ 6,'n 4) pour X et Y , on

cbtient une relation gue nous exprimerons sous la forme ? (I st ‘vﬁ
sont égquivalentes” entre un élément ¢ de B(E) et un élémen‘t -

B(F) ; la relation "X et Y sont éguipotents® est Squivalente &

*p{X; et p(¥) sont équivalentes® ; on en ¢éduit sussiidt que la zel
SRR 2 . 3 37 2 _,@, s : < o 2 //’) ] <
tlom ? J. est équlivalente & - et UL est éguivalente & entra

v
Q :

A
42

}“.«

Pt

A= 0 st la relstion .7 & est &juivalente & »@ et 0L est équ

vakénte 5 ¢ 0 epiraine i - ‘@./ . Soit 8 lfeﬁsemble des &1éments
% de B(E) tels qu'il existe u.n £ . m(F) équivalent & ¢ , T llen-

semble des &léments ~@ de w(F) tels qu'ii axiste un (re a(B)

>qu,.valent & @. s la relau.on " c)L est eou..valente 8 «@— T entre vn

ne

8lément WL e 8 et un 4lément vc—. * est alors une relation fonction-

pelle biunivoous chap L, §‘£,n04) ; elle @sfinit donc deux awplieém

i,lcns blumvoques et réciprogues expucitées de S sur T et vice- -versa,
que ncus appellerons applications galoniques de W(E) & O(F) et de

B(F) a E’(E') respechtivement.

On observera que S et T pe son pa.s vides, puisqgu'ils eo;ztmnﬁe“"‘“ -

1"853'{‘:68%776231@@.{; p(ﬁm) ot p(ﬁF :
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5. Comparaison des puigsances. Soient E ot F deux ensembles ; s'il existe

une application biur*ivédué f d’une 7‘»ea,x"tiea X de E dans tine partia Y do
P11 exz.ste aussi une applicatlon blunivoque de teute partie X! ds B
dquipotente & X dans tou‘te partie Y' de F équlpotente é, ¥ savoir :
ﬂyofo@ , o8 ¢ est une agplication blu,z;;voque de X! sur X ot v @zn@;
application bimiv:cgue de Y sur Y! . On peut donc poger la définition

=

Définition 2. Un d4it gu'un 8lément y de W(E) est infériecur § un

Slément 4 de @(F) s'il existe unec applicetion biunivogus d'unse

ez

pertie de E de puissance ¢ dans we partie de F de puissance @
¢a dit sussi dans ce cas que & est supérieur & cZ .
31 ls puissance de B est inféricure 4 celle de F , pour tout &isusnt

/ dew(E) , il existe un élément de ©(F) équivalent & ¢ , donc liappli-

ot

&

cavion canonigue de ©(B) a o(F) (n°2) est une appliéatioa de
@(E) dens ®(F) _ ’
Définition 3. Op dit qu'un Slément L de G(E) egt strictement infé-

rieur & un Slément § de W(F) gi . est inférieur & & et o1 ¥

n'est pas inférieur é ot (autrement ait, é*ii nfexiste aucuns appli-
cation biunlvoque d*un ensemble de puissance -@ dans un ensembls de
puissance OL ). ,
On dit encore alors que 4 est strictement supérieur & oL .
.Co@e 1'application vide est une é.pplication biuni#oque de <7§E

dans F , et que ¢E n'est équipotente & sucune partie non vide

de F , on voit que p(ga’iE} est strictenent inférieure & tout

&lément de ®(F) distinct de p«\aé Y
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Il est clair gue si X et ¥ sont écuipotents, la puissance de X ost
& la fois supérieure ot inférieure & celle de Y . Nous allons démontirer
1'importante réciprogue de cette prcposition ; elle résultera du théore-
me plus précis suivant : } ’

Théoréme 41 (Dedekind). Somn’c E et F deux ensembles, £ une applicestion
biuvnivogue de E dans F , g une application biunivogue de F dans E .

11 existe slors deux parties A,B de E ot deux parties A',B' do F

telles que E=AUB , P=A'UB'! , ANE =@ , A'NB'=f , et A'=f( A)
B:g{}‘a? ) '
On notera aue 1'un des ensembles A,B (resp. A',B') de cot nonc

peut atre vide.

t.”&
G‘.v

Supposons le probllme résclu ; si E:zi g(F) , ona Rc | g(B! )= ;_s =4
dlautre part, conme g ost blkﬁl?bghé. on a "?kA’)g_, [ g(B! )=4 ; au.%ré? :
ment ai,a,, si on pose h=g.f , on a h(A)C A ; on denc A ﬂBUthx}

Tnvéfsement considérons 1'ensemble & des partxes ¥ de E tolles
que ¥ D RBRUK(M) ; nous allons montrer que si on prend peuL A
1'intersection %6% £ des ensemlles Be & , et si on pose [a’“"’(ﬁ),
B‘:EA’ , B=g(B') , les quatre enserbles asinsi définis satisfont 2ux
conditions ds 1'énoncé. - 7 .

Comme R ¥ | pour t;vut‘ M e %'S"f , ona aussj. R A ; dfaubtrs part,
on & h(fa) . h(ll) c 2 pour tout M e ﬁ, done hi{A)c & , on a dong
A= Ruh(a)=Q . ‘Prommns quion & "A:Q : ii ’suffira de voir gue ifcm &
AcﬁQ , et pour cela, que Q € % .0r, oma Rcy par défzf.ﬁitian :
a mt?‘e part h(Q) c h(a) = Q , donc Q 3 gf ' e‘tg A=Q . |
~ Cela étant, comme BNg(F)=f , on a fortiori IiﬂB:B{‘gg(B? )r--;é -
d'autre part, comme g est biunim_qize, g(Af)ng‘(B'-}zh(A}f} B=@ , d'oh
anB =(RNB)U (h(A)NB=P ; a'aillevis EB=RUg(F)=RUg(A')Ug(B!) =

= {(Ry h’{ﬁ)) UB = AUB , co qui achdve la démonstration.
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Corollaire 1. 8i la uuiggance de E est 4 1is foig suggrieure
inférieure & celle do ¥ , E et F sont équipotemts. |
En offet, soit £ une application tiunivogue de BEdms F , g u.ne:
applicetion biunivoque de F dans E ; si A,B,A',B! eatisfoxu aux cond
tions du th.1, 1'application de B . 6gale & £ dans A& , & 1! appl‘%c;faw}
tion rec;proqas de g dans B , est une ayplzeatlon biunivsqa de ‘E,ggg E

*

Coroll gire 2. Pour gue ls puissance de B soit strzctemenﬁ inférisure

B

celle des P , i1 faut ot Al suffit gu'e elle sait 1nférleuw@ et non

mgﬁlvalents 3 la puissance de F .

Lz condition est évidemment nécesscaire ; elle ept suffisante dlapras
le th.1, puisque, s7il existailt une application biunivogue de F dsns B

&

E et F serzient éguipotents conbrairsment & 1thypothése.

(e
§
5
£
sg:
fte
e

BsmarQﬁes.» 1) wn notera que la démonstration du th.1
pas Lntwrveﬁlr 1'axione de choizx. 4

2) Hous verrons au chap IV, camme conséquence és liaxiome de
choix, que i E et F sont deux ensembles quelcongues, ou bien
la puissance de E est supéfieure 5 celle de F ,.ou bien elle lui
est inféfieureL v '

Proposition 8. soient E,F,G trois susenbles ; si la puissance de &

est inféricure & celle de F , et la puissance de F inféricurs & celle

- de 6 , la puissance de E est inférisure & celle de G ; gl en outre

1a puissance de E sst strictement inféricure 4 celle de F ou gi ls

nuigsance de F est strictement inféricure & cells de & , 1z puissance

de B est strictement inférisure & celle de G

En effet, si f est une application blun&voque de E dans F , g une
'aupllcatlon blunlvoque de ¥ dans ¢ , gof est ume appl;catloa biunivogue

de B dans & . S5i G &tait équlpotent 4 8 in pulssance de G serait'dane-




e -
inférieure & celle do F , et ia puispance de F lnferieure & celle de E ,

done {(cor. du th.?) E,F et G seraient'équipatents, ce qui achéve 1s
démonstration. , _ '

8i et“%?j sont deux:élémentsyde .E(E) , la relation " (y est infé-
r;eu.re. a4 .s'éérit encore (L < £ (ou # 7 ¢ ), la relation
® ¢t est strictement inférieure & -§ " sféorit o < & {cu @} a ).
Dfaprés le th.1 les relations Of,g Z et $< entrainent 675&*62
d'zprés la prop.8, les relations ot < et %?;g gz - entrafnent
| 7 < ¢ ; les relations & <4 ot € < F '{fm < £ et
@< L ) entrainent 7 < 5 . .-ﬁé,pré" le éaz’,_

2
tion L £ “@ est bquivalente & 1 UL > et L = {52 "

tj B
It

® . 4 » -;l i - 2z 74
8i A Q/} sont deux éléments de

(#), %%p@z;um@c_iu éguiv 3. ents
3 o @ s 1a re}.’ﬁsioﬁ A <~<@- est éguivalente & & g @ -

I.i. est clair que i:csuts partie A d'ung ensemble E & une puissance

e

inférieure 4 celle de B , puisgue 1l'application canonique de A dans B

est biurnivogue.

Prog osition 9. i E 2 une puissanco. ln._émeure 4 celle de B! ,pﬁ {E)

2 une puissance inférieure & celle do ﬁ (B! ). ' . |

En effet , 8 T est wns application b.au.mveque de B de&n@ E? 1'exten-

slon de £ sux ensembles de parties est une applwamon bl&’f’lchue de

W (B) dans T (2')

?’ramsitzon 10. 81 E 3 une pmssame inférieure & celle de E! , F une

j*efmlssance inférieure é eell de F? . ExF g une puisgence inférieure

g celle de B! ¥!

th
;p
N
E:;a
E‘ﬂ
o
&
@
il
R
o
)
¥

En effet, si £ est une application biun

&

-

application by univogue &e F dens F' , 1'extension (f,g) est une sppli-

cation biunivegque de Ex?ﬁ“ﬂ deng E?,& Fi




o
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Pronosx’c* on 11. Soit (x ) L une famille de parties non ndes de E ,

application biunivogue ¢ de L dans i telle gue, pour tout Ae L,X,

une famille de parties ncn vides de F ; s'il existe une

ait une puissance infériecure & cell .de Y ol A)? glors la pu:.ssanoe de

T T"’
i1 X, est inférieure celle de Y .
En effet, d'aprés 1'axiome de choix, :.x.l e:x.:.ste uvne famills (uA J ‘[\

dlapplications de parties de E dans F , telle que, pour tout el ,

uy vsoi’c une applicati on blmlvooue de X)L dans Y o))} ; on en

T 7

déduit comme dans la prop.4 une applleatlon biunivoque de P

dans weo(L) YH : d? aprés T}gr pror.8 , tout revient & prouver gue, .
pour teute _ge_z_rfie N de ¥ , p'ié § YM a une puiasanee inférieure & :
celle de | eskﬁtf"'“ ; mais, si P est le _complémentaire de ¥ dens B

on voit comme dans- la prop.14 du chsep.1l, §5, gue Tzﬁi Y&“— ~est équi- -
potent & ( i Y )« T’T Y ) ; comme les ¥ (une sont pas vides,

= gw 22 ¢ =
! i ¥, n'est pas vide d'aprés lfaxiome de choix ; s8i z est un
élément guelecongue de I ¥ - ! % Y est éguipotent &
; repP ¥ wedl - : v
“T Y )= %_ j dfoh la proposition.

{;armlaire. 8i B a une puissance inférioure & aelle de Ef , F une

F ¥
puissance infériseure & celle de F' , E g une puissance inférisure

& . eelle de E'F' .

Remargue.- Un ensemble E peut 5tre tel gu'il existe une partie

A de B , différente de B , et Sguipotente & B ; cette propriété

caractérise les ensemble ipfinis, gque nous étudiercns av o3

T 95 R a5 a7 BaC e Bl VR e e RSB SR e e Gl R T
Far exemple, l'ensenble des snbtiere paoirs est dguipoten

e ER A Rl - IR AR o i e, ﬁ”" S R P S s g . 1S eomm
appiication biunivogue de /o sur i'ensenble des entiers pairs.




cnimiaia

{
3 N

e |
Nous verrons de méme uliérieurement (chap.IV, 9 ) que les

7 prop.10 et 11 cessent d'étre exactes lgrsqu'on remplace partout

C

dans leur énoncé, le mot "inférieure” par "strictement inféri-

. eure” ; on ignore par contre si la proy 9 ainsi modifiée est
ore vrzie ou nouv. '

4. Puissance de 1'epgemble des parties d'un ensenble. héoréme 2. La puissanc

9.

b

{

uisgance e l'image ”un ensemble par une aggl;catzon ‘Proposition i2.

. ézns le cas eon’i;raa.re. Posons Y=£(X) ; quel gue soit vy |

2 ..Ja
or 8it glyleX N £(3} ; g est ure appl.acation biunivogue de Y dans

d'un ensemble E sst strictement inPéricure & celle de jp" (B).

En effet, Papplica*clon X — 3. }est une application biunivoque de
E dans '%Cf (E) ; donc E a une puissance inferieure 8 celle de % {E).

llous sllons prouver gu'il nfexiste pas 4! ajppllcation biunivogue de

2 ; : : 2 e =
,}3 () dans E dfon résultera le théoreéme. Baz.scnnans par l'abszzzﬁe,

¥

‘;““\
;

et soit £ une telles é@plication' ; 36i% m l'enczemble des X € %)x
tels que f(X)%X , de scrte qus X ¢ 0C est équijvaleﬁ'%;a a f(x) ;: x;
soit M=f(7w ) ; comme f est biunivogue par hypothése, la relation
Ie W, est équivalente & £(X) ¢ £( Q¢ )=H ; donc les relations
fa(x}gé X ot P£(X)e# sont équivalsntes ; on en déduit en remplagent

, que les J.el tions f(g@&)g M et fld)ec ¥ sont eqdlva.‘.eﬂ‘a

ce qui est ahsa de.

TN

Pecur toute cﬁmiiﬁ& tion ¥ de E dang F , ot toute partie X ds & , ia

puissance de £(X) est inférieure 3 celle de X .

On gent se borner au cas ofh Xﬁ , la proposition étant évidente

oxiste xXeE tel que xeX(} f(y). ; donc, d'aprés 1taxiome de choix,

11l existe une ppm.ca%n on g 6e Y dans B ual.z.e que, pour tout ye¥

X , esr la relation 3 #z entraine f’(y)f“, f(z)-—¢ done g(y)tsiz).
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Puisgance d'une réunion. Puissance d'une somme. Propo“s_g.jion 5. Soit

(XJ\ )AEL une famille de bartiegs de B , ( ung famille de

‘ Y# ye%
~ parties non vides de F telle gue (¢ pc’ entraine 1 07 L 0 ;

8’11 existe une ag;glmatlon biunivogue 9 de L deme ¥ telle que, pour

-

tout Ae L ; X, ait une puissance i 1nf‘émeure a,‘celle de ¥ (J\L‘

alors la puissance de U Xk ent inférieure & celle de h

S | %i
En ef ffet, il X_)&, est Ldentmue g la réunion des X}%‘ nen mﬁe* s

on peut dene se borner au csas oéz. tous les X} sont non vides. Dlaprés

s £

Pt

'axiome de choix, il exziste une femille (u Bﬁé ;, G'applicatious

3 = s ¥ S 5 45 G
de parties de E dans F , telle gue, pour tout A , u, eoit une
; i S
. . S : = e N
application *{s;vﬁlvczqm de £, damg ¥ .4 4 ; DOsons Za =a . (X )
- A QLN ) A anea
s z iy v/ -~ Loy Wileia 7
la relation A £ A eptraine o( A )#e(L'), dome Y ., . 0nY . =0 ,
‘ : 7o s Vo of A) ol A o
R LB &r L b |
: 7 =

> - 5 74 o e s - 53 ok

et & foxrtiori Z, (| Z,,= @ ; autrement dit, {(Z, )., et une
A A 1 r A L
__ L)

- g &2 3 -~ a3 e B = % N T RN
partition de 1l'ensemble Z = .—. 7. . s0it z2lors v, l1tapplicetion
B2z 100 : L X

e 5o o7 2 S £ 5 RU e e = e ]
biunivogue de Z, sur X, , récipiogue de u. ;. i1 exisis une appli-
,1% A ﬂi S 7

- S w 4t i = - TP e, -
sur Xy s gul coincide avec ¥
(% i 2

\":L X) a donc urne pulssanece inférieure a celle ds Z ; comme Z est
e v 5
nne partie de ;*’Jﬁ YH s & 8 une tuissance inférieure & celis de

? e = : .
k‘, Y dlots 1a proposs tion .

L
non vides de & et F respectivement, ayant méme ensemble d'indices et

telles gue ¢ # ®  entraine X/Lf Xmgg}_ﬁ et ¥ (1 Y m?ﬁ ; Bi,

e /E’ 3 e}"‘w s '-cxwml'
3 H : o 2 oy A % é } -~ ~
peuz. wat 71 X, est dguipotert 2 Y , siors O/ X est
2 2 2 22 ,&ﬁ: : ”
= l \i l‘u -
gguipotent & X
: L€ | ’ ©
gn effet, lfaxicma de choix montre qu'il exiete uns fanille

{a_ ) _ .. telle qus, pgur teot ¢ u_ scit une application
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4}

biunivoque de X sur ¥ ; il existe une application et une senle u
de aLc:)I X, sur U Y qui c6incide sgvec u, dans X pour % 'oti’c- 'zé"I
u est blunlvoque, car la relation yféy entraine, cu bien qu'il ezlste
deux indices 1,% tels que t,.._ x ot xeX ,yeX, , d'ob
u(z)=u (x)eY et u(y):ux(y)e‘i‘& , et comme Y 0 Y}e.—-}é .
u(x)#u(y) ; ou bien qu'il existe un indice ¢ tel gue xeX etye X,
dlotk u(x):uﬁ(x)%u,&(:}r)::u(y) , buisqus u_ est biunivogue par }g'pothéaa.f:
un a des propositions snalogues aux prop.13 et 14 lorsgu'il s'aegit |
de réunions de plusicurs ensembles (ef. o 2).
un observera gue dans ce cas oz nlutilise pas'l’a:s_ioma de choix
pour llanalogue de la prop.14 . ‘
L.a prop.14 peut sfiniez‘prétsr en disent que deux sns@’:nslcs SOmmes
dtune méfle femille de prarties non viles d'un ensemble E (chap.II, 05
’*"j) sont Gcouipotents ; la prop.13 montre gue la rév:qionv dﬁme—: f‘millé

de parties non vides d'un snsemble E a une puissance inférieure & cells
de leur somae.

7; Calcul sur les mesances Soit (), g ume famlie Giciion s 0

lfansemble B(B) des pulssances des parties d'un ensemble E . ,,upgoaoﬂg

gu'il existe une femille (X ) je parties de & telle gue p(.X.z )= 0%,

ter 0
pour tout ¢ , st gue t¢# 2 entraine X N X = ¢ . Dans ces condi-

tions, on dit que la famille de puissances ((’JL1" ) est addible, et

on appelle sommne de cette famille la puissance de l'ensemble 'LLGJ‘I X}? -
gu'on note Z‘i Ub ; il résulte auesitdt de la prop.i8 que lorsque
e - ' -

les (L  sont tous distincts de p(#) (gue nous noterons 0) , la d6fi-

pition de la i somne des UL ne dépenil gue de la femille { L}, ei
s Z : 4 2

non de la famille (X ) ayant les propriétés précédentes ; en outre,

i1 résulte aussitlt de la définition que, pour gue la fami l}.e (&, )

soit sddible, il faut et il suffit que la sous~fa1mlle des 0& :j.f) le qm_'l
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et gu'alors les sommes des deux fa}n;i_llﬁs sont égales.
De méme, stil existe une femille (Y ) oI de parties de E telle gue

p(Yt = OQL pour tout <, et une part:.ede E éguivotente & . i ZI Y,L .
: ' 1€
on dit que la famille de puissances ( ¥, ) est multipliable ot on

appelle produi"‘ de cette famille la puissance de toule 'par‘_cie de B
Squivotente & | [ Y, , qu'on note TT v, ; il résulte encore ici
de 1a prop. 4' ouezecétte définition ns aepend bie gue de 1s famille
(g, ) et non de la famille (YL 3 \

_Ee lo méme manidre, on définit pour plusieurs éléments é_é m(«-,,
par exemple trois &léments @, @, L , d'uvne part la notion

d'addibilité et la somme, qu'on nota &+ 4 + L , et dlautre part la

act

]

} A
on de multipliabilité et le produit, gu'on note A ‘é— r  cf 57

e

Los S = TEIREE L 3 I 50=
a relation entre les deux sortes de défin

i
S et ¥ sont deux &léients ds T(E

)
Pt

ourxT

B
Bude

Enf

8 s

SR

On
£
Ll

L
Q
ct
@
{3
d.
&
R4l

wne partie Zde E 6 3 X oh X est unse par
1

puissance L e de E do pulssance '@ , la puissance ds

¢ -

i
7 se note oL ; eille ne dépemd guz de (L et “g’ d'aprés le cor.

@_“Toz

Ye¥Y
tout yeY , @V =0f . On neut de méme ramener le produit de

de la prop.4 . _

Dlaprds cette définition, von 2 , ob , pour
dsux puissances ;a. une somme de puissances ; en effet, si ckg est
défini, il existe une partie Z de E équipotente 4 X XY , ot X
eat une partie de E de puissance /@ Y une partve de B de puis-
sance @ : or, les ensembles XX %y} foman’c une partition ds

X%xY , lorsgue y parcouri Y ; comme chacun d'eux est équ.i@c‘é’;e;zz‘t

Q,

& X , on voit qu'il exi ste une partition (2. )Y'(-:"f de 7 telic
que pour tout yeY , Z soit éguipotent a X ; on a dene
-%g’ = VZ; ¥ %zf ot %,?_ = O pour tout yEY
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On notera que si {c?v ) est uvne femille d'éléments de B(F) ,

1¢e 1
telle que, pour tout 1e¢I , (. soit équivslente & % , et si

Z: 4 : Z o’ : I T T - ;
st ! TEesp: 2 et 0" + Loutes
Lel —, @ (o . 7 Le1 %% ) sont Goutes
deux définies, ces deux puissences scnt éguivalentes.

Cas définitions ébtant posées, les Iéaul‘a’:a‘ss an‘sériezzrg de ce barsgraphe

grtains résultats du ch@;ﬁ‘ﬁ fauinissent des ¢oplités ot indealités

et ¢

portant sur des pd.l%&‘é’iﬁ(&@@ de '\rrtie;:»: de B . En premier lisu, on & des
égalités qu'il faut entendre de la fecor suivante : lorsgue liun des mem-
bres d'une telle égalité est défini

5 2 G s w
3 Ao E = ~ > SATES F s e - -~ e g i
Tout a'a'beray ai b ~£» s b sont des Slémenis gueliconguss de siE),

on & :
f,?,} st 2 @ __,' \.{9 7 v P 7 rv'«/pf

L4 : oLt = 9= ‘l'j'ir 2 ‘e = Gl
{%omacaﬁmté“ de 1l'eddition et de 1a multiplication ; ¢f. chap.IiI,

aakgmw’i‘! et '3 x,ﬁ“% 5 - -
(7 0@+€@+ k)=(a+bne , alBor@bre

{"’asacacia‘tiv:zté” de 1'addition et de la multiplication ; cf.chsp.il,

a 5

§2 prop.i5 et ‘3 Foet 9} On a des formulss d'Pasgociativité® corres-

ganaa,n‘tes pour ls somas et le pmd.urt d'une Pamille guelcongue {c’%_& j -
7

#s puissances :

{3) Z, (¢ (}éﬁ N Za % E E J Q‘L y = E : QL«
jg é ¥, ‘Le J}L ‘ vc I 2 .dﬁ_g\' “ C {
oh (J 1 ) i est une partition de I (cels re&:mit@ geng poins, f@'ﬁf

l1a somue, de la prop.2 du chsp.II, ‘?gii. et pour lg produit, de la prop.
14 du chap.II, §5 ).

La relatiocn ¢C_ = 0 est équivalente & "quel gque soit eI ,

: L€l
dr =0" : gi [ i;i‘i.@’ ) 161 ezt une famille g3 &.cu&qx e de puisssnces,

j ltenser 1€ I tels #G, on & = .
J 1f Pnsez:glg a@f 1€ ] els que Ui,& 70, on 3 161 *C 43 =®
La relation 9§ = 0 est éGquivalente (d'aprés llaxiome de choix)

: z - : , .
& "il existe 2el1 tel que U4 =0" . On a deos réeultats analosues
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(i_:adépendants de l'sxiome de choix) pour iz somme et le produit ds

deux ou plusieurs puissances. - A
g1 (oo )*ﬁé'} ; (-@x );g cK sont deux Tamilles de puissances, on a

la formule de "distributivité® : ' : :
(4) (BN b 2 %
i 1tel Y oy Kk * {1 ale xR
qui découle aussit8t de la prop.4 du chep.IiI, ¢5, ainsi que les

formules analogues

S -
L = 4
/ ' Ut ek o xi K
et ,
- ' ) , 7
(6) : b+ £ )= b+ L E
De 1s prop.5 on décuit la formule
; s L 7 : =
(7) L JE 6
: = - 17
et 1l'ansloguse 0
. o FEE > -
(8) a0t
 De la prop.6 on Géduit 2 4
£ =
' - A 2L
(9 (2%)" - =
Znfin ls prop.7 donne la garmuﬁ;a 2
o T
(10) WLy Tl o
: 1€ 1 161
2ivsi gue 1'analoguve
= £ AP K
¢11) () = at

-

Passons anx indgalités ; il faul suacore icl sentendre cslles gue

nous écrirons de la Tagon suivante : lorsque le second membre sst

délini, le premier membre est 4éfini ot 1'inégalité = lieu.

Bu premier lisu, pour toute famill: (L ) - de pulissances,
5 £ o .éi E 3
”1}. & : !
= 3
. 2, u < >
w12 T = T
2Ed +e 1

pouvr toute partie J de I , ainsi qus
= = e

- v . L out < P [ oo
: 1E J s e
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pourvu que tous les (¢ soient 0 (prop.11) ; on a de méme les

08

analogues _
f12) O & o+ t-
(15) a & at

pouzvu, dans la formule (15) que —.32 £0 . ‘
Ltinégalité (14) admet la réciproﬁue suivente : 8i (L et *z?z 'égzzﬁ
deux puissances telles que (L < £ , il existe L € B(E) tells gue
d+ A~  soit définie et @ = &+ A : on effet, si M est une partie
de B de puissance 1@' il exist@ we partie ¥ des K de puissance (& ; |

il suffit de prendre pour [ le puissance ¢z H [} sp N

9 (=8 Z
241 meintensnt il % - sont deus mnilles de
i maintenant ( "%')iél e {}‘@,ﬁéz ont deux familles
puissances ayent méme snsemble d'incices, la relation A L g@ pour
. = = . T e

tout <€1 entraine 2, & £ 2 % , et 1l oe 177 & ;
: T o7 L % T . - (=
_ v 1€ 1€] ' el 16 1 - ;

s = - . 1
de méme, les relations AL ! s 'v@ £ 1:; entrainent a4 még (b +@,

¢ &

<

Bxercice. Soient (E )

af g /' ot extin o

So

{prop.10, 11 et 13).
7€ 1 7 (F»«;} 16 L
senbles non videsz ayant méiie ensemble d'indices.

deux familles dlen-

a) Si pour tout <+ , B ‘est équipotent & une partie de F

distircte de ¥, tout ensemble somme des E

inférieure 2 celle de -:,Eel'l F . pEEXXZomk

., 8 une puissancs

b) 8i pour tout 1 Ei, & vne puissance gitrigtement inférisure

a E‘ﬁ ; tout engemble somme des E, & une puissance girictement
r ,
inférisure & ,5 €1 E {moatrer qu'il ne peut exister une
p:az’;iif;i@;a {;.‘.- 3 0 de @ j:{ E’; “Lf«;l.?@ ue f%'@p g0lt éguipo-
tent & E_, en remarquant gue pT, 4 ne peut 8tre idemtigue
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§ 2. Ensamblés finig.
Dansg ’coa‘bes les démonstratz.ons de_ce garagraﬁhe, il n*est pas fait
nsege de l'axidme de choix.
nbles émmzérés, Au chap’.lI - ‘§2 ;h°4, on & (iéfini une partie d'un

ensenble réduite & un: geul élémen t',' En pa.z’ciculi'er; dire qu'un ens

tle E est réduit & un sgeul élément, ou, comme nous dircns aussi, que

% est un engemble & un 8lément, signifie que la relation : %il existe

7

=B tel gue B= 2&7- " est vraié. ngdomer oo ensembls E & un é&lément

E:&%
%

sers par définition cozzsa.dérer une théorie dens laquelle E sers un

coument de ”z)ase , 8t la relation précédente um axiome ; il ravient

.,Dg

o
z;%ﬁaimeurs au néme {chap.I, § 3.n%1) de pranﬂ,mccmm@ arguments de
1

&,,.4
&
()
]
ot
{ix]

bege B et a avec les deux axiomes : scE , i
sppelé 1'8lément (unique) de E .

dious dirons maintensnt gufun enéem‘ble. E o3t un ensembla & deux

léments si la relation "il existe a€B ot DEE tels gue afd ot
m%a,b} " est vraie ; se donnmer un emsemble & deux élémsnts : cfest
3&:z*andré pour "’a.xiome cette relation (B étent e.rgumazit de base), ou
encore prendre pour arguments de base E,a,b , avec les exiomes :
‘ ,LE& » BEE , afb , B@:{a,b}.; a et b sont alors appslé;s les dezi;ﬁ_
éiéments de E .

On définit de la méme manidre un emsemble ayant un pombre quelcongus

i*&léments : on prend comme argumentis de base E et le nombre voulu ds
signes {tous distincts entre eux st distincts de E) qu.'en .e.ppe'}.l@

‘53 éléments énumérés de E ; on prasnd comne aziomes : 12 ceux obtenus

en emplagant § Dpar les éléments enmnérés de E dans %éE .

2% Geux cbtenus en remplagant § at 1 par deux éléments énumérés
distincts (de toutes les manidres possibles) daBs § #1 ; IEax;_cmr
ssprimant que E est réunion des en-sembl-es don'b chacun est réd.ui |

>

un $lément énuméré de E . De fagon generale , un emsenmble ainsgi intre
¢ult sera appelé ensemble énuméré.
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in
bt

= 171 -

La notion de "nombre® sul intervient dans ces défimitions

est la nOtion'exgérimentale de nombre, clest-34-dire gu'un

nombre n'est considéré comms donné gque lorsauion a écrit

explicitement autent de sigies distincits gu'il comporte

dlunités. 11 faut g@-gardef de confondrs cette notion avsc celle

sPinie an S 3

g:u

d'entier naturel gui séfa

5
étroits gui les unissent ef gue noug verreng en leur lleu.
Zn faitE nous verrons méme jue ces liems ﬁisﬁéﬁg@nt¢ dans
%iapart des gquestions, d'aviir recours & la notion d'ensenbls
&numérs. mais, du point de ‘3
dernidre est

&
vlelle ne dépsnd nullement de lz théorie des

g
entiers ; de facon plus prézise on peut prouver &isém@n%

la théorie d'un ensemble énméré est neﬁnegnrraale cire sams

su@@ﬁser gue la théorie des entlers {au, ce gui revient su

il suffit de BUPPUSETr qus ia uué@rib ﬁea parties S’Hn engemble

E est non»cuatraévc*si re. En efact, sl E est un ensemble gugl-

}.Jn
ﬁ.';-.
n:{v
sﬁ’t

congue F-{Q} est un ens emble & un élément | p@rsi@ XDl
%ka)).' gl E = ia; et un ensemble & un élément
»2@,{@}} est vn ensemble & deux @la&aaﬁ@ (rarwﬁa de

gj’(m)} ; le procéds est é&videmment applicable de proche en.

proche pour tout ensemble &nvméré (il me git naturellenent
pee 1a &*aﬁ vér&,able "raisonpement par urrence? pu sens gui

era ﬁeflml plus »Qlﬁ mais de 1'indicetion dfun procédé opd-

ratoire gui doit étre réalimé'@znlaclﬁaganu pes & pas, dans

chague cas déterminé gue l'un eazsiéér@),
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La notion d’ensemble énuméré permet de ramener les ééfiniticms de lé,
réunion et de 1'intersection de deuxz ou plusieurs ensembles (éhap.II ;
32,n° 2) sux définitions de la réunion et de 1'intersection d'une
famille dfensembles (chap.II, $5,n%2 et n%). En effet, soient X,Y,Z
trois parties (par exemple) d'un ensemble E ; soit I= {a,ﬁ,y} an
cagemble de trois éléments, et soit (M ), e1 1s famule de parties de
£ définie par les conditions ¥ =X , ;Ka..Y- ; ﬁ =Z ; on vérifie aussitbt zm
gus l'on a ké)l I =XUYUZ , VeI B XﬂYﬂZ . Les nfopzié'tés de la
réupion et de lt'intersection de plucsieurs eneembles peuvent donc 8tre
consiférées comme des cas Dar‘sﬁ.ca}zem de propriét és' de la réunion et
;."3,%.3 itintersection dfune famille a*ensemm.es. |

Z16) :::.z.e;sus Pinis. La déPinition dfun ensemble fini gue nous allous Gonnsz

it a0 o propridts Pondamentals dont jouissent ces ensembles dans
ia conception “najﬁve“ des malhématigues : on "ajoute™ un &lément & uvn
engemble fini, il reste fini. L'ensenble %‘f(?}} des parties finies

4'un ensemble B , gue nous 'voulons définir, doit donc avoir la propriété

que, 81 X¢ K (B) s X U-{y} appartisnt asuesi & T (B) pour tent ¥ye B ;
mais cebte propriété a elle seule ne suffit pas & définir (B) . cer

11 est évident que :}3 (E) lz posséds également. Nous sommes asinsi -
conduits & la définition suivante : '

péripition 1. Soit ¢ la partie de A (ﬂ (E)) formée des ensembles
ﬁ . %}f (E) tels que : 1° ¢ é @ - oY gg._;ei gue soit X C @% et _guel
6 g@i‘i& YEE , T Y iy} € @ . On aayelw ensemble des partics fll’l.i.@ ‘,
B ~j;’éiz3,tar§eetion g{(g} = @C ¢@ des ensembles @g ,@ .
~oute partie do B gul appartient & ER(E) est dite finie, toute partie
de B guil n'appartient pas & %"v(E'}‘ g_gt dite infinie..

11 est immédiat Que' SH(E) appart. ent é @ : en effet, comme ,@é @
pour tmﬁ @ e @? - on a asussi g c 5;-{2) : d_‘autr@‘ part,

!é",
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gi XE‘T(E) et yek , ons Xé@ pour tout @}e , donc

1U $7}e @, ot par suite XU{yle % (&)

La def.41 donne le critdore fondsmental sulvant

’f’ronosition 1. Soit (@ une partie de CJ/('E) 'telle gue : 17 ¢6@
. 2° guel ue goit XC@’ et quel gup soit yeE . X v 1’3}6@ Dang
ces conditiog, on 8 @7 S (B) .
En effet, la définition de 6’@) montre que 5’ W(EB) — @
comme par hyioothé% _ @CL g (x) or B @ J" (B) '

Comme g(}?}) appartient & @ ’enc@mb?e mara est fini ; toute
partie {x} 4 un élément est finie, puisque } ;é on

roit de méme que 21{,;7} {x,y, } , etc. sont des ensembles z?mis
guels gue soient x,y;-z—', ete, dans E . : :
Proposition 2. Si X est une partie Zinie de B , toute partie Y de X
est finise. | ' -

Soit @ 1'ensemble des parties X de E telles que toute partie Y
de X soit finie ; en particulier, U=X doif &tre fini, donc
@3’ cd(E) On a 6videmment ge @ ; ctautre pert, soit X une
partie appartenant & @' 5 ¥y un el sment qaelccngue de B F pour toute |
partie Z de X U iy} , on peut écrire Z=ZN{X Uiv})= (ZI}X) uzn$ 3}}),
conme ou a Z N §7] C_SJ}, oms %0 fy)= § ou % N ‘iy} zy}
diot 2Z=(ZNX) ou Z«-(ZI‘QK)U{y} ; comme ZNE eost flm.e par hypo-
. thdse, il en est de mbme de 2 , dons X U $vl c@ . Dleprés la
prop.1, on a @': g{’(E). '

Propogition 3. goit f une spplication de E dans ¥ ; pour toute perbie

finie X'de E , #£(X) est upe partie Tinie ds F .
Pty il amm E Meber

Scit @ i'ensenble des parties finies X de E telles gue £{X) soit
finie, Ona fe & , puisgue f(}f‘m ; dfeutrs part, si L ¢ (O
oL yeBR . opa fLX ) 5?7 J=£(X) U £( §

; :
2 i C‘?“ fﬁ‘? o e : :
X 1 5v 73 € (0‘? Comme (o c 5B), ona (o= J{z ) dtaprés le propi|
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gﬁ;oliaire ‘Poute partz.e de F égulpctente 4 _une p__s:;tie I‘im.e de E
_estlfi:aie toute bartie de F dont la gu:.ssance est inférieurse a celle

d'une partie finie do B est finie.

Proposition 4. 8i £ X et Y sont des Qarties finiegs de E , X U Y est

‘Pl .L».l, A

Soit @ l'ensemble des parties X de B teﬂas que, pour toute partie
finic Y de B ; XUY soit fini. Comme X —XUY , on ‘voit dfabord q_u_fa'}?: ’
doit 8tre finis, done @ — F(B) . On = évidemment il @“' ; dlautwe
part, 51 X € @ et yeE , pour totte pariie finie ¥ do B ; om g
(X J %v} JUY=X0 XUy} ; ccmms’ Y U fL,}'}"} sst finis, il eu ast
de méue de X U(T y ng) = done I i) .z:;:}é @ . ﬁ'zapfés la prop.i,
on a donc @ 3 “(B) .

Do déduit aswssitdt de cette Propos ition gue si X.Y,Z2 sont finis
11 on sst de méme de XVUYUZ , et (e méme pour la réunion d'un nombre
quelcongue d'ensembles finis.

Lorollaize. ¥out engemble réunion de plusieurs ensembles finis est fini.

bion 5. 8i X est une partie iinie de E , Y _u;_llé partie finie

de E X;(Y est une partie finie (e ExXF .

En effet, si V est vide, la proposition est évidente ; sinon, scit
@ l'engemble des parties X de E telles que XxY soit une partie
finie de E xP . Comme X ést la projjection de X xY sur‘E , X dm.t
&tre fini (pror.3), donc @C (). On a évidemment M ¢ @
puisque ¢§AY est vide. Diautre part, si Xe¢ @’ et ygE , On a
X Ui })xYﬂ(XxY)uQ % x Y)Y ; XxY est fini, éy} X Y est
uipctent & Y , donc fini, par su.te (prop.4) (X U gyg)xY eat

NS

i

)

Tini ; a’apres la prop.1 , on a @ Gz -

Proposition 6. 8i X ‘est- une perte finie de E , ,'}Cf (X) est une
nertie finie de ’g{‘f(E)




i
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501i% @’ l?ensemble des parties X de E telles que QQ” {K) soit une

| partie

finie de fﬁ(E) ; comme X est équlpotent & une partie de :):f(X),

X doit &tre finie (prop. 2), dono

aone ¢ €@

5

G < F(E). me J(h)=(9},

dtautre pa.rt si X C(? et yeE , la relation

I X U{y} équivaut &8 YCcX ou Y=Z U {y} , 00 Z X aﬁtrement ait
'ﬁ’(x U{y}) est réunion de ,’p”(X) et de 1'image de rp”(X) par lvm-

plication Z —Z u{y} - ces deux ersembles &tant finis (prop.3)

,2[‘,.‘ (X U {y} ) est _f‘ini {prop.4)

donec @’z

5% (E) diaprés la prop.

E‘

Cozoliaire.

2

Si X est une partie firie de B , Y une Dartle finie do B
X . - - : :
1" est upe partie finie ds Q(E,F)

Er @i‘f@iﬁ;:Yi est une partie de gf{i;ﬁ.Y) {(prop.% ot 6)

varties fianles. Le raisc J.L“L@ﬂu Ywar'réf;-zzr:ﬁ'@ﬂce. tiovns désigns-

v(8) la partie da l'enserble ®(E) des puissamces des partles
D r

" de B, -jm ée des pa»lsaaﬂces des parties Tinies de E ; éim gufung

partie de E a upe puissance sppartenant & J(E) équivaut & dire

gu'elle est finie (eor. de la prop.3) ; lorsque X est une partie finie
de E ,

de X , et on dit qus X‘g_gt un ensemble & n &lémemts.

se pulssance n=p(X) est encore_appeléé le nombre 4! élémem‘;s

L‘-émplei du mot "nombre® dans cette définition est bisn entendn
purement conventionnel, et me doit pas entrainer de confusion
avec la notiozi expérimentale de nombre ; les mls.tions entre
les deux notions seront'brécisées au '§5 -

Les prop. 2,4,5,6 se ‘traduisent en les propriétés suivantes de

| v ¢t € V(B) ; si m et n appar-

J(BE} : 8i ne YE) et Zgn , ona

tienpent & J(B) , ot si min (resp. mmn , m ) est défini, il
appertient & D(E)
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B'apres 1s a&f, 1, ona De D(W) Digutre part une partie %_ }de E

et une partle Sy} de P reamtes chacure 3 un elément sont eqmpotentas
car l'application u dont le gra‘phe dans ExF est {(x,y)} , est une
application ‘blunzvoque de Zz} sur {y} . Hous désignerons par 1 lsa
buissance des parties de E reduztee 4 un Alement on & Evidemment

1€ 9(E) ; 1a relation 0 est bquivalente 8 1< o . Si

{ o, ) cc1 ©°t une famille quelconque de puissances ds partzeu de B -

uﬂ.a i ] ()L =1

cn a n—H € 9 (E) ; lorsque nt+l est défini, on ait encore gue c'est 79

. Oela étant, ei nev (B) et si nHl est défini,

conséguent de n ; on notera que s'il exipte neé ¥ (&) tel que nH ne
soit pas def1n1 B est un ensemble f ni de pulssanee n dfaprés 1g
définition de la somme de deux puissances. _ -

551 prop.’i se traduit en 1'énoncé fondamental suivant , dit

principe d'induction totale ou p_rinc:?.ge de récurrence :

Théordme 1. Soit H une partie de V(E) ayant les propriétés suiventes :

1° DeH: 22 gi neH ot et .si n-i-‘i est défini, alors nticH .

Dans ces conditions, on a H = Y(E) .

En effet, soit @ l'ensemble des parties de E dont ls puissance
?'Qpar'i-ié,nt g H: on s pa’r hypothese @ — 5:,(3) , ot ¢ € @'

#n outre, gi X C@ et yeE » Oublen yeX , d'oft XU Zy}: Lelor,

u bien j¢X , et dans ce cas, si n est la puissance de X . 1 U g}
& pour puilssance nit1€H , done X i {y} e‘@ ; la prop. prouve -
dong gue @ = @:(E) dioh H = Q(L) ‘

On epplique le plus souvent le prircipe d?lnductlon totale sous la
Torne swivante : soit R une relation contenant comme argu.sne 1t 1ibre un
¢lément arbitrasire n de J(B) : a;oz“s, si dans une ﬁhécrie ?f
iz relation (O|n)R est vraie, et si (dans 1a méme théorie) la

reletion (Ret ( J me v (E))(m=n+1)) entraine _,('n+1én)ﬁ -

°
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on en conclut que, dams 60 ; la relation R est yraie. BEn effet, si
H est l'ensemble des n e V(E) od R a lieu, H satisfait aux conditions
v(u).
Lorsqu’on appiique ce principe, on dit gu'lon raisonune par

du th.1, donc H

récurrence sur n : 1a relation (R e: ( Jme VIE}) (m=n+1)) st alers

appelée 1'hypothése de récurrsncs.

Le principe d'induction totale (que nous avons déja appliqué sous une

ﬂutre forme au n 2) va nous fournir dlaubres propmetes de ﬁease ble
J(E).

Proposition 7. Soient & , £  deux éléments de ©(B), n un &Elément

.

de JB) ; si ain et f4n  soms définis et si d;«%-n:,g"’%m . on

g = @ . . ' . o
lious démontrerons la proposition par récurrence sur n ; de fagon
précise, la relation R & démontrer est "guels que soient (L¢ B(E)

B = . , .
> cwo(B), s'il existe K €w(E) tol que L = din of I -_-»—:“534‘%13.

i~

= 4H " . Pour n=0 , la relation es’ triviale ; montrons que 1'hypothése

ke

E;
Ll

ds récurrence entraine que, si L+intt) et “g'—z—('n—é-?} sont ééfi
égaux, on a (L = '@ . On peut se ramener au cas ofi n=0 ; en effe"s,
supposons 1a démonstration faite dans ce cas ; la relacion

¢ 2 s b ,!0 ) -
A+ m-‘r‘%) Hn—H) stécrit (o +n+1 = (& +n)+1 ; on en déduira
gttn = ’g’ +n , et par lihypothése de récurrence, ot = EIZ .

z@pggms denc que L4+1 = -@ 4+4 (les dsux puissances é&tant définies}

il ~".Xl"4t€3 donec deux parties HK,N de E , de pu nceg respachtives

‘ gt et %2 , un élément a;éui et un élément 'is;;: B telg qutil existe
une spplication biunivoque T de M'=iE U za} sur “"Jf‘u.‘ibg ;

51 on a f(a)x , la restriction de # & ¥ sst une application biunivogue

N! , clepl-a~-dire

,
@
i
x
by
&
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0
g
ko)
()
(0N
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D
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o
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hede
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o
e
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ot si a' est 1'unique élément de M' tel que f(a')=b , ona a'c i

{puisque £(a)#b). Comme £ applique {a,a’ sur {b b} , il applique
le complementalre M ﬂ[: ia'} de {a,a'} par re,pport & M' sur le com-
@1émenta1re ¥ n C {’o'} de {b b?( par rapport & N' ; les puissances
o’y ¢’ de ces complénentaires sont donc égales ; mais ona
&, = oL+ ; g’z‘@iﬂ , done (L .

'vi";amllg,;re 1. 8inm et p wiennent & x?(“.e)} la relatian m4=p

@ntraize p=0 (autrement dit p > O entraine B { mtp )

Corollsire 2. 5i E est un ensemble fini, ls seule partic de B éguipo-

tente & B ee‘t E lu;-memw
En effet, ei X étm’t une partm de E d.m’t;inwe de B et éqmps ent
a8k , on aurait, en désignant par m st P les puissances de E et de ;M ;
ia relation mip=m , ce qui eon‘t.i'edi’; 1*.hyp0thése P >0 .
Co corollaire montre que si E est un enssuble fini @.e" Puigsance n 'ﬁ
B n?eﬁf pas défini ; on peut done dire qus la condition nécessaire
8t suffisante po-uﬁ- que E soit fini est gu'il existe un ne J(E) tel
gue nt1 ne soitjpa& défini ; cet éliment u est alors égal & la |
puissance de E . . '
Proposition 8. Soient m et n deux éléments de Q(E) pour que m< 1,
il faut ot il suffit gu'il existe pz v (B) tel que n=mip ; il existe
‘alors un geul Slément pc Y(E) a gyant _cotte propriéts.

La saconde partie de la propositiorn est ume conséquence évidente de

la prop.7 . ba premiére est un cas particulier d'une proposition velable
pour les puiSs‘an'ces quelconques ( 3 1,n°'? ), compte tenu de ce gque
Ut £ o entraine que L est fime.

8% m <1, .L'u.nique 8lément p¢ V (1&) tel que mip=n est appelé la

uuff@rence des pulssasw&zs netmet ce note n-m ; l“appllcatian
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{un,m) —n-m ebt donc définie dans la partis de J(B) x v(B) ,_‘faméé
dez couples tels que m<n . » - _ '
Ln particulier, n-1 est défini pour tout 1 >0 ; on dit gue n-1 ost
l'zantécédent de n ; deux éléments m,n. de J(B) tels gus :ilén+1' sont
dits conséentifs. '

- Hemargue. On applique souvent le przncipe d'inductmn totale, non

pas ﬁa, partir de n=0", mais "2 paz‘tla de n=h®, Ds fagon précise,

soit R une relation contenant comme argument libre un élément ar-

fond

bitraire n de -QfE} ; si, daus une théorie ‘x’f ;, la relation

Lid

n}a est m’pw; ainegi gue 1ls m?czuon ((B et ( me J9(B})
if?:m-M}‘ @{ah;n} R} pour tout neg < {Ei tel gue n 7 h ;
alore la relation n » h entraine R dans la | théorie %:f ; clest ca
qzz.@ montre a%sf‘%.t&t le princips d'induction _t@‘&éi& a_‘.g:xplﬁ.g 6 & 1la
relation (bm/n)R et & 1'argwnent m ¢ J(B)

Corplieire

. Pour gus m ¢ o, il feut ot il gaf’f‘it gutil existe
6 memtp et D >0

En effet, si n=mtp et p >0 ,ona m <n , et el on avait
:ngs.zsﬁgﬂi , On en déﬂuiraii péﬁ (cor. de lz prop.7) contrairement é
i'hypothése ; inversement, 33‘. m <n , on a n=mtp ‘} ot 1a relatigz; p?zé’,.
@z;“f.:ﬁainerait m=n contraircment & l'hypathésa. '
Gorollsire 2. 8i & +p ot 4.+p sont définis ( cte @(bL A @az},

.u € v (B )) la relation < @ (resp. dz,{%,?f) est @_@mvalente 8

7% 4p vé +p (resp. ot +p £ '@’ ip) :
Comms (,zg@ entraine (L+p £ £ +p , et que 4P = @%@ est

Squivalente & L =15 (jgrop.?), tout revient & montrer que
getp £ 1)’; +p entraine (K *@» o Or, si ¢+ < @ +p , il existe
e T(B) tel gque ( 76 +p)}+ K soit défini et 4 +p "(‘% tpH+ L “"C"/“*’{

-;.. =
N

1§
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on en déduit @ = o0+ £ (prop.7,6 d'oh (1 g@ .

Lorsque m,n,p appartiemnent & J(E), que mntp et ntp sont
définis et m £ n,ona n=mtg , dene nt+p=(mtp}iqg autrement dit
(nip)- (m—&-p)-n»m 2

e;:l}.aire_z_ La relation n ((j(, (ne V(B) , & e B(B)) est éguiva-

';_gnte 4 "n+1 est défini et nH S: o

Th effet, si n< ok , il existe fc B(E) tel que o+t = o,

- ) , 2 ' -
st on a %; >0, donec -+ > 1 , ce gui montre que nii est delini
e AL 2 ..‘b .-3 o 2 £.mn ok ; s
ot niHl Ko+t = & ; inversement, si nti est défini et nHi < o ,
on & n < ot S.; o , dome %‘2?*1%8’? . n< ot

Proposition 9. Quels gue spient ote@(B) ot ne J(B) , ona
& =t ou ff”«<n o n< e .

Halsonnons yar Trécurrence sur n ; lsa proposition est vra pam* n=,

puieque 0 £ ¢ pour tout € B(B) . 8i Jgn et si nH st défini,
on & Ot n<n+’z done ¢¢ £ ot ; si au contraire a <t , nil esth
aéfini et nt1 £ ¢t (cor.j de la prop.8), d'oh la propesition)

0n noters q:w 31 E est fin;. et de puissance n , on a n <§: n pour
tout me F(B) |

#tant donnés deux éléments quelcongues m,n de. V(B) tels Q‘aa.fnzé n
nous désignerons désgmais-pé,r Emsza;} {resp. {m,n{} l*@ngemble des

-

¢ ¥ (E) tels que m ¢pg¢n (resp. mgp<m) (cf.chap.IV, c

s ~

81 D=m , on a [mm} %}n};e’ﬁ msm[ =p ;8 mndn,6ona

¢

n,n i = éz& n»%} (cor.3 de la prop.8) . Si m.
. ; ’.” “" > 2 2 -3
s7ep.9 que [ ,y} (resp. s:m,,p' )} est réunion de
4
& fm,z‘a[ et ds Lngpf ) ; en ocutre, 3.=iza"cars ction de

(64
ot ?zmra}f sc réduit & 2 } ; Uintersectmn de {m-,né et éf::ufc'si
. 5 : e, S
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-Proposition 10. Pour tout n é \)(E) , 1'ensemble [0 n( & une Eulssance
éguivalente é, n . ‘ :

, Raisonnons par recurrence sur n , la proposition étant évidente pour -
n=0, puisgue m 7 © pour tout m € V(E) . 5i nH est défini, l'emsemble
E O n—Hi est réunion de LO n{ et de ln,n—i—‘i l = ‘tn,} ; par définitian,
??¢ (o n{ donc la puissance de [z),n-%-'i [ est 6guivalente & nHl ,
es gui démontre la proposition. - | -

S4 on pose 1= E@ m{ ; l'epplication m —> p( [j&,m E) de I dans @

(1}
egﬁ denc une applxca‘clon bmn.;vogue ; elle appliqaa en cu‘%re I sur
1) , cer tovte partie de I = une paissance infériecure & celle de I ,

done équivalente 3 un élément mel — 6(E) , ot par suite égale &

;;;3("*/@ mgi) . Noue ideptifieroms désom,a,is '{G n( a1 ?ensemblé dés

ouissances des partws de {d n au moyen de cette amﬂ jcation.

zwiz&llaxm 8i m¢ n , llensenble {m,ng 2 une gaiasance égalvam@n

4 n-m

>
@Iz

En effet, [0 n( 351; réunion dos :msembles LO m{ {m n| sans
&zé ant commun, done n..m+p ; o8 p est la puissance de { m ng .
Le proposition 10 perme d.e donner une autre forme su principe

zi%indu.c‘tion to‘tale :

Tnéoréme 2. Si H 'ggt' une partie de v (B) télié gué la relation
é@,,ﬁ{c; B entraine neH ,ong H= V(B . _ -

En effet, soit H' la partie de V(E) fomee des n tels que

gﬂgmg c H ; onaea é&?ici@?m@nt ‘9 cH! ; &’au‘tr@ part, si ncﬁ’f e‘h_ 5i

ntl est d6fini, on 8 zﬁ .as c H dcmc nCE d'aprés lfhypeu.‘mse -

Comne {””gﬁ»’ﬂ{ est réunion de gi ”‘i ot do §n} ; on a EG:’@HE =B,

Mtz'emen* dit nti €K' ; cela entraine H'= v(E) (th. ‘E}, done (Q ng;r B

2

fg:‘_}Q‘{Tc_Ii’ tout n'e WE), ce gui entraine neH pour tauu nev(E), cfosl-i-
. dire H= v{E]).




-

n¢ H . Supposons p+1 défini, et soit H une partie de v(B)
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Cette forme du principe d'inductior totsle st appliom le pius souvent
comme .mzit : somt R une relation contenant comme a:rai.ment iibre un é.lé»i
ment arbitraire m'de V(E) ; =i, ders une théorie Z la relation
{ Vme)@®))adn >(mln)ﬁ) entraire R , la relation R est m dangs

la théorie ¢ , car si B est lfenserble des"né D (B) ot R a lieu,

H satisfait aux conditions du th.2 .

Hous dirons gu'une partie B de 3 (E) 2 un plus petit &lément (resp.

,_ sfil existe ee¢H tel que a ¢ x pour tout

x<H (resp. s'il oxiste beH tel que x <b pour tout =xcH
TNy

{(ef.chap.IV) ; 81 B a upn plus petit Elément ( (resp. un plus grand élément)

i1 résulte sussitdt e la définition gue cet 6lément est pnigue. Avec
ceg définitions :

Théoréme 3. Toute partie finie non vide H de o(E) a un plus petit
- % a ,E O R A T RO : -

et un plus grend élément ; toute partie non vide K de Q{E) 8 wn plus

petit élément.

Démontrons la @remiére partie par 1écurrence sur la puissance p de H
(dane J( Y(E))). 8i p=1,.0m a B= fa},; donc a ¢ zig a pour tout

& pH

éléments, et ¢ un €lément guelcongue de H ; a,lovs H'=H N 5 .{

est une partie de \)(‘E) & p éléments ; l?hypothése de récurrenee

entz*aine qu'il existe a'cH! et b'ec H' tels que a'g n{:’bf pour

tout neH' . S1 cga' on adonc e« n pour tout n€H ; au contraive
st a'Sc , ona a'¢n pour tout ncH ; on montre de mﬁnie qu'il existe

H tel que n (b pour tout necH ; d'oh la premidre partie du
théoréme.
Si maintenant K est une partie non vide guelcongue de  Y(B) , 6t = un

Slément de K , 1'ensemble H=K_ N {O,a} est conlenu dans '[Og&}




Lo :
donec fini ; ll existe par sulte ecH tel gus cgn pour tout ned ;

en particulier a pec ; d'autrs bar., si neck HCH ;O a n > g
done nje , ¢e qui montre que c<n pour tout nek .

4. Béunion et pred.it Je Tamillies Pipnies. 9 div ga'uae famills {(z )

z '&EI

d'éiéments dfun ensemble B ast flm.e si l'ensemble d'indices 1 est fini;

il en résulte (prop.3) que l'ensemblec des &léments de la famille est
fini.
La réciproque de cette proposition est naturellement inexacte,

comme le montre l'exemple o I est infini et l'applicathon <z — x

une application gonstante. |
fious allons montrer que 1'axiome de Zermelo (EVIII) (chap. 1,3 5,8}
est une consé@ruenee dsg autres axiones de }.d théorie des ensami:s};@s;, ‘
1@:{*;’5@&?03& suppose dans son éuoncé gre I est un ensemble fiiai -
Proposition i1. i {X ) 17 88b une famille finie de Qar‘cies non vides
d’un ensemble E , l'ensemble ' ;{?; de n'est pas vide.

lious allons encore montrer que TT X # ¢ paur toute partie J de 1,

en raisonnant par recaz‘rencc sur le nombz'a d'éléments n de J . La pro-
position est vraie si J=0 ( chap L{, 55,0%4) ; supposons n+1 a&Pini

et s0it H une partie de I & n+i 'elémsni;s, * un 6lément de H , et

1¢H
tent a 4-‘( Hf X@ )-X‘Xz: (chap.II, §5,prop,14) - 'l'hypothése de récur-

rence entrafme que | | oy X, B'est pas vide ; comme X_#f , Je}H .4
. 'L : : [ 1/ (43

nlest bas vide d'aprés la prop.3 du chap.II, §3 .
"’”*ogos:.tion 12, Soit (X ) 1c 1 bne famille finie de parties finies

d'un epsemble E ; la reunion et le préduit de cette'fgm'ille _sont des

Jd=H 0} { } - J est un ensemble & n éléments, et E § X,L est éguipo-

susembles finis.




> Hous gllons montrer que poar touts partie J de I s l'ensenble

| )
/L‘séfJ X ~est fini, en raisonnant par récurrence sur le nombre aéiéms;n

n de J (dans D(I)) La proposition est évidente si n=0, puisgue

U QX" =) ; supposons nt+1 défini et soit H une partie de I & nH 616~
ments - soit 2 un élément de H , e salt J=H N ﬂ {;,_ g est un
ensemble & n éléments, et on a {J 1% = (g - jux_ 1thypothdse
de récurrence entraine gue U X est finl ; comme X, est fini,
ib en est de méme de U X d’ aprés la prop.4 ; la propositicrn est
done démontrée en ce qul concerne 13 réunion. On peu“c raisonner de
méne pour le “oduit ; on peut aussi remarguer que si F = “j X

t;..

ls produit J élI X est contenu dans FI ; comme F ot I son‘t 3?3,21

11 en est de méme de F- (cor. de 1a prop.6), donc j}j:m X est fini
{prop.2). _ ‘ |
Gorolleire. soit {ﬁz)tc I upne fam.lle Ffinie d?éiéme‘nt_g de (B} ;

‘21 %I n, et i Y sont «(éfinis, ils appartiennent a (e

5, Les défingtions par récu;gence. Aux deux formes du principe 4! inductiocn
totale correspondent deux méthodes de définition de fonctions dens un
engemble J(BE) .

Théoréme 4. Scient E et F deux enseubles, a un 6lément de F , 9 une

a2pplication de F dang F . Alors il oxiste une spplication £ de V(E)

dans F et une seuls gui satisfasse aux conditions suivantes :
_ 19

£(0)=a ; 2° pour tout ne O(E} tel gue nHl soit défini,
2zt )=e(2(2)).
En effet, soit H l'engemble des p ¢ )(E) ayant la propriété suivents:

n g - 3 s : . s =2 r’ : =5 . - -
il 'existe une application fp et une seule de ,LO,p) dang F telle gue

£ (0)=a et fp(m-M }z.ep(fp(m}} pour Loutb @ tel que OLKm/p .
5 &J‘ > =
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dontrons par récurrence sur pvque H= YCB) ; i1 est clair que Og¢ H
d'autre part, supposons que peH ot que p+1 soit défini ; l'ensemble
{O,p+1) est réunion des ensembles [p,p) ot {p+1} sens élément commun ;
en définissant une fonction ;p+1 par les conditions f (m)wa (m)

pour UKm{p et f (p+1)-¢(f (p) , 1'hypothdse de réourrence montre
que f, ., est telle Gue £, 4(O)—a, st £ Jﬁ(w+1)m@(fJJ&€m}) wour

be{pﬂ; waMmepm%,ai % et une autre fonction wﬁ,ﬁﬁmmc

A
@ux mémes conditions, on s f? (m)~"(m) pour O<m<p dﬁap?ésil?&g~
yuthége de xéeurrence, et (y+1 ~@(f’g1{p}} = @ﬁf ipl)=2  (pHi] ,
}’ » ” <

afott f! .=f ., , et gar suite pricEH . tn a done ﬁz v(B} ¢?&prks
é.‘ : 27 ¢ s

‘e th.1 . Pour tout n ¢ ¥{E} ., posons alors f(n)=f {n) ; on » bien

P(U)=f (G)=a ; d'autre part, si n+i ost défini. £ {n)=f (n) . donc
) o : i ‘

f(n@€}$f5¢a(ﬂ%€)~¢(9,.,xn)}ww(f (B))”@(f(n}) , 1a fonction £ satisfeit

3

bien aux deux conditicns de 1!'énoncé D'autre part, si une faﬁct on It
setisfail & ces conditions, sa restir: ctlon é [O n pour tout u ¢ viEi

est identique 4 £ , dome “'(n3~f (n)mf n) bpour tcut n

Bemargue. Scit "V ume applicaticr de V(E)x P dans F ; on dédnit
dun th.4 gu'il existe une appliceiion 7 et une seule de 1V (R} dans
F telle que £(0)=a , et pour tcut p Zel gue nti soit Géfini,

% »,

{n)}. En effet soil ¢ lfapplicstion de v(E) = F=4
A ¢ i

;(E,“V{H;R} dans le cas contraire. Diaprés le th.3, il
exlote uue applicstion g et une seuls de V(E) dans ¢ tells que
5(0)=(0,2) et gloti)=¢(e(n)) lcrsqus nti est défini ; on veut

et ¥ vns ﬁpplicat1§" ds “(E) cans F ; on & donc P(0)=a et




- 186

et f(m+@)=.7’£n,f{n)) loreque n+1 est défini, dioh g propogitien.

Fhéordme 5. Pour tout ne 3 (B) , seit @h l'ensemble degiapplicaii@nﬁ:

=

EO,B} dans un ensemble F ; soif 6 la réunion des & , pour

b

n e V(B) . Soit s un éiément de F , ¢ une application de G dans

Alors i1 existe une application f ei_une seule de 7 (E) dens F islle

telle gue : 1° £(0)=a ; 2° si 28] seniene la restriction de £ &

ip nl , pour ur tout n ¢ ¥(E) tel gue ni! soit défini, oo 5
f(ﬁ+1)“¢tf(n))

Nous iaissons au 1ecteur ia deﬂomgtraiéaﬁ gui suit axsctenment

it

&

%wma mafche que cells du th.4 .

2 L 2 = s oy v & o e L R S
Avplic cations @ itérses dfun@ fonction. Récurrence lipitdés. Soiewt B af ¥

eyt 2 b 4 2 4 S e A B4 .
U uns applicstion albitrgire ds F dane

o P - -'
dauy ensenbles

.

dens lui-mbme ; le th,4 prouve gu'il

£ de V(B) dans FF telle que f£{0) soit l'application i&@nﬁiqa@}@%,%

sur lui-méme et f(mt1)=uof(u) porr tout ne J(E) tel qus n#l soit
- * n ' . L
dé6fini ; nous écrirons u pour la velsur I(n) , et nous dirons guc .

: ; 4
st la n-éme itérée de l'applicatior u ; en particulisr, u = u .

On a dome d'aprés cette définition e (x):ﬁ{g{x)) - pour tout xe P .
11 en résulte qpe la fcnctian f Géfinie dans 1'énoncé da th.4 peuvt
sléerirze’ n — @(a)
Hous allons maintenant étendre le th.4 au cas ob la fonction o est

une spplication d'uns partie G de ¥ dans F . Concidérons pour cela

N : 1 4 . % 7 i & F oo
1'sxtension réciprogue V=9 deg ; cfect une application ds [V(F)
4

dsns [ (6) , donc dans %f(? : on peut par suite définir pour tout
-
ne Q(E\ , la n-éme itérée hf que nous noterons aussi 9 . On g

e 4 e , .
92{P)=F , o(F)=G par &éfinltian ; posons &zF{}iz ; on woit
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Eiu.s-sitét'par récurrence sur n que, pour tout n tel que ntf soit d6fini,
TEUE) < B @) e | .
() Bm) = B0 [$
Gfolr on déduit aussitdt, par récurrence sur p , que si p»>0 et si

~(nth) -(n+4) ..('nﬂ:g -n
ntp est défini, ona ¢ (R) — ¢ (F) , domc o (#H)N 9 (R)=P ;

: =N S
subroment dit, les ensembles ¢ (H) , o& n parcourt V(E) , sont
deux & deux sans élément commun. Cela étani : '

Egm'mogtion 13. Soit a un élément de F . 8i a n'ap Eartieﬁt & _aucun

M ~
des ensembles o (R) , il existe une zpblicabion £ et une seule de

D (B} dans F tello que £(0)=a et, pour tout n € V(E) tel gue ni

S0it dérfini, fln)et et f(nt)=¢if(n)). Si aun contraire, il existe

2 ¢ V(B) (nbcessairement unigue et 71) tel gue a € ”g(ﬁ) , i1 existe

urs spplication et une seule g de [‘0,13;[ dang F telle gue glo)=a ,

zn)ee et glnti)=9(g(n)) pour tout n tel gue 0<n¢p ; en outre,
ona glp)eR . - " .

4n sffet, dans le premier cas, désignons par H 1'ensemble des a 6‘9 {5)
tels gutil @Xiste.:me applieation z _et une seule de [.O;q] dans F
telle gue fq{0)=a ; fc(m) ¢'$"“?B) “ pour tout n ¢ V(E) tel que n i,
et tout m tel que Og¢mgQq , et enfin fq(m-H )w(fg(m)) pourrtou‘t m
tel gque O<Cmqg . On voit aussitot que O€H ; 8i qecH et si gt!
cst défini, on a fq‘(q) ;é s(nq')q) (R) pour tout n tel que n},cj; en
particulier, fq(.q} %73 (B):B , dong A @(fq(q)) est_déﬁni : on

aéfinit fe;—% en posant fq-!-'l (vm);-fqe,_m’) pour 0gm(Q et

-

: - - ~(n-(4%8))
f{;.ka{@:?"z }=<$(f,,(q,)) 3 pour tout »37/(&1 yone = +1(Q+1) ¢ o (R) ,
i = ‘ . S ~tg+1) _(7‘%@,}( S
cer cette relation éguivaut @& fq(q,} §§ e ( - é“ ’ (R))= ¢ (B},

gui est vraie par lihypothése de récurrence. On achdve alors le rTai-

soonement comme dans le th.4 .
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Dans le second cas, il suffit d‘app'liquér la premiére partis de la

D:&*o‘posi’cion, en rerplacant J (&) par Eo,p[ » Ce qui 6tsblit llexis-
tence de la fonction f dans fo,p[ on la prolonge & EO,,p\} en posant

L p)-@(f(p 1)) en outre, on démcntre au.ss:.tot par récurrence sur m

que l'on a f(m) € ({Q (B) pouz* OKmgp , d'ot en partlculier
2(p) e R . _
Exercices.- 1) Si (()é%-) Ei est une famille d!éléments #£0 de

B(E), dont la somme est défirie, montrer que p(I) est inférieuwe

2) si (&, ) ; ©st une femille dféléments de B(E) tels

gue (£ > 141 pour tout <€ 1 , montrer gue

g 3 ‘ }5; 7 S e -
< 5"%
ﬁ&;% i = A €] e

lorsque le second membre es st défini.

%3. Entiers naturels. ZHEnsembles dénombrables.

Puigsances des parties finies d'un encemble infini. Proposition 1.

Soient B,F deux ensembleg ; pour toute partie finie X de # , et

toute partie infinie Y de ¥ , il existe une application biunivogue

de X dang Y .

En effet, soit {@’ llensemble (es partiss finies X de E telles

. i : o : c : e 3
gu'il existe une application biunivoque de X.dang ¥ ; on a @C ._35 £)

%,

et évidemment ﬁe@ . Soit Xe¢ (@ ot yeE; si yeX , on

()

> €0 y} 5 E*Qppésons donc y%ﬁ . 11 existe par hypothése
-une application bum voque f de X dans ¥ ; f(X) est fini, donc dis-
tinet de ¥ - cubtrement dit il existe ze¥ tsl que 7z & #(%)

-aloz;g l'application g de X L}é 'y} dans Y , égale 3 £ dans X et telle

¢ Z A -t
gue gly)=z est biunivoque. On & par suite C/ = SR(m) ( %2,prop.1

diodt 1la proposition.
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Corollaire 1. Soit B un ensemble jufini ; pour toute femille finie
n, 1 416ments d 3 1 - .

( ,&) 161(‘1@9’1}.@.@&_@ de v(EB) , el o et 1-6111" sont définis

Il suffit de nontrer que, pour deux éléments quelcon@ues m,n de

L= DI

?(E) , mtn et mn sont définis ; on raisonne ensvite par réc‘urrence
sur le nombre d'éléments de I (ef. prop 12). Or, si M est une partie
de de puissance m . E # est infini, sans quoi E=M U ﬂ H serait
fini ;‘¢l existe donc dans E I une partie E de puissance n , ce gui |

=

menﬁre gque m+n est 4éfini ; dlautre part, comme I X N ést fin ni,

&

il existe une partie de E équipotente & MAN , donc mn est défini.

Corollaire 2. 5i B ost infini, J(E) est infini.

kn effet, si Y (B) 6tait Fini, il existerait un élément ¢ ¢ v (B)
tel que n < e ponr tout ne I(E) ( §2,th;5) ;.mais c+1 sst
défini (cor.1) et la relation ct1 £ c est absurde.

et F sont infinis, l'application canonigue de

sq

Corcligire 5. S8i

BB} 3 m(E} est défirnie dans une pg:tie de @(B) contea ant 9(E),

ot appligue M (B) sur H(F).
En effet, si ne€ J(E), il existe une partie de P équipotente &
'uﬁe partie de E de puissance n , donc il existe un élément de Q(F)
éguivalent 2 n . '

2. Entiers naturelé. Sauf mention expresse du contraire, dans toutes les

Loss

théories que nous étudierons dans cet ouvrage, parmi les arguments de
'.'base de la théorie figureré l’argumeht 1 (généralement comme ensemble

guxiliaire), et parmi les axiomes figurera l'axiome " ] est un

ensemble infini® . Nous poserons M= V(1) ; les éléments de N

seront appelés entiers naturels.

i E est un ensembls infini guelcongue, nous venons de voir que
‘1%zpplication canonique de B(E) & B(I) est définie dans I(E)

et applique I(E) suzr M= 9(1) . D'autre part, si B est fini,
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la prop.1 montre que la puissance Ce B est strictement inférieure &
celle de 1 , donc ‘l'application cenonique de BW(E) & W(1) est

dsfinie dans v(E,=8(E) , et appligus {8} sur la partie L",nj

e N , 81 la vuissauce de E est éguivalente & n . Nous identifierons

éso”maa.u,, pour tout ensemble & , 1'snsemble  Y(E) avec son image
canconigue dans j‘f ; autrement dit, ia &lSSJ‘LC& d'un ensembls fini E
sera ideatifide a l'entier naturel n auquel elle est équivsledte ; on
dira enrcore gue n est le nombre d'éllments de B , ot qus E est un

ensenble 8 n Sléments.

2 pour un ensemble Y{(E)

=

e

Toutes les propriétés démontrées au
guelconque sfappiiquent en particulier g vV , en se simplifi ant du
Tait que N est infini  (cor.2 de la prop.1) ; %I n, at E 5
sont en effet définis pour toute femille finie {n ) d’enx:lers

1el
vaturels {cor.i de ia prop.1) ; en particulier, pour deux entiers
naturels queléonques m,n, mtn , mn et m” sont définis. Les résultats
du §! ,n°‘7 , Sont donc applicables aux entiers naturels sans autre
Testriction gue diinmposer aux farilles cui y fisursot la condition

&'Stre finies,

oo

<

Division euclidienne. Numération. Proposition 2. Quels gue soient les

entlers naturels m»0 gt np0 , il existe um entier asturel g et

un seul tel gue Qqngm {{g+1)n Q

Il suffit de démontrer l'existence de g ; som unicité est-immédiate,
cer 81 qugan<(gHin , pour tout entier Q’;éq ,ona atsqg ,
g+l <= gf , done mn < {(g+1)n £q'n . Pour &tablir 1l'existence de q
raisgonnons par récurrence sur m ; la j;roposition est évidente pour ‘

m=C , avec q=0 ; d'autre part, si gngm((g+i)n , on a

gn £ mH <(a+1)n ; si mHi < (g+1)n , on a done gngn <(q+1 m
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si au contraire m+i=(g+i)n , on a (Aq-H )n <n (g+2)n = (g+1 Jnin

- donc lz proposition est démontrée.

L'unique entier naturel q est appelé le guotient euclidien ou

guotient 3 une unité gi'ég par défaut de m par n ; il existe un eﬁtier
naturel r et un seul tel que mzqn—f?r ,etona ronp (% 2,c0r 2
de la prop.8) ; on dlt que r est le reste de la division de m par o ;
on peut encore dire que les entiers g et r sont carac-térlses_par les
deux relations m=gntr , r< n . ‘  -

Le quotient & une unité prés par défaut de m par n se note

souvent [‘_5“- |; en particulier, on a f%—j: il

1

Corollaire. 8i n >0, la relstion pn<agn ’('resp. pndgnj) est

r(?)\

valente 3 p<&g (Tesp. p<Laq)

7

£n effel, on sait que p < g entraine pngan (%1,n 7) d'autre

part pn::qn en‘tfulqe p=q d'aprés la prop.2, donc p(q enurai”ne

2 2

pnLgn , ce qui établit le corollcu.re, conpte tenu de la prop.%

dun § 2 .

(m dit qu'un entier m es’u multig e d?un entier n , ou que n est
divigeur de m , ?11 ex‘aste un entz er p tel que wm=pn ; cet entier
est alors égal au quotient euclidien de m par n et se note alors % S
lo reste de la division de m par n été,nt nul ; 5i.m est multiplé da n,

hm é;tmgltiple de ZmApou.z.' tout hz0, et le guotient de hn psr }m

est €gzal au quotient de m par n .

Proposition 3. Quels que soient les entiers m>U et n >1 , il

golobe un entior h » O et une aprlication: i —» &, de éf}.,ﬂ.f dons
""v. 4 4o s £y - o z . ¢ Z
10 .n\ , o_.mz “esc rninés et tels gte &, >0 et
o] - .
: : <1 -1 ‘
(13} m= 2, &an
: -o

9

se gu'on éerit enccre m=g,1n +a Bl ;+ah iz
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Démontrons d'asbord qu'il existe ua entier h et un seul tel gue
(2) h <m<n ht1
Ici encore, l'um.clté de h est imnédiate, car pour k(h , on a
kH1<h et nk+1<n <m , et pour k)h h+ti<k et n ;n >m :

Pour établir l'exlstence de h , raisonnons par recurrence sur m , lg

n htq

*oropos:.twn et'mt evs.dente pour m=i1 , avec h-u . bz. on 8 ngnln

b : = : &
cn 2 n (mM <r1hdM ; 8i m+1<uh+7 ; on a nhs;mﬂ»c:‘_nh'l’ ; 81 au
Int i :

contraire, s-—ahﬂ , On g ﬂhﬂé‘. m~-§'—’l<jn‘“2 puisque n >1 par hypothss

1}

Hous appelleronS'plus tard l'entier h ginsi déterning 1

partie cn’c:a@rf du logarithms de m dans la base n , 8t le

noterons | --0,5?1 j (c£.Top. -én .,Chap.V,$ 4),
coit alors &, le quoulent suclidien de m par n}'l . d‘apfes {(2), on =&
1< a,<{n ; on pose alors r =m-a.onh - et on deflnlt ensuite par récur-
rence, pour 1s4<h a; comme le 1uot3.en’c euchdwn et T, comme le
reste de la olvz.s.wn de ry_4 Dar n' 1 5 comme on g done
<‘nh = ,_c'est~é,~d1re a;<n pour O igh ; en outre, on
: : &
voit par récurrence sur i que m = Z aknh.’ k+ri , donc en particulier
- : “R=0

on a la formule (1). Reste & démontrer l'unicitd de h et des 2; ;
pour cela, remarauons que si i — ’r)i' est une application quel congue
dfun ensémble [0,p] dans ]:0 n[ , ona Z,b np i< , comze on le
démontre aussitét par recurrence sur p ; donc les relations : '
b.np = , b >/1 donnent les inégalités np<b np £m < nP* |

tzo :
st par sulte p—h ; en outre, ocn a b nh m((bo-H )n s done _'bo est

m =

.{V]._@

le quotlent euclidien de m par n’ ; bo.-ao ; bar récurrence, on démontre
de méme que "bi est le quotient euclidien de r, 4 bar nl-i :

avirement dit que b.=a

iz%s pour G<igh , ce qui achdve la démonstra-

tion.

[
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Le second membre de la formule (1) est appelé le déveloggement de m
dans lo base n . :
Hemargues. vn peut fémontrer ies propositions 2 et 3 dans un
ensemble V(E) quelcongue ; il faut seulement avoir soin d!énon-
cer la prop.2 sous la seconde forme gue nous avons indigquée, |
c'est-a-dire : il existe deux éléments g,r bien déterminés de
| V(E) tels que m_qn+r et r‘< n .
Voyons maintenant la 11alson entre la notlon d'entier naturel et cells
¢fensemble énuméré, ou, ce qui revient au méme, avec la notion de
"nombre expérimental”. rour chague epgeable énuméré (3 2,n°1) on Gémon-
%re aussitgt qu!: & est fini par agﬁlicabion répétée {(autant de Tois gue
ifensemble a d'éléments).de la définition des ensembles finis.’il résulite
en outre de l'operation expérimentale qui consiéte & apparier les objsets
ge deux collectiouns, quérdeux ensenbles énumériés qui ont "autant”
d'éléments au sens expérimental ont zéne puigsance.
Par exemple, pour mentrer gue les emsesbles & trois &léments
E=%a,b,c} . F:%q,eyy} ont méme puissabce, on prouve que dans
E *F , l'ensemble u= {(a,a},(b,ﬁ),(c,y)} est le graphe d'une
applicalion biunivoque de E sur F ; il est clair en effel gque
u(E)=F ; d'autre part, si x#a, ona x=b ou x=c , donc

)
u(x)%u(a) , et on termine de néme la vérification.
Inversement, si un ensemble F est équipotent & un ensemble enumére ?,
on vérifie dans chaque cas que: c o5t un ensemble énuméré ayent "autant"
d'élémenis que B .»
Par exemple, ei F est équipotent & ifensemble énumére E= {, “,q}

8 irois elements, il existe une app¢1cation biunivogue u de E sur

F. On a donc u(a)#u\b) , ulv)#ule) , uletrula) ,
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Fqu(?)a %u(a),u{b),a(e)} , ce qui exprime par définition que F
est un eusemble & trois &léments. ‘

En particulier, les ensembles %1} - %1,1%4:}, ii,1+ﬂ,1+1+1} , ete.
sont respectivenent des ensambles énumérés & vn, deux, trois,... 6lé-
ments ; om le voit en appliquant la prop.7 du §.2 et l'associativité de
l'addition & chaque couple d'éléments alstlnets de 1%'un de ces eus ema*es
ParAsulte, la puissance d'un ensemble énuméré & un, deux, trois, ....
61éménts est respectivement 1, 1+1, 1+1H1 , ete.. |

A cause de ce résultat, on est amené & identifier le "nombre
expérimental® des éléments d*un eﬁsemble énuméré, et &'en ie
naturel qui en est la puissance ; mais ll faut prendre garde de
ne pas éten&fe cette identilication & des,snsemblés:finia

explicilés, nais non énuméris. C'est ainsi que l'entier 2 |

est un entier explicité, mais le considérer cemmévla puissanaa |
d'un ensemble énuméré reviendrait & Gter tout sens expérimemtalz
& cette dermidre notion. v ‘

Cn simplifie la notation de certains entiers explicités de la.maniére
gsuivaente : on choisit un entiér'b identifiable & la puissance dfun
ensemble énuméré, et on note chacun des entiers £ b par un signe
distinctif (appelé ghiffre) ; cels 5tant, la proﬁ.} montre gqu's tout
.entisr explicité m corresponé un entiér explicité h ot une fenmille
- ezplicitée (ai)ogigh dientiers < Db teis-que m = 5; bh" ~’ Bi
lientier h est ideniifiable 4 une puissance d'ensemble énuméré, et si .
‘om'peut offectivement déterminer chacunfdes "chiffres" a; , on dit gue
ia ccmbinaison de signes a ByeeeBy {dont chacun doit &tre expllcita~

ment éerit) est l'ecrlture de lientier m dans la base b .
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Le choix le plus simple de b est b=1t+1 ; les seuls "chiffres" sont

alora 0 et 1 . 0n sait qu'en pratique on prend pour b lfentier
naturel puigsénce d'un ensembls & dix éléments, et qu'on note
2,3,4,5,6,7,8,9 les chiffres_corréapondaﬁt aux entiers
141,141+, .. . 111+ (Scriture décimale) ; il va sans
dire que nous.utiliserons cette écriture dans la suité de ce
Traité. ‘

11 est immédiat que les entisrs explicités ne peuvent tous &tre
écrits dans une base dohné@ ; on peut méme facilément donnsy Ges
examplek d’ent;@rs exm?lhltes quw ne psuvent etﬁe berite dans
gucune basa : si a~°21?ih , 18 nombre a® est un ‘entier de cette

' nature ; on remarquera pourtamt gue, dans le davelgpne nent de
cet entler dans la base 2 S on peu? écrire expTJeltement &haeum,
d@s chiffres a; : on a en effet a, =1 et ai-O ncur i>0; ce

gulon ne peut écrire, ¢ 'est le succ6551on des chlffres By -

4. Aanslyse combinatoire. Le calcul sur les entiers nauu%els permet de déter-

miner la puissance d'un certain norbre d'ensembles formés 2 partir

d'ensembles finis de pulssaﬁce donzée

Définition 1. Etant donnée une pertie qualcong e X &‘un ensemble E .

 on_appelle fonction caractéristigue_de X ot _on note @X l'apglicatlon

de E dans l'ensembla D—%O 1% telle gue @X(x)~1 pour tout x€X et

%(X-—O _n_______i:_gg_’g_ xé[X .

L*applieation X -> 9y est ‘évidemment une applleation biunivoqae de

?f(E) dens 1'ensemble 7% des applications de E dens D ; mais inverse-

: m@nt tauta appllcation f de E dans D est de 1a forma Py s car on a

B= f\D)— f(o)(J f( ) ; et par suite si on poss X= f(1) ,ona

= Donec :

7 7
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I*m'gesition 4, L' ensemple ;}Q"(E) ept équivotent & l'emsemble D

des applications de E dsns 1'ensembie D=£0, 1}
Si on identifie E & son image par l'application x— g_xi . dn @@nt
considérer la puissance ¢t de E conme un élément de l'ensemble des'
puissances des parties de ‘lf(E)‘;‘comme la’puisaance de D est 2 ,
on voit que la puissance.de 1f(E) ot égale & ch' 2 aves ces conven-
tiops, le th.2 du 31 s'éerit -
g,ggﬂonaire. Pour tout ensem‘ble‘ fini E de n éléments, gd(x«:') est un

engemble de 2P sléments.

Soient E el F deux ensembles finis, & m et n 6léments Tespschivement ;

per défirition, i'ensemble ?P
5 : ¥

des ajplications de F dams E est un eusen-
ble é m~ éléments ; nous allons détérminer la2 puissance de sou 5@ug~'
spsemble B(E,F) (ensemble des app.ications éiunivoquea de E dans F) ;.
on noters que l'ensemble ‘I(E,F} des applications biunivogues de E
g@g_?‘esﬁ vide sauf pour m=n ; dans ce cas, il est identique &

 B(E, ¥) »(‘% 2, cor.2 de la prop-?)'

‘On peut se borner au cas o E = O,mL et F E} n[ ( 5’% cor.2 de

ls prop. 4) .

ﬁrcgaeition 5. u’enaemb1e des applnvatlons biunlvogues d'vn ensemble
A ® éléments dans un epsemble & n &léments est vide si m >1n ; gleet

un ensemble & ét {(n-k) éléments gl m <,n .
i G(g(m ’
La premidre partie de la proposition est évidente ; pour démontrsr

la seganae, nous raisonnerons par ricurrence sur m ( <mn) ; la prope-
sition est triviale pour m=0 puisgae l'application vide est lia seuls

application de l'ensemble vide dans F .
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Pour touts application biunivoque u de B= (O,Jn[ dens F= [O,n{
considérons la restriction u' de u 3 B -;E),md ; c'est une applica-
tion biunivoque de E!' dans F ; nous désignerons par ¢ 1l'gpplication
u—>u! de B(E,F) dans kB(E',F) ;‘Mbnfrone que ¢ est une application

de B(E,F) sur B(E',F) ; en effet, si v ost une application biunivogue
de E! dans F , v(E') est une partie de F & m-1 &léments, donc distinete
de F ;: pour tout xéeFn E(%(E' }), i1 existe une application biunivoque
u é‘i: une seule de E dens F telle gus u'=vy et u(m»ﬂ:x; done ¢ £p-
pligue B(E,F} sur B(B!',F), et pour tout veB(E!',F) ,";‘:(v) est un
ensen ble & n-(m-1) éléments. Comm3z B(E,F) est la réunion des engen-
bles mtv)p deux & deux sans élément commun, lorsque v parhom:t

(B! ,F) , la puissance de B(E,F) est somzme d'une famille de puissences
toutes égales & n- (m-1) , ”ensemb .o d'indices &tant B(E' Fﬁ .

diaprés 1'hypothése de récurrence , 1o pulssance de B(E, F) est dcnc
( .

n-(m-1) . gjggmd(nek) TT (n-k) .

- 0¢Hkm
Corcllaire. L'ensemble des permutations d'un ensemble & n éléments

est _un ensemble & o<] &l< (n-k) &léments.

Le nombre ] i (n-k) se note le plus souvent n! et ~'appelle

0\% <7
factorielle de n ; on l'écrit aussi n(m-1)...2.1 , ou 1.2...(n-1)n .

 Op 2 en particulier Of =1 et 1 = 4 _

Propositicn 6. Bi E est un onsemble & n éléments, et 3_3.' un entier <n ,

ie nombre des perties de E § p éléments est égal 8 I—T (n-k).
= D! ogHk<p

- En offet, soit F un ensemble de p éléments ; toute application biu- »

nivogue de F dans B applique F sur une partie de E&p &léments et
réciproquemsrt, pour toute partie X de B & p éléments, il existe uue
application biunivogue de F sur X ; en outre, l'ensemble I(F,X) des

applications biunivogues de F sur X est isomorphe & I(F,F) ,
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donc a p! éléments ; comme B(E,F) est réunion des ensembles I(F,X),
deux & deux séns élément commun, IJorsque X parcourt ltensemble des
parties de p éiéments de E , on voit que, si m est la puissance dé co
dernier ensemble, 1s puissance de B(E,F) est p!m',»dfoa la proposition.

Le nombre == des parties de p élémehts d'un ensemble & n Sléments
se note (g) et s'appelle le coofficient binomisl d'indices n,p
{pour des raisons gue nous verrons en Algdbrs, ef,ﬁlg.géhép,I) : dp

prop.6 s'exprime encore par ls forrule

; < : : n nt
4 = : .
(7 (P) pi(n-1)! -
Cethe Tormule montre aussitdt que (g)m{ﬂ;,@) pour tout p<n fee goui
4 5 4 2 = Aeciazl - 3 2 2 “ = £ 2 re £ s mm s em
rosulte sussi dirvectement du fgit cus lfapplication X “”5%; X est uze

Wi
b

application biunivogue de l'ensemble des parties & p éléments de

sur celul des parties & (n-p) éléments).

(]

Lorellasire 1. On g :
X = n
(5) . 2, Cr=2 .
: =0
En effet, si H_ est l'ensemble des parties & p éléments de E les

D
ensembles Hj (0<pgn) forment une partition de fp”(E) :

Corollaire 2. Soit C{p,n) l'ensemble des applications £ de [O,pli
dans [9,1&[ telles gue r{s entraine f£(r) < £(s) ("fonctions

strictement croissantes”, cf.chap.IV) ; llensemble C(p,n) a (g)
éléments. - ‘
En effet, toute application £ €C(p,n) est biunivoque, domc f£{ [ngi)

est une partis de [D,n( ap éléni’ents ; inversement, montrons que pour
’t.oute partie X de {O,nf ' & p--élémeats , i1 existe une appligation
feC(p,n) et une seule telle que X=£( (0,13}:); En effet, s'il existe
une v"aelle foncticn, £{r) doit 8tre tel que x > £(r) pour tout xéj?;.
tel 'qv..ze, bour tout s{r , x} f(s') ; inversement, cette condition

définit par récurrence une application et une seule ¢ C(p,n) de
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de {093{ sur X ; en effet, £(0) 501? étre tel que x 7,f(0) pour tout
zeX , et i1 exiete un élément et ur seul de X ayaut cotte propriéié
{ %:2,1:13.5). Si f est défini dans Et ,h.'{f (h<p) par la condition précé-
dente ot est telle qae‘l’ensemble X, des xecX tels que x >'f($)
pour 0g<s <h ait‘ p-h éléments, £(t) doit 8tre tel que =xf(h) pour
tout xé Xn ; il existe un élément e€i un seul de Xh ayant cette pro-
priéié, et ltensemble Xh+’ des él’meﬂié.de Xh gui sont ;»f(h} -}
p-{b+1) Sléments ; d'ot la prc

5D
Lo nombre des partics de p éléments dans un ensen

’)n"

$a o~ o 2N o ot
Deul encore etre consid

1éré comme ls nombre des couples (X,Y
€l

ment cg"'xﬁ, ayant resisctivement p et n-p &lémentis.

o
L)
=
e}
o0
[
b
(]
ft:

La formule (4) gul donne cs LQ;,&I‘& £ généralise comms suit :

Propogitior 7. Soit E un emgenble & n éléments, et (pi . bze

OROE . _ = $£ig
famille d'entiers tels due > piEa . Le nombre des familles

f=d
7 ~ 31 = : = ;
z,,gi},é <1k de partiss cie B , tellez pue kiﬁXj»j& pour i#j , et
=2 - 9 Z g

gue X gsit p. 616ments pour  1<€i <k , est égal & =B ,_
i , 1 : 5 }D,. Gk '»Kf

En effet, szoit @? l’ensembls des ‘Z)’amll};ﬁs (X, ) i<k satisfaisant
~ NS :

gur. conditions de 1'énoncé ; comme 2 p;=0 , il existe une famille

{ﬁi 7 r de parties de E appameaant é, @ Pour toulis pe;fmutamga
2 GE LS : .
£ée B, la famille (X,) ob X,=£(4,) aimartient & '/’93? inversement,

i (X,) appartient & @ , il existe uns application biumivogue %,

sur X, , donc une application £ de & dasns B dont la restrictbon &

@
j»

£; coincide avec £, pour 1<i<k , et T est une psrmutetion de B

"2 1,pTop.4 ). Boit E{{ 4}) it aﬂsezsz.e des r)ermu%ataonﬁ £ de E telles

que f{‘é’% )-_—.3% pour g igk ; ecet ensemble est éguipotent & llensemble

e

produit | | 1(%;}::3»} , car & tout fzsi*{({xi }) correspond la famille
de ses vestrictions £, aux A; , chaguse f, étant une application

‘pivnivogus de A, sur Xi ; et invergeasnt, pour toute famille
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(f ) E—lﬁr I(a Xi) , il existe ume pernutetion et une seule f de E
dont lat z?'estnction chaque Ay coincide avec ‘fi La puissance de

B( (X )) est domc l P! ; comme I{B,B) est la réun'lon des ensembles
H( (x }), deux & deux sans élément GUTIUL, lorsque (X;) parcourt @’

on ¥oit qus sim ost la paissance do & ,ona n.Tlp'=nt, alon

¢sd

la proposition.

Proposition 8. Soient n &t p deux entiers tglg gue n >0 ; l'ensemble
, | o+ 1) '
des familles (m. )O <idp telles gus . (;Z( mizn & ( P, éléments .

Montrons tout d'abord que cet ensemble est équipotent é. l'ensenbls
- C*'(p,n) des applicaticns f de io,p[dans {0,:1[ telles que r < s
entraine f(r)<£f(s) ("fonctions c'"oissfantea” ; of.chap.1IV). En effet,
gi £ est une telle f‘onction, et si x f(:.) pour 0<i<p on &
( [ U Xl , et par suite s8i m. est la puissance de I o

O<e<f

2, mg=n , puisque X;NX,=¢ pour i#j ; en outre, pour 1< 3.
0Li<h j

lg relation "reX; et sexj” entraine r¢s puisque f(r)=i et

£(s)=3 ; on en déduit par récurrence sur i , que Xi niest autre que

1t'int 1 oom ; @ ffet, si un élément T
nervale[ongkb n 0424140%(’ ne , 8i

de cet intervalle n'appartenait pas & Xi , 11 ne pourrait appartenir

aux X, d'indice ( i , d'aprés l'hypothdse de récurrence ; d'antre part,

J _
a8'il appartenait 3 un Xj d*indice >1i , tous les éléments s€EX;
appartiendraient 4 1lt'intervalle { > l , dont lg puissance est
3£ -&(g

< m; , ce qul est absurde. Inversenent, pour toute famille (m,), . 5

telle que Z n-n , .si on pose £ r)z%’ dans l'intervalle

’ 0€i< ‘
g 2%: o . ny |, il{est ¢lair que £ appartisnt a4 C'(p,n)
0 0 g L :
et que P£(1) est identiqu.e a L Z h{pcur 0 <1 <p.
0B << o§£<c

Cela étent, montrons maintenant que G’(p,n) g8t éguipotent é.
G(p,n+p-1). En effet, pour toute application f£€ C%(p,n), soit ¥
- 1'application . r —rif(r) de {0,;:[ dans N ; comme £(r) < n-i
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et (p , on a ?(r)( ntp-1 pour tovt re¢ [O,p [; en outre, la rela-

tion r¢e entraine f(r)g f(s) et rar suite F(r)<F(s) , T est ume

appl_ication appai‘tena,nt a Gz(p ,oip-1). Rééiproquement, si g est une
application appartenant & cet emsemble, il existe un £ C'(p,n) et
un seul %2l que T=g ; en effel, conme glr) g{r+1) pour ’mnf T
on a glr)+1<e(r+t), dloh par récurrence glz)yr ; d'autre part,
comme g(p»‘i)(n—%—ps on voit par récurrence que g(p- a)<n+p~a -
cdonc, si on pose #(r)=g(r)-r , £ est une application de Lagpg“ dans
Eioﬁni.» En outre, de gl(r)+1 € glri1) on tire f(r) £ £(r+1), et
par récurrence, r<s entraine £(3) £ £(s) ; comme on s évidemment
- .

f=z , la prepasltlon est dé.nontrée

[T

f,é.,,__gz?;assmjmlea dénombraebles. ’)éi’:g.m?"ion 2. On dit gufun ensemple est. dénom-

breble s'il est éguipotent & une gazr_’g_;.e de K {ou, ce qui ‘revient au

méme, s'il a une puissance inférieurs & celle ds A ).

Kous avons wvu que tout ensemble f£ini est dénombrable, puisque gi n

et le nombre d.a ses éléments, il est éguipotent & ls partie 7"0 n E

de N . Toute partie, d'un emsemble dénombrable est dé.aombrab.s.e. ,

L'ensemble infini _/V est dénombrable par définition ; en outre :

Ei’héoréme 1. Tout snuexnble dénombrsble infini est éouipotens & M .

11 revient su méme de dire que tonte partie infinie X de N est

' éouip_otente é._ ]\f .

Pour démontrer cet énoncé, remasrguons d"abord que, pour tout én eN,
lt'sngenble des | mneX tels que B >n ntest bpas vide, sans quoi on
aursit m¢{n pour tout meX , et X , partie de 1'ensemble fimi
2‘:.‘3,:1] , serait un ensemble fini, contrairement & l'hypo‘thése;

Hous povvons alors définir per réeu: rence ( y2,th. 4) ane appll"*&"élcn

£ de ) dens X par la condition su.vante : £{0) est le plus petit
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8}

élément de X ; f(n+1) eat le pizig péti‘t { §2§th,3} des éléments de
X qui sont l}f{(n}. - ' :

La relation m £ n entraine Vf(m) £ £(n) , cela revient & dire que,
gour tout n et tout qy1 , on a f(unkg)y f(n) ; cette relation est
vreie par définition pogr g=1 , et si elle est vraie pour g , elle

1test pour aqt1 , car f(mkgH)>E(ntg) »£(z) . On on déduit aussitds

que f est une application biunivogue de j‘f dang X , car la relation

m#n éguivaut & m<n ou m>n , donc entraine £{m) £(n) ou

£{m) )If(n) . ot par suitse i‘(m}#'{n) . HMontrons enfin que £ est

une application de N gq_g X ; en ¢ffet, pour tout pée X , 1lfensemble
des BE N tels gue f(u){p est % , car T est uue application
bBinnivoque de cet ensemble sur une partie de [ﬁ,p €5 soit » son plus
grand élément ; on a dome f(n){ p et £+ )7 P ; mais comme DET
définition £(n+1) est le plus petit éiément de X qui soit > £(n)

e que peX on a f’(n+’i)<p , e qui p*ouve gue Zf(n+i )-:p , ot
achéve la démonstration.

Théoréeme 2. Le produit de deux ernsembles dénombrables est dénombrable

Digprés le th.1, il revient au néme de prouver gus l'ensemble

Mx N est dénombreble ; étant infini (éa,pz‘op. %) 31 sers nécessaira-
nent équipotent & ﬁf' _ Nous allons effsctivement définir une appli-
cation biuni vods £de fx N sur N ; nous poserons f(m,n) =
={mti )2-11-'} sim >n, f(m, n)~1;2+m si m <n . Pour montrer que
£ est une appliéaﬁion biunivogquse de j’f xff , sur M considércns
pour chague P N d'use part }.a 'par’c‘ie By de N x N , réunion des

n,ambles ipf‘x {ng\% et {U B z 1} (fig.41), d'autre part
1'cnseuble 2» LE {pt+4 }Zg’ ; il es t évié.ent que M <N est réunion
des ezz&sembleb Ap lorsgue p parcourdh ./‘f , et que deux .é).p d'indices
distircts ne se rencontrent pas ; dlantre part, 1z relation p <

)
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entraine p‘!< g  , donc 1lfapplication p--, p est biunivoque, l'en-

semble K des'p2 est infini ; pour tout re i , 41 existe done un 616~

ment de K qui est > r ', et par suite un dlus petit é&lément p2 tel
que r(p‘"' : si r=0 on a p::O, :beB ; s1 »r >0 ,ona p >0, done

_ par définition (p-’i)d< r<p . TEEB ;enoutre 81 p<L g , on a

p 4
p £ g-1 , done r(p?‘ ntrafine =z {(g- 1) Bp et B, n'ont aucun
.

éiément commun. I1 nous suffira donc de prouver gue la restriction

o

e f & Ap est une application biunivogue de A_ sur Bﬁ pour tout p¢ ko

P x
Or, la restriction de f & v‘ensem’ble (O,L !i';z {n} est une application
biunivogue de cet cnsemme gsur l'intervelle [pa,pa-i-pg\ la restriction

ds £ 4 1'ensemble {pj iﬁ,p[ est une application bli}.ﬁivﬁﬁh@ de

cok @nse&nble sur ltintervalle f 2+p+1 (*DH) [;’ comng B @st r@wu’w‘
des denx ansefnbles sans element conmun, {pa P +p [ t f*} «rpﬁ ﬁzs‘r’i) {
le tnéoréme est dém:mfre.

Pour abréger, nous dirons qu'une famille (x )v,;{' d'élémen‘ts d'un
srpgemble B est dénon‘brable gi l’ensem‘ble G'indices I est denr:zmbra ie ;
1l en résulte ( § 1,prop.12) que l?enseable des olements de la
Panille est dénombrabie (on peut d'ailieurs dans ce cas démonirer
cette psroposi%ieﬁ eane utiliser lfaxiome de choix ; ef. exerc.5)

, Si é?} ),,, I esi une famille dénombraeble de parties d'un censemble E |

nous dirons abren'er que la réunion (vesp. 1t mtersaeuinn, le produit)

de cetts famille est une réunion denombraole {resy intersection

dénombrable, 1;roduit dénombrable) ds parties de E (on dit de méme
réunion finie, intersection finie, produit fini lorsque 1 est fini)
Avec ces conventions, on a les corollaires suivants du th. 2 :

Corcllaizre 1. Tout produit fini d'ensembles dénombrables est dénombrable
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11 safflt de raiscpner par récurrerce sur le nombre df'éléments de la
fanille finie 4! ensembles dénombrables considéreée. |
- On notera gu'un produit démombrable dfensembles dénombrables
Z__ n' est gs dénombrable en général en effet, lea puissance de N ’
est supérieure & celle de po(!f ) (éaale & celle de Z'M 3,
donc (§ 1,th.2) strictement supérieure & celle de i

Corollsire 2. Toute réunion dénombreble 'de parties dénombrables dfun
ensemble B est partie dénombrable de E .

§5) effet, soit (X ) . une famille dénombrable de parties de E ;

161

par hypothése, il existe une applicetion bitmivéque g de 1 dans M -

. 8t, en vertu de 1'axiome de choix, il existe pour chague 7€ I une

#spplication ‘e;):';uriivoqv;a u, de X dars ﬁr . Dans le produit I < B,

si mous comsidéroms l'sunsemble "somme” 8 = U ( j;’»X des X,
tappiication (< .x) ~—> (¢ (=2 ), u,  (x)) est une application biunivogus

f’@ 8 dens ﬁ" 4 jt_/ , done 8 est dénombrable, et a fortiori (.§11,%pm;;..1f») :

’ U X est} dénombregble. - -

161 %L ; .

un peu‘t dénontrer sans utiliser l'axlome ds choix gue toute

réunion finie dfensembles dénombrables est dénombrable (exerc.6).

Suites. On appelle suite d'Sléments d'un ensemble E une famille 4*élé-

ments de E dont llensemble d'indices est une partie & l'emsemble 4
des entiers naturels ; une suite ayent Ic N comme ensemble d'indices

se note donc (x )s , conformément aux notations générsies ; quand

nel
il ne peut y avoir de confusion sur I , on écrit simplemen’ (z,) eu lien
.{xa)n e1 5 On utilise surtout cette notation sbrégée lorsque I= N
ou lorsque I est l'engemble des entisrs > 1 ; une suits dont 1fensem-
ble des indices est un intervalle- {p,q} ée f[ (resp l'ensem’b“’e des
nyp) se gote encore .(xn):pé ngé (resp.  (x, )n7 P) . On dit que x_
est le terme pénéral, ou terme d'indice 1 , de la suite (x )
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Une suite est dite finle ou infinie sulvant que l'ensemble des indices

est une partie finie ou infime de N Ltensenble des éléments d'une

suite firie ¢ec fini ‘§ ,p‘cp %3 ilepeentle des éiéronts Gfune suite

infinie est dénombrable ( 9 1,prop. 1()

On dit que deux suites (x )nCI ; (Yn)ne g 4'éléments d'un- méme
,enseumble E , ayant méme ensemble d'irdices I , _g_g_gj_._t;gggent __g,__m Dax
é_j_g‘g‘mw s'il existe une pezrmu‘catz.o_n 6 de I telle que
gy‘nszrzg( n) pour tout n €1 .

Considérons une famld..le (x )M:I dféléments de E dont 1'ensemble
dfindices est aenom't:»rable ; 81 I est infini il existe donc une zpplice-
ticn biunivoque - ? de # sur I ; si X est fini, il existe une apolication
biuvnivoque P dtun im:erv@l.;e LO’P[ 311:“ I ; si on pose 7,=% o(n) }guu
neMN (resp. ne {0 "o£ ), on dit que la suite (y ) amsi défirie est
obtszue en gzgge ant dens un certa:.n ordre la famille (x ) donnée.

TEl
1 ¥ est une seconde appllcatlon bi univoque de N sur I (resp. de

E{} pt sur I) i1 est clalr qu’on peut écrire ’Y = ¢28 , ol 6 est une

R

<
SN

permutation de _l%f (resp. de 3\0,1)[ ) ; donc les deux suites {(z_/ 1}'}

et \x«%j( \) ne différent gue par '_9_.£'dre des termes.
Toute sous-famille (x ) . d'une suite ( x_i)n g 1 ©5t encore une
A, J == >
suite, cilte_ extraite de la. snite donnée (x 1“ €1’ lorsque I= i et

que J eet infini , la démonstration du tii.| prouve qu'il existe une

application k -snk de N sur 1 tollo sua Mgl omiwoine 2, 2

S

2ta cbta’vna PR TE v r o s -l-f\wvnshm ,2’\ }9

ia anita (v .’ﬁ Faest . ler
- mer - e e et e e e ot Loﬁl@vclmc. 22, e'._- i A adle et

2Ed Qﬂ%.’-:? liordre des indiges croissanis ; c'est le plus
\,

a

souvernt de cette nanisre qu'onécrit une sv.ite inf;i.nie,@}{tfait@ dfune

sulte infinie aannéa. : On procdde de méme mour loa suitcs :f’izz:.@ai

-

ex&:ra:}.'ig@s d'une suite donnie.
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Un zppelle suite double (ou suitc & deux indices) une fomille

d*éléments d'un encemble E dont 1'ensemble d'indices I est nne partie

du produit N XN ; on la note donc (xm.n)(m n)er ? ou simplement
?

.(zm n) et méme (x ) gi ces notations ne prétent pas & confusion.

On déFfinit de méme dos suites multiples & un nombre guelcongue d!indi-
ces : une suite & p indices sera une femille dont 1'ensemble d'indices
eat uns partie de ﬁfp : D'aprés le th.2, de toute suiie multiple on
peut toujours déduire une suite ("simple") en rangeant ses termes

dans un csrtain ordre.

Exercices.- 1) Pour n>1 t pp1 , démontrer la relation
| ()=(" ﬂ)ec 4 '
P P -7 ~ -
& - 2 - T~ s T S 3
Lconsidérer toutes les partLan de v &iéments de gmgzg aui
7 5 S,

A

mnmﬁaﬂ)5

2} Démontrer ls relation

()
2} :

{considérer, pour chague élément p de {G,n[ ; 1'ensemble des

i+2+, . . Hn-1)=

parties de deux &léments de L? n{iacnt ls plus grand élément
est D) .

Démontrer aﬁpgggﬁ 1a formule générale

| = =B
ot an et a<p . o
5) =) Démontrer la relation
(2)-CH()-.. +-1)()=0
{ procéder par récurrence sur 1 , en utilisant l'exerc.1).
%) Déduire de a) 1'identité
() <”)cn") ) TN Be o




4) a) Soit S,
n,p
lo,p[ pour p Ln

- b
Sn,p =p"- ( )
(exprimer s o a

ltexerc. 3b)).

k) Démentzer la
snaP -
(méme méthode que

¢) Démontrer les

el
i
o+i,.n

a plus d'vn &iine

'ﬁ%);
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l'engenmble des applications de fb,n[-sur
3 démontrer la formule :

(-1 +(3)(2-2)"-. . 4(- 1)1’"( )

1! aiug des Sn,k o k{yp et utiliser

fomule ' _ g
pls +

P48, 1,5%501,p-1

dans la prop.5).

formules
3y
=‘:‘n%¢)§

. N

n+2,0 ’P‘f‘“

o . : e o
clémepts 1 de f@ Pi ﬂaﬁt imsge riciprogus

d) 8i ?n-p est le nombre des partitions d'un ensemble de n
J : :
¢léments en p parties, montrer gue 8§ =ptp. . .
“n,Dp D9

5) Démontrer, sans utiliser 1'ax

iome de choix, gus lfengemble

des &léments d'une suite est dsnombrable,

&) Démontrer, sa

finie d'ensemb.es

ns utiliser 1fﬂyxome de choix, que ?cate éunion

devoﬁo;ables est ienombrabav.

e e R




