COTE: BKI 01-2.5

LIVRE I
THEORIE DES ENSEMBLES
CHAPITRE IV (ETAT 3)
ENSEMBLES ORDONNES

Rédaction n° 061

Nombre de pages: 63

Nombre de feuilles: 63

Université Henri Poincaré - Nancy I A e ;
INSTITUT ELIE CARTAN - UMR 7502 é’”_”-':; Th o Cravrndls |

Bibliothéque de mathématiques :
e B.P. 239 eﬁafﬂ YLM l(-l

54506 Vandoeuvre-Les-Nancy

e

Zw‘uwé&o oD g




|

=

«F

Lo

@ 2.

N

Intervalies. 6. Plus pet:t &lément ; plus grand élézent. 7. El

7 =
& 7 |
e

- 208 .

LIVRE
THEQRIE des El SEUBLES
CHAPITRE IV (Etat tp
ENSEZBLES O DONNES .

Sommair: .

mtructures diordre : 1. ielastions é?c 2, Pnsembles précrdonnéd

- ~ 2 o = = % % % 2 = e 5
%. BSous-crnocembles ordom és. Produiis disnsembles ordonnés.

4. Fonctions monotones. 5. Ensenmbles itotalement ordemnée.

ft
[y
B

=5

¥

nents nsximsux et élémenis minimanx., 8. Hdejoraunts, nincraute

1= = Soar T3 o S - : S o pa s
Inserbies filtrants. 9. Borne gupéricurs, borne jnférisurs.

Lo théorome de Zorn et ses applications & la théorie des
puissances : 1. Le théorime de ﬁes&@ﬂbergg 2. Bnsemblee ipductifs.
%. Applications : I. Comparalpon dcs pulssances. 4, Applications :
1T. Sommes de puissonces infinies. 5. Applications - IT1. Proguits

Ingenbles bien ordonnéds (en petits caractdres). 1. Définiticn

¢es engembles bien ordonrés. 2. Le principe d'irduction trens-

finie. 3. Applications strictement croissantes d%un ensemble

fud

)

bien ordonné dang nn ensemble bien ordonné. 4. Le théoreme de

Zornclo.

X2 SO &3 IO o o o 43 GE &3 &




i

3

CHAPITRE 1Y (Btat 3)
EUSEABLIS  ORDONIAS

“/OS —

§ 1. Biruectores dtordre.

. Belations d'ordre. Soit E un encomble, R une relation normale, contensan

i

eﬁt“a autres) denx 6léments arbitraires u,v de E , qui sont des argu-

e
Lo

ments libres Cans R . Nous dirons gue dans une théorie %f 2 % est vn

relation dlordre entre u et v (ou relation dfordre dsns E) i clls

satisfait sux trois conditiors suivsntes :

§
i

) la relstion (zju){z|v)R o8t yraie ;

L) la rolation “{z%n}{§§v}§ et {yéu}(va}ﬁ " eptraine x=y :
¢) la relation ﬁ{xfu}{yﬁv}? et (y@a}{zév)ﬁ " entrafze {xju)(z|v]R
Avec la terminologsie introcuite a Propos des relstions dfsguivalence

(chap.II, €56,11 1) les conditions a) et ¢) siznifient respectivemsnt

3
3

L)

(&’

gue R est une rclatlon réfles ive et transztxve ; Oon exprime encore

parfois b) en d sant que R est asgmgtr¢que

Exemples.- 1) Dans l'ensezble égf(E) des parties d'un cnsenble B

tion ¥ § % est une relation rdre entre Wt et 4
”b"“/)(‘ = e v Q
{chap.I11iI, gagzz 3).
3) Dans 1l'ensexble ﬁf' d2s entisrs ﬁ&t&f@&u, la relation "m est
un lelseur de n" entre © st n est une relation dlordres. Bn -ffe

iclusion K ¢ Y cst une relaticn dlordre enire X

elle est équivalente a "il existe p tel gue n=mp" ; on en diduit

augsitdt qulelle est réflaxive et transitive clautre part, 4

- e

n=mp et m=ng , Oh & W=pgn ; si m=0 , ona pn=0 , et si - >0,




= D

4} Dans ltensemble ;@9 (. T(E)

des ensenbles de partics diun

cusenble E , soit @ l'cnsezble des partitions ® de E (chap.id,
f‘}§na§) . Par défiﬁitl&ﬂ, .a relation Pv est moins fine gue ' 1
st équivalsnie £ la relat on suivante : "quel que soit Y€ ©° ,

tel gue =

relation est réflsxive et

srensitive ;

. On vérifie aussitét gue ceite

cl..e est aussi asymétrigus,

5

-

car si YEB' , X€0 et Ze B! sont tels gue Y?Q—!&-'.K;Z ,ona 7C 7
glol ¥=7 puisgue T est uie gartitisg : on en déduit =%=7 . et
par suite tout ensemble de B' est un ensemble de ® el vice-versa,
clogtri-dire ©'= 6 . Le zsla@ié:’fs ?"EE’@@*&; moins fine que ¥ ° 5%
donc uns raletion diordre lans l?m enble g;i -
%) Bans lfensenmble jﬁ"E’ d3s epplications dfun cnsembie B daus N
1a relstion "guel que soit x€B , f(x) < g(x}“ eat vne relation
tordre entre £ ot g , com.e op ls veritie imm atehwt : on 1a
note généralement f g .
;f_igames» 1) On peut remnlacer, dens la dérinifion des rela ions
dtordre, los conditions a) et b) par la concdition azziq:ie suivente
a) la relation ‘%K%E)(Zf@?}% et {ygu}{xgv}ﬁ % est éguivalente
& X=79 .

2) Soit C une partie de EXE ; les conditions a}gb}gé} pour ue
le relation (u,v)JEC soit upe relation d'ordre enire u et v sont

équivalentes aux suivantes (o

A
EXE) :a') Ac ¢; plcoc
cnap.1l, $6,n%1) ; les relations

4 désigne la diagonale de

LS % s :

c A ;: c') eccC (of.
At Ak BN Aavivolent & o oAb
83 & S‘-‘} eaguivaient & ¢ G 7

[




Par défiﬁitich, wne structure d'ordre (ou sizplement un ordre) su

un ensemble E est une partie C e EXB (6lément de %3Q(E)£E)) telle

ve (u,v)E€C scit une relatior dlordre dans E (condition que 1'on peut
v y

exprincy comie il vient d'8tre 3it dans la remarcue 2 ci-dessus) ; con-

y
e

Tornément aux.ééfinitiOﬁs bénézales.(chap,zlﬁ§75392} 1'ensemble (7 des

parties C de EXE satisfaisant & ces conditionms {ou un ensenble dédou-

bl5 si nécessaire) est 1l'ensemtle des structures d'ordre sur E ; 1a théo-
‘rie définie par la donnée de 1! snsemble de base E , do 1'argument de

base C et de 1l'axiome C e T sst 1z t?- ie des gtrac

{a»!

?orﬁf@

cette thécris on alf gue I wgt crdonné par
is relstion dfordre ; (u vIeEL) .

ﬁme'x%latien adfordre ant?@'u ot v dans une théorie Ziz e note
itordinaire sn écrivént azeﬁ v dans un ordre déterniné et en les gipa-

rant par un sigsne (ou greupe_ds signeg} earaetériﬁ%iQNe de lag relation

bl
o

diordre donmée (voir les exemples ci-cdessus). Par abus de langsce,
lersgu'une relstion d'ordre entre x et v :st notée =x{o)y (of rous
représentons par (o) un 51339 ca groupe Ge signes 5arac ET 13%1@& a@_la
relation envisagsée), on dit souvent "la relation {a)“ aau11§u de

=4

“ls relation x(c)y® , lorsgu'aucune confusion n'en peutb résulter. Dens

co charitre, pour sxposser les rrincipes généraux de la théorie des
senbles ordornés (et par anmalogie avec 1z notation de la relsticn
dfordre entre pulssances des pertles dtun ezspnale), ous ec ng
ZLyouyzpx la relation dterdre (x,y)€C (si aucune confusion n'en
iz

axiomes de la théoric des structures d'ordrs sléeriven: & 48 F 3
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i
(EO_-{) Quel gue soit X€E , : £x .

(E0,,) Lo relstion "x <y e ¥

< x! entraine x=y .
Enrs \ 5 ot g ‘ g 3 & =
(£0;17) La relstion "x £ y of yg7z" entrafns zgz .
Hous éerirone x <y (ou y>x) la

3

relations se lisent respectiversnt : "x est sirictement inférieur a y" ’

21 "v est girictemsnt supérieunr & X" .

e
=
()
e
£
N
G

Bone laisserons en sénéral au lecteur le soin de tracu

ls notation propre & chagre relation d'ordre perticuliere;

nctions générales que nour allions ¢é6finir ci-dessous en saplcorant

= Syl = S e e L U Oy Ay B g 7
{x Ly ou %x=y) est eguivalente 8 (i § ou
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2 < ¥ ou ¥=y) ; heis comme F=y entraine x £ 7 d'sprés (BCG. )
% LS s o e
(x <y ouzx=y)] est éguivalente & X<y .
PHOPO2itION 2,- Chacune des relations "X £y et y< 2" , < ¥ 61

omme le montre par exemple llexemples 1 ci-dsesus

de x y nlest pas équivalente &8 y < x {cf. - J.
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Etant donnée une structure d'crdire quelcongue C , la partie C de B xE
est aussi une structure d'ordre ; sutrement dit, la relation (v,u}eC
est une relation dfordre entre v et ¥ , comme on le vérifie immédiatement;

: -4
la structure dlordre € (resp. la relation dlordre (v,u)}€C) est dite

opposée & la structure diorére ¢ (resp. & la relation diordre (u,v)€ C).
Avec les nota‘tisng inlroduites ci-dessus, is relation dlordre opposée
& xLy est done x)’/ y

11 est inmédiat qu'une stracture dfordre C ne peut &tre identigue

L nr

arzunents libres deux éléments arbitraires u,v de E . 8i R est réflexive

ellc ntest pas nicessairement asymétrigue (%) ; nais

£

ble avec la relation § pour 1l'sr-ument X , car ﬁ(xg
(xgu)(xﬁgv)ﬁ et (x'}

la relation (X*éu)(ygv)ﬁ ; de mdme on voit gue B est compatible avec S

u}(x|{v)R" entraine, par la transitivité de R ,

pour 1lfarsument ¥ . On peut donc pssser au guotient dans B pour chacun

deg arcuments »,V ; on obtient ainsi une relation entre deux éléments
arbitraires U , ¥ de 1l'ensemble gquotient Ef 5 , relation gue nous noterons
Ry

e
LY \ o 3 5 X < = o
et (V ue u)( / veTJ)R ; Ge ce fait ot des hypothdses sur B , on déduit
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enfin R' ost asymétrigus, car L. relation ({Z|u)(F]V)R' et
yga}(:c;v)h!) est équivalente 2 {@’z@?}ﬂfyg?f} ({ x}u}(yév}ﬁ et

s

(yju){z|v)R) , clest-a-dire & "@xfﬁ x{ VVyey)s donmcda =7 .

Hous

cgirons gu'une relation B 7« flexive et transitive est une ralaulcn

de précrdre {entre u et v) sur I , €t qus lg relation dlordre R' sur

mjs

de ce type de rolation est fourni par las théorie de 1'In

est la relatian d'ordre asiociée & R .

3

Si € est une partie de ExE , les conditions pour gue (u,v)€C
IN = e

o4 :
la relstion ¢'ég Ll’if&l@ nce tssocide est (u,v)ECIIC ; la relation

§a

soit une relation de préor re sont

@

dlordre associde est {u,v & (0! ofh C' est la partie de
iE/S)%(EfS'} gui corresponc 4 l'image de C par l'application cano-

¥ o 7z
nigue de EXE sur (EXEY:ix8)

e : ) . 5 3 f = 2o g «-.
Exemple.- BS0it @ une puartie de (E) telle que la réunion de

c¢eux parties de E sppartenznt & @ S0it encore un Slément de @%

Dans ltensemble 'Rﬁ‘ des applications de E dans 1l'ensemble TR des

&

nonbres re@ls: ia relation %il existe A € @> tel que, pour tout
X C ig L f{x}% zlx]) ¢ t wne relation de¢ préordre sntre T ot s
conme on le vérific aussit6it. La relation d'équivalence associde
est équivalente & la relation "il existe A e@’ tel gue pour
tout Xéé& . P(x)=c{x)" ; autrement dit une classe 4'éguivalence
se conmpose des fonctions dont deux quemonq&es sont égzales dans le

complémentaire d'une partie de @% L%mmpie le plus impor &rﬁ:

e i’

tégration

;I’
Y

le deg "ensembles de nmesure

1fensenl

i
i
¢

{ef. Lizre V1), o0& (O es

L @
e
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la reiabion Lﬁeriye sinsi O«

Lﬁ)‘n
En« L
o
L]
2]
o
g
s

set dite imduite paer c @lla de B {qui est

rois exemples.

1) Soient B st F deux ensezbles, ¢ (E,F) llense uble Ges spplice-
tions d'une partie de E dens F (chap.11,54,0%) ; D (B,F)
une partie de 1l'ensenble f{f(ﬁ;tF), et la relstion "u est uze
restriction de v" (éguivalente par définition & v est un
E;clonﬁemﬂnt de u ?) entre u et v n'est autre que la relatior

induite sur q>€u ) par la relation d'inclusion uc v dars

ﬁ(ExF)

2 Var e % =
pariic 67/ de 1'ensemble (E;ﬁ?} : 1z relation dlordze C — D
i g s = Z T *
induite sur (J par la relation d'inclsnion dans (Ex E)

stexprine encore sous llune des formes suivantes : %C est moins

f£ine gue J” ou "D est plug fine gqus CF

Pt e




, : -216 -

5) Do méme, l'ensemble @, des parties C de Ex E telles gus

(x,y)e C scit une rela:wn d*égquivalence est une partie de

w(E;tm), st on saii cu'il existe une application biunivogue

canonigne de ﬁf sur 1'ensenble ? des :gs,z'titioﬁs de B . Si
transporie par cette a1p plication la stractar& dfordre induite

sur ﬁ sz iz structuze dlinclusion sur {,@@(b %u) on 0bt ien‘t

ia s"sra ture gppoae,g, comie on le vérific a&ssi‘é% & cal,}:s
définie gans 1'exzemple 4 du n%1 . Par abus de langage, on dit
parfois gue Efz est 1llenseumble aes relations f”exmvaihww
deng B .

Soit raintenant (Ez ce1 4Bt farille de parties f;z.’v‘zm ensetible E , st
S0it C,& wune gt?zzotgm dfordre sur E . pom‘gh&;ay & 1 ; nous ;’1‘:",?1"’3219
X, < T 1a rvelation dlordre (x , 3;(@}6 C_ dans E;@ , Dens }':.?éussmbi@
wyl‘«; P = E E 1z relstion ?’;;?_ef}. que s0it re?l , z»:@ < 7 5
o5t upe relation dlevdre ontre ==(x @} =t ;fﬁ{;y ), comme ou lc vérifie

trivialenent. Cotte relation (resp. la structure d'ordre € gu'elle

définit) est appelée (par abus de iaﬁ“a”%} le produit des rslations
dlordre x. < 3 {resp. des structures dfordre C ) ; on la mo

, T :
% <7 5 et on dit gue l'ensezble ¥ , ordonné par celte relation, est

le procuit dos epsenmbles grdéonnés E@ .

¢iat que C corresponc, par l'application canonigue

e
foad
@
m
(e
%tn"b
B
{ﬂ»
Ha

ds 7 {E@)&E% ) sur FxF , & l'ensemble produit “Tﬂii‘ :
2

Un exemple important de produit d'ensemblsg ordonnés est 1tensenbl

¥ dos applications d‘un ensenbile E dans un ensemble ordonné F : la rels

tion dlordre procuit entre deux applications f et g de E daas F est
alors "gquel que socit XékE fﬁf}:} %g\x}” ., Liexenple 5 du n t est un




s

11 feut avoir soin d¢ noter gue, dans lfcrnsenble ordonnd F

- la relation £ < g sinifie "quel que soit xeB , Tx)g g{ )3
= et il existe y€E tcl que f£(7) < gly)” , et non "guel gus

B

+
soit x€E , flx)< o(x) "

-

t&ons uo@ofaneg. Def Btant donnés deux crsembles ordonnés

o]
L
o
g o
ks
s
)

w43

E,7 , on dit gu'une applica ion f de B dans F esi croissente {zromp

décroigsante) si la relatiin =x £ 7 entraine f(x) £ly) (resp.
£{x} > £(y)). Une applicat on de E dans ¥ est dite monotone si clle
ggt croissantie ou décroissal te.

Une applicaticn erclguag-a‘é@ % deng F devient une applicabion
déeroissente (et vice-versa quend on remplace 1l'une des deux struc-
tures diordre sur B et ¥ iarisaﬁ ﬁpp@éée (z%1) ; elle reste croisssn-
te 81 on r@mpiaée chacune de ces éﬂ&k structures Dar 50n Opposés,
Toule fonction constante es & la Tois croissante et décroissarte ;
ias réciprogue n'est pas vra. e en sénéral (ef. Prop. 7 et sxere. 7

Définition 2. On ¢it qu'une application f de E dans F est strictement

. gtrictonint 2écroissante) si la relation X~ ¥

t
catraine f(x) < £(y) (zesi. £(x) >7(y)). Une application de
.

strietem@nt-monotcna sl elle est strictenent

eroissante ou siricteazent dicroissante.




é%un isomorphisme d'un ensemble ordonné B sur

&
(]

La défiﬁitioﬁ zénéral

ur ensexzble ordonné E' monire gulune telle application £ peut encors

Stre définiec ainsi : c'ecst unc application biunivoque de E sur E' gui

cst croissante, ainsi gue l'aj plication réeciprogue.
Lorsque I est un ensecble d'indices oxrdonné, on dit gu'une famille
{x ) de parties d'un ensenble B , syant I pour ensemble d'indices,

1 tel
est croissante (resp. strictenent croissagta, décroigsaﬂte, gtrictement

décroissante) i ¢ —> X _est ane spplication croissante (resp. siricte-

ment croissante, décroissante, strictement décroissante) de 1 dans

/ s > = :
%f){ﬁ} ordonné par inclusion ; en parvlealLer, lorsqu'on parle d'une

suite croissante (par exemple, de partics de E , on suppose toujours
gue l'ensemble dfindices est crdonné par la relation m g n dans j%p -

gauf mention expresss éu contraire.

5, Ensembles totalement ordomnés. Intervalles. DEfipition 3. On dit gufune

nartie X d'un ensenble ordonné ¥ est totalement ordcnnée si deux 581é-

(il}

ments guelcongues de X sont comparables

Autrement dit, si x et ¥ “O”t doux 4léments guele congues de X ;. ane et

une seule des trois relations x=y , Xx<¥ , X >y est vraie. On en

décult que 1a néogtion de 1a reiation X £ v oot 8lors X >y .|

e

Pour gue 1z relation dlordre (x,7) €C soit telle guse E soit totale-
par cetic relation, il faut at il suffit gue i'on a

-4 e ; ; i‘ ’QE b
CUC =EXE (en outre des relations C/\C = LA et €sC=20).

3
o
ot
C)
S:‘ 1
Q
b
ford
(o}
©r
fente

Exemples.- 1) Ls partiec vide dfun ensemble ovaonné guelcongus est
toujours totalement ordonnée. Il en est de néme de toute g@ﬂtie
réduite & vn 6lément, et de toute partis ix y} formée de deux

élémentis counparables.
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2) Llensemble N des eniers naturels est totalement Orécmzé

par la relation m < n délinie au chap.III. 11 en est de néme

ds 1'ensemble R des nomsres réels.

%) Soient E et F deux ensembles totaletent oz'domnés, sur l'ensenble
produit G=EAXPF | considérons la relation suivente entre (x,7) et

(x',y') : "x< %' oulz=x et yL ¥')". On vérifie imédia.b ment
que c?est une relai;ig.ﬁ dfordre dang G ; en outre, 8l z = (z,7) et
z'=(x' gz?f}scmt deux éléments guelcongues de G , on a, ou bien
x<x' et dans ce cas 2z ' , ou bien x>x' et dans ce cas z >z',
ou bien x=x' ; dans ce dornier cas, 81 y<y' , on a3 z <z?5 éi
y>37' ona z>z' , el en®in si y=y! on a gz=z' ; donc G esi bien

totalement ordomné. Lfordre ainsi défini sur G est appseié orcre

; i1 faut se garder de le confondre avec llordre
produit des ordres sur E et F , défini au n° 3 ; pour ce dervier,
¢ nfest pas totalement ordonné si E et F ont chacun au moinsg deux

éléments.

e

i est zuss

{D\
2

gute partie i:atalaz'zent ordonnée X d'un aﬁsesa‘al onn

rd
talenent ordonndée pour l'ordre opposé ; en outre, toute partis ds X
t toﬁalement ordonnée.

Soit B un ensemble totalement ordonné ; si a et b sont deux éléments

E tels gque & £ b , on appelle intervalie formé dloriszine a st

dlsxtrenité b ,-ct on note [a;,,b;g la partiec de E formée des ¢€léments x

te

5 cauche)} dlorizine a et 4f extrénité b ;, et on note Eag‘b( {z’*@s}zg

-@b} 1 llengemble dss xe B tels gue a@x{gb {reep. aﬁxg‘%z} ; on
pellec intervalle ouvert dforigine a et dtextrémité b , st on notls
b Z 1'ensemble des x€B %els que a<xdb . Les in*;er%za:al@agéasa {5
fzagas;}‘ et ;}agaz sont vides. -~ |

-

ls que ag¢xgb ; on app@lle'intervaj}le seni-ouvert & droite (zesp.




- 220
Loz‘scgm a=b , lt'intervalle ‘ermé g agb} est l'ensemble réduit &
; b

1'41ément a2 . Dons ltensemb.e N, pour 0<mgn , lfmtamalle
i ‘% s = @ 2 A ® .l o "

ferné {ﬁgnj est identigue l’i’*nmrvali@ ouve r‘t} m-1,0+1; ot

gux intervalles semi-ouvert: gwﬁn-t-a | at}m»‘i nj ; on noterz gue

i'intervalls ouvert }ngnﬂ | est vidse.

Liengemble des x €A tels que :ga (resp. x g»;a} slappelle intsrvalle

fermé (resp. ouvert) illimité & zauche ot dlexirémité a , et se note

- \; = o
}% G @;E {resp. j < ., 8 g} . dc méme, l'ensenmble des =xX€E tels
que X pa {(resp. x}»a) 5€ nomns ﬁtamame fermé {resp. ouvert)

i v =
illimité & droite et dforigine s , et se note gag g {resp. } &, w-?“z*g%}.,

&

Enfin, .E lui-mBne est dit interville ovvert i111imité dans les deux sens,

é“’“’/"‘?«?’g .

et noté

Nyermsell

Provogsition 1. Si E gst totalement crdomne, toute application stricisment

%, 2

st biunivcogue.

monotone de E dans un ensembles ordonné

7 1(3:3

y

En effet, x#y entraine x & y ou y < x, done f(x)< 2ly) om

£(y)} < £lx) , et par suite f{x;?;éf{y} .
11 en résulte aussitbt gu'une application strictement monotone £ <fun
cnsenble totelspent ordonné E dans un ensemble ordonné F  (totalenent

on non} est un iconmorphisme de E sur F£(E)} (ordonné par l'ordre induit

par celui de F)

Corocilaire. L'application x -~;>} < xgé*m} susemble totalsment

ordonné E dans %.f {E) est un isomorphisme de E sur l'ensemble des

intervalles } < {, crdeopns par inclugicn.

g':r:(

effet, sz‘, x< 3y 3031&\%4 .zfaféw ¥

7
< - .
¥ai1leg ne pe uvent 8tre é"’aﬁ_xg zzm&iw X ﬁjé—“—- st st x % 34":“*"-' f,.;‘*ég %
LS : 7 > 4
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6. Plus petit 6lément ; plus crand ¢lément. Définitiom 4. On dit gutune

i

partic non vide X d'un onsemble ordomnné E admet un plus petit élément

{re

io

2

ep. bn plus crand élément) s'il existe un élément a€ X tel gus,

pour tout xeX , on ait agx (resp. az x) ; on dit alors que 2 est

#

_Y plus grand é1lézent) de X .

plus petit élément (resp.

La seconde partie de cetie ef:zéfinition se justifie en remarquant gu'il

5»050/—0
P AN

Lo A

2

ste zu plus un plu.s petit s1ément (:fesm plus grand élément) de X ,

car s1 a€X et D&X sont tels que agx et b<x pour tout xex 4

& on particulier & <b ot b<La,dioh asb .

X
L pou

admet un plus petit &lément a s & est le plus grand
r 1'ordre opposé, et vice-versa.

: T : . - 7
s.- 1) Nous avons vu au chap.iIl que dans l'epsenble N

c¢es entiers naturels, toute partie non vide adast un {?Lw% peuit
lément ; pour gu'une partise de j’{ admette un plus grand slonent,
il Paut et il sutffit gu'eclls soit f nis.

# ’. *“ -

- Ay cc«ntr&zim, 1lensenble R-ﬁ- des nombres réels >0 an'faduet
ras de plus petit élément. *

2) Secit @ une partie non vide de ltensemble ;p? (B; des nar-

o

tics d'un ensembie B . 5i @ aamet vn plas petit éléuegt 24 ., om

A< X pour towt 1€ @& , done AC yeg % ot comms Ac (c5

par hypothése, 4 n'est sutre gue l'interseciicn de tous lss snssm-

ds @ . Un voit de méme gue, pour qw @ posstde un plus srand
ment, il faut et il suffit que 1la réunion dee ensemvles de @

appartierne a @ » dont ellis est alors le plus grard 3léms.t.
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3) Conme eas\ particulier de l'exemple .précédent, en'voit gue ﬁ

est le plus petit élément st E le plus crand élément de @0{}?})
ordonué par inclusion. Dans 1l'ensexmble QDA(E,F) des applications
de E dans F , ordonné par la relation ®u ést unc rostriction de v*"
itapplics tlﬁﬂ v.e.de est de mfne le plus petit élément. Enfin, la
relation (x,y) € A, o8 [\ est 1la diagonale de EXE , est ls

’ plzis petit &lément de lvén mble Efi des mlatwrs édt'éguivalence

sur B .

e

4) Dans 1vensemble des entiers naturels n j» 1, ordonné par 1
relation ®m divise n" , 1 est le plus petit élément.

pimgux, et éléments meximaux. Définition 5. On cit gu'un

(4915
f'\'
)
Fot
¥

ok
N
=
g,:.
p:i

£icnont a d'une partie non vide X d'un onsemble ordonné E est un élénent

minimal (resp. maximal) de E gi ls relation "x€X et x ge"

(resp. "x€X et =x za") entraime zx=a .
Tout élément minimal de X est un élément maximal pour l'ordre opposé,
ot vice-versa (ce gui permet d= ne considirer que les proprié Stés dss

iéments minimaux). L‘eﬂsem’z}le des &l8ments minimaux de X peut Strs vide;

il peut aussi 8tre infini. 8i X admct un plus petit &lément s , & est

na adx . Lorsque X est totaler ﬁ:a*‘c ordonnde, s'il existe un élénent

nininal a de X , a est aussi plus petit élénept de X , puisque pour tout

3

xg}; Gr e peut avoir x <a , ce gui entraine alors xpa

Cx
{30]
Sriat?

- 1) Dans la partie de y(ﬁ} (ordonné par inclusi

fbert
e
@
i
cz\

=

formée desparties non vides de E tcu**eh partie réduite & ur
élément est un ele:;en‘a nipimal.
5) Dans 1l'ensemble des entiers naturele > 1 , ordonné par iz

relation "m divise n" , les éléments minimaux sont les noumbrss
: . premiers
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5) Dans 1'ensemble @D(E F) des applﬁcatlons de parties de E
dans P , ordonné par ls rclation " esi une restriction ds v* |
toute application deflnle dons E est un élément marlmal

4) Dans l'ensemble <f7’dgs structures d'ordre sur E , ordonné par

1

inclusion (n%3,exemple 2) une structure T diensemble totalcment

orcdonné est un élément magimal ; en effet, si C est une struetare!
@3érﬁze plus fine que T , pour tout (x,y)EE#E , on a (xg§)€€§

ou (gf_g}i)é”l? - 81 QX,:g’)?T on ne peut avoir (x,y )6 C , car on
apreit sussi {3,x)éﬁ§€;tf done x=y contrairement & lihypothése.

Proposition 2. Touis partie f;n X aﬁun ensemble ordonné E admet en

Coins un élément meximal ot au nolng,ua élément minimal.

Raisonnons par récurrence sur le nombre n d'éléments de X , la pf@yé»
sition étant évidente pour n=1. Soit a un élément de X , 6t Y«Xfﬁij y }
¥ ayant n-1 éléments, sdnet un ¢lément minimal b dtaprds 1thypothise

é

dez récurrence ; si a b , a est élément mipimal de X ; dans le cas

contraire, b est élément minimel de X .

Corollaire 1 . Toute partis fine X d'un ensenble totalement ordonné E

o F

admet un plus grand et un plus petit éidment.
) d!éléments d'un onsemble totale-

Etant donnée une suite finie (x3
ment ordonné E , on dee ignera par ‘%(x } 1 el le plus grand ékément, par

léments

(D\

i3 n(x } c1 le plus petit &1ément de 1'ensemble des X; ; ces
e

sont encore appeldés respectivement le maxinun et le minimum des X5 3 ile

resp. minimum) de deux éléments %,y de E ss notera aussi

. 8

aximum

£

Msx(x,y) (resp. Min(x,y)) ; on utilise des notations analogues pour ls
maximum et le minimun de plusieurs éléments.

de n élécments,

fmie

Corollaire 2. Si E ost un ensemble totalement ordonné fin

i1 existe un isomorphisme ot un seul de E sur 1l'intervalle {i,n} gg_ﬁfﬁ
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Il suffit de raiscnner par récurrence sur n . La proposition est
6vidente pour n=1 . Pour n grelconquc, E admet un plus grand élément

= %’ s - &
b , et 8'il existe up isomorihisme ¢ de E sur gﬁ,n { il doit apylz»

quer b sur n ; si E! est 1

o

complénmentaive de ¢ bt dans E la res-
b

|

triction de 2 2 B! doit Btre un iggmcrpﬁlsme de B! sur "13nci§ -

£
o &

ce qui établit ltunicité de ¢« dlaprés l'hypothese de récurrence : par
= o b

ailleurs cette hypothise monire qu'il existe un isomorphisme 7 de
Sy

E! sur iﬁ,nmij ; en prenant ¢(X)z"f(x} dans E' et ofb)=n ;‘¢ est

&ridemment l?lsomornblsme che rché.

51 i-»a. est i tfunicus is&mergh;*ma de iﬁfﬂgﬁ sur & , on 4ift gus
(o). est la suite obienue en rangeant les élémsnts de B dang

if<idn : ‘ = =
liorire croigsant.

&, Maiorants, minorants. Ensembles Iiltrants. Définition 6. Etant doanés une

pa%twe dtun ensemble ordonné E , on appelle majorant (resp. mincrant

de X tout 2lément z€E tel gue, pour tout ye X , on ait

81 x oot un nmajorant (resp. ninorsnt) de X , on uit aussi gue X

O

P
‘majore (resp. minore) X . Il est clair gue si X ost un najorant

Z.

(resp. minorant) de X , tout 6lément 2z » x (resp. z € ) est auss

=
sajorant (resp. minmorant) de X . Un majorant (resp. minorani)

r
de ¥ est aussi majorant (zesp. mi %rraﬁt} de toute partie de X .

»

Pour que X admette un plus grand (resp. plus petit) élément, il faut

et 11 suf it gu'il existe un amjorant (zesp. minorant) de X apparte-
nant & %X . Tout majorant de X sst un minorant de X pour itordis NDDOSE
et vice-versa.

Licnsemble des majorants dfunme partic X de E peut &tre vide : clest
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Une partie X de E dont 1l'ensemble des majorants (resp. minorants) n'est
pas vide est dite majorde (resp. minorée) ; vnec partie & la fois majorée
et minorée est dite bornée. ' .

Ls partie vide de E est bornée, car tout 6lément de B en est 2 la

k‘..l

fois un amjorant et un minorant. Une partie de E récuite & un seu

élément ost bornée ; mais ane partic de deux éléments de E n'est

3 e

pas nécessairenment majorée ni minorée.

it asussitdt gutil suffit gque toute partie

scit majorée {resp. minorés) pour qu'il en soit d

&f
o)
Pa
ﬁ}i\
bt
(B
5 =1
0

ds E (par récurrsince sur le noumbr

ent donc & dire gus,

4= 10 L o LT
w;@l guv ::)eé}@»ﬁ ‘:.i‘};; .A{{«;;a/ =

B
©i un oncemble ordonné £ est filtrant 4 droits, llen neemble ordonné par

ch
?ﬂi
3

ifordre opposé est filiran ~zuche et vice-versa.
Lo d6f.7 suppose implicitement gue la reiation diordre enire % &

éans E est ﬂctoe XLy ; lors ulelle est notée =x(o)y , oh nous
j ’ & P4

iésignons par {c) un sizne ou zroupe de signes ‘caractéristique de ls

Q

relation envzsaﬂbe, au lieu de diTe gue E sst f¢¢trant & droite,

on dit gue B ost £iltrant pour lo relation {¢) : cela signifis donc

aqus, quels que scient x et ¥y dans E , 11 exiscte z2€E tel que

x{o)z et ylo)z . Par exgisple, 81 _E;’ est un cnsenble de parties

d'un ensemble E , ordomné par inclusion, dire que E?’ est £itrant

nour 1ls relation < signifis gue, guels gue soient X € &° at

‘Sf{:g , il existe Z E.-a-?f tel gue Ac % et T 7 ; dirs oues
%;f est filtrant pour la relation = slgn1f1e que, guels qae s80i-
= T = - . ‘.

ent X ot YTe & , il existe 2€ &+ tel que XD Z et

Geis WS i \:f

N

<

=
B
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EXemglass« 1) Tout ensemble " otalement ordonné est filtrant & sauche
gt 4 droite. ‘
2) Tout ensemble ordorné gu: admet un pius zrand (resp. plus petit)

€lénment, est filtrant & droi e (resp. & zauche).

ks

3) L'ensezble é?(B;F) des :¢pplications de parties de E dans F est

(o

Piltrant a gauche, puisqu'il admet un plus petit élément, 1'appliica-

tion vide ; mais il n'est pae Tiltrant 4 droite si B et F ont plus
d*unvélément?.car si A est uwie pérﬁie de FE distincte de E , deux

app icatiows distinctes de A daﬁs F n'ont sucun prolonzement coumun,
4} De neﬁe, 1'ensenble £?¢ ces structures dlordre sur B ecl filtrant
4 gauche, puisqu'il sdumet un pilus petit Pleﬂeﬁt (savoir lsa disgcnale

=

de E E) ; mais 11 n'est pas filtrant & droi
-4
dfordre € et la structure oplosée C , 1

A
izt
B
(5}
{8
e
5;-‘1
Q
«
e
)

8, car pour !

&
A
£
§
)
)
of
M
i~
0
e
Dt
b |
@

nfexist

bt
O

~

'ordre plus fine que C et € & 1a fois en vertu de lfaxioms (EOry).
11 zésulte aussitdt des définiticns que tout produit d'ensembles fi
& droite est Piltrant & droite. Psr contre, une garﬁie d'un ensemble Fil-

3

trant & droite n'est pas nécessairement Piltrante & droite.

Proposition 3. Soit E un ensemble filtrant & droite, F un encenmble

ordonué guelcongue. 5i f est une egpplication de E dans F gui est & 13

Borns Si@bf& ure, borne ;nf srieure. Dé Te nitiopn 8. On ¢it gulune @afﬁi@

foie croissants et décroissante, ¥ est constante.

En effet, si % et y sont deux éléments guelcongues de E ., il existe
z€i tel que x¢z ot y&z ; on a done f(x)  £(z) et £(x) » £(z) ,

dloh F£{x)=f(z) ; on voit de méne qne f(y)zf(z) , dloh ffx)-f(y

maicranis’ (resp. miporants) dans E admeti un plus petit {resp.

majorée (resp. minorés) X d'un erssmble ordonné E =dmet une borne

supérieure (resp. pne borme inférieure) dans E si llensemble de =es

S

éléuent ; cet &lézent est alors appelé 1s bcrne supéricure (resp. boras

e gy =
a8 & dan =3 ey *
e T ettt
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Il o8t elair gue si une partis X d'un ensemb},e ordonné E admet une
borne supsdrieure 2 , a est borne inférieure de X pour l‘ordre opposé,
ce gui npous permettrs dans ceo qu: suit de ne comsiddrer le plus souvent

que les propriéités des Lormes suérieurss.

)
¥
o
3
k
A

.xe7ples.- 1) Dans un ensexlle totslement ordonné E , 1a borne supé-
rieure b d'une partie X de E {lorsgu'eclle existe) psut &ire carscté-

2

risée par los propriétés suivantes : 1° b sst un nmajorant de X ;

T

2% pour tout cE€E tel gue e< b , il existe x€X tel que ec<x<b .

En effet, si b est borme superieurs de X et s'il existait odb tel gue
1'intervalle }c ,’a} ne coutienne sucun élément de X y pour tout &ié-
ment x de X on aurait nécess:irement x Lcoux>b , et 1a seconde
aypothése eétant exclue, c ser ,ﬁw un majorant de X contrairement 3 1s
définition de b . Réciproquerent, si b satisfait aux condit tions 19
et 2° pour tout msjorant ¢ ¢e X , on a nécessairement ¢ > b,
puisgue daﬁé le cas oont'rairi«g il existerait xeX tsl gue e<xghb ,
contrairement & l'hypothése.

2) Dans l'ensemble ;pa (E) ces parties d'un ensemble B , ordonré par
inclusion, tout majorani d'ure partie C,}?’ de ,pp('E) est une pariis
B de E telle gue X C B ?ouz tout X € % z QS: adme%; d.or;e une
borne supérisure dans g(E}, savoir 1'intersection des pErties B
@f, ; 6n voit

de E gui contiennent toutes les parties appartenant

o

de méme gque @ admet vne borme inférieure, qui est la réunion
parties de E contenues dans toutes les parji:_ies X 6@; -
3) Chsrchons & guelle condition une partie de 1l'ensenble

2,

@ {EgF,} des applications de parties de E dans F , admet une born:

O3]

supérieure dans CP{E,F) , ordonné par la relation "u esi une resiric-
tion de v" . Pour tout we <P(E,F) désignons par D(w) la partie de E

o w est définie ; si u est un majorant de , cfeast-a-dire un




Al

Sl
- 221

un prolonzement de tous 1

pour tout we @ , et ul:

gue, si

cong jues w, w! ds oL

@ ,
xeDd(w) N D(w'). Inversen
- que @ adnme
g0it A ls réunion des Diw
xeh , wix) 2 la néme val
xe D(w) dlaprés 1'hypothd

aé{x} , B, est une applic

unt majorast de @& ; inv
on & Dblu) D bl{w) pour t

pour tout =xX€A , i1l exis

done

Ticure Ge

uax)ww(x)uaetx} , C2
:

Remargue, -
vide ¢ de E admet o pour
des majorants de § ;

cfest la borne inférieurc

& est mejorée «.

mt, supposons cette condition vérifiée

ition de A dans F , gul est évideunment

ot we &

Lorsgue K admal un plus petit élément o , 1ia

de min

29
gc

}ooem

s 6léments w € , on a Dlu) D bw)
J=w{x) pour tout x&D(w)} : ceci montrs
ans QD(EaEﬁg pour deux &léments guel-

doit aveir w(x)=w'(x) pour tout

p

, alors une borne supérieure ; pour cels

|, lorsque w parcourt ; pour tout

:ur pour tous les w €

ie ; 81 on désicne cette valeur

i

yrsement, i u est un majorant de &

; donc

.6 au moins un we @& el gus xe Dlw)

> gui prouve gue u, est la borue suy

Jorne supérieure, pulsgue E est llersembd

e 8i E admet un plus grand élémen’

as ﬁ

Pour gu'une partie non vide X d'un ensemble ordonné B
grand elément, il faut et i1 suffit que X admetio tens

o

une borne puvérisure et gue cctre borne sup

ieure appartienne 8§ X .

La proposition % évidente & partir des définitions.

On noters sup X (resp. inf X) 1a borns supéricurs (resp. inférieurs)
d'vre partie X de B dans B, lorsgue ¢ *ette borne esxiste.

Ltent aanﬁue une fan ?ile (32} cel d'éléments d'un ensenble ordonné B
{cu, ce gui revienl au méne, vre applicdtion <z—> xz; de I dans E}

or ¢it gue cette famille admet une borae supérieure {(resp. inférie:

I‘e‘:?j

3

ls

E
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lorsque l'ensemble des ses élézents admel une borne suvemeura {resp.
inférieurs) ; cette borne est alors appelée borne supérieure (respy.
inférioure) de la famille (x ), ot notée sup, x_  (resp. inf_ x ) .

: £ ze 1. T : Sel z
Ln particulier, si une psrtie A de E admet une borne supériesure,

cetts borne est la borne supériecure de l’applicaﬁlnn canonigue

e

o

X x de A et .au'i; done sfécrire sup. X .
=7 : = 1 £

Proposition 5. Si A est une partie i'z,on vide do E admettant & lz fois
vne Lorne supérisure et mﬁe borne inféricure dans B , on a inf & < supl
Propesition 6. Si 4 et B sont jeux pariies de E sdocitant toutes doux
une borms supéricure (resp. iaféricure) ﬁan§ E ,eteiona ACE ,
oo a cup AL supB (resp. inf A 2 inf B) .

Ces propositions cont immédiates & partir des définitions.
Corollaire. S5 g fa;n ille (x@ ﬁé, G'éléments de E sdmet une borne

5 egi.e‘we dans E , pour toute Tamille {xa} e acmettant une borne
upéricure dans E , on a UL X, < sup x|

- 1€l = e :

Proposition 7. Soient (3 z) 1 {y )Zél deux familles ¢'éléments de

E , ayont néne ensemble d'indiz esL et avant c%acum, une borne suparisurs

done B 53 x ¢ our tout 2€1I ,ona sup X £ Bup T
En effet, si a = stugl ; e azy 2 X pour tout %

€ 7

A

une ;‘ami}_}.e d'éléments de E , (J, ) sy

- chacune des sous-familles

(x ) ‘ admet une borns sapéricure dans E , pour gue ls feamills

(x ) admette une borne supérieure daensg E , il Taut et 11 suffit
% 1TE T : .
gue lz Pfamille (sup X ) . ad:ette une borne supéricure dans B

et on 2 alors
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) - sup x_ = sup (sup x ) .
co7 L Jel el ¢

En effet, supposons gue a=su] X aelt &efl.nle ;- 0on 2 alors
€. : :
suy X, pour tout A ; intersement, s8i b 2> sup x pour tout
LEd) teJ), ©
A€EL ona by x pour tout #€ i g, =1, donc b>a, a et

bien borne supérieufe de la fsr ille {sup % bi 1 . Inversement, si
: ze€J ) €L . -
cette famille admet une borne :rupérieure a , ona a gy X pour tmlt

21E€1 ; et 8i 'b?« x_ pour tout =z ,ona b g sup %, pour t@at Aéh

ze .A
donc bga , a ecst borme supor:eure de {z )

. tel
Corollsire 1. Soit {ﬁ"ﬁ}./a,é*: une famille de parties , admettant
~ chacune une borne supérieure dens B | pour = %j Ay adaeite

=y

une borne supérieure dans B , -1 faut et il amflt que L,; fanille

<

47

. admeite unc ho;ne supériecure dans E &‘t on & 8107

b e = o 5 £ 2
sup A 5%%; (sup zw&)

2

&

Corolleirs 2. S0it (x s - ~ une famille fdouble” dlélémante
= = ifg}iﬁ-%‘BéLx&g =

de E , telle gue pour tout (€ H , lg femille {z, éﬁ"}ﬁné ; B2dmetis

A ¢F oA, i je LAY

sdmette une borne supérieure cdans B , il fau‘t ct il suffit gue 1= Tamille
ﬁﬁ'r“.’. o % A e ‘.ﬁ' % - e 1“ o T S f’a = @ 1 e
L2uR. h.g%, 3 . gdmette une DOHTYOe SUPETlieEuUTre Cans & y S0 On 4 aioxrs
AE L - ’5% 5"5‘5 4 =
t{?«‘) ¢ ar e e v&—*\ { 13T }
v 7 ' SUp iy ., = SUp (sup X -

» (A, pjelr Al uwogier, AH
PROPOSITICN 9.- Soit (B } £ e fomille dlensenblcs ordonncs, s,

pour chague z€ 1 , A aat une partie de B adnettant

< =

*:. S A~ 4 °Ju.§ 2
& partir des définitions.

(3]

2ie d'un ensemble ordonnés &, B

0

s A . On azura soin de noter gue B peut admettre une borne sup

rieure dans B sans adamettrre de borne supérieurs danms 4 ;




vgi \ inversement, B psut adnettre une bo”ne gupéreéecure dans A sans

I — e — e e T e e
o e EE— = — — = = = = — -
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sdmettre de borne supérieure dans E ; enfin, B peul admeitre
une borne supérieure cans E et une borne supérieure dans A ,

les deux bornes étant distinctes .

On 2 un exemple du premier cas en prenant pour E llensenble R
des nombres réels, pour A l'ensemble QZ des nombres rationnels

pour B 1ll'ensemble des nombres ratioannels <;§j comne exempls

e

¢v second, on prendra pour E 1 1fensemble {2 , bour A l'ersemble

des norbres raticmnelm < 2 ot du nombre 2 , B étant tou-

é"':

jours l'ensemble des nombres rationnels < Y2 ; eafin, i on

prend E = = ; & et 1} étapt les mémes gue dans llexenple

précédent, on aura un oxemple du troisidme cas -3¢
crd

smbles réticulés. Def;nltlon 9. On dit qu'un ensenble

zéticulé (ou que E est un réseau ordonné, ou encore un lattis)

51 t@uﬁ@ periie finie non vide de E admet dans E une born

@t une borne inférisure.

"

Diaprés ls prop.8, pour qu un ensemble ordonné E soit réﬁicuié,‘

il faut et il suffit que tout couple x,y d'éléments de E admeite cans

£ une borne supéricure et une borne inférieure (gu'on notera respecti-

verment sup(x,y) et inflx,y)) .

Exemples.- 1) Un ensemble totalement ordomné E est péticuls,

puisgue toute partie finis ds E admet slors un plus gz
et uh'plus petit élément.

2) L'cnsemble ‘%5Yﬁ) des pafties,é°unvensemble E , ordooné par
l?inclusién, est réticulé ; il Bn est de méue du scus-ersenmble

ordonné %;(E) de '*f(E) , formé des parties finies de E .
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%) Dans l'ensemble des entiers » O , ordonné par la relation
"m est un diviscur de n? ieunx élénents gquelcongues ont ume boTne
supérieurc, leur p.p.c.m., 2t une borne-inféricure, leur p.g.c.G. .
ﬁ?4} Soit E l'espace numérigie & trois dimensions, G la p a rtie ds

J¥ (8) rormée de §0} , de & , des croites passant par O et des
= o

plans passant par O . On veit asisément gue G , ordonné par inciusiocn,

cet véticulé : en effet. 1l'intersection de deux éléments guslcongues
e ﬁ =2

de ¢ appartient 4 € ; dlautre part, si par exemple D,D! sont deux
droites distincies passant par O , le plan c&nteda t D et D! est

borne suptérisure de D et E? dens G ; on élucide de m8me les sulres

IR

o £5

cas. Un notera gue la borne supérisure daus G de deux ¢lémeunic de
n'est pas nécessairement & ale & leur borne smgérieurg‘gggg» éﬁfiﬁ
{par contre, les bormes inf érisures sont ldvhtiques)ﬁﬁk

5) I1 peut se faire que dens um emsemble.o?donné, deux élémentis

guelcongues asdmettent une torne inférieure, mals non une borne

supérieure. Un exemple est fourni par l'eungenble éﬁiﬁhh) ége appli-

cations de parties dans F , oh deux élénments guslcongues u,v
sdrettent toujours une borre inférieure, savoir leur restriction

z

soient définis tous deux et ézaux.
6) Un ensenble rctlcul ot évidemment filtrant & ls fois & gauche
et & droite ; mais 1nversenaﬁt un ensemble ordonné psut étrs a la
fois Tiltrant & gaache et i droite sans 8tre réticulé ; cn en a
un exenple en prenaut l*%ﬁsemale E des disques ouverts co n%@éaﬁt

dans ls plazn numérigue, E étant ordonné par inclusion

afinition 10. On dit gu'un Pnoemble réticulé E est schevé gi toule

partie non vide de E adnmet éans une borne SuDey 1eure et pns borne
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E , on voit gufun ensembis

En appligquant le définition & la partie
réticulé achevé a nécéssairemen; un pias'petit et un'plus grané &lé
Propogition ?G, S50it B un ensen e ordonné ayant un plus petit &lér
ot ﬁel gue toute partie npon vid: de E admetie mne'borna supéricure
dens B ; alors toute partie non vide de E admet sussl ung borne
inféricurs f(autrement dit, B e .t réticuld achevd).

des minorants de A ntest pas vi
supérieure b ; coame A est cont

rant de A
plius grand élément de B

Hxenmples.- 1) Tout ensemble

anaturels n'est pas achevé,

2} Licnsenmble 4¥§ {E) des »

Y

inclusion, est réticulé ach:

semble &5 (E)

des parties

Tand

titicn 56 formée du seul easemble E ; d'autre part, toute fami

,-donec ¢

a4

non vide

& par hypo
nu dans 1
ntenu dan

quelcongue de E , l'ensemble B

s oy > B % 7y
othése, donc admet une borms

par eXenp

:ar il n'a

arties 4°
Ve ; par
inies de

Elément.

(P admet un plus petit élément

le
cnet Das
un ensenble
contre si E est

E n'est pas réti

est un ensenmble

et
frsd
@

{w )} de partitions admet un: borne suyériaare, caf gi Ca est la

partie de

on vérifie aussitdt que C ==

La prop.10 montre donc que

5 AE correspondant ¢

(e,
5

'est

anaﬂlqu\men

correspond & une psrtit

&..Su
=
ioh

réticulé achevé.




eu

Z

zéxi

-

i la ralam

()

(8741

3

ue soit

elati
1es (po

-

t diensenble
on "guel g

2
<o

=
2

ti

par une r

iz

=5

X de E telles que doux &1

incomparalb

A
&

s

e

jes

tout produ
la re

67
?

i

‘ans T

mbls des part

- 23%4 -

résulte aussitét de la prop 9 gue

iculés ach wwés) est vr ensemble réticulé (resp.

Z 4
U

&

v}. dontrer que,

e par I llense

<

ces.- 1) Soit E un enenble ordonn

iistinets quelcongues de X soient

izn
%

iculé achevé).

t

~

(resp. dlensembles ¢
Té
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E est dit irréductible s8'il 2%a gu'un seul constituant cardinal.

4) Soit E un emsemble ordorné irréductible (exerc.3). Pour toutl

Xxek , soit ,Six 1a fa,mil?a des parties &4 de E telles gue xeh et

fato
ch

compa-

que tou‘t couple d'éléments (*f z} tels que ye A et z%ﬁ 50

rable. Moptrer ocus 1?iﬂt@rgsgtiﬁﬁ KJ d@ tops les ensembles de gﬁz

2, ‘g X
appartient & %E;gﬁ et gue pour dsux é1léments quelcongues x,7 46 B ,
”*fﬁﬁﬁ%ﬁﬁﬁif =
ona K=K _ ou &Xf%&vfﬁ g1 S peut avocir simultanément
5
% . g‘"z' o
AéiK et y€K_, ot que 8l 1ar exemple X¢ K 12 engemnls KO K
:;Vg : b Uy
app urti nt & ifv_§, ‘Les ersembles K, uzﬁt;ncﬁs forment dong une

partition de B , et sont aprslés les constituants ordinaux de E ;

lsrsgue E est totalement orxconné, X “{3§ pour tout xeB ; lorsgue

£

" E n's gutun seul constituant erdlaa}é on él& gu'il est indse conposable.

S5i E et F sont deux cnsembles totalement ordonnés n'ayanit ni plus
grand ni plus petit élément, montrsr gue le produil EXF est irrééuc-
tible et indécomposable.

5) 8

is pous-ensemble de lfensemtle Qrﬁﬁﬁﬁé produit P~ formé des applica-

hs:

ent E et F deux enserbles ordonnés ; on désigne par C(E,F¥)

tions croissantes de F dans F .

2) Hontrer gue llensemble crdonné C(E,Fx G) est isomorphe &

serble ordonné C(E,C(F,G)) est isomorphe &

o
St
i
()
e
o
bt
(4
)
&
{2
;.4
\'ﬁ
~
63

1'ensenmble ordonné CimjﬁF,u) :

6} Jantrex aue pour quiun ensenmble E soit fini, i1 faut et il suf

‘\q

oue teuﬁ@ pertie non vide de eiffE} possede un élément maximal rour

la velation d'inclus imf (pour voir que la condition est suffisante,

G

L (E) des parties finies de B). F

appliguer la.ceﬁditlon & l'ensemble
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7) Soit @ un ensen’bla dfe splications d'un ensemble E dans 1&&&@;@9‘

Soit 5«2 la portiec de ,ﬁ(z) formée des ensembles X C B tols que
7(X)C X pour tout £ € @ ; ,mrtre?* gue %ﬁ sst un ensemble
réticulé achevé {pour 1la relation .;.zzczmw sur %’ par la m};&tg on
d'inclusion). 7 A

8) Soit B un e;ﬁsemble ordor 16 ,, on it gu'uns appiicétiaﬁ £ de B

-

dans lulwmeme est une fermetire si elle satisfalt auz con itions

puivantes : 1) f est croisse 1te ; 2) ponr mut Xxe bk, on & z{x);x

°
Z2) pour toub %€ E , ona flelx)) = £(x) . So it P llenseuble des

by
[33]
L4
ot
i
o
{
£
O
e
5
e8]
Rt
®
&
L0
L
o«
ot
!
&)
o
o
oot
o)
=
O
f,rn.!
Leid
o
i
&
? !
o
freest
[0
ol
a0
o
I
gm.s
{ 1
i

b} On suppose gue £ est un ensenble rbéticulé schevé ; montrser gue la

borne mfemauro dans B diurs ;ﬁgr’sienmz vide guelicongue de F =ppar-
‘e‘;:ae nt & F .

9) Bolent E et F deux ensenblss, B une partic guelcongue de EXF .

s

Tour tonte partie Xc E (1esp. toule partie Y 3’?')_, on dépigne par

o{x) {reep. o(¥)) liensenble des yeF (resp. x€B) tels gue
{x,7)EB pour tout xeX (resp. (x,yle B pour tout ye ¥
&) dontrer que p et o sont décroissantes, et gulon a X C ¢

b e VT G e T o o EaR Y s S ciey
Y glol¥)) pour tout ,&g "7 et tout Y ¢ F ; en déduire gue

e - i s - SN NN e o
b} Ltay i,lbc,ax’;lc«,,; ¥ —>alplX); fresp. Y— plo{¥))) east une fermeiun

i
J
)
mns ¥
B4
Nt
()
Z‘A
P
[t
)
s
1]
€
o
(8]
&
(o]
5 Y]
'.-J
4
o
£
©
p-».f
g
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8
o
g.—.!
&
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ot
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e
i\mﬁ
(8
(e
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4]
(o]
L74]
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Cf
&nw\;
(1]
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fernés daps E s Sur l'opposé de l'ensemble réticulé des ensembles
fermés dans F , et Y-—>o(Y) est 1'isomorphisme réciproqus.

10) Etat,danné un ensemble orécnné quelicongue E , pour toute partié
X de E , on désigne par p(X} 1'ensemb1e des majcrants-de Xf, par
s{X}‘l?emsembl@ des minoranis de X . ,

ﬁcn trer que, dans gf(ﬁ} l'enserble E des X tels que Z=olpo(%))
est un ensemble réticulé ackesvé (cf.oxere.9), st quﬁ lfapplieaticn'w
x ~jag{{x§3 est un isomorphisme de E sur un sous-ensenble ordonné

o d e
E! de E , tel gue si une fazille (x ) d'élémentis d= E a une borne

Vo

supéricure (reep. inférieure) dans E , 1l'imege de cette borne supé-

b

rieure est le borme supérieure dens E de la famille des images des x.

3

11} On dit gqu'un ensemble réticulé E est distributif s'il satisfait

aux deux conditions suivantes s »
(D) suplx,infly,z)) = f{sum(xsy}gsﬁp{zgz}}

") iﬁf{x,aap{ygz))lé sup(inf(x,7),inf(x,2)) . ’

a) lontrer que chacune des conditions (D'), (D7) entraine & olle
seule la condition

(p) sup(inf (xgy)slnf(y,z) iaf(zsx))wlnf(sup(xg )gsup{j§z} s&@€a§x}}
(écrire le premier membre sous la Torme sup(u,infix,y)), ou le
second sous la forme inflv,sup(x,7)))

b) idonirer que la condition (D) entraine la condition

(M) 8i xz 3, a&p{z,inf(x,y}) = inf(x,sup(y,z))

En déduirs que {D) entreine chiscune des deux conditions (D') ot (D7)

et par suite qus les trois axiomes (D), (D*) et (D"} =ont éguivelonis

%

{pour montrer par exemple gus (D) entraine (D' ), prendre la borue

oh
&
Y
fute
fid
bote
{0
L]
)
=,

gupérieure de x et de chacun des deux membres des (D), e

12) Soit E un ensemble ayant au moins 3 éléments, P itemsemvie

(};h

réticulé achevé des partitions ds B .
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a) lontrer gque CP ntert pas distributif (exerc.i1).

b)) Lontrer cue vpour touw ¢ partiti on & , il existe une partition

8!, telle qus ls borume sipériguz@ {(rosp. inférieure) de ® et vt

. = e
goit le plus zrand éléner b (rewy& 1e plus petit élément) de © .

2. Lo théoréme d« Zorn et ses applications 3 1la

Lan

théorie (28 puissances.

Le théorime de Hessenberg. Scit ! uz ensecbls ordonné, f une applicetbion
de E dsns lui-nmnme telle qu@ jour tout x€E , on ait f(x}é} %z fon pe

‘peut définir var récurrence (chap.III,§ 2) une suite infinie (a 7}

SUppOSe Das que T @&it,@reisszﬁis}, Etant donné un &lément a ¢ E , on

léments de B par la condition a,=a et a ngf{an

=
cette définition montre que l¢ suite (8,) est croissante. 8i mainte-
o

gciu
e
i
=

} pour tou

e
&

nant l'ensemble des & _ admet (ane E unse bor39 s§véTiamrg a_{214,n79),
on peut de nouvesu définir par ¢ récurrence tne suite inft g

par la‘confition &  =a 6t 8 o ~ =fla )}

[3)
L
frad
Pt
ot
()
ot
(4]

liexistence d'une partie A de B gui

urait les propriétés sulvantes o 1° ac A ot pour tout xe€ 4 | flxic i :

29 2i unc partie de A sdmet wre bornc supéricure dang E cette torne

supSricure appartiient 3 A ; 2¢ vour tout couple (x.y) d'éléments de A4 ,
x ou 3>z £(x} (ce gqui impligue entre antres que A est

totalement ordonné) . Eous’allsna moatrer effectivement gu'il exisie

ung telle partie de A , et cela sans at iser lg théorie des enasﬁ%}ss

infipnis nl l'axiome de cholix . De Pfocon précise :

THRORESE 1 (Hessenberg).- PSoient E un encemble ordonné 5

eation de E dans E telle gue, pour toud xekE f(x}

-élémert de E ,%?1 1lensemble ﬂeg_p axties X de E oysnt les DI opT
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19 a3 est 1o plus petit é1émert de X ot pour tout xze X , f(x)eX ;

)
Q

81 une partie non vide ¥ de X admet une borne supériecure dans B ,

cetle borne gupéricure apparticat & X .

"l

¢

Dans ces conditions, 9 n'est pas vide, l'intersection A des onsen-

s
a

~bles X g 5&1’ appartient 8 @ , et pour toub ecoupls (x;y) dfélénents

de A ,onB yLx ou y > f‘(z) (et par suite 4 est toisleument
ordonnﬂ) : - ‘
Liensembls g n*est pas vide, car l'ensenmble ges 6léments de E aul

sont > & appartient évidemment & o ; on vérifie sussitdt que A

appartient & %{ Désignons per B la partie de A formée dos élé%ﬂ*&g

x¢ A gul possédent la propriété suivante : '

{?j‘y les relations yeA ot y<z entrainent y=x ou Plyl< x .
Llsnserble B n'est pas vide, car on a évidezment aeB . Nous zllons

démentrer que ei x€B et yeA , on a la 'i}fﬁ}}fl 6té suivanie :

() 7 £ x ou g3 3x

des &lézents y pour lesguels (Q) est vraie ; nous allaxzs montrer gue

Tir = gfi ne O 27 eAanlto % 1o APA Y TS :

i'on €C ¢ ; cooms € . A, il récultera de ls définition de A
gue C=A . Cr, comne a <x , on a ael ot comme Cc A , a est le plus
potit ¢lément de £ . Si ye€ et gg,f{:z) ,ona Py) >y > £{x) , donc

J
fly)eC par définition ; dams ler cas contraire, on a y‘g x ; dlapres
n on Géduit gus ¥y=X ou f(:;e‘}.%'}zg ; comze dans le premisy cas
on voit que c}.&aa toas les eas T(y)€C . Enfin, soit ¥ une

1
partie de C ayant une b@fﬂe supéricure b dane B ; on a beA par de

I & £i-
: Bi pour tout ye¥ , ona y< X , on en déduit b < x ;

ol
4
Sagaet
4

s'il existe un ye¥ tel que y > f(x) ,ona B >

avons sinsi vérifié qus C ¢ % _ et par suite que GC=4 .
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fions ellons neintenant établi: que B=A , d'of résultera le théoréme

foto

Pour ecela, il nous suffira encoie de monitrer que B & - C’srg ncus

2

yons Céjé vu guc a<€3B , et par suite gue a est le plus peli % élément

g‘\:

{3

de B . 51 X€B , montrons qu'on a aussi f(x)e B ; en effet, Bi yec A
est tel que y<£(x) , oma y < x d?aprés la propriété (Q) ; on ne
_peut avoir y=x puisgu'on on décnirait £(z7)=f(x), donec il résulte
de (P) gue f£(y)€ x et a forticri ff;’;’)< lx), ce gul prouve gue
£{x)€ B . Enfin, soit Y une pariie de B ayant une borps supérieurs b
dans E , gul appartient nécessal rement 4 A ; soilt yeA tel gue y« b ;
on ne peut avolr y > X , ni 3 { Qf“ﬁi@;ﬁ?i Tz £z} ;,;'; Z pour tout ze¥
car on on Géduirait y> b conirairement & 1'hypothdee ; diaprés (4],
il exists donec un xe€Y tel mze 3<% , et i1 résulte alors ds {2 qus

£l £x£Db ; ona donc bien b = B , ce qui ach®ve la démonstratica.

COROLLAIRE.- 5i A admet une borrs supéricure b dans E , on & bE€A et

P(b)}=b ; réciproguement, s'il eriste un 6lément bEA el que f£(bl=b ,

b est le plus grand élément de £ .
En affet, si b est bornme supéiieurs de A da.s E , be s d'aprés la

fiéi‘imitiongdé G; b est done le plm grand élément d.e A COmms
JEA et f{“h} b , on a zzéceseaimmeﬁt £(b)=b . Invememe,ﬁs si
b€ A ost tel que f{b)=b , soit X la partiec de A fornée des &éléments

% < b ; nous alloms voir gus X &€ % , Glot résultera que X=2 et par

suite que b est le plus grand élément de & . On a Svidemient ae€X

donc a est le plus petit élément de X ; 8i xe€X , on e XK b ; sl x=b ,

il

=

st clair gue f(x)=f(b)=b epparti ent & X ; si au contraire z< b,

o

GXP

~i

ona F(x)<b donc dans tous les cas flx)e X ; onfin, il est

el

gue gi ¥ est une partie de X advettant une borne supérisure ¢
appertient nécesseirement & 4), on a2 ¢ < b , ce qui aschéve la

démonstration.
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Hious dirons gue l'ensemble A est la Qﬂdlﬂe dlorisine a , vrelativement

: 1z chafne

11

!

o

'. -
eat clair

e
o'
o

cplication £ ; pour tout xeA , 1

2., Enscubles inductils. Définition ~. Op dit gu'un ensemble ordonné mon vide

E est inductif si toute partie totslement ordonnée de E possede une

borne supéricure dans E

Cette définition suppose _mplicitement que la relation d'ordre

dans E est notée x <3y ; ci elle est notée x(o)y , on dira gue B

est inductif pour la relasion (o) =i on veut éviter toute confusion
Ezemples.- 1) ‘fcﬁt ensesb e réticulé achevé (8 1,n910) est inductif
{pour chacuns des relatiocis %" et > ) ; il en est sinsi en
f@amisé}_iér ie _lfen%mbla {E) des parties d'un encemble cusi-

conque {ordonné par incluaion}.
2) Scit E un ensemble guelcougus, %é une partie de %f%} :

op dit que @ est un ensemble de parties de ceractére fini si

- +

iz propriété X é g est Sguivalente & la propriété "toule partie

ettt

finie de X apparticnt & {S? " - l'ensemble 5< est z2lors

inductif (pour la relation ¢ ). BEno effet, soit @ une partie

totalemcnt ordennée (7 ar inelusion) de gi ; soit A la bof:&a

super de @ da,m ﬁ (E}, ctest-4-dire la raunwzz des

ensembles X € @ . Montrons que A€ ES? . Pour cela, solt ¥ vue

partie finie guelcongue ds A ; pour tout €Y , il existe un sun-
= 2 &

-

somble B..€ @ tel qgue 7B, ; 1'ensemble des By; étant fini et
wtalemﬂnt ordonné, adnet un plus grand élément ; autrement dit,
i1 existe B € @ tel q,xe YC,B . Comme BE 6:’ , On a par

de
hypothése ¥ 6%: , ce qui montre, en vertu £xr la définition

és %? s Qque Aeg‘:
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%) L'ensemblse C?(Egi‘*‘) des applications de ies de E dang F
une condition

e P (E,7)

admette une borne supériei re dans @(Ei’f‘} ; or cette condition

pax
est lnauctz.f. Hous avons ¢n effet donuné an Eg Og
nécessaire et suffisante jour qa'zme paft:a.e & a

> <

est trivislement vérifiés lorsque @ est totaloment ordonnée

{z;ouz‘ 1z relation "u ost vne restriction e v'). Ds néme, lfenseumble

a
(Bé;fo BB Seoet > ‘ "; e s =1 % - 23 oy o] E:
/" (BE,F) des applications bl&anO”u@s de parties de E dans I

&

cet inductif. En effet, il n'est pas vzde, car il contient lfappli-

~

cation vide ; d'autre pari

est uns ﬂarti, i‘:yi‘,glaa nt ordon-

née de ”‘%’(E,F} 5 acnet dans @ (E,F }mg borne supérisure

ﬂ;
®©

u, définie dans la réunior E(%) des parties B(u) od },a@ u€ &
sont 36finice, et telle qus pour tout u€ @ et tout xellu),

fx)=uiz) ; montions que v, € ’%” (E,F) . 81 x et y sont

u,v appartensnt & © et telles que xe€D(u), yedlv) ; comue &
ica

restriction de llautre ; gupposons par exempie gue v soit resiric-
tion de v ; alors on & xaD(v) et u (x)=vix) Jtyl=vly) ;

résulte aussitdt de la d6f.1 que, si E est un ensemble inductil
la relation £ i él zent gquelcongue de B , l'casemble

; ot l'ensemble des 2y {ordonnés par ltordre induit) sont

inctifs {(pour la relation )
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On notera gu'un ensemble inductif s nécessairement un plus petit

élément (borne supérieure de l: 's::az*txe vide de E , cul est totalement

ordonnée ).
roposition 4. Soit E un ensemile ordonné inductif, ¥ une aspplication
de B d,z rs E telle gue, pour toui x€E , ny}' - Dzs_;s ces condi i@ﬁsg

11 oxiste su moins un &lément TE€E tel gue f(b) =

Fn effet, soit A la chafne relative & £ , ayant pour orizine un dément

conme A est totalenment oidonnie, A admet ume borne supérieurs b

£
®
)

dang E , donc (cor. du th.1) 1{b)=b .

el

Théoréme 2 (Zorn). Temft enaenb oréonné a&&ct if pogsséde gu moins

uvn &lément maxinmal.

En effet, soit E un cnsemble inductif. En vertu de l'axioms de choix,

il ums‘re uzzs application £ de I dans B telle gus .;{z*}-“x gi z est
EEhn ek Se—gri--plest—pt s-icaRin «--5. B e R e
mazimal , f aj > X s8i X n'est pes maximal {gp&que dans ce dernier uas,

llensemble des ¥ > x n'est pas vide) ; omme la relation flx)=x égu ﬁ@pﬁ

o)

ue X est maximal, le tiéoreme est une conséouence de lz prop.t .

-

Corpllsire 1. Scit E un ensemble inductif ; pour tout a€2 , il exists

dans E un é1lément maximal 2> a .

¥n effet, l?en,semble des x > a esl inductif.

Corgllaire 2. Soit %{ un ensemtle de parbiss d'un ensemble E , tel gue

pour tout sous-ensemble @ de @ , totalenment ordonné par ls

relation d'inclusion. la réunior des emsembles de @ appartiennc & %

{cva gui est en particulier le ezs lorsgus %«‘{, est un ensemble de §arties

e

6]

caractére Ffini) . Alors E’E possiéde au moin

SEe s

e
B

53

€lément meximal

et
i
£

foin
o)
D
e/

test-5-dire une @artz.e ds B sprartenant 2 CSC &
o

dans sucunc auvtre partie do E arpertenant &

L
Rl

(&
Nt
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. puissances.- Théoréme 5. (théoréme de

tr ic’otomle) Soient E et F dux ensesbles, X une partic cuelconcue

gs E, 5y de P ; il existe une spplication

biunivogue de X dang Y , on wie spplication biuniv

In ﬁff&t l'engenble ”%T{X Y) des apgl;eatzozﬁ biunivogue de
gartigs de X dans Y est un ensemble inductifl (n 2 exemple %) ; il

 gui est une application biunivogue

admet donc un élément meximal u ,
dlunc partie A de X dans ¥ . Tous slloms volr quion & ue bcegsaivencnt

o

“A=X ou mé{g}zg , ce gui démrntrers lc théoreme. En effet, dans ls cas

contraire, il existerait um couple {x,7) tel que e fﬁg(é .

7Y 0 5 u,(4) ; on définit slors ume application biunivogus v de
uéxgiam“'g&;mMﬂﬁ viz)=u _(z) dans A , et u(x)=y ; v o8

sorsit donc pas un élément meximal de 1 (X,Y) , contrairement & sa

Gorollaire. Ltensemble ®(E) des puissances d'un ensciible B ent

. o = s
1t & une partie de ¥ d'apres

e}
=
&
e
o
bty
of
st
@
{41]
s}
A
il
{3
(4]
i
£
B
o
(i
3
(e
fiwts
Lo
Q
o
D
b

1s th.3, et comme cette partic est infinic, E scrait éguipotent & v
{enap. III, §§ ,th.1), contreirement & 1'hypothose
On peut encore exprimer ie cor.2 en disant gue, dans l'ensemble

des puissances des parties d'un enser ble infini E , la puissance

des parties démambrablﬁs infinies est le Blus yﬂtlb cment

de 1l'ensernble des puissances infinies.
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. Applications : II. Sommes ds pulisances in;xuleso Proposition 2. Pour

tout ensemble infini E , il e:iste une partition de E formed d'en-

sembles dénombrables infinis.

€2

En effet, il cxziste des par:ies dénonbrables infinies de E (eor.2
du th.%). Soit 29 la pertie do gfiﬁ) Tornée dos partics dénonmbra-
bles infinies de E . Considéroms liensemble QD des parties A\
de g@ telles gue deux éléments distincts guelcongues D,D! de

scient des pariies de B ne se rencontrant pas ; il sst inm

%} est une partie de ;;f (£) ) de carsctire fini ; donc (th.2)

4
Lo

admet un élément maxinmsl ‘éﬁa,ﬁ Sgit A 1z réunion des parties de

-

- } :
£ sppartecnant & A ; B = f A est un ensemble fini, car dans ‘e

-

cas contraire, il contiendrai’ un enseuble dgﬁombrabla nfini D

(cor.2 dn th.3), et N =

contrairement & la définition de ﬁkg

Eﬁzﬂb UB est encoire un enscible dénombrable ini

chap.I1I, § 3,cor.2 du th.2) ; il est clair gue l'ensemble formé

de D? et des parties ‘fnbvap§artaﬂaﬁt 8 [ls est vne partition de
E en ensenbles dénombrables iafinis. -

Proposition 3. §;‘E eat un eansenmble infini, FE x_ﬁ[ est égﬁiﬁg%@nﬁ
8N .

En effst, il existe ume partition (b ) 1€ I ¢e B en snsembles dénom-
brables infinis ; les susemblas D_ x,ﬁf forment donc une p
ds B x A ; comme chacun dl'eux est éguipotent & <ﬁf (chap.11, 55,
thgz)? b, # ﬁf est éguipoteat & Dt pour tout 2 € I : par suite
{chap,1II, é 1,prop.14), E,m.ﬁ{ est équipctént anr

Corollaire. Soit (Xﬂ‘ une fanmille dénombrable de partle@ d'un ensemble

{#4]

, gui sont toutes éguipotentes & un mbme ensembls infini A ; alg

o)
B

g
&
|

iz régnion des X est saulgsb,&te a4 A .
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En effet, % X,n'a une puisance supérieure & celle de A ; dlautre

e

part, sa puissance est inféris e A celle d'un ensemble somme de is
famille (x,) (chap.III, g1 ,PTO 1.1%); et = fortiori inférieure & celle
de & A ﬁf s comrﬁe ce dermier ensemble est éguipotent é. A {prop.3),
le @Graliaim résulte du th.1 lu chap.1iT, jg”z . La prop.% et son
corpllaire donnent le proeposit on @“z:aiva_m:e pour le calicyl des puissances

= = 2 3 SE

Proposition 4. Soit ( & :ﬁ) oo guite Pfinie ou infinie d'éléments de

S

e
fode
o
F
‘?mh
o
fredie
&

Lz gomme E: Vb, 28t toujours s iéfinie, et si est bne puissance

e
i
infinis telle cue g{ pwur tont n , on a sussi 2; <

i
LS

"’g” vour W n oy moins, on a =

@
g g
Q
vt
)
G
R
(1]
fto
i

Epn effei, comme Ex N oot équipotent & E ; 11 existe toujours

Cwailag:ﬁe *2 S1 o gg @ Sg it deux élémams guelconcues de

o4
£
bl
St

Corollaire 2. 81 E est un enseible infini, A une La,r‘i; de E dont

1a puissance est strictement i iféricure & celle de B ;. a,? est

Mo : & Slas s Se D L D A % A s e
Soit A une partic infinie d:nombrable de E (cor.2 du th.5), £_ une
10 : : 7
T O & -~
A i A e B % o q s i 5 oy e
A, BT A XA, (chap.111,5 5,tk.2) . Dans

‘engenble ”%W{Egzﬁx}ﬂ‘} des aprlications biunivogues de parties ds B

CL‘
(e
t«:a
=
flads
ot
()
(]

formée des application

gueg T définiss sur une partie A ::,,}ﬁa de E , prolonseant £_,

&
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et telles qué £(A)=A x & . L'eisenble ordonné & nlest donc pas vide
et 2 un plus petit élément fa . Bountrons gqu'lil est 121auct3.f En effet
si "= ost une partie totaleient crdozmee de & , on a vu que E
admet une bgme supérieure £ dins ¥ (8,BxE), définie sur la réunion
ﬁ% des evsenmbles A=D(f) oh soit dé&finies les applications £ C s
ocn a ‘g(Aﬁ = U g(B(2)) = Ufﬂ(f}): w} (B(EIAD(E) )= XA, {p@is@&e
s8i (353}61‘% RBy , il existe 'Y et £° dans E tels gque xe B(FY)

&% géﬁ(f‘ﬁ}, et si par exemple D(FfV) — Bl£") , (x,7)eDlem i xD(£7)) &
donc z appartient bien 8 & . : .

Cola étant, soit h un élémen’ maximal de @& (th.2), d6fini sur uns
partie B de E ; on a donc h(B =BXB ; nous allons monirer que B est
Soul *g;@i;@n*’@wg E , d'ob résvlter: la proposition. Or, dans ls cas zﬁiﬁslg'-”&faif
ve, la puissance de B serait s rictement inférieure &
f’”fﬁfé de la prop.4), C = é B serait é{guigcﬁ@nta E : i1 oxisterait
donc dens C trois ensembles B. . "“33 équipotents & B
ément, cemm_&zz xym**.,f%} ; Llenienbie B?zB,EUBZL.? B§ eat iul avssi
éguipotent 4 B (cor. de la prop.3) . Posons D=BUB' : noue allons
définir dans D une app lication "bianivec;:ae £ do Deur DAD | aui
prolonce h , d'ol résultera unc contradiction, en yertu de la définition
de h . Or, les’g_uatre cngembless BA B | BAB! , B'xX B , BixX B! Torment

_une partition de DXD (fig. ) : chacun G'eux est équipotent & F X3B

donc & B ; définissons I conme écale & h dans B , & une application
biunivegue de B, (resp. EZ,BZ.)} sur B xB' (resp. B'XB , B'A B!) dans

=

Ei (resp. B,,B,) ; f répond biom & la question, ce qui achéve 1z

I




th

e

s sul

d'vun ensemble infini E , le prccuit ?? ¢C; est toujours défini ;

ggbé; est une puissance infinis tells Que o é; pour tout

% % 5 7 : : -
indice i , ona | %ig & ; en outre, si avcun des <X, n'est Ea

’ & . : .
nul et si L. = Dour up indice i au moins, on a }E ét.

- est uvne suite finie de yartles de & ,
i<n .

5,% Xi est Squipotent & un sousaa,sehb?e de EZ , et ce dernier est Sgui-

e : ; :

votent & E ; le roste de la prcposition est une coznséguonce immédinte
cor. Gc la prop.5 et de la zslation E é dZ 2 ©L, peur tout

e
S

iice j , puisque les %, :ont tous # O .

i
Y

Corollaive 1. 5i et £ scnt deux Sléments A0 ge T(E) , dopt l'un

su moins est une puissance intinie, 9u &

() | o = maxlee, €) .

ﬁ@rallagr@ 2. 81 E gst un ensexble 13?131, E” est éguipotent &

e Pl

iil‘sz’iE}a

‘;?‘\ )

En efiet, en razacnnanﬁ dens llensgemble des pulssances des pa rﬁl

ds %3’6@), et désisnant par & lz puissance de E , ona 2 L o

: gL o
- dloh E%Q 7 ot dlautre rart. 4 < 2 , d'oh
@ dz; A & -
g,f*-a;d‘?% 7(2”@’} £ - e

Proposition 7. Si E est un engsemble infini, l'ensemble des parties

fin es de E est éouivotent &8 B .

o £

Pn effet, l'ersemble %ﬁf ces partics firieg de E est réunion des

ensembles %511,

n &léments ; comme @ﬁ est écuipotent 8 E , st Q§ éguipotent

1l'ensenble guotient de g2 par la relation d'éguivalence

ol ’ggﬂvest l'snscmble des perities de E ayant

oo

nlx ) et {3y ne différent que par liordre des termes? |
C; k}'if:*;:k‘éﬁ {Jk}iékéﬂ 4 - b i /
€$n s une puissance inférieure & celle de ES , donc & celle de E ;
la proposition est donc une corséguence de la prop.4 .
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est Guipotent & %f{E) {rerarquer que los partitiocns de
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Exercices.- 1) Si E est un engenble lafﬂnlf 1'ensemble des partles

_infinies de E est &Qulpatez 3 ;;f( ;

o

2) 51 E est un ensemble irfini, llensemble dess partitions de B
‘ E correspon-
dent biunivoguement & un crsemble de parties de E X E).

3) 81 E est un cnsesble irfini, montrer que l'ensemble des permatav
tions de E est éguipotent & %f(z) {(utiliser la prop.2 pour momtrer
gue pour toute partie A de K , il exicte une ?ermataticm de E telle
que A soit identique & 1'ersemble des éléments de E invariants par

4} Sciaat E et F deux “gS&ﬂtieS iﬁ;l?lsg tels gque F ait uns pui
sance inférieure & E . lonirer gue 1'ensemble IQB(E,F) des appli-
cations de parties de E dars T , 1‘ensemble FE des applications
de E dans F , et l'ensemble S(E,F) des applications de E sur ¥ ,

sont équipat@hts 8 %Y{E)

7
Seup?
0
et
(41
L8]
et
£
i
i
s
0N
L
Hu
M
et
i
foe
9
&3t
(5]
&
ot
4
@
4
3
&
2]
frot
D
o ]
@
8
(et
foest
L]
o
5
|
W)
(V]
o
et
@
L]

~

de E équipotentes & L est équipoicnt & %f{ﬁ) (utiliser 1a prop.2) .
6) soient E et F deux ensembles infinis, tels que F ait ume puis-
sance strictensnt suﬁérieure & celle de E . dontrer gue l'ensenmble
des partics ¢e F équipotentes & E , et 1'enpemble B(E,F) des appli-
cations biunivogues de E dens F , sont tous deux éguipotents &

‘ensenble 7P de toutes lees applications de E dans F ({considérer

froemd

sur E , et a forticri llencemble de toutes les structures diordrs

s

¢ ° =Y S > ¥ ==
est éguipsient & gf{E} {cf. exerc. 3).

[ ’A

&.1

x]
ey

o)
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8) Dans un ensemble réticulé E , une partie non vide F esti appelée

un préfiltre ei elle satisfail

1° quol que soit xe€ T , toul

20 gt x€F et yeP , inf(x,

¥ est premier si la relation

a) #sontrer que si F sst un p2

premier pour la relation dlox

o

réciproguement.

[

e
‘Dans cc gui sult, on suppt

£

; montrer que tout pré:

VA

1086
maxinal (utiliser le th, de
dzns sucun préfilire).

¢) Hontrer que si F est un p

aux conditions

guivantes ¢
yE & tel qus ’y; % appartient 4 P ;
y)EF ; 3° F4R . On dit gu'un préfiltre
sup(x,7)e F entraine xeF oo yefF .
éfiltre premier, F est un préfilire
re opposés sur B (copréfilire premisr),

s

se que E admet un plus pet

iltre est contenu dans un pr

rn, en remarguant que O n'est contenu

filtre dans E , 2 un élément de B

n'appsrtenant pas & F , pour (u'il existe un préfilire gcontenant ¥ et a,
i1 faut et il suffit que 1infia,x}#0 pour tout xeF ; le plus petit
préfiltre conienant F ot & es’ slors formé des ye E tels gue

Y7 iﬁfia;x} pour un X &F Az;ﬁ moinsg.

d) Soit a un élément #£0 de E , U un élément maximal daps 1tensemble
des préfiltres qui me contiennent pas a (enssuble supposé nom vide, ce
gui entraine 1¥ezist3ﬁc@ d’uﬁ tel préfilitre U) ; montrer gﬁeg ou bien

U est vn préfiltre maximal, on bien il existe un préfiltre contenant
U et a . ‘

9) a) Montrer que, dans un eisemble réticulé distributif {2 1,exerc.11)
et avant un plus petit Slémen; O , tout préfilire nmaxinsl est presier
(utiliser ltexzere. 8c)) . |

b} Dans un ensemble réticulé distributif E ;, avent un plus peil
&lémeont 0'? montrer gue tout 3%1?11%?9 F est ltinterseciion des préfil-
tres premicrs guli lc coptiennont {si a%@?j montrer gulun &léiecnt

= S peecee ——




- Piltres premiers U tels que xelU . lonlrer
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maximal U dans 1llensemble ¢ %@réfiitras contenant F et ne contenant
pas a , est premier : si b 3t c sonl deux dléments tels que
sup{b,c)el , ‘b%if et é%z , on aboutire & upse contradiction en
coneilérant successivemcnt tous les @asrpcssibles en ge qui concerne

l’existenme d’an préfiltre zontenant U et 1'un des éléments b,c ,

ot on utilis s llexzerc. 8c))
¢c) 5oit B un ensenble rétizulé distributif ayant un plus petit
tlément O , 52& 1'ensemble legprefi tout

ltres premiers dans E ; &
&1ément B on falt corressondre la partie ﬁy de 52 for

ve llspplication

Py

)

x —> A de E dans gﬁ’igz,; est biunivogue, et gulon 2

5
= A et A . x=A [JA_ .
fpe(x,7) 8,04, o up(x,7) 2V 8y
d) Déduire de ¢) gque 81 E 28t un ensemble réticulé syant un plus

tit éldment O ot tel gup tout @réllitre dans B soit ltinterssciion

des préfiltres premiers gul le contiennent, E est distributif

{remarquer gue l'h-pothése sntraive que l'appiication X — A
défipies dans c} posséde tcutes les propriéiés énoncées dans

10) on dit qu'un ensemble réticulé E est un réssau booléien

crand éldément 1 . et si. pcur tout xeB . il existe x'e B el
i x % & 8 :

B
ch
(0]
o
D
fa)
(88
5
i
B
¢t
D
o
b3
o
o)
o
fot
s
&

que inflx,x')=0 et sup(z,x')=1
conplément de x .

o 5 - ‘ WY 3 = S
) Soit x—> A_ 1'applicetion biunivogue de B dans [J (S2 )} défi-

™

nie dans lgexprca 9¢) ; mortrer gue g8i x' est un vomylé nent de

dars B , on a &Xﬁxgé&w darsg SZ : on déduire gu'un éldrent e R
3 : L 2

nta gufun seul complément 3' gue le eomplément de inf(xpy}
(resp. sup(x,y)) est supl{x',y') (resp. inf(x!,y')) ot que le

complément de X' est x ; dcenner des démonstrations divectes de ces




b sontrer gue dans uﬁ réss&i booléien E , tout préfilire premier
cst maxinal (remarguer gulun 3 éfiltre prenicr contient nécessairs-
mont un élément quelcongue % is E ou son c&mylém@nt}f

c) inversement3 scit E un ensenbls réticulé Gistrinutif sdmettant
un plus petit élément O et ur plus grand élément 1 , et Tel gus tout

T

;réfiltre premier dans E soit maximsl ; montrer qus E est un réssan

I

els

Lad

booléien (pour un x€ B , concidérer le copréfiltre C des ye &k

h

que inf(x,y)=0 ; si x n'a pss de complément, il existe un copréfilire
neximal X cemt@gémﬁ x et C ; en remarquant gque le complémentaire -
de i dans E est un préfilire prenisr (exerc. 8a) et 92)) , donc um
prefiitre maxima 1 par hypothise, obtenir une contradiction).
e

us grand 6lément ; on suppcse en outre gue E est un réseau boclélen

e
t; £

0it E un cnsemble réticulé achevé, ayant un plus petit et un

)
s

{exere. 10) .
2) On suppose que pour tout élément x ;>Q dge B , i é
ment v < x qui o5t &lécent minimal de 1'ensemble P des éliéments #0

E . Hontrer que tout élément x 20 de B est borne supérieure des

g
5y

\!r

léments minimsux de P qui somt <£x . En déduire gque, si & tout
e

LN

x >0 dans E on fait correspondr g partie B, de l'ensenble U desg
61éuents minimaux de P , fornde des yell qui sont L%, on definit
une application biunivogue It —> B, de P sur l'ensemble des parties

non vides de ¥ ; on prolonge cette gpplication en une appl licsat

&b
fude
L4
a;s

biunivogue de E sur gf{@} on posant B ~@ . dans ces cond ritions,

< o .
1'application x w@aB est telle que 81 X = igf x , B = %E‘ﬁ -
et sl X = §§p X ¢ = &} By -

bl On SuppOSe que POUT tcdu ecapla de femilles (u, ), (v,) d'élénments
de E , aysnt méme ensemble d'indices A , on & g%ggisu@{uiav&}} =
e
‘ 2 : . :
3 , = : 1 ; contrer qus Dour towv
o 59D Wy o, ok wp = lﬂf(%&fg U s ;nfg v&) . ontrer qus pouz tout
ﬁ%,r:;%:,re,f L€ "ié .




= -

tout élément x >0 de E il sxiste un élément y< x qui est 61

minimal de P (remarguer cu'on peut écrire 14 =_inf (sup(z,x’)}).

12) Soit E un encemble infini. Dans 1l'ensembls éﬁf {(E), on dé
ar B 15 ,ml&tion gnivante sntre A et B : ﬂA:"ggB et B 5:; A sont

by
pade
3

3

l-

€léments o , B de F la relstion o £ B comue équivalents & :

30it F l'enserble guotient %3?{E2fﬁ ; 81 on définit entre deuz

taisne

is® : monirer gue R cst ime ’”tlaﬁ d'équivalence dans %Ef.ﬂ}

Wil existe A€a ot Be€B tels gue A B! , montrer que cetie rela-

2 e 3

tion est une relation dlordre dans F , et gue, iuni de seiie
tion, F est un réseau boolélen, dans leguel l'ensemble P des

ments 3> O n'admet pas d'éliment minimal.

1%) Soit B un ensemble ord: mné, ¥ l'ensemble des fermetures

(§ %sexareaa},gams E . On crdonne ¥ sn posant ug v lorsgus, pour

touy x€E , u(x)gv(x) ; F admet un plus petit &lément o 1

=

cation identigue de E dans % .

s

w;

rer que, pour gue ig v dans F , i1 faut et il suffi

e
I(v)cIlu) , o8 I{u) (resp. I(v)) désisne l'ensemble des 61én

de E invarisnts par u (resp. v) .

b) iiontrer gue si deux éléuents guelcongues de E aciettent une

Dorng iniérvieure, deux élémonis guelcongues de Fo admettent un
n

8ne, si E ext upn ensemblie réticulé acher

¢, Houtrer gue, si E est iaductif (pour la relation < ). deux 616
ments gquelcongues u,v de F admeitent une borne supérieure (monirer
gue 2i on pose flx)=vi{ulx)}), le plua grand élément wliz) de 1z chat
glorigine x , relative & £ , définit une,fer&atare ¥ , guil est born

supsrieure de u et ¥) .




43 51 0 é ;t;’ ,;% sont ﬁ;‘aa*‘azé flémonts é@« lfensenble
"B(E) des puissances des partise d'un enserbls E , tels gue
'é’% 'Z% jét gﬁ’ soient iéfﬁ.nﬁ.g, montrer que les relations
N 45» é}“!:,- < ';% entrainent qu@ (}L'V‘AZ < £ + et

4. DéPinition des ensenbles bien prdonnés.

2 roee s f i
L pa

DEFINITION 1.- Cr dit ou'une vpariie X d'un ensemble orcomne b

relation notée x < y) est bisz crdonné (ou bign ordonnd pour 1o relation

7 » 8ion veut éviter toute corfusion) si toute partie npon vide de X

posssde un plug petit élément.

Un en {a”z,ale bien ordonné B est neﬁeaaalrnuent totslament Grds:«me

puisque toute partie %}xg} de E formée de geux éléments admet un plus

otit élément, ce qui entraine gy ou yg X ; la réeciprogue sst

)
it
fodo

inexacte. Toute paritie d'un ensenble ordomnné est un en ngenble bien crdonnd.

Exemples.- 1) Llensemble ﬁgg des entiers nstures est bien gr@ﬁnné

E‘} ;

pour la relation & (chap.lIZ, 9 2,th. %) : par contre, il n'es
Tas bien ordonné pour iz reletion 2> puisgu'il n'admet pas ce
plus petit élément pour eégatte relation.

e

2} Tout ensemble totalement ordonné et finl est bien ordouns,

puisqulil est isomorphe & une partie de j{ (§1,cor.2 de la prop. 2

3) Solt E un ensexzble ordonné quelcongue, f urpe application de E
telle

dans E ¢ que, pour tozt xeE , onm ait £{x) » = . Alors, l=
chafne dlorigine (releti ive & £) €% 2,0%1) est une partie bien

ordonnés de E , pour tout a€E . En effet, soit A cette chaine,
B une partie non vide guelcongue de A , C l'ensenmble des minorantis
de B dans A ; il suffit ds montrer gue ¢ rencontire B .

-
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Raisonnong par l'absurde e . supposons gus pour tout x€C et tout
JEB , on ait x< ¥y - On . évidemment a€C ; il résulte du th.t
du $2qus si x€Cet y€ ,ona fx)Ly, autrement dit £(x)
est vn nminorent de B , ce ul signifie Que f(x}éc ; enfin, 8i X
est une partie de C qui zdet dans E une borne supéricure b , on a

o

b€ A et il sst clair gue D est un minorant de B ,donc be . le
th 1 do § 2 mozztre alors g ifon surait € DA , ce gul est 13@{5&1@&‘31-—
ble avec l*hypo‘chase gue C ne rencontre pas B .

Dans un ensemble totalement orionné, toute partie zajorée X admet une
borne supérieure, puisque lfensomble des majorants de X n'sest pas vide

‘ot admet par suite un plus peti: elément.
On notera gu'il existe des ensembles totalement ordonnés achevés

= < - o > #* :
(€1,n 9) qui ne sont pas Hien ordonnés ; un exenple est fouwrni

=
par llengemble des nombres réels x tels gue nggi -
Pour tout élément x d'un enmsemsle bien ordonné E , gul nfest pas le
plus grand élément de E , l'ensmble }m —_;3: des éléments >x acmetl

un plus petit <lénent, qu'on désigne par %+ ;, et gu'on nomme le congéguen]
de x dans E ; la relation x ¢ 7 X
- :

encore que x et X sont consécu:ifs dans B , et gue x est 1l'antécédent

- + -
entraine y=x ou ¥=x ; on 4it

. Un élément d'un ensenbl: bien ordonné n'a pas nécesssirenent

-' 2 itensenbls R des nombres récls formés
£ 25 BN
S 1 = : : -
des nombres 1- -; et 2- -~ ;, o0& n est un entior arbitraize =21 ,

si BC A n'est pas vide, 2t s1 1 est un minorant de B . ls plus

e
[

des entiers n tels que 2- —¢B 88t tel gue 2- — goit
pilug petit élément de B . 8Si av contraire 1 n'esi pas un mino raz’&
B

i
; 11 sxiete un entier n tel gue 1- %éE , et on montre zlors
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de lz méme maniére que por le plus petit p des ces entiers, 1- %
est le plus petit élément de B . Cela étant, il est clair gue

i1'élément 1 ¢c B n'a pas < 'antécédent. .

2. le principe d'induction tran:finie.

Ls prircipe d'induction totale dans _/‘f sous sa seconde forme {chap.IIT
g2 ,0°3, th.2) se généralise corme suit & un ensemble bien ordonné '
guslcongue.

A

ThéorZme 1 (7 vrmczpﬁ d"mduct on ’cr%uiﬁieﬁ} Boit E un ensenble

(3
i
ke

bicn ordonné, o le plus petit & ément de E . 81 it est une partie

tells gue la relation g:a,x gg H entraine xeH , on a E=E .

Zn effel,; supposons que g B ne soit pas vide ; il}a@mettr&i% aiors
‘un plus petit él’men‘é x , et on aurait donc yeHd pour toit v o
autrement dit 'ga,x (g H ; mai: par hypothése, cela entraine xel ,
¢s gul contredit ls définitian ‘e x . .

n a sliqm encore lz plus sorvent le principe d'induction zra::sﬁrz,e

e suivante {ef.chap ILr. 562 ng") : soit B une yelstion
2 S5 =4

s
o
s
£
]
5
tso
(AN
&3

contenant comme argument libre wn élément arbitraire x de B ; si, cdans
une théorie % , la relation | Y yeEXMy < x —> (7|x)B) entraine B
ls relation R est vraie dans le théorie g ; car i H est l'ensenble

des z€E oh R a lieu, H satirfait aux conditions du th.1 .

nie correspond aussi z:.ne méthode de

422

Ay principe d*lnauctlon transii

e

définition d'une application par® "récurrence transfinie” :

Soit E un epnsemble bien ordonné a son plus petit &lémant .

Prooosition 1.

Pour tout X €E , soit G, bn _ensenble mon vide diapplication de {rj

dars ¥ . ces ensenmbles a:*ari: la propriété suivante : guelgue soit %;}f::. ;

g

pour gufune application u de {a,xi c'i_a,ns ¥ appartienne & G , il faub
e _ =
ot il suffit gue, pour tout ¥y« X , la restriction de u {c,g’%
£ £

é,
appartienne & G . Soit G la réunion des G_ (dans %D(E ¥)) , et coit ¢

<5
&




= P5 L

P avint la propriété 3uivan‘%;e : pour tout
$
1]

l'application v de fc:s,

e qgue vi(z)=o(u) ,

G_+ . Alers, pour ‘tcgt é;ément ac¥ +tsl cue o —> a2 appsrtiennsc &

2%

(=2

LG

N

4+ , i1 existe ume applicatior et ume gegle £ de B dans F telie gu
&

10 f(o)=a ; 2° pour tout x&B , la re;stmcti #(x) de £ & {'.}”,X

appartient & er ; 39 pour tout z€E , f‘( =0(f (X}) .

En effet, soit H la partiec de E formée de u et des x >a ayant s
: - -
propriété suivante : il existe une application et une seule g, de ;0,%

dans F telle gue : 19 g.la)=e ; 2° pour tout y < x , la ro_"sr;c‘!:'ié,{:{ez

:_;7} de e b i%yi apparticent & &y : 5 pogr tout v %

g,@{y}m{giy}} . Tous allons eppliquer le principe ¢'induction trans:
prouver qus E=E . Soit dcne x »o un élénent de E tel gue

{;:z,,g*:. gg;ﬁ . Rea_aféuezzs d'aborc gque, si y<z<x , la restriction de g,

<) dYapres la définiticn

i

& gaﬁ{ est nécessairement icentigue & g
i : 8i x n'a pas d'antécédert, il existe donc une application et une
seule é‘.e i:e,,.g g dans F doni la ragtrictim’; a {C@ﬁfﬁi scit 1:3«5,2:4.{;;”@
3 By y@;zr tout gy x ; comnm 'im;ﬁ: ¥y £ =z admet un comséguent < x ,
i1 est impédiat gue g, satisfeit bien aux trois conditions ci-dessus,

et que c'est 1 seule applicabion ayant cette propriété, antrement dit

xcH . Si au contraire, x adme! un antécédent ¥ ,

{ﬁ;ﬁg dsns F dout la restriction & Qz;yf est identiq

st telle que gg(y}#@{gy} satiefaii encore aux trois conditions ci-des-

ﬁsegg et c'est &videmment la sgetle a:gp}icatiqzi gui ¥y satisfasse, donc

on o encore xeH ., Le th.1 mortre donc gque H=E . AloTrs, pour tout

cau:@?aé itéléments %,y de B telt qgue =27y , g, o8t la restrictionde g

S gi%}: E: ; 51 E n'a pas de plig grand élément, il existe done une
i

ication £ et une seulc de I dans F dont lz restriction a {-:;3}; f
: : : & S
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dentigue & g, bour tout xe€FE ; eei:‘i‘;.fb application posséde donc

{#2)
fts

oit
bien les trm.s rmpméﬁes de 1 enonee; et 11 est imnédiat gue clest |

8% - 51 =n ccantra:;reg' E admet un

1s seule, d'aprés 1la défimitioc. des g
plus prand élément © , il cxis e de mCme une application g et une
seule de g:a.,m g@ans F dont la restriction & {e.g'xi soit identique &
g, pour tout x E ; 1l'applicaion T de E dans F dont la restriction
{asz&gest identique 4 g et rui est telle que f£(uv)=9(g) , est bien
encore zlors l'unigus applicat:.on eatisfaisant sux conditions de

&z

1iénoneced,

3
Ll
o
5
o0
£
W
&
bt
&
(e
b
©
o5
?"!
&
i
Ch
o
@
2
L9
e
s
{0l

nt eriigsante

3. Appiications strictens

deons un ensemble bien ordonné.

Provogition 2. Soit E un ensemle bien ordenné, £ une spplication

strictement croisgsante de E das lui-méme ; pour tout xeE ,onas -

Raigonnons par l'absurde et (wupposons gue l'ensemble H des e B
tels que f£(x)< x ne soit pas vide ; il aursit alors un plus petit
€lément a ; Bi ’ézf{a), on a donc b  a . Par définition de & , pour
tout < a ,ona £(x})» x, et comae £ est strictemsnt croissante

on g fla) > £(x) , done £(a) > x ; meis coume b & , on surait

en particulier b=f{a) > b , ce qui est absurde,.

o

Pour abrézer, étant donné un ensemble bien ordonné E , dont a est le

P

pius petit élément, nous appcl.erons gegmentig de E , les intervaliss

ga,x{(pour x >a) et Ea,-—)’{ = P |

Toute réunicn dfune famille (8 .A.) de segments est encors un seguent :

la proposition est évidente si 8 = E ; dans le cas coniraire,
solt 2 le plus petit ¢&lénment de E gui n'ﬂz'%;a}artient & aucun gdes § 2
pour tout x< a , il existe A tel gue €S U récigproguenment |

8i xeS _)L pour un A , on ne peut avoir x> a , car on en déduirait

3

£ i { /
hypothése ; on a donc ij Sé =lfaal -
2 L, Ao

- = LI 3 e \: - o =
ac 8, contrairement & 1°
‘\w:

< : % !
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Proposition Z3. Si f est ume arplication strictemont crdissanta de E

sur un serment de B’, f est l'cpplication identigue de E sur lui-néme,

izontrons d'avord quﬂ (5 =E ; dans le cas contraire, on aurait
f{éﬁ:); gpaur un xéﬁa , Gone f(y) < x pour tout ye& , et en

- perticulir fx)<x , ce gui est sbsurde dfaprés la prop.2 . Ll'appli-

i

)

gtion £ est donc un sutomorphisme de E ; soit g l'avtomorphisme réci-

Lrogue ; montrons gue I est l'spplication identique. Fn effet, dans le
cas conbraire, il existerait xc B tel gue fx ) si #(x)c = , cela

contredit ls prop.2 ; si £(x) >z , en gcsant W*f(A) on aurait
gly jgié » ¢ qul contredit aussi la prop.2 ; la prop.3 est done
dénontrée,

riczanse

Corollaire. Soient E,F deux encsombles bien ordonnés ; si T et g sont

deux applications strictement croissantes de E gsur des sesments de F ,

Bn effet, posons S=f(E) , T=>2(B) ; comme S et T sont deux segments
gde F par hypothtése, cu a SCT ouTcC 8 . Suvposcﬂs par exezple gque
ST, et soit h 1l'application réciprogue de g ; alors T h est uos

&

application strictement croissants de T sur un segment 8§ ds T , ce gul

impligue dfaprées la prop.3 que 8=T et que £h est lfapplicati iden-

tigue de T sur lui-méme, donc f=g .

Tréoréme 2. 8i E ot F sont deux ensembles bien ordonnés, il existe uue

applicstion strictement croisssnte et une seule de E sur un segnent

de P , ou une spplicetion striclement croissante et ume seule de

b

su-T un secment de E .
Considérous, Aanﬂ l'ensemblie é?(E T} des applications de particss ?
Ge E dans F , l'ensenble I des applzoatlons strictement croissanies

dfun sezment de E sur un segment de P ; cet ensemble n'est pas vids, .
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car si a ¢t B sont les plus pet .ts éldéments de E et de F , l'gpplication
(unigue) de g } sur 5@% sppactient 2 ' . Soit R 1tensemble des
serments 5 et E tels quiil exisie une drpllcatzan strictcaent crelﬂsaate

de 5 sur un segment de F , cetts applic tion est aaigue dtapris le cor.

~

{

lz prop.5 ; désigrons-ls par us . Si s et 5t apparolenﬂenﬁ 8 & 2

ona Sc.8' ou 8'< S ; i par exemple Sf’,S'- la restriction de u.,

& 5 est identigue & U, ¢ en effst, uS, est un isomorphisme de S' sur

un seguent de F , donc appligue S sur un segment G F ﬁ'et g2 restric-

€
uto
L)

on 8 8 est par su lte identiqus & Uy . Soit alors S5, la réunion desg
Se&% ; 5 est un segment de E , et il existe une applicetion el ume

seuiec u, de 5, dang F gui coinec de avec u, sur chajue § e & - 3655&3

+

7

gst lg réunion des segients um (3) de ¥ , donc est un sezment de ¥
enfin, v esl strictesent sroiseaﬁteg car sl x et ¥ sont deux &léments
de §_telsgus x ¥, X et,y ippartiennent chacun 8 un segment de |
lﬁedse&ble fég ., donc 1'un de c3s deux segpents contient lfautres, autre-
ment dit, =x et y appartienment & un méme segment S e % et alors

b
(X}«Q,us(y)=ug(y) . On soit donc qus 8, est le plus grand

&élément ds ‘gg , et Ug =Ug le 3lus zrand élément de 3? {ordonné par
pr@lcamsm cnt). Cela &tant, nons allons voir que l'on & Sp=E on

u l SG)—ﬁ ; Ce gui achévera la diponstration. En effet, dans le cas
contraire, on aurait S,= {a, g et u (S )= (?'b{’ alors 8,= {agag
est égal & {a,a+€:si'a nfest »nas le pfus grand élément de E , & E dans
-le cas contraire, donc est un sagment de B contenant 5 ; de m8n

=é§$h} est un segment de F contenant wu (8, ) ; on prolonge alors 0
gn uns pglxcazlon strictement croissante vy de S,E sur Sg en posant
‘uﬁé&}zb ;’mags u, ne serai% pas alore le plus grand é&lément de ce gui
est sbsurde.




d'un cnsenble bien ordomnné E est

xwx

En effet, il suffit, d'epris le th.2, de prouver qu'il n'existe pas

d'application strictement croissante £ de E sur un segment de A de

1a

forme ia’,a{ (avee agh) ; ccla cntrainerait en effet que f(a)d a

dans B , ce gui contredit la piop.2 .

4. Le théoréme de Zermelo.

Théoréne

(Zermolo ).~ Pour torvi ens .omble B non vide, il existe uns

structure dtordre sur B pour lf”a@lie ¥ est bien ordonné.

Fn effet, en vertu de 1 9a&$9£3 de choixz, il ex.ste une application T
s 8%
de 1l'ensenble des,pa?ties de E distinctes de E , dsne l'ensemble E ,
telle que ; pour tout X E telle que X4E , on alt f{X}é'g X
i ; 3 % = e
- Définissons une application g e %f{@} dens lui-méme par la condition
e 5o : & <7 {7 G ‘; £ "L 5 z Sy far® o
suivente : 31 X#E , gl{X)=X U P(X)!; ei X=F , g(X)=E . On a g(X)> X
7 ; =mlnlE : & g
pour tout X E , et la relation g{X)=% équivaut & X=E . Considérons
alors dans %f{}é‘;} la cusfne ' , relative & llapplicetion g , dfori-
gine ? ( ,0%1) ; clest une jartie de %f{?-;)g bien ordonpée pour la

{ﬁ}g cetts borne smpérisure X est

Yo
P& 0

gone

9
g‘?
B
]

M

W

traﬁsyart&nt ia structure 4’

théoréne sera démontré

)23 4
#

gue

ﬁ.

%
=

3

m{“{
.;’3 b

alors, on a aussi
£(X)F£E(Y) .
s réunion des X¢€ E’ telb gue X%;{ est un élément X de T ot

— Y , asutrement

. te ﬁ*autrﬂ part, 8i X est un élément G?@?acnqae

o
LT

ation d?1§c$v51om, et comme ells admet une borne supérieurs aars

b

1
ey

(

B
b

&

Bt
i Y




- 262 -

évidenment X;éig dlou' X #E ; oune g;{XG} contient X, ot en est

distinct, on & zxe g{KO} , Ce g1l entraine :zsf(Xe} , et achéve la

"

démonstration. ~

Théoréme 4. Llcnsemble ©(E) de

2

est bien ordonné pour la relat on g -

En effet, soit =x ;;{; v une relstion d'ordre sur B pour laguelile B

soit bien ordonnd (th.3) ; touse partic ds B est slors isomorphe, st

L4}

fortiori équipotente & ur gemment de E , st par suite 1'ensemble

o
(B} est identigues & 1“}35@:{@@ des puigsences pis), oh S parcourt

‘ensemble des segments de B . Pour toubte pulssancs ot e wlB) ., 50it
lors o) le plus petit des segments S tels que p(S)=0 (ce qui &
1 sens, puisgue l'ensemble des segments de E est bien ordonné par
nelusion)} ; 1tapplication o —> o(dl ) sst uns application gtricieumsnt

roissante de B(E) dans l'enseibls des segments de E , car si S=o{0k),

St

t=g(dr') et < 0/, on ne reut a70ir Ste 8§ , puisque ls puissance

it de 8! serait alors inférieire & la puissance ¢ de S . Comus

l'ensemble des sepments de E e3t bien ordomné, il en est de néme de

i

timege & @(E) par ¢ , ce quil démontre le théoréme.

Dzns liensemble des puissancis des parties de %f{%ﬁ}, guli es

orsque B est infiz ni, on ignors si ;@&) est 1'antéesdent de i %ﬁf "§:ﬁ3 s
stte proposition {*)0 tout eisemble E infini) est connue sous le nom
*hypo ﬂége du continu ¢ @nmral isée ; restreinte au cas od K= ,,.,«"9 S

lle est dite hypothése {m continn.

ﬁ\‘,: &
)
bee

Exercices.- 1) Soit E in ensemble ordomné, X et Y deux part
bien ordonnées de E (pour l'ordre induit)

telles gue les

b

relations x€X , yeY entrainent x Ly . lontrer que X Uy

zst bien ordonné.

T




A)

iy

Y

£
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2) foicnt E et F deux el sezbles bien ordonnés ; monirer que 8i

A st

R

on munit l'snsemble prodiit G=EXF de ll'ordre lexiceographique

(& 1,09), G est bien orconné.

3) a) Soit E un ensemble ordonné, % l'snsomble des parties de

E gul sont bien ordonnée: (pour la relation ,§ ). Montrer gus,

dans % , 1a rolation ' est un segment de ¥” est une relation

dtordre, et gue pour cetlie relation, % ‘est un ensemble inductif.
b) Soit g uns applicaticn de % dsns B telle que 5' pour tout

X e % , 2(X) soit vn rajorant de X ; monirer qu'il existe une
partie bien ordonnée ‘Xg (s B ’izellagaé 7 g;(Xg}@ F.;G {el par sulite,
gue g(XO} soit le plus grand élément de X.J . '

¢) Soit E un ensemble oidonpé dans lequel toute partis bien

ordonnée est najorée ; alors B posside un Slément maximal (faire

correspondre & tout xéi‘r- un 6lément f{x_) tel que flx) >x s8i x
ntest pas maximal, f{x)=3 si x est maximal ;, dfautre part, si
pour toute partiec bien ordonnée X de E , n{X} eat un pajorant de X%,
feire corrospondre & wout X € :}% ‘ 1téiément £{n{(X)), et '
appliquer b)) . _

4) 50it B un ensemble guelcongue, @ liensemble des structurss
dlensemble bien ordomné sur les parties de E . La relation

"gs et s' sont isomorpnes® entre deux élémenis de & est uns
relation d*éguivalence R ; dens l'ensemble @o =@ / R, la rela-
tion entre classes B et &' appertenant & = . "5} existe €8

6t s'c 8' teles gque s soii isomorphe & la structure induite sur un

o

gegment de llensemble o est défimi s " est uue ralation dfordre.

Montrer gue, pour cette velation fg o €8% bien ordonné.
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Pour toute structure dlensen le

B

-

bien ordomné s €E , ééfiﬁie_gaf
une pﬂrtze de E , mentrer ge s est isémcrphe % lﬁansémsla bien
ordonné des éléments T de @ gui sont < 8 (scgement de @;ﬁ l
Fn déduire (sans utiliser 1's tiome du choix ni le théoréme de tricho-
tomie ) que la puissance ée in ne’peut gtre inférieure & cells de E .
Conclure de ce résultat gue 1: théordéme de_trichcﬁcmia entraine Is
théoréme de Zermelo. '

dontrer dlantre part que le théoréime de Zermelo entraine llaxiome de
choix (gaér montrer gue pour i@ut spgsenble de @ar%ics (X -+ ciun
ensemble E , 11 existe une apilication £ de I cdans E telle que
f{€,}@1§% . considérer ume st weture dlordre sur E pour laquelle E

e e i ae gl
de de cette siructurs). Bn déduire

k-\éa

£

eet bien prdonné, et définir ita
le thé réme de Zorn, le théoréme ds Zermelo et

le théoréme de itrichotomie so:t éguivalimtis.

BEr ntilisant 1l'axiome de chix, montrer gue dans l'ensembls des

e 2 - 3 a2 3 4 3 T O S e

cuissances deg pariies de G%, , 1a puissance de E esti ifaniéeadent
£}

- ; : : . (E)

de ls puissance de (5 LA

5) Démontrer gue l'hypoihése du Cﬁﬁblﬁﬁ geﬁara lisde contraine la

nropriété suivante : si A e 'éi sont ceux puissances de partics

5/ 4 -

soient définies,

de E telles gue <Q£' etrqwe 2 et 2

e i
oo 8 2 '<:'22£9 -

6) Soit E un emsemble non déiombrable a

pour toute puissance infinis ¢ B{E) stri
.

& agt dé fiﬂl@ Pour une f2lle pulssa

{5#) Ce résultat est encore valiable sans el ]
existe sur E umne structure dfordre expli laguel L

Bign @ré@nmé, par exemple lorsgus B= § ) 5101 gans 1
de hoix, définir par le prockdé de 1?3Aere 4 un nombre fémumé?é
at lcanua dfspnsembles bien ordonnégs ds puissances digtinciss.




a)

)

B

5

l‘:'*

: , L , :
par récurrence la puissance 5%352 n-1 ogur tout n >0 ; montrer que

la somze {g des pazssaﬂces d& est définie, éga¢e 4 la borpne supé-

ricure de la suite (0% ) dens ®(E) , et qu'on & é; e = 2

(prouver gque lion a 2'@< @- }. BEn déduire Que -@@‘, (2_@}.@
bien qus %; < 2 et c%a<;%; :

7) Soit E un ensecbls infiii bien ordonné, tel que tout segmen 1t de

distinct de E ait une pui:sance sbrlcteﬂaﬁt ipférleare & celle ds

texd

E , et que p(E) ait un anté édent dans B(E)
a) Montrer que toute partic ds B Gs puissance étrictament iﬁférieara
4 celle de E ost contenue d:ns un segment de E distinct de & .
b) Soit F un ensemble de puissanceigtrictement inféricure & cells
de £ , G une partie de E dent la puissance est 1'antécédent de celle
)

£ cn s ‘
montrer nie % est édguipotent & E}QG {&uz,,,s;lsez' &,

En déduire gue 5i E est tel gutil a'y ait qufah nombre fini de puis-
sances infinies cxst;netes dans »(E) , B est éguipotent & E;ﬁé%f(?}
pour tout ensen 91@ P de pulsance s@rzgtem@ﬁﬁ inférieure 8 celie de E.
¢) Donner un exemple d'un couple d dlensenbles infinis E,F tels gue
P ait uvne puissanve striclenent inféricure 4 velle de E , et Eﬁ une
puigsance stricteméht supéricure & celle de B X %jg(F} (cf.exere.6).
8) jontrer gue si uhe strusture d'ordre sur un ensemble & est telle
que, pour cette straeiare dlordss 6t.§cur la structure opposée,
E soit bien ordonné, l'ensesble & est fiﬁi {considirer le plus grand
<1tment x de E tel que le samment dlextrémité x soit imi).
9) Scit E nn cnmsesble bien ordonné n'ayant pas de @lus-g?aﬁé
61ément. ' |
a) iontrer gue éi ltensenble R des éléments de E saﬁs antéaéd@nt

n'est pas fini, il est éguipotlent a BE (a chague element de & sans

1)
o) P
L)
(s?
o
ct
(e
s
&
(87)
5
pacs
)
ey
iy
?‘:ﬂ
&
»
L' b
163}

snténédent, faire correspondre le pl
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sntécédent et > x , lorsgutil existe de tels clémenis, et prouver gue
ltintervalle E,xgxﬁz est dérombrable ; s'il n'existe pas d'élément
~ x el sans Zntécédent , mortrer gue {x, —»@{ est dénombrable).

b} Four teute_ partie non vide H de R , on définit un ensemble tota-
loment ordonné Fﬁ de la maniére suivante : F est somme de E et dfun
ensenble S éguipotent 4 H , cont les éléments sont notés z(z;n}°§ oh
xel et né€ j‘f ; 1la relation i?érﬁ% entre log bléments de E est .
relation éonné@ : on ?aaa en outre zzygﬂ) ;»v pour tout ve E tel

que y < x et tout n , z(x,n) 7 y pour tout y > x et tout n ,

z{x,n) < z{(x',m) pour x < x! , x et x' dans H, m et n entiers gmsim

congue et enfin, z(x,n) s{x.,m) pour x€&H guelcongus et n
) : 3’ 3

A
&S
®

3 =7

Aontrer gue si H et K sont decux pariies distincties de R , Fy et Fy

ne sont pas isomorphes (rerarguer gu'uns application strictement

&

croissante de Iy sur FK s0it nécessairement transforzer R en lui-m8me,

ot par suite (prop.%) laisse ipvarisnt taat,elaMwmt de R). En déduire

sue l'cnsemble des classes de structures dicrdre isomorphes bur un
engemble infini E est &guipoient & (B) .
ble de partieg 4° engenble B , tel gus

un
T

dans E une partie P éguipoterte & et telles qu fgucun snse

Y

T
Q; pe soit contenu dsns P (considérer sur €§ une struccar@ élen-
semble blmn.ardanneg telle gue tout segment distinct de §§f a2it une
puissance strictement infériecure 4 celle de % , et définir par |

induction transfinie un ensezble P et un ensemble Q@ sans &lénents

communs dans E , tels que P et Q rencontrent chacun des enseumbles
.
de & ).

b} On suppose en outre gue peuﬁ toute partie Q%? de ,q; , &€ puis-

sance strict@mcntfinférieure 3 celle de q; , le complémentaire dang E

R0

! =
Kiilolh ey
snEennises &8¢

m

Xy B Araon S S
de la réunion de

D
7
g '}

(@& ait une puissance supérieurs
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g cells de gf; ; montrer ulon, gulil ecxiste daps E une partie P éguino-
tente & '?5';- , et telle gue povr tout A € g{ - ?ﬁﬁai't une puissance
strictement inféricure & celle de "g {méthocs aﬁalégue).
11) a) Soit & un recouvrezsnt d'un ensemble E ; on appelle degré

Gc disjonction ds g’f , la plas petite des puissances (dans llensen-

ble des puissances des bartice de ﬁ(‘ﬁ)) gul soit girictement

- pupérieure & la puissance de 1'intersection de dsux ensembles distinets
inelcongues appartenant & %5 . B5i & est la puissance des E , f?;»

: fn:& 5 = = r" - » s %

celle d6 & , A le degré ds disjonctionde G , montrer qufon &

5 Pt
< a
lui-m8me si sa puissance est < £ , une partie de A de pnissance £

s

(en f‘aisa.n‘t corresrondre a tout A € 5 liensenble

R
§w}u

si la puissance de A est Z A , montrer gu'on définit ums applic
tion biunivogue de 5 sSur un: par "sze de l'engemble des parties de B
de puissance £ £ )

b) Soit ¥ un ensexble bien ordonné, sans plus grand élézent tel que
tout segment de F distinct de F ait une puissance strict ement infé-
rieure & la puissance £ de F . Soit G un ensemble de puissance

3" , et soit B l'ensembls des applications des segments de 7
distincts de F dans G . Pour toute application ¢ de F dsns G , on
désigne par K la par’tle de B formée dee restrictions de ¢ aux ses-
~nmenis de F distincts de F . dontrer que l'ensemble F aes % est

: - A ,39-!;’ \
un recouvrement de E , de puissence (cf. é 2,exerc.4 ), ayant un

. , £

degré de disjonction égal & £ , et que la puissance Ve de E est <,’§‘v

¢) Soit E un ensemble infini de puissance ¢ , 4 et @% deux
clénmente cf,e l'ensemble des puirssazzees des parties @ E tels gue pour

i .

tout WL L & , on ait A & Y2 . Déduire de D) qu'il existe un

: . - o 793:" . .
recouvrement &~ de E de puissance , formé d ememales de

on égal & L

- =

puissance £  , et ayant un dezré de disjon

i)

w.
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sescment de A disoinct
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et =t s si 3 1 o % ‘ £ C?i
En particulier, si E est dénixbrable, il existe un recouvrement <
de B équipotent & &%3 , 8t tel gque ll'intersection de deux ensembles

..!o

igtinots & 5"

12] Soit @ un Tecouvrenmen dfun engemble infipi B ;,gé S& puis-

oit i‘ime :

2
@

pance (cans l'ensenmble des o issances des parties de a%’f(fl})} 5

son decré de disjonction (exs«rc 11} . Soit {@% J e 1 UBe par‘?;i%icza
de la partie @f de $ (E) ; montz*@r qu'il existe une partition
(E@} c€1 de E teile que, porr tout T E€1I et tout eﬁ.se*a%.;e ME §
iz puissance de .EaiﬁF% soit strictement inférieure 2 “g’f{f :

Considérer sur § une structure d'ensemble bien ordomné dont

tout segment éia‘timet de § ait vne pulissance strictement inférieuvre

& cﬁll& de g” considdrer *%&fam part sur E une structure dfsn-
sexble bien ordonné ; en dés: ;nant par }%{é&) ltindice te I tel
que M € g; , Gé6finir par ‘écurrence transfinie les ensembles -

i N F,zL (qy ©tH NE pour %+ # A(u) , de sorte gue les conditions .

de 1l'énoncé soient remplies).

43) 50it B un ensemble infini non dénombrable, I’ un groupe de
permutations de B , équipotent 8 E .
2) Boit A un cnsenble bisn ordomné éguipotent & E , tel gue tout

&

ce stri ctenent inféricsurs

[}
D
e
o
b
()
"3

g.e

8 celle de A ; s0it a —»x_ et o — u_des applications "s::ilmivc;qm@&

@ @ -
de A sur E et |’ resvectivement. Hontrer gu'il sxiste une parti-

(Eﬁg)@ g e B telle gue tout ¥, ait une puissance strictement

inférieure 8 celle de E ot qeze , pour tout B < a , on ait

e R 7 {32 e 3
Uaii }CW B (def + 208 &
52 £ o ; il

)
A
ot

ls sous-groupe de |' engendré psr
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b} Déduire de a gu'il exist : une partitiom de E en deux ensenb

HK telle que H et K soien  énuipotents &4 B et que pour t
74 3 55 g 6]

(98

nent in?érlgare % cells de B {preﬁdza pour H et K dos réunioums
Gfensembles U ) -

c) Séduir%de J gutil exist: une partie ¥ de E , équipotente &
telle gue pour toute partiti m de F en deux ensembles H. K et tcu
couple (u,v) de permmtations distinctes de ! , u(H) N v(k) ait
une puissance sirictement iﬁﬁéfieura & celle de B {y gndre F de

-~

gsorte gue F() &@ soit rédu .t & un seul élément pour tout o) .

R A TR B OB S ED D TR S SR gm

ou
2 fé,j? , ufH)N) E H ot ol }f"& [ ¥ aient une puissance siricte-

————




