COTE: BKI 01-2.2

LIVRE I
THEORIE DES ENSEMBLES
(ETAT 3)
INTRODUCTION

Rédaction n° 058

Nombre de pages: 55

Nombre de feuilles: 55

4&@?_ 3

o

ey

Université Henri Poincaré - Nancy I
INSTITUT ELIE CARTAN - UMR 7502
Bibliotheque de mathématiques
B.P.239
54506 Vandoeuvre-Lés-Nancy




1Hmﬁ9§& “ﬁg E&SQMELWS ( tat j)

n--u-u--ﬂm

INTRO ﬁﬁﬁmlﬁy

’uo_‘w

*ezpssé de 1& théar&% aes &nsembles (a@se de toat& la matﬁémaﬁiqﬁe
moderns) que 1’&& va troqur dane co Livr H'GXl&@ dn lectﬁur, pour eﬁrefﬁ
| Strieteﬁe*t int sdl iglbl@,, gue ia IesseS$1@n des uracessuﬁ mentaux ies

plus éléwﬁntair@s*: savoir 1ira et ompter. fpressnte gans aver tlssement
il nlen ¢ arait%alt paa ﬁéiﬂﬁ trea‘etfan e & plus d’&n mathénaticien
ényoaye - 3'“1um forte raison en sozalt 11 ainsi pour ceux qui abordeﬂt

eul@ anu les S§ﬁ@f6$ des nathémaﬁ;cues superleuras. Aussi cette
+ntrer'“ti~n a»t-elle pour but d'expilqaer g ceax qul sont déjé un geu
‘famiiiar és avec lss mathﬁxatlauES sous leur agspect elementa$r@ et
ciags;qa@, par guel tr&vdll d‘analfge et de réflsxzan on yeut‘ étre amsné ’
& cencevair 1ys fenaaments des mdtnéaathw@s sous uﬂ gaur quelgue @@u
iﬁbﬁ %é, vi gue cettle preeentatloﬁ n'est ba@ moulvée par ua vsin péa tls
ne, ﬂa&s y@f égﬁﬁthﬁLleHGS a1¢f¢culﬁés da gense@ q '11 iwaor*e ﬁ’eluelde ;
esm@l@taﬁenp si on Veuu aaseel vl ,, ifice mat@aﬁanlgue sur des ba&es

solides.,

Analyse d'une @@&Oﬁ% raﬁlaﬁ. _Les propos sitions.

Lg notion de ”fau& aaeptama u?ﬁ?lﬂﬁlr@ emt da&a eatte Iﬂtreadbtlﬁﬁ la

rigueur. .,ﬂﬂaaaebtxen "naive’ de 1z %elamee ﬁa%ue& que, qui & 618 celle

o

de ucua L@a m&gﬂ@ﬁatiCl@ﬂs 3&%&@@ wers 1@ ﬁllleu.é& YIKQ siecl@, ot gui

est encor ,imylicltemeﬁt & lsg basa i‘@ugai nem@nu élémsntulre i ?e

ma%hémati ien cenaldere les ”ab} t ﬁaﬁh@mati aes“ &e dlvera types

153

nombr@s ae plus;earg ﬂmg ceg (eaﬁ;gxé, rat lannels, fe@ls, comglexes),
pointe et figurms ae l’a paee, funnﬁlans, uatlons, @tc ;'il éncnc@'

é@s V@rites rﬁiaclvsg eaa mbﬁets, Qu’ll qaallfle le plus sauveat ae

ﬁmeorgmes ; et ces Vérlt&ﬁ, 11 les démontre “ar l'emplol du seul ra&sonne
, , = , - Hemt.




anéit souvent, en outre, que>1a,@athématiques est une seienceﬂéxaeteig

on ent@nd gér 12 que, lorsgu'un théoréme a été déﬁomﬁréfd@ facon correcte
(ou, édmga»aﬁ éit'@ﬁCQregéa fagon risoureuse), il,eétza@quis définitiﬁe-
ment ; le*débat est éntiérément tranché, ét il est lmpossible de le |
roavriz sous Guelqae prétexte gue ce so;t d'autres termes, les Ver—

tés m&mbemaulqaes sont des véfltes absclues.f

Tel est 1’abofd 1mpe00able et haulsin que yresente la Mazhematique
au profane ou su novice., mais, lors gue ce dernier commence & en penetrez
les areanés, il s'apergcit ndn saps guelque étonnementg que cette
”rlgaeur" tant vanuee est une notion gui n's pas la £ixité et lfobjecti-
vité cue l’og en aﬁteﬂdrait ; sans doute, il est rare que la vérité dun
résulta£'¢ athématique soit remlse en question ; mais on anteﬁd'so&vent
les mathématichens discuter da plus ou moins de rigueur d'une ﬁémonstra-

tion-, st tel rai$0ﬂneﬂent qui Satisfalsalt pleinement une génératlon :

est~regete“eomme-1ﬁ$ufflsammenﬁ rzgoureux par la génération suivante.

-

Lisnslyse logique  Un est donc amené & se demander & quoi on recomnait

des démonstrations. qu'une démonsiration est rigoureuse ; plus générslement,

comment procide levmaﬁhémaﬁieien'pour'ecntrainﬁré 1fassentiment de sop
lecteur et 8ter au écutefténtejpossibilité dé s‘ex@feer ? Comme 1l
professe ne rien devoir & l*axpériencé> et tout tirer @a ralsonnenent
pur,"il est clair Qufil nle atleint scn but que par un ageaaament hablle
des diverses martiés dé”son éiscours ; et on ne peut surprenar@ ean,'
'seér@t gulen analyéant la strac%ure 1@giq&s,é‘um gramdvnambre de raisan-;
nenents ma‘thézm'i;iques 2 ‘Lra’v’a,,l analmne & celm, d,u philologue, qui .

7@&@@ destexies danmés, éorit la grammsire ﬁe la 1angue dans laauella
‘ces texﬁes sont realgea. , : . . '

Ge sont les resultats as ce traveil gui nous 1ﬁteressent avaul tcut

plut@t q 1& uaﬂlefé aont les l@él@l@ﬁﬁ v soat parvenus




fmaia;‘y@ur'lesffairm-a@paraitre plus nﬁtﬁéﬁeﬁ% i1 pous sera commods de
ﬁauﬁ référer & un mX@Kbl@, que nous tirerons de 1'ancéire de tous les
ir és de mathe atigues : ’ | 4 |

% Euclide, Bléments : Livre 1%, Pxopcsi tion XX, " ,
W'Ees’ﬂombrgs pr@miers"éeni en plus gramd'nqmbre gue tauié”qaé@ti%é‘
" dennea de aombfas gremlarﬂ " | -

" Soient a,b ¢ les rombres gremierc donnés ; jo dis qu'il y a des

=

nombres premiers en plus gran&,aomora que a,b,e . "
"”'Qu?on premne en effet le plas petit commun multiple de a,b,e, et
o _
% soit d ce nombre 3 qu’aﬁ agauue & d uwne unité. Ou d+1 est premier
¥ ou il ne llest gaa.r 8i d'abord il est pramier,.oﬁ a donc‘trsavé des
" nombres premiers a,b,c,d# e@.plﬁS'gréﬁd nombre que a,b,c.

% 80it au contfaire‘&+? non premier : il est danc divisible par un
% pnombre premier. Qu'il soit élVllele par e y?&’l@? ; jo dis que e
',ﬂ‘n'es+ pas le méne qu’aacaﬂ des nombres a, b ¢ . Gér, s'il se peut, '

2

? gu'il le soit. Or, a,b,c 4ivi sent d : e amssi d'visara’&gnc a .

=

% Hais il diviﬁé aassi‘é+ﬁ : leur ﬁlff@f@ﬁﬁ@ 1 pora domc aussi divi gible
® par e , qui est un,eniier:éifférent de 1: ce qﬂi'ﬁst;aksuréa. Donec e
" nlest pas le mdme qu'aucun des nombres a,b,c ; et il a ét§ pris

" premier, Ou a &éne\trouvé des n0mbres pxaﬁiers a,b,c,6 en @lus

# graﬁd nombre que a,b,c : ce Qﬁ‘il fallait démontrer. ¥ ’

~ Tout texte w«tqémﬁtique, étant supposé correct du point deAvta‘
grammatical, se eémgose'ﬁe gfogbsitions (au séas'grammatieal du mat)i
gui s'enchainent les unes sux suires, par les preaedés de la syntaxa
quant é,ieur aafeeta par l@s regles au ra;seﬁnement mathématigue quan*"

a ieur ﬁens.  Lorsqu’ on veut degager ces régles, ‘on s'aperg01t tout

_d'abord gue les diverses prcposltlens d'un %exte mathamatiqu@ @auvent




proposition équivaut & une affirmatiocn ; en l'énoncant on entend dire

‘titre de simple intermédisire dans une ae&ongtratlgn/’ ce qui peut etra

par les mots "si ..." , "supposons que' , par llemploi du subjonciif,

_ de ccnslaerér‘ga’uﬁe propogltea s0it modifide s8i l'on y substitue & un

- 4 -

Jouer des rﬁles tout g fait &ifférents,' Bn éertaina eas"lﬂéﬁoncé»d?uﬁe

gutelle est vraie ; il en est toujours azns; larsaue la pI oposmtwon est

donnée comme théordme. E?auﬁres~fais, l’en énonce des pr@p051t10ns a
signalé & l'attention du lecteur par des moyens grammaticaux, par exemple

etc. ; en tout cas, c'est le contexte qui décide,

Far exehplep dans la démonstration d'Buelide, ls progp osxtmon e
sussi aiv1sera donc d" , non seulement n'est gag yraie, mais cn va méne
aé@cntrer Ga'eli est fausse E ge la prop osivion “@+i est premisr® ; il
n'est pas question de saveir si elie est yraie ou ausse (les hypetneeee
faites.ﬁ'entraxnaﬁt‘n; sa yérité ni sa faussete) ;~ce quivlmporte, clest cf
qﬁe gi elle est vraie, le théoréme est vrai“aussi; et qufil est vrai
encore si elle est faaSSé. ‘ ' ' ,

- Une seconde remazsue 88v quavl*éss n* sl daas uﬁe propegi@&an m@uhema-

ti Qu%, clest 200 S60s, ot non sa forme gfa&mat;cal% : il n'y 5 pas lieu

s

2

pronom le mot dont il tient 1g place, 8 un mot sa définition, etec. .

FPar yxemgLe, la thrase %e niest pas 1@ m@m@ qu’aacan des ngmares a b,c”

& le ménme sea& qae la suivante %e est autre que = 3 es@ autra guse B et

- eat autre‘qua el - les aemx pnras@srdlifar@nt gfamm&%lgaieﬁeﬁﬁ mals

o5

matne&atiqaam@nt il a‘y a pas licu de distinguer entre ellss. Gra@e 8, la
r$ahe g6 des ressources do voyaaalalra ot d@ iz syntuxeg une mgﬁe d@monsoi

tratzon peut @insi tra presantee sous de mult 191@5 fﬁfﬂ@b éguivalentes ;

il §eut y avolir la, du point @e vue pratique, un gramd avantaﬂe 1arsque,

: par un usage 1ﬂtall¢genb du 1anbabe5 ie mathéﬁaticlﬁn, sansg r;aﬁ p@rdre

de la rigueur du rdlsOﬁngmanﬁ sait app seler 1’l&a®ln&t103 son aide

et rendre plus claire la marche des 1@ées‘; maisg il est certainIQue_'

f
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_que e@t'état de choses n'est pas pour faciliter 1lfanalyse des rigles

o

‘logiqaes gui seﬁt'a@pliquées au.pours?ﬂfane démonstration.

. Formetion des Un va donc commencer par essayer de réduire la variété des

propositions  formes possibles des propositions maihém&%i@&@s, en moptrant
complexes. gu‘oa peut (au prlx de longueurs 4'¢é critare, sans .ncaavenients

du point de wue *egleae) remplaear‘beaoeoap dlentre elles per dau,
.,eambiﬁaigens dé propositions plus simples, coubinaisons gui s?eszaetuent

sﬁivant‘un petit nombre &é reeé&es fxxes. “'eSt seulenent laraaus

nous auzaﬁs:én&aéré cég Vroee@es gue nous pourrone examiner comment

1e mathénsticlien arrive & former des propositions ¥Yraises.

La compleziié de la plupart des %fop&eihiﬁﬁs megthénstigues agyarait;

./

dans le % %xt@ cité plus ﬁaut sur des eyemyl es tels cus Va,b,c sont
premiers®, "d¥l est mr@mier ou il ne 1'est pas®:, "e n'est pas le |
. mbme guievcun éeg ncmbr%a a,b, e“ ; la premidre de ces’pfsyoa’*‘oms *aut
‘@‘éaadce7 g est prwﬁlef, b est yremier et ¢ est premlerﬁ iz seconde
"G+t et premier, ou &+ alest pas tremlerﬂ ; 1a &@Iﬁl@f@ est encors
plus ecmflléuas, car @11& se ?T@&%ﬁt@ comme la négation ae 1is uxaposi»'
tien suivante : %e est le méme nombre gue = 3 ou clest le 4@&@ naabra
gue b , on elest le néme nsmﬁﬁe gue ¢" .
Faug voyouns ainsi é@@&?@lﬁr@ troie 1 1@@@&6» 81&%1@6 pour &05&@? de

vell&z gIOuOﬁLﬁ&Oﬂ» p@rtlr de QfO%ﬁﬁLthﬁﬁ déjs énoncées. yeurv

es umerﬂr, 11 nouvs sera cammeaa de désigner des propositons non

{mu\

Wxﬁlzciiegs, mais queleongugs, par a@a leatrws telles q&a P g, R.
Les nguvglle& @W0p98ltiGL$ gu'on geatral@fs fex@er'a‘@arﬁir’ﬁa PO Ppo-
gitions données P, Q, K , scat les suiventes : 4

. ﬂa'ﬂégéiiomjdfgﬂe proposition P , qu'on note P ; par exemple, la

négation de "s est premier® est ¥a nlest pas premier® .




@

2. La cenjsnetida de-deﬁz ou plusieurs prcyosi%ians : ecmmé on
l’errime d'ordinsive par 1o mot Pet® , on désignera Pdf np et o et B
iz conjonction des propositions P, @, B .

3‘ Ligiternat lve de plusiesurs propositions, noiés yar'l@}mﬁﬁ Touk

italternative des pr03081u1¢ns",Q,E éﬁamt'?? ou § ou Rﬁ'.lﬁfemploi éu
a0t ﬁoa?.@réte m&i&eureussment & une eanfﬁsion;’quinexisﬁe G

ie langage ordinsire, Lorsqu'on dit "il faut qu' une porte soit ouverte |
ou fermée” , on enteond insister sur le fait gué'ees deux p@ssibilités
s'execluent mutaellem@n%. Au contraire, le rhétéur'é@ La Fontaine qui
dit "le roi, 1'8ne on moi nous mourrons® n'aunnonce pas la mort de l'un
des tzols, & 1‘@x&ggﬁi& exclusion des deux aaireb, nais de 1'un au
’“elns des trois. De meue, guand on azt “si un nombre premier divise le
pre&ﬁiﬁ_de deux nombres, il divise l'un ou lfauire d@slfacteuzs? ’

il di?iée peut-&tre les deux. Daus le texte d'ﬁaeli&a, ls phrase

fou B &H1 est prémiex, ou il ne 1l'est pas™ peut donner & crolire gue 1é

mot "ou" y regozt le premier Ces sSens que unous venons de ils@lﬁédﬁr : ‘
mais vn examen,atteﬂtif de 1la démonstration fera apercevolr gue -
lt'important, clest que l'une {zu moins) des prepesiﬂions ﬂ*+ﬁ-eet
premierﬁ : %é+€ n'est pas @remiez* est vraie ; il est exact, mais saus
intérét pour ls démonsliretion, ga’elLeU¢ysgmissaﬁ€ é%re’vraiés 3 la
fois. ﬁﬂ%ﬁl 60m¥193t~0n, pour ltana;gﬁ* logique d@s yropeﬁivlcns
'ﬁ@zh'matiqaas, i'«aepter tgugcafs pour le meﬁ "ou? le second aes sens
dégagés c;-measgp,' ' » -
| il est facile d'ailleur rs de ramensr & celui-ia, et sux deux
premisre procédés de fobuatlaa de pzopsslt;aﬁs, 1tautre sens du
’mat fou® : il suffit de former la proposition W(ﬁ ou B) et

(A et Bfﬁ -




-
fous avouns déjs, dans le texte ﬂ?ﬁaclzée, uvs axempleg d‘a@Tllcaulaﬁ
répétée des irolis opérations gue nous venons & ﬁramersr, & parilr de

p‘aiéi ons P .O.R ﬁenﬂée@. ﬁa un pcu ﬁ' t»ﬁt;eﬂ montre ga*ﬁﬁ 1.3
éoiﬁ pas considérer comme distincltes toutes las ﬁausell@s propositbons
cﬁnstruiteglde,cetie fagan.‘ Par exemple, il n'y a pas lieu de distin-
 guer entre "P et Q' et 10 et P* , entre "P et (Q et B)" ot P et Q et

'Eﬂ : b s¥i1 arrive qu'cn dlt éezlre lu proposition P et P" au cours

d'un raisonunement, on la rsmplagera aussitOt par P . les memes principes

valent pour 1t'emploi de ¥oul. Quant,é'la négation, slle est régie par

ia éple 50 ivanie, dite de la double négation ; l1s nécestion de ia

ti on PdesPecst P

e
nﬁﬁ *

D'sutre part, par ls négation, les opérations
fgp® ”ei* g6 ra&sanut l?une & 1l'aulre ; y&; @meplg 1=z négation de

oAt é 2 s o)

'e est le méne ncmbre ue a, ou gue b, ou gus c¥ est g nfest pasg le

7 ®

m&me nombre que & , et ce n'est pas le méme ncmbre que b , et ce n'est

pas le m8me nombre gus ¢ ; ce gul se formule en :énéral, en disant
2 : b o é :
gue la négation de P et Q et B" est "P ou Q ou B" , celle de
""P ou Qou R" est "Pot Q et B . ’

Futizn, une cerniére zenlc importante est la suivante : la proposition

(? et Q) ou B" ne doit pes Stre distinguée de *(P ou R) st {z;;, ou R)¥
bien gue moins ’Vmcd,mze g‘e 1@5'§?@eédéﬁte§,.ii'g&ff't Gty réfiéchir
un instant pour en reconnaitre le'biwu~fonéb.

ﬁansrﬁewt'ce gui ﬁI@GGdQ, on a audgﬁs@ au cn.yarzagi de trols
propositicus é nnées P,G,R ,;malﬁ il est Clalf gue les procédis de_
Lorm&aion ot los rézles eerresycﬁéant@s‘s'wp;lig ut & des pro oposi-
tions domnées en nsﬁbrgrguelccngaa. - -

ﬁspréﬁ*:* mgintenant i’ﬂxamen ﬂn tezie ﬁ ‘i& _ ?ﬂﬁ?ﬁﬂ?*ﬁ@ﬁﬁr
fraﬁére'co sote ds 1a fﬁrﬁ&blﬁn de uoumeé des bf@pgmltléds Qﬁl s ¥y

trouvent, par 1! m@lgi des procédés qui vlaﬁﬁent a'étre éaumerés ?




5 -8-
Que faut-il ﬁeasﬁrg_en yertiaulie;, de 1*emplei dw "51” et as propc- -
sitions subjonetives at eaad&tlaﬂnelles ? ~§6V0ﬂ8-3935'?01f 1t un
ﬁcufe@u.meg@, d@ fcrmatlan de ﬂropoaltlaas eomplexas, irred ctlbic
auz précédents f' _w4 |

Un moment de réflexion montre que ce nfest pas neeGOSQire‘ ﬂf?*i&é
rons la @rspcsitian (% 5&311@ notre tuﬁt@ se T4 éra im@llGTuem@ﬁt)
"si le nombre o divise les nombres m,n, illéivi; le&r difPérencen .
1s sens gﬁ’sﬁ lﬁi §ﬁEﬁé ane 4iffére yas_de‘cglui gu'on sttribus &
cell@s-ei,: Yun nombre ¢ ne Qeat'divise::m 8%t n sans diviger lour
différence® ou enhor@ : on bieﬁ’s n@héi?iaa'yas & la fole less deux

2

ﬁgmbregim et » , ou 1 givise leur différence® . (Cetie derumidre
f@fﬁé,&@ﬁére denc que la yroyesiti&ﬂ ”si'P,%" n@_éoit,paﬁ 8tre consi-
dérée comme distincte de "F ou Q" ; autrement dit, il est inutile &
léensidérsr "gi¥ comme ﬁésiaﬁant una.opératzon.lcglgae neuvelle, La
_urc§051tﬂaa “si ¥. Q” 858 fcxmn&e saa’eﬁt encore var ley uerﬁes

paur gue § , il suffit gue P, "pouw gue P , ii,faa%'gue Qﬂ

{pax exemple’”pgmr que o divise Wwebn ,‘il est ﬂécessaire gulil

divis ur différence”) ; lérsque la proposition "gi P,Q" est vraie,

on dit aaeara que P a;trazae.ﬂ 5 ea aui ean&ulﬁ les laglﬁleﬁ & noter
ette mzoacsltlca “?-§>Qﬁ '(qu’e le soit vraie ou nomn). 7
Cette @@duculex éa nambra!;@s nyCSd% de fexa@tion é@s nfs@asi%iéns
est iﬁtérasséﬂte g plas @?an titre ; elie permet par exmmplé de voir
sussitdt gue lan ézation de ﬁ?‘fééﬁ_ est "P ot OF {par epplication
des féglﬁs‘anﬁérieureé) ;rés néne, el}é,aentre gue les propositions
"P-—>Q" ot "J ST une ééi?eat,ﬁaa Btre ais@inguées'A(faii_damt on

verra l'importsnce praticue ci-dessous).
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On a sussi la rigle sgivaﬁte, sui trcuvé‘una‘agplicaﬁion imgﬁrﬁéﬁte
dans le texte a'Fuclide, comme on le verra plus loin, et qui ne diffdre
gue par la'foxm& de la dermi &ére régle acﬁnee plus hzut ﬂaaceraf“*
i'emploi de et? of "ou” : la proposition "(P ou Q) —R' = le m8m
gens que "(P —>R) et (Q ;T>B)ﬁ 7 7
4 %ignalaﬁa éﬁfiﬁ'an typs de proposition complexe zaﬂ* importani,
eéiai»qui sans doute est surtaut:familier au lecteur sgus la fanﬁé
“péur,gué P, il fout et‘il suffit que gn ;'par;QXnglev“paur gutun

nombre premier divise un pr$¢uit de dsux pombres, ;l faut et i1 sulfit

gu'il divise 1l'un d'eux an moing® . $'¢st une maniéye a4t énoﬁea ia
proposition "(pour que P , il fautb que Q) et (pour gue P, il suffit
que g)® , clest-a-dire ”(g ou Q; et (Pou@Q)" , cu sncore

n(P->Q) et (G->P) ; aussi la note-t-on le plus ouvent np ~ %
'eﬁ lorsgu'sllax est vraié, on dit gue F ot § sont éggivalantes.' J

<

fornation des pr 03951t10ns

Leg r gles de la ﬁéd&ﬂﬁioao Les procédés de

complexes giaut &lﬂol s”ﬂ%ematlsés et Ié uzts & vn petlt ncmawe, nous
ycuvons commencer & dégager 1l'osssiure dlune éemo;stratloﬁ mauaemathae.

Lorsgu'on dépouille une ﬁémaﬂ&trabioa de togg les commentaires ﬂul

o
0% [L(

sident le lecteur & er nmisux *ﬁé@iﬁ@rﬂl@mségs; mais ne soat pas stricte-

ment indispensables & lz suce eas;ax dozigue des idéeﬁ, cn counsiste gus
le ﬂ&*ﬁ@:& ielen part aﬂun cer@aw“ nombre de y%apasltloﬂa vxai@s
{gu'il se bcrne souvent 4 éunoncer dsus le cours du tex?a, ou mbme &

utiliger ‘Eglicitemgat maig gu'cn yeat sU FOb&r, yeur ig cl@rtw,

M._

: grcu@ééa au dévut de la aémﬂngafdtxan sous le nom d*“ﬁy@e*&essﬁ”}
il»éﬂumére ansn;i&-éaﬁs wn certain szdre un certain nombre de ucuvelles
yreycsitiens vraies, Aeﬁmbés & Laxt&r des g@@th@seg (s& evenz&ellemaat
dlautres ETOLFSAﬁloﬂEJ & l'alae des procédés qui oaﬁ &té enumerés

ei~deqsu 3 et il finit aznsz paxr aboutir a la ﬁropcglﬁion dont il

voulait démontrer 1a vérité (”concl&slon" de la démenstration)




- f 1
Liacte élémenﬁaire;essaniiel dans c@vyroéessus.est donczla.formazion'
dtune aropesiticn Yrais a partir-de grd@ésitioﬁs vraies déja écrites,
ou, comme on dit, la gductlon de 1z nouvelle pfopaeltlon 8 partir des
préc&ﬂemues ; mais pour gue la dém@gstratlen,sslt~§ugee ragpurgusa,

il fauu que cﬂacuﬂ@ des dé&ucaloag qui ¥ ’éufeﬁt abéisse & des réales 
' 1aVarlaales,'doﬁt nous allons %Elhbeg&ﬁﬁ éuuﬁarer leﬁ grlnc1palss. |

T1 v a en prexzier lleu les régles 1mniicﬁta@9nt csﬂtenuﬁa Gans le
sens atiribué aux nots %et? et You?, et soug-eniend ues daas l':@a de
ces mots pour la formation des yropcsitians'QOﬁylexes 2 larsqa’gn iit
Qae P ot Q? est vralse, on entend dire gue §ﬁacuné des propositions
P,G est vraie ; lorsquton dit gue P ou qr est vraie, on entend dire
gue l'une asu moins des prepo% isag P,Q é&t vraie., 11 slensuit gaa
lorsgue les deux propositiocns P,Q figursr#nt dans la liste des propo-
sitioﬂs,vraias déja égrites, le'mathématiciaa auzaAle droit dta jsuter e
cette liste 1a PTODOS i ion "P et QF '.iéversemaﬁt, lérsque'ﬂf ot Q% a
' déj%,été reconnue comme vrale, il = le droit dtazjouter séparément les
yr&@ﬁgﬁtianﬁ P, & a5 11@1%9,'.3@ méne, si ?,@sﬁ_ééjé dans la liste des

propositions vraies, ca pourra sjouter & la liste ls proposition vraie

"P ou Q¥ , Q étant n'importe guelle proposition (dont on n'a pas besoin
de savoir si olle est vraie ou fausse). ' |
Une avptre rézle fcﬁéaméﬁtelw est la s&iva&te, gui gevt etra eaﬂgld@ree

COnae gae des +arme3 gu syllaglsme slassz@ae :'sl.éans.la,llste des

propesitions vraies fl ureﬁt 1@5 prapoglticms P et “P-f?Qﬁ,; G est
sussi une pr@%ssiti&m wfaie. '

°

Enfin, gi P sst voe propos 1 on quwlcaraiﬁ {vraie oz non), la propo-

K

sition TP ou P E9+ toujours vreie (vrincipe du tiers exclu)




Le t@xt@ d'eEuclide pous donne de beaux exemples d’akplicailons de ces
reglas 3 si P désizne la proposition %d41 est premier® , G la p309031-
‘tion il y s des nombres pfemiers autres que a,b,c®, Buclide deﬁonure
successivement les propositions "P — Q" , P -Q* ; 1a prapositién
w{p J’Q) et (P-f>Q)” est donc vraie, et nous avons vu plus haut gue
cette proposition ne différe gulen apparence de wfp oa P)->Qﬁ : comme
(P ou P) est vraie, la régle du syllogisme permet d'affirmer que @ st
vrals. |

Un trouve aussi dans aé%re texte un ézsmple typique é'an:mode de
démonstration trés,fréguent,'lé démcﬂstratiaa dite "par l‘absurd@ﬂrz
' e'eét-essentiellemeat uﬁa.applicéiion de la régle du syilogiame, G&,ﬁ,\
an lieu de Gémontrer gue 9"P—>Q" est vraie, on démontre gue “Q-f§§h
est vraie ; comme il n'y a pas lieu de distinguer les sens de "P >
et de "G —>P" , on voit gue, si on a aussi démontré cue P est veais,
'on.gourra affifmér gue @ est vraie (dans le texte d'Buciide, P est la
-yrogésition %e cst différent de 1 et divise GH1* , 4§ la propositiocn
e n'est pas le méﬁe gu'avcun des nombres a,b,é”). - '

Lorsgue, P‘éﬁ&ntLYT&ie,yﬁﬂ a démontré que "G >P" est vraie, on
exprime sau#antvcevrésaltai en disant que "Q est absurde” ou
ﬁﬁ'eﬁtfainé conti&éictianﬁ';,Em,éépit de cette manidre de parier,
il ne faut ?as véir daﬁg'celtyne de raisonnsmeﬁt'une *horreurfd@ ia
centradlctlon” aussi p@u.motlvee que l'horreur du vide dans
i’anC;enn@ physigua, et qul obligerait, plutét que de s’expoeer au
'meﬂstre bentraaletlon, 8 admettr@ nflmporte gquoi : d?P&I@ﬂOS ”

| @acquanz@, malhﬁurevgemeat sug wberee‘@ar les etpresslons dent on se

sert traditiomnellement, et qui fzit gue de bous espr&ts repagnent

& se lalsser convsincre par ce genre ﬁe preuve, et m8ue peub -8tre

prennent 18 le de”out de la méthude ma*hwmatlgae. Eo falt, 1‘&na1ysa




,l'analyse que noue avons esquissée montre qu'il ne s'agit dans ce
mode de démcnstrat;an coume dans les eutres, que de l‘applieatlon
des régles lcblquea orﬁ;nalres.

Elle montre en mlme temps que, tréslécuVGnt, au lieu de yrocéder
9par 1'sbsurde” en démontrant gue T entrafne T , il sers tout aussi
fucils, remnversant la‘mafehe du rala aﬁemanﬁ, de sonstater gue P

entraine Q . Ausei doit-om eansiﬁéréf que le procéds "par 1l'absurde” -
est i ;ycruth surtout pour la découverte. Trés souvent, lgrsqu'on‘
,a &t é‘amgné a ccnjecturér la VEriié é'une fopsslt ion et gu'en
désire 1a démontrer, i1 est avantageux, giupoﬁ gue ¢'essayer de la
réjciﬁdre en ?ar%a&t de ce qua}l on saib, de pariir de la nég cation
dé'ce ﬂ&‘ on veut déwontrer et de chercher 4 eu tirer un ésgltat
gui contredise ceux gui sont déjé conmus, Autrement dif, au liem de
se—ﬁaman@éf ﬁaa%eii certaim gue P goit vral ¥" le maﬁhéﬁatieieﬂ se
demande Yes gt=il FGESlﬂl% gue P s£0it faux 77 ; ce gui, ent"“ antres
avantages, lui»yerge% scuveﬁﬁ, s'il s'est trompé dane sa conjecture,
ée 5?a@@reevoir plus viﬁe‘de son ervyeur, il se peut-nataféllamént

que si par cetfe vois il atteint son but et obtient unc démonstra-
tion par 1?aﬁgaréa, il guge gxéfézaﬂ &, aprés coup, é@ iz reﬁverser
et de la metirs sous forme ﬁzrmcte ; mais cela n'enldve rien & la

Va&%hr du'yraeeﬁ@.,

Valaﬁr:éa caleul des propusit iaas,,aaub n'svous pes terming 1'examen des
réﬁles'd¥ raisaﬁnﬁﬁent mat hémaalquﬁ.‘ 0n peut dfabord sllonger iz liste
_ des r@glﬁm d@ déducvion Gu type preéec *aﬁt,-ai$S%-é-dire,pcrtaﬁt sur dgs
- ?fﬁ?dﬁlhlﬁﬁs éont on me pr&clse pa* a ‘brhe“ﬁre %gmarﬁs - par:azamgle,l
v??-*?(f ou Q)" , ou, ce quz revient au mne, "F oﬁ?@é et taa;ours vraie,
: queiles‘Qﬁ@ soient las»prepa itiors P et Q 5 ée néme W((E~S>Q) et

>E)) ~>{P—>R)" et tcugsars vraie.




_

Signalons encore 1fimp@rtancevde,la potion de propositians:éduivalent631

ééfiaie ei~ﬁ@s«us”; elle tient & ia regle suivante : si use praﬁositioﬁ
_E intarv;egt daﬁs la formation d'une preyasitlon plus complexe par a@pli-
cation repéﬁwe des trois ﬁroceaés‘enamarés elfdessus, et si Q est une
propogition @qaivalsﬂte &P " en-rem@laganﬁ partdut P par O dans la
?regcaitiaﬁ ea&yl@xe.coﬁsiéérée, @n 6@%ienﬁ une noaveile’prépositian gui

o

est éguivaliente é ia_yrapasz"isa eomplcxa initiale. msis on peut prouver
gue ces nouvelles r3gles résultent @e'lfa@nlica*‘oﬁ répétée des régles
&éja eﬁagcéaf ééile -u8nes a‘allie irs réductibles & un noindre nombre ;
voir sur ces guestions le ? 2 du chap. 1),

Le “1&5,-93 a@yr&f@ﬁ Aswa“ﬁ davantage i‘analyae des piog GS¢LLQﬁs mathé-
43 tigues, nous reucouirerons au parsgraphe suivant de nouvelles zegles
de raisomnenment a&; se rexigﬁu & 1z constitution lnﬁefu% ges grsposltiags
ifzis, en s'en tenant a reé;ea anuué ces asquflei {et qai sont dites
propositions’ ), ﬂ?&ﬂﬁ'ﬂﬁi é1lucidé la guestion d'OQ,
st rendu roigon de la force Qazv agincante @u raisopne-
t mathémetique (en tant sa?il nlutilise que lés,fégles prd cé&aﬁtQS)
 ?§ﬁ%é§tE$:§a$ éﬁ%ié sm&ns au zvé de certains lecteurs ; car si‘ﬁags

3
=

thématiclen procdde, ot fait apparsitre les

- 2 z o - 3 : > ” 2 ;. '. : " T 5% ”" .i;
Tovages éssentiéis de seg mécaniemes logigues, nous ntavons nulle part

2

git pourcuci ﬁ%ﬂlz;éiﬁv uuBﬁ'Sﬁﬁbleﬁu.fél

i’."i?

stues é?un tel caractire de

Vﬁésaasi%%,kgir Yob vient ?*argzzs qu'e lea exaruan% LT ﬂaﬁre %ﬁﬁsnéemant.

‘f

A ces yra%iamas, nous ne te enterons pas de donner ae réysmsé, fion pas

P

"gw’il ne pﬁi%%%,g’zﬁrﬁﬁéir'ﬁé plavsibles, gu'elles so en% 'srdrr néta-
ghwgig&e,vgsvchﬁlagi e ou scciologique ; mais, outre gue cer géeaiations

*'?ar un ié”faln gui n'est pes nbtre, elleg‘s?ajoute»
_rajent pus pr &nﬁ chose & ce oyl est pour nous le fait ezsentiel en ce
qui Qsﬁcerw4’l&,?&1émr des réples &é'la loqigaﬁq Gar il s'sgit hien

dlun fait ”’er&f" ﬁa@drzmsaxal :'é est qaa taut esprlt ncrmal et 6Bon
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et non preveuu g6 senb 1236815t1blam6nt ecatraint de recoa;aiﬁre la
va¢1d1te dfune aamonscration csnaaltevseloﬂ ces régles ; 11 peut bien

mettre en doute les "aypothdses" ; mais, une fois qu'il les e acceptées,

il ne peut r@fager @3admeutre ia "eonclusion®. Bt il ne s'agit pas 1a

diun pnenamena suget Var1aﬁ;0ﬂv dans l@ nemps : ls raisocunnenment
@’Eueli&@, vieux Ge 9;&8 de 26@6 ans, 5arde aujourdihui toute sa force
gur les cervesux de uos jounss ul&?es. En bre*,}ﬁa yalﬁt,@e vue ﬁnaif“,

i'B&vidence® de nos régles est telle qu'il n'y surait gudre d'effort &

faire pour voir dans ie refus de les accepter un signe de &éran@amea%
. &

cérépral. _

111 s'est pouzrtant trouvé, depuis le début &u.zzé gsiécle, des logiclens
et ménme des ﬂalb3~dbl@l@ﬁs gui rejeitent ce rtuzaes @é_e e régles

{entre autres la febl@ de la doubie négatiocn ot le gr1nc1ge‘i* tiers
exclu). Que cetie altitude puisse &ire reisomnsbiement défendue, c'est

ce gui est sans doute sssez difficilement concevable du poist de vue

PR

Vﬁaaif” ; nous ne pourroms la 3awilrler gue in&QJe nous a&raaa:Lontre

aoﬁmanu on eb? anené & ma&z 1er ce defnler et & coas*aefef.la
ﬁathe aulﬁus sous un nouvel aspecn (Vc;r ? 4)‘ Hous nous ﬂaians

dtajouter é’aill@ars.qae, si les “tabous” suxquels nous venons de faire

vaAAuSlﬁﬁ nlont rien a‘aa urdﬁ en sox, nous n*ayans pullement i'intentiocr

ae nous y conforaer ; iis ﬂ?abﬂéuisqﬁﬂw gu*& Autzler ez GQmpilQﬁﬁr
‘oyaalaﬁeaﬁ la &ﬁ%ﬁéﬁ@t&qué elasaxgueg €1 nous estinons gque les
raisons q&‘oa g gvauncées pour gu&tzfler ;euz anptﬁoa ne prsvleanent
gue d'une anglyse 1nﬁuixlsaﬁmcni poussée ae la nature &e la pensée
ma@hemaﬁ;que.v Hous r@V;enazung sur ce @Glﬁt lorsque ?a momenty en

sera vend.
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 § 2;'Stractare de laj@ragcsition maxhématigaa.
: ?regriétésa relations, ?afi&bl@@. l
Les Qrogasiticﬁs simples. Les reglea logiques éﬁaméreas an S1 s’appiiquéat‘

indiff éremmenb, at svec le m8nme @fL@u, & toute sorte de proposltlans,

et won aealem nt sux propositions mathématigues ; dés lors guton &
sccepté d'admetire comme vrales un certain nombre de propositions,

elles werﬁ@tb@ﬂb a?en déduire besucoup d‘autres gue 1'on est gemtraiat

de considérer aussi comme yraies. D'oh vient done gue ce mécanisne

lcgigﬁe n'est pudre employé avec succés en dehors de la dathématique
(?out gu moing de facon consciente et systématigue) 7 I1 est clair
gue nous devons cherch@r 1a ré@ense & cette guestion dars ls nature/
néme des propositions maethématiques, gui leur confére (du point de vue
Bpsif®, o nous continuons & nous placer) ce caractére de "vé fitée
absoluesﬁrqas néas sommes peu Gisposés & accor&eé aux prepésiﬁians
rolevant de toute aulre brasche ds liactivité humasine.
Llanslvee faite plus haut aaas'peﬁmat de n‘examin@r‘qﬁe la* proposi-
tions gufon peut guelifier de s13gles,_c‘asﬁ- -dire celles qmi ne
f gdrai sseunt 'zaa‘ﬁaavelz ge scinder en 01&%1?&?& sutres reuuiec par des
mots tels gue Ffet", "ou", %gi®, comme il s été azpliqué au ¢1 .
-@ﬂ.eéﬁgtate alors que ces prepcsi%ibﬂs‘ékprimanﬁ gue certaiﬁ$ objet&l
mathém@tiq&as possédent telle propriété_ou ont eﬁtré eux telle reiation.;
ﬁﬁis‘un-@xameﬁ @lus’a%ﬁantifvrévéle'qué iles pregr'étés ou raiaéidns
aingi exyrlmeeg Qéuﬂéut se &ﬂmer en cate rories assesz n@%t@ma&»
- tranchées s _ | ' ,
19 il ya d’a@ofa des gropaaizzcﬂs %X@Y;ﬁaﬂ» des preprletea ou dea
reiations dggbgets mamh@mathues ezglle&tes, cu, Comnme on dxt aea
 §?0@0$1$10&8 “partlculler&s“ ; par exemple ®6 egt pr@mlerﬁ

1000 ,
“24 - ~*ﬁ est yreﬁier“ s "z oest 1rrat&onneiﬁ senﬁ des propriétes des

r?@ ob
nombres explicités ,6 2 "+ etz (la premidre &tant Ffausse,
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la troisidme vraie ; q&ant,é,la seconde, on ignore encore gi elle est

.vraie ou non) ; de ulme "le p.p.c.m. de 2 et est 6% est uns :
relation enire 2,3 et é s 5? Q%Zg ﬁ& % ,,,+Ai§,+;;..‘” es@ une .#
3 u
~reiatxcn @ﬁtra iz somme de lz aérle du second membre et le nombre % ,
défini par un tout autre mracede.
2° Beaueeup plue nombreuses et ?lus inﬁereseantes gonu les ﬁrsyosl-
‘picaS‘ezprxmaac des propr riétés ou des relations. genérales, concernant

tous les objets mathéﬂatiquﬁs dtun certain type ; par exeuple

"tout entier gui @ divise deux entzers divise 1eur différence®
_®je produit éu p.g.c.d. et du p.p.c.m. ge deux entiers guelcongues estr
égal au yrsduit de eés éntiars”, %ies hauteurs de %aut'%rianglg sént
concourantes® . :
3° Non moings importanies sont les propositions affirmsnt llexistence

ﬁﬁugéélusieurs 6bj@%s mathématigues G'un certain type satisfaisant a
des conditions QQﬂﬂ@@E ; bar exemple'*ilyexiste uvo noubre réel dont
le carrd est eval & 2% . *il exisé% une fonection égeie & sa dérivée” .

Il ya %ﬁflﬂ.éaﬁ nzopasltéons “almplesﬁ és fcrme plus complaxa que

ies rreeé& tes ; mais svent de les dscrirs, il nous sera 1na1spensa*

7

“bie Ge revenir sur les ‘deux &eﬁaiezes eupscss ae prspesitloﬂs gue

nous venons de dlscerner, poar en SSS%@J&BL%&Y daventage la iermatlon.'?

L'lntreuyctlan d@g v&f;&bEgs. La aistlnctlon gue nous venons de falre ne

concerne pas encore 5§gclalemenu,*es pr09051tlons mathéJaixgu@s, meis
apparaiﬁ ausei ‘ @xlgue formelle et dang seﬁ applvcatlon@ t 7?.‘J»c:uzarai:e
est mcrte;” est une proposition partlcaliere, “tout hamme est mortel®
une @zop on.gcaer@le, ”aael@ue homme est reﬁx” une- prop@s;tlen

‘ é‘“axiﬁtanceﬁr. Ce cul est yar ecﬂtre partie ier auxz mathégaﬁzga@s
(aurtcut aux mathématiques medernes} c*est ia gctaﬁion~gufellesf

utiligent pour exprimer ces propositions.




f, 17 -
_ Eou$-avén§ pris soir en affet,/dans les'@Xemﬁleg ei-éaSsuﬁ, &*e3§rimar_‘
les'ﬁrs?ssiticﬁs‘”gﬁﬁérglegﬂ on les'pré§saitians &’“existeﬁcaﬁ~eﬁ,laﬁgage i
Grd*hsiré ; mais es,ﬁ‘egtryaa'aiﬂai -u?oﬁﬂléa éronce 1é p1us'scuvea% en
mathé atig vés; FPar exemple, au lisu de dire "tout enbier qui divise deux
euﬁ;ava ai rise ‘laar &ifféreﬁcé”3‘0n~60ﬂ31ﬁ rera conne ayanu 3@m@ sens

1'énoncé sui va@t “gwalw gue soi ﬁt les sntiers x,y z», si x divise y et z,

i1 divise- y42” ;-au,ligm de dire "il @klgﬁe TR nombre reel dont le carré |
est ézal 8 29 on dira il exigle uvn nombre reel x tel gue xgzéﬁ .f '
On im@rgémiﬁ,aiasi dane les %eytes mathénatigues des pﬁrassw tellse que
"% divise y* qui ne sont pas correctes du point de vue wra&maizcﬁi

puisgus sux endroits of Gevraient normalems >nt figurer des substantifs,

ces derniers sont remplacés par des lettres ; toutefois, on obtient de

"ﬁ

ea“ une regcﬁlﬁlcp methémavioue sensée et gofrecie du weiﬁt de vue.

de la syntaye s4fg_e f01% ua’aa reigﬁaaa caacﬁna des ie%trﬂs gui figure

dans une ﬁeiie phrase per un objet 1 athe atiﬁué e type approprié, nais
p&x'&ili@urw gueleongue ; il est d'ailleurs emtsgaa,ags sl unme mbue letirel

figpre & ilver gnﬁf 1E¢ dans une telle phrsse, slle doit strg remplacée

& tous les eaﬂrslta of ells figurag Une phrase telle

0
"
fomi
i)

e ERS
i
b
(@
4

(‘.d‘

ue *x divise ﬁﬁ est donc en gquelgue Larte une matrice de relations
entre entiers ;”&e,me@e gﬁfﬁm;signe dss chégues en blanc, on pourkait

;}.V&’%ﬁii‘ dtéerire cetie phraée'ﬁ divise #. oh lepg blancs

i

e

o
W
P
€

5

S%faieﬁt;éaa@inéﬁ & @trs ramylia par des entiers guelconques. Op dit que f

m

les letires employ de cetie maniére sont des var;abzas, ou ﬂ&s

'arﬁu@emtg, du tg@e des cbjets.ma‘hﬁwaﬁa Ues agnt elles acaaweﬁt la plaﬁe ;i
et, al&r&;s ant le sens gu'ont les mols ”zeiatlﬁn” et “Qreprlété{f dens
le langsge crdxnaire, on dirs qulune phrase telle que "x divise y" est

une relztion entre les arguﬁenﬁg x;y , une phrese telle gue 7x est

pfegierﬁ une prcpr;éte de l*ar:umeyc =
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'-  Dans le texte a'Buclide cité au 21, les lettrss_a,’b,c» jouent
_é’ﬁréé'peu~prés le rble de variables, bien que sous une‘fcfme
un peu différerte de celle guion donne sux textes mathématiques
modernes ; lag pfoposit&on gui sy $rouve démontrée s'éndncerait
& présent : "quels que'soient les nambfes premiers a,b;c , i
existe un nombre premier distinet de a,b,c® . On verrait aisé-
ment sur cet exemple 1l'intérét pfatiqu@ immense gue préseunts
1'usage des letires, en essayant &e'rédiger toute la démonsira-
%ioa.en slen passant, et en constatant la lourdeur et 1'aspect
diffus dv texte auguel on parviendrait. C(Clest de semblables
défauts gu'a par exemple souffert 1'Algébre pendant tout le
Mioyen Age, et ces progrés ultérieurs n'ont été possibles qu'avec
ltintroduction des variables sux XVZé st 'VIIé giécles. V

Le calcul des relations. Dans les considérations générales sur les relstions,

il nous sera commode de deslﬁner des relations guelccngues par des
symboles tels gue B%x,y% 8 %x,y, é, les lettres écrites entre
les szcﬁes % % etant les grguments éu'eSu suppoeée renfermer la
relation ; de mere, uga roprleté guelcongue de 1*arvu“snt X sera dési-
gnée par des nobations telles qns‘ P %le,. Lorsgue, dans unefrelatlcn
fi%x,y,zg', X ety , par exemple, remplacent deé objets mathématigues de
néme type,‘ B,%x,x,z % désigne la,nouveile relation qu'on obtient en
remplagant gartoaﬁ ¥ per x dans la relation considérée, Eiég}x,zé celle
gu'on obtient en permutant partout x et y dans Rilx,y,zg‘.

Comme les relations et-proprlétes eqnt des matrices de prépositibns,
les combinmisons de propositions énumérées au 9 1»eoﬁduisent_é considérer

des combinaisons snaloghes de relations ; la phrase ”Ei%xgyg ou

s ix,y,zg " est encore une relation entre arguments x,y,z ;
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lorsqu'on remplacera ces arguments par des objets mathémastiques déter-

minés, elle deviendra la proposition ®A ou BY si B’gx,y? devient 4 et

s gx,y,zg devient B . On forme de méme la combinaison "R %/x,y% et

S %X,y,zz’f ; enfin R Zéx,'yg est la relation qui, poiz.r:'toute substitu-
tion d'objets déterminés & x et T é.ievienﬁ ia négé,tioﬂ de la propositio
qu'on obtient en s‘sz}:s‘cituaﬁ"b ces objete &4 X et ¥ ; on dit encore gque
c'est la négstion de E%x,yg _ A ‘

I1 résulte alors du sens que nous donnons & ces relations "complexes®
gue wubes les res“les énoncées au. 5 1 sur l'emploi des mots "et", "ou'
et de la négation son‘t encors Valables guand on lss énonce pou:é des
relaticns (gugzmyriétés) au lieu de yropositions. _ Plus généralement,
elles sont valables guand les lettres P,Q,R, etc. qui y figurent sont
remplacée_s iss unes ﬁaar des relations; les autres par des propriétés,
d'autres enfin par des pz'opcsitioné , aussi est-il avantageux, 'pc‘ur
-pimplifier, cie considérer les: propriétés et p?spcsi‘z‘:ions eomme‘ des
- relations d'un type particulier, les premiéz*esr étant caractérisées par
le fait qu'elles ne contiennent qiz'une soule variable, les secondes par
le fait gufelles at en contiennent zucune. Cotte convention est d a.il- 4
‘ielai's justifiée par le fait gue, si oﬁ resmplace tous les argments dtune
relati_yézz par&es objets déterninés, on obtient uae/yropcsition, et que,
si 'Qﬁ l—esremplaee tous gauf un par des objels déterming s, on obtlent
une propriété de 1! ai‘guznent restant ; de méme, s8i R %z,y% - ost une
relation & deux variaﬁles (remplacant des o‘éjets de néme type),
R%x,x% est une prop}:;x.ate de }.'az‘gmen’c * |

Ceci posé, si N0uUs revenons aux dn.verses socrtes de pm‘oosrtlogs
décrites ’713}. hau+ nous voyons gue si R Ex,y,zé est une relaulon

8 trois sz g‘meﬂts (par exemp}.e), on peut en déduire, soit la nroposz.tion '.:"

ngénérale® : "quels que soient X,7,3, B% x,-y,z% % _ goit la Apmpositwn |
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‘d'“existeﬁce" s "1 existe x,y,z, teis[q&e Eﬂéx;y,z?";

llaig l'emploi des variables yermet bien d'autres combinaisons.
Considérons pérféiempla la relation x:yg entre deux varisbles du ﬁype
des antié?s ; lg phraselﬂil existe y tel gée x:ygﬁ n?ésﬁ gufune autrs
‘maniére @’@iyéiﬂer laprbpriété . x QStran carré® de l'afgﬁmeﬁt :
Plus généralemeh%, é partir d9une reiation guelcongue R%‘x,yi & doux
arggmeﬁts; on pourra fdrmer'deﬁx progriétés de l'argument x & partir
'ie cette rélatigﬂ, savoir : quei que soit y , R éx,y% " ot
"3l existe y tel gue R %x,yg - | '

Ges nouvaaux procédés peuvent toutefois parsitre en désdccord avec la
convention d'aprés laguelle nous avons rangé propositions et proprlétes
dans la catégorie des rélations, car dans les phrases "quel que soit y .
R %z,yi " , ou "il existe x,y tels que Eigz;yg " il figure toujours
deux letires X,y . Mais dang la seconde de ces phrases, x et y ne sont
plﬁs du tout des variables-au seﬁs-anquel nous lientendions plushaut,
car cn g’obtieﬁt pilus une phrase sensée lorsqu'on y remplace x et y par
 deux objets délerminées ; il'en est de méme de lg lettre ¥ dans la
premiére phrase. 11 eonv1ent donc de faire une distinction entre les

lettres suseaptlbles d'8tre remplacees par des objets déterminés, dites

varigbles libres, et eelles qui ne le soat plus, les vaxzables-nﬁatrsll~
sées ; et il faub considérer ume relation comme une prcyosmtlon

-A(resp. mn&rgrspriété d*uﬁ’érgument x) dés qu'ells ne contient aucune
varigble libre (resp. dds que x est la seule variable libre de la
relation). Cette diatinctioa;f&ite, on peut former, & partir de toute
relatlcn R contenant (entre autreg) 1s variabla llbre x , les relatlons
¥guel gue soit xz ’ E® et "il existe x tal,que R® j dang ces nouvelles

relations, x est un argument peutrslisé, tous les sutres arguments

libres (resp. neutralisés) de R restent libres (resp. neutralisés).
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Bn plus des trois procédés de format;on fondaméntaux déerits aun § 1
'_pour les propositions, on dlepcse done ﬁes deux nsuvalles aperat;cns
“qu@l que somtﬁ ot Wil existe” dans ie “Qalcal des relations® et on
congolt saus pelne ia varlété deg comblnalsons gue 1’applleat10n répétee {
de ces,groeéaea peat-fourn;r. Hais icl encore, toutes ces comblnalscns

ne doivent @as étrevconSidéiées conme distinctes. En premier lieu,
1a‘pﬁrasé’ *guel gue soit x , (quel gue soit y , B %x,y?)” , qui résulte
de 1l'application de deux opérations ?quel gue soit® conséeutives, a le
méme sens quaiﬂquels'qus seieﬁt’x,y ; B %x,y% o0 méme pour un nombre
guslcongue d'opératians %guel gue soitﬁ conséecutives, ou dfopérations
"il ex;ate” GOHS@thvaS. _ . |
}zzig Par conire, on ne peut intervemtzr 1*eperat1ng ﬁa usl gue s0it? et
- l'opérstion "il existe® ; ixl»est elalr_que lz proposition figusel

e

gue soit x s 11 ezlsta y tel que x=y " ﬁ‘est pas du tout la méme

que "1l existe y tel que, guel que soit x , xyyg .

ﬁn@,autre régle iﬁportante est que la negation de ﬁqu@l que. goit x, R"

ne ge distingue pas de "il existe x tel gue B" , la négation de

' ®#i] oxiste x tel gue R” ne se distiﬁgue pas de fguel gue sQi& x , B
- £ certsins égér&s, ces régles peuvent Etre regarﬁées_comme des
extensions des régles énf\§1 concernant lea négation de "R ot g"
ot celle do "B ou S* . En effet, sugﬁosonsrpar exemple que B»§x;‘
soit une propriété d'un argument x , et gu'il n'y =it que trois
objets mathématigues pour 1esquels cette propriété ait un sens -
ei A,B,C sont les proposxtlons gufon obtient en gubqtltuanm 8 X
‘chacun‘éa OﬁS*ijetS; ;a @ropesltlonA"guel gue soit X ; Biix' >
& mEme sens que ”Aret B et G¥ ; la proposition "il existe x tel
que B.% 3 n meme sens que %4 ouBoul' ; on peut'faire des

- remarcues ‘enalogues chague fcis gue la variable X ne peut etre

'remplagée gue par un nombre fini d'objets.
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Enfin, si R est une relation contenant la variable libre x , S‘uns
relation dans 1aquellefx»he figure pas, ou est ueutfalisé, 1a relation
fguel gue soit x ,VB ou 8" g le mémegséns que "(gquel gue soit x , R)éﬁ S"

Ici encore, si on suppase'pour-simplifier gue R soit une propriété
de l'argumént b 4 ,'s une propositiéon, et gue x né puisse par exémple_
&tre remplacé qus parltrois-ebjéts, écnnanf respectivement les
troie propositions 4,B,C , la propesition "quel gque soit x . R

ou 5" a le mime sens que "(A ou S) et (B ou 8) et (Cousg)f ; la
régle précédente exprime gue cetie proposition ﬁa doit pas 8tre
‘distinguée de "(A et B et C) ou S" , et nous retrouvons dans ce

cas une des régles du calcul des propositions.

Au calcul des relations se rattachent de nowvelles régles de déduction,

qui sont des extensions des régles énumérées su {1 concernant les
propositions. conveﬁons de dire qufune relation _R% X,¥;2 ; renfermant
par éxémple trois arguments libres, est*zg§;g lorsqae 1z Qrogosifion
ﬁquelé qué scient x,y;z ; B %x,y,z'gﬁ est vraie (autrement dit,
lorsgue l'on obtient une progositicn'vraie en remplagant X,¥,2 par des

objets guelconqgues (des types convensbles) dans R X,y,z7 ). Alors les
: : b

, régles de déduction éﬁégcées au g g restentlvalables lorsqﬁe 1es'lettres

P,0 désignent des relstions guelecongues, et non plus seulement des
propositions : de fagoﬁ'précise, si les relations P,Q sont vraies, il en

est de méme de "P et QF ; si la relation P est vraie, la relation

%P ou QF est vraie, Q étant une relation guelcongue (vraie ou non) ; si
, . i 4 ; 2

la relation P et la relstion "P ou Q" sont vraies, 1z relation Q esﬁ
vrale ; enfin, la relation VP ou:?”'est toujours vraie (que P soit vraie |
ou non). Cette deraiéré réglé est elle-méme (comme on peut le montrer)”
un eas'particulier d’une_nouvélle régle importante qui relie les

opérations Pguel que soit® et "il existe® : R étant une relation dans
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’laquelle flaure par exemple l’argument X , la relation *F ou (11 exmste
x tel que R)® est tcugeur& yraie (que R soit vraie ou non). 81 on con-
vient encore de ﬁlre gue. la relatlon B-entrazne la relaxlon S lorsque
@R g (c'estva-dire "E ou $") est vrais, cette dernidre régle signi-
fie gue R entraine %1l existe x tel que B" .

Du point de vue "naif" ces reﬁles se justlflent encore per leur ‘
évidence, étant dcnné le sens des termes "guel que soit® et "il existe®.
1L en serait de‘mame pour les autres régles de déduction d@nt nous ne
parlons pas ici, parce gu'on peét-les déduire logiquement des '
précédentes (cf. chap.I). - | 7 7

Ecus aitirbnsvseulement 1'attentign sur guelques‘erreura auxguelles

pourrait ¢Qﬁduire l'emploi des termes "relation vrais® au sens
indiqué ci-dessus ; si commode que soit cette locution dans la
pratique,‘il faut se garder de raisomner ﬁoujqurs; par une analo-
giarirréfléchie,’Sur:les ﬁrélaiiogs vraiés” comme s'il s'agissait
de ”propositians vfaies”..'ﬁar exémpie, dire que la relation R
n?est _pes vraie ne slgniﬁie pas du tout gue la rslatlon B le so;t
uais seulement gue la proposition (beaucoup moins forte) il
existe x,y,Z"tels que R" est vraie (si x,7,z sont les arguments
Zibres de R). v ‘ ,
De meme, dire que la relatlon “B ou Sﬁ est vraie ne s;gnifie

plus du to@t,rlgrsgue B et.s‘ccntlennent,desﬂarguments libres,
_que l'une éu.méins'des'relatians R,8 soit Vraie, mais seulement
 §&3, lorsqu'on remplace dans les relations R,S les angumen@s
, libres‘qui figurent dans’ﬁﬁ 0u,$5 par deg\objets‘dualconguss,j
on dbﬁient deux Erogositions dcné l'une au moins est certaine-

ment vraie (sans que ce soit toujours la méme).




.
o5 Définitions et axiomes.

ueflniﬁloas et relatlcns pr imitives. h'analyse des paragraphes précédentis

'npaﬁ permet ma;nteﬁant.ds dissocisr les propositions mathénatiques en
rela%ions combinées par les 5 procédés fondamentaux quse nous avons mié
en lumiére. Mais devons-nous nous arréter aux termes derniers auxguels
nous permet de remonter cette dissociation, cfest-i-dire aux relations
gui, du point dé'vue gfammatiéal,.ne paraiésent plus €tre des combiaai-
sone de reléticna plus simples 7 Ce serait méconnaitre le-rﬁla trés
" particulier que le mathématicien fait jouer dans sés raisonnenents aux
'mots'du langage ordinaire. Par exsmple; *x est pair® , "x est un carré*
ﬁx est premier® sont des prcprletes ce la'varlable X du type des antlers,
gui aembleut bien pe pas provenir de eomblnalsaﬁs d’autres relat;o&s :
maise, a guicongue n'ayant jamals etndié les mathematiquas, 41 paraitra
assez stzange gue 1e mathematicien attribue un sens é_ees phrases, car
il n'apergoit pas comment les qualificatifs de "pair", carré" ou
”premier”'peuFEﬁt s'agpliquer 8 des entisrs, si én CBRServe é ces nmots
le sens quglls ont ﬁans la laagua ceurante. Lsa répo&se'éufmathématieien
est fort simple : clest que nréelsement il ne pzend pes ces termes dans
leur acception ordlnalrw, mais leur ettribue un sens purement cenventien—
ZQQL : la prepriété x est pair? ae doit pas étre distinguée, par conven-
tian,'de “iliéﬁiste‘y tel gue -x=éy3 ; 18 graprlete ix est carré® &e
uil ex;ste y'tel que x~y£“ ; enfin, la proprlété iz est pramler“ ,par ”
convention, m@ma sens gue "guel que soit ¥ y:i Ou y=X ou y ne divise
 pas x" , Poser ces conventions, c?est définir les propriétés considérées,
lesquelles ne sont acmc gue des abrevlatloﬁs poar des broprletes gui
9exprimeraleﬁt de facon plus codpl¢quoe“' -
| ﬁeS‘abréV1ations (qui ne sont pas toujours tirées du langage
courant, mais soﬁtAplus souﬁent formées & l'side de nouveanx

signes, sans signification dans la langue nénvmathématique)




constituent ls presque totalité du vocabulaire mathéméti@ue,

Bien qu'elles n'lnfluent gue sur ia forme écrlue des dém@nstra-
tiﬁns, et non sur leur sens, elles ont une importance pratiqus
qui ne saurait Btre axagerée ; Sans elles, 1a plupart dea textes
mathématiques seraient dtillisibles fatras ; et nombreux sont
,*93 gzemples de theor;es gui ont passé par de long ues péricdes
de stagnation, faute d'un symbolisume adéquat & l?ezpresélon
commode de leurs résultals, et suggérant @e,aényelles directions
de recherche., msis du point de vue du logicien, qui ne se préoc-
cupe pas &g la'sciaﬁce ui se fait, mais veubt codifier et éclair-
cir les principes de la science déjé faite il est utile au
ccntrairs de ré ¢1re au minimum le nombre de termes 1ndls@ensa»
bles dans le VOOdel&lfe mathe@atxqa@,

Dans les exem@les qui préeedent, les propriétés agpaxemESnt irréducti-
bles que 1l'on considérait peuvent donc se définir & l'aide des relations
x=yz¥ ;'"x divise ¥" ot des 5 procédés géuéraux ds formation de rela-
tions complexes. A son tour 7x divise y" se définil comme gyant le sens
de "il existe z tel que y=x3" ,'ét nous sommes ainsi ramenés emcors & la
relation x=yz . Ce processus ne peut nsturellement ée ﬁearsuivre indéfini-
meaz, et on srrive enfin & des relations qu'on peut appeler Erimiﬁlves,
en ce sens qu’eiles ne penvaaﬁ plus &tre “deflnles“ & partir d‘auires

« reiatlens.  ”eur les entlezs, B x= z=yz" nfest pas aﬁecre une £61&$10n
primitive ; on ®d finit“ en effet ls,multlp1¢cation partlr aa l’aﬁdxtlon;
. et cette dernjiére & parulr de lfaddlclcn de l*units, 51 bien qu?on arrive

& 1z relation primitive ‘ﬁyzx+1%,.~ﬁe meme,.lersqu'cn veutb analyser

par exemple la structure logique de ls géoméirie plane élémentaire on

sboutit & des velations primitives telles que "x est situé sur X7
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(o& est un point varisble, X ume arolte varlabl@), Pz est sztue entre
v et z? (x,y,z étant des points. varlgbles sur une méme droit e). Pour
ehaque theari@ mauhematiaue, on pea't ainei éevager un pe‘ti‘c nombre ﬁ
de relatlons arlmltlves entre veriables des différents types é?abjets .
gue con51@ere ls thegrle, t&ute autre relation de la théorie peuvamt
Btre fcrmée 2 partir de celles-13 . \
Les axiemea. Une amalgse regre331ve analogue permet de remonter, éans chaque
+hearie,va un certa;n nnmbre de propositions vraies (forméeg & l'alde
des relations prlaltlveg de la théar&e) qa'ea pourralt gussi qualifier
de “pximltiVQs“, car on peut en déduire toutes les aulrss propositions
vraies de la théérie, par application des régles du raisomnement. (o dit
gue ces propositions sont les axiomes de la ;hécrie. Par exzemple, on.
psuz-éédaire}leé pragositiéns vraies de ;’arithmétique de 5 axiomes
dont noys citerons sau;émentflss deux sulvents : "guel que séit‘x 3
x+1#1§‘, “guels éﬁe soient x,y, (xHi=y+1) —>(x=y)" . De méme, on a pu
montrer que les prepesitlons vraies de la,geemétrie élémentaire
(dans ltespace) se déduisent de 21 axiomes, parmi lesquels figarent par
exemple les suivants “par deax points dlstinctg il paase aun mclﬁs une
,drciteﬁ fdeux droites distinctes ont eau plus un point commun® , %de
trois points é‘une drozte, il yena tcujours'ua et un séul gitué entre
lés deux autres? : ﬂdans tont ylaa il existe trais nolnts non sgitués ’
Sur une néme drczte” . _ . '
&vec ls notion d'axiome, nous arrivons a@;tezme de l'analyse 1agique

d@s demonstratlcns mathématigues, tout av moins tent gue nous comsidéron

eelles-nl du point de wue "naif® oh nsus ‘nous sommes mainteﬂus jusqu'ici
et nous Douvvns donner une premiére réponse é la guestion que nous ncus
posee en cemmeﬂganﬁ : gu'est-ce gu'un raisonnement rlgoureux ¢ Hous lui %
’reeannaitroﬁs cette qualité si, en premier lieu, on peut, sans changer

le sens des propositions qui y figurent, les remplacer par des
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des propcsitiens obtenues & partir des relations primitives (de»la
théorie considérée) par les 5 procédés fondamenteux de formstion de
'relationé'campiexea_; en s@saﬁd lien, il faudra Qde les ”hypathésasﬁ'

de 1a démasstra$10n soient, ou bien des sxiomes, ou bien des proposi-
Aﬁicas vraies ﬁéj& éémoﬁﬁrées‘paxrdés raisonﬁements'reconnts-rigoureﬁ&aé)
~enfin, les "déductions" dont se compose ls démons%raéien devront
s’effectuer exclagivemeat'par é@plicatien des régles de raiscﬁﬂegent
'éﬁﬁ&éfééﬁ_@i-dessﬁs,” On dit qu'une démanatrétion’présentéé de cette

maniére est mise sous forme sxiomatigue.

La valour des axiomes. Quel que g0it 1'intérét du critéré‘cbjectif précédent,

plusg diun mathémaﬁicieﬂ estimera ségs doute gu'il y a quelque pédantisme
4 lui avoir ¢c;sacré dfaussi longs éévelo@pemeﬂg, et, toutien accordant
gue ls §résentation aziomaiique &es_démonstrations'est'aujouré’hui recoy
nue nécessaire de facon § pen'prés uﬂivaréelle, il fera valoir guse

~ 1?a§§réntissage<de-ce mode dé raisonnenent ne peutjgaére se faire que
par iz pratigue, et gu'il est édnc aggez vain de ehsreher & en codifier
la théorie dans les moindres détails. Hous reconnaltrions sans peine
la valeur de cette bbéectien si les pages quikﬁréeééent n’aﬁ&ieaﬁ

- dl'antre huﬁ que d'exposer cette écdifiéation {encore gu'il ne soit

pas =1 meuvais gque ﬁée qaé lion @on§oit bien s‘éncnce_clairement”) ;
mais itanalyse que nous avens résumée Gtait nécessaire pour faire
comprendre ccﬁmentien est amend 3 modifier le point ds vus T B
vis-é-vis des mathématiqq@s, ainsi que mous allgns'maintenant l'exyliqa%i

( X) 11 faut naturellement gue ces propositbons vraies ne Passent pas
elles-mémes appel, dans leur démonstration, & lz proposition oh slles
figurent 4 tilre d'hypothéses ; c'est ce gulon exprime en disant guse

ls démonstration ne doit pas comporter de Peercle vicieux". Un est assuré
gue cette condition est remplie lorsque les propositions vraies sont
punérotées, et gue dans la démonsiration de l'une d'elles les hypothéses
ont toujours vn numéro inférieur & celui de ls proposition & démontrer.
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on est en éffei'condait'a se‘demander’paurquci les axiomes d'une
théorie methématique sont'cons;dérés comme,vraie} S8'agit-il, comme pour
les régles du raisounement, é'uné eorte’a’”évidence”,interne, ténant~é
lfi&ée mémg que_néus nous faiscns_ﬁes,objeis mathématiqaeé qui_inﬁertienv
nent dans les axiomes, et qui nous interdit deirefasér-notra asseﬁtimant -
& ées @feaositiens ? Clest ce q&‘oa»a-era‘paadant laggtemgs, et cette
opinion n'a commenca & et e eara‘iéa‘quﬁau cours du siéele deraier,
5 la gvite d'études plus apgrafsnaiés'éur les fondemenﬁs de la Géometrie
élémentaire. ' _ 7 | :

On sait en effet gue, parmi ies axzemes de eeuts derniére fiaure ie
fameuk'"yostalat des paralléles” (ou ?pestalat ﬁ’Eucllde ) affirmant
gué Ppar un pbint;'cg'yeat mener & une droite une seuls parallele”.
Il se distingue des sutres axiomes de la Géométrie en ce gu'il ne paralt
‘paé pogséder au méme degré le éaractére ﬁe nécessité'qu’cﬁ reconnalt
gans peine & ces derniers au pramier ébord_; et on ne peut‘écngér 3 le
férifiervegpériﬁeﬂtalement. l*aniveré extérieur ne pouvant ﬁcus fournir
gue de grcsszereo ap;roxamatlcns des objets mataematxqueu que aaug
nomaons “poznts“ ot ﬁdra;tes#. On a done charcﬁa, pour guwtlfmer 1’iﬂtro~
7ductioﬁ éé'eet aziome,“é le démontrer a“partir &es autres ;;maia apres de
trés nombreux essais iﬂfructueax; on a fini‘gar s’agéree#oif de , .
l’lm§0551bllite d’une teile ﬁémongtrazion, ce qai a condalt éanae?cir
sous un jour %out a falt élffexeﬂt le pestﬁlat d’Enc?iae, et par eontre
coup, tous les anﬁr £ axiomes. .

Pour vair eemmant on g pu arriver-é cette cenclusion,'il nous faudra

&lwe quelques mots sur la nctlon de eontradlction en mathemathue.

L'idée Qa’une proposition pRisse etre & la fois vraie et fausse nous
'.parait,incompatible avec la notion gue nous avons du vrali et du~faux,
notion qui est & la base de nos régles de raisomnement. De fait, il

résulte de ces régles ( g‘fj gue si une proposition Avétait & la fois
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vraie et fausse, toute autre @Iopesitlon B le @erait aussi : car

"4 ou & ou BY st vrale, et cette proposition s'écrit aussi A ot A)—%Bﬁ
done si %A et'Aﬁ est vraie, il en est de méme de B . On dit qu!gng
thecrie mathemaﬁique seralt centradietoira si une b“0p051t¢on de cette
théorie etalt & la fois vraie et fausse. éucnne théorie de 1aﬁaa$hémathw
classique ne s'est rév iée @entrad1g301re Jusgu'ici, et nous n’qborderons
pas pour le memanﬁ ie grobleme de savolr s*ll est QGSSlble gu'ung dlelles
le soit. E‘ toat cas, sl on damcntralt un Jjour qu’une %ﬁearle.&axhema-
tigue est eenﬁradlcnelre, le geul mgyen de conserver & la aaﬁhemat;que
son cazactere de sczence gserait d’aameitre qu‘un daes ax1omes de lg théorie
est gggg. Ee faqcn précise, supposons pour slmplif;er gue 1a th@grie
_comporte trois axiomes 4,B,C ; si on démontrait que (4 et B et ¢)
entrafne (P ot F), on en déduirait que (& ou B ou ?-5} est vraie,
cfest-a-dire gue (4 et B) entraine 5’° sutrenent it en ne prenant pour
axicmes gue les prepoaxtlons A et B, 1a Qr@poaltloﬁ G sera¢t vra;e daus
15 neuvalle theorle, et cetie aernl cre. (defereﬁts naturellamea% de la
cheorle prlmltivemeaﬁ env;sagée) gursit ds powvean un intérét mathématiqu
tant qu?oﬂ n’y découvrirail pas de cantraaaet;aniﬁez t

Le schéma de démangtraiion ﬂpar l’abSurdaﬂ ( . 41) peut 58 r&ttacher 5
ﬂeute natien de - théorie cgntradlctolra s pour esabllr qa*una Dreposltlgﬁ

¢ est vraie dans une théorie ot (par exemple) il y a deux aXlﬁ&Qs 4,3 ,

=

 clest-a-d dire pour mentrer gue (4 et B) entrainme C , il suffit de démon-

trer Qva la ”tneorie% dont les aziomes aont A, B ot T est GOﬁtfadigtoire‘
{en é&tendant qu&laue peu le seuns usuel du mot “taesrle”) ; clest de
cetie Interprétation.qae derive le langsge habituel employé aans cs gegre
de aé&oasurataen (ef. ¢ g1)- Gelé étant, pour démontrer le pestul¢t

=

d'Euclide, que nous deslgnerens par . on & cherché a_ra&saﬂaer»par

( x) Bien entendun, on pourrsit aussi dire que la proposition A est vraie
dans ia théorie aant B et C sont les esxiomes, sic.
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par l'absurde en montrant gue la "théorie® cbtenae en remplacant P par
P dang la liste des axiomes, était contradictoire j mais si loin quﬁoﬁ
ait poussé les déductions de cette théorie, on nlest jamsis arrivé &
rencontrer de contradiction ; et 0& est finaslement parvenu & démontrer

que, si la Géoméirie élémentaire habituelle (dite encore "Géométrie

-euclidienne") est non-contradictoire, 1z théorie cbtenue en remplagant

P par P daus la liste des axiomes (et dite "Géoméirie non euclidienne")
est, elle sussi, non-contradictoire.

lais slors, au lieu 478tre une "théorie® factice, construite en vue

~ d'une démounsiration par'l'aksurde, la Géométrie non-eucli@i@nne acquiert

un éroit & 1'existence égal & celui de la Géométrie euclidienne ; on

peut prendre comme sxiome sussi bien la proposition P gue sa négation P

szns gue Tien nous permette d'affirmer gue l'une des deux théories

obtenues soit "plus vraie® gue ll'autre : le choix entre les deux se

=

réduit & une guestion de "commodité" (comme le veut Poincaré) ocu

dfutilité dans les applications que l'on z en vue. Autrement dit,

da vérité d'un axiome (et par suite aussi des propositions gu'oun en

déduit) ne nous est plus imposée de ll'extérieur, em quelque sorte i

elle est soumisze 3 notre choix, et n'est plus qutaffaire de convention.
% : =
Constatation profondément troublanie vis-é-vis de la conception

"ns¥ve" des mathématigues. D'autant que le doute, une fois éveillg,

s'est rapidement propagé & tous les axiomes de la Géomdtrie, et a

- conduit & des résultats analaggssQ,'Et,'mise & @ért l'ﬁrithmétiqua,

il n'est plus une seule théorie de la Bathématigue elassigue dont les
axiomes ne soient aajqurd'huivrecbﬁnus universellement comme n'étant

fyrais® que par convention.
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v'Eu ce qui concerne ligrithmétique, les mathéméxiaiens dits
“intuitienﬁistes" (auxguels nous avons déja fait,allusion)'sa.
refusent & considérer.seg axiemes.eomﬁe de simples conventiong, et
‘pénsent au éontraire'qufil stagit 138 de vériités fondamentales que |
iz gtructure méme de notre esprit nous lnteralt de n;ex. Hous _
eroyone pour notre part que l’ﬁrlth&ethue ﬁ'eecape nellement une
place & part'garﬂi les theorzgs,mathamatzques ; et si au premier
abord sas.axicmes nous paraissert doués d'une "évidence" plus écla-
tante que partout silleurs, ce¢a tient vniguement & 1'intuition
parulcuhierement,nette gus nous avouns des petiic nombres. Yais il ¥
a un abime entre la notion gue nous avogs’du aam%re “expérimsntalﬁ,
c‘est;a-dire du nombre gue l'on peut compter, et 1a ﬁoticn de
llentier "générel® ; ot non seulement il est fort é%uteax”que
guicongue ait i'intuition d'un nombre tel que 221910, méis encore
on peut raisonmablenent se demander s'il est possible é>dn cervesu
humain d'avoir une telle intuition. Dans ces conditions, alors gue
1a'vérité de lg @?égcsition ”Eﬁﬁﬁ-ﬂeus serble aveuglante, au nom de
quoi, sinor d'un axiome arbltralre, s ffirmons-novs que

1600 1000
2 %22

2 i rest, alleAa&ssi, une proposition vraie ?

_ On rétorguera que llon est guidé ?ar,éne irrésistible *aﬁalégie“;
uﬂé “extrapalétion" de lfexpéfienﬁe sensible gui est une tenéancef.
universelle de l'esprit humgin, MHais alors, la méme réponse
3£stifisrai% aussi, par exemple, 'axxems de ﬁéametrle affirmant que
"par deux pointe distinete il ne passe gufunc seule droite' ; car
l'expérience nous montre bien gue deux fils tendus entre deux points

donnés paraissent coincider sur toute leur lomgueur ;fet l'axiome en

qaastlca se déduit de ce fait expérimentsl par une “extrapciation”
analegue.
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11 est dlgir que dans les deux cas on se heurte é’l'infranchiééable
v hiatus gui sépafe les 6tres du monde éxpérimentaldes.étres1
mathématiques que l'on en déduit par “abstractionﬂ ; ot néus
“vbeneaus gue toute tentatlve pour le dlsslmuler ne peut ébouﬁir
qu's ébscurcir les idées. : |

Que reste-t-il donc de la conception naive de la "vérité gbsolue” des

propositions mathématiques 7 Si on veut congerver au mot ®vrsei' son

gens intuitif, il est clair que les proposi%iens d'une théorie mathémaf
tigue ne peuvent pas plus étre considérées‘eamme vraies que ne le sont
les axiomes de la théorie ; et démsntrer une'propesiticn P dahs une
théorie doﬂt,leé axiomes sont A,B,C (par‘exempls) ce nlest pas démon-
trer gue P est.vraie, mails bien'gue la proposition "(A et B ot C)'ﬁ>?#

est vraie (au seuns absolu). En d'autres ter@es, c'est par un pur abus

de lengage (d'ailleurs extrémement commode en pratigue) gu'on continue

& dire que les propositions d'une théorie mathématigue sont vraies ;

elles ne sont wvraies gue d'une maniére toute relative, c'esi-a-dire si

on accepte de considérer les axiomes de la théorie comme vrais ; mais

plus rien ne ncusroblige 2 dogner cet acquieseement 2 et'toﬁie la force
de coatralﬁte gu'exerce sur nous le ralsonnement mathemaﬁique tire

donc sa seule source des régles du aisoanaﬁent et non plus des premis-

ses mémes de ee ralsomn@maa% canbrairam@nt 5 ce qu*zl était naturel

de su@possr & priori, par analogie avec les parties dedaetivgs des

sciences expérimentales.

V»§ 4. L@S*@bj@tgAﬁaxhémaiig es et la ﬁhéorie'des Enseubles.

La notlcn d'dbjet maﬁheﬂatig ia reconnalssance du caractere conventlennel

- des axiomes & a“ssz de praves repeweussions sur i’idee gue nous gouvons

nous falre des divers types d'"objets” sur lesguels roisonne le

mathématicien. La conception naive gue nous avons des plus gimples
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dlentre e&x,,iels que nombres entiers, ou points, droites et plauns de

l'espsce, dérive manifestement de l'observation de certains objets de
ltexpérience : la nature nous offre des “points metérielss ayant une
certaine étendue, des "drolites matérielles"® ayent une eertainéllgrgeur,

-de'.”plans materielsﬁ ayent une certaina épa;sssur, et des relatlong

:alverseﬂ entre ces abgets ; noug pcuvens VErlfler gue certaines de ces

relations sont vraies, au sens expérimental du mot, clest-a-dire dans
ies linites de précision de nos apparaila-de mesure ; et plus nos
a@par@ils éevianﬂent précis, plus ﬁoas devoneg redulre ig dxmeaglcn de

uog points, la largeur deo nos draizeg et 1l'speisseur de nos plans,

_pour gue lsg relations considérées demeurent vraies ; d'oh résulte,

s la l;mite? en guelque sorte, la_naﬁlon ahatralte des points, droites
et plans ﬂgéométriqaesﬁ,_étres,iiéga; échappant & tout processus expéri-
mental, meis pour lesguels nous admattana la ?ériﬁé absoluegdesfmémes
relatiéﬂs.. Bocore gue fort em ﬁeaaeaf en métaphysigue, ¢e passage de la,
n@tlon de verlte exyerimentale & une ﬁetlgn.de vérité ﬁtranscen&aate”
s'appliquant 3 des Stres qui ﬁ’ézistent-qne dans notre @gtenéement, 

ne laisse pas de'sueitér un certsin malaise lerﬁggfon se'écnne la peine
&'y'réfiéchir guelgue p@ﬁ §‘et ce gersit déjs wn Sérieux motif &e'éauter

de iz ﬁvévit absclueﬁ des axxcmeg de la Géomdtrie, quaad bien ﬂame les

motifs piug sérieux ancere, dont nous avens parle au 3, n'ezlsterazent

pas.

Quoi gu'il en salt dés gue nous ‘admettons gue la verite des axxames
est affaire de canventloa, la conception précédente des 8ires mataémdﬁia'
gues n'est plus pos slble ; car si 1’espr1t parv1ent encore & se fomer

une idee (plus ou moius confuse) de ce qus peuvant etra des ”proprlétés“

d'8tres purement salrltuels, 11 repugne VLolkmmenﬁ & penser gue les

”emeg-cbgets'géometriques, par exemple, puissent, & notre gré, tantetuk
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tan%&t‘pésséder,la-propfiété exprimée par ls pcséulat d?Euclide*? .

tnﬁtﬁt le négetion P de cette propriété. Comme nous svons vu que rien
ne nous ;ernet de chelslr entre P et P , foree nous es’t, poﬁ?ﬁtrouver

wne eonceptlca coherenﬁe, dtadmettre quﬁll ne s’aglt pag des mlmes

obiets Gans les deux cas, et gu'll y a deux sortes dfobjets gaemetriques,
ceux de la Géometrie euclidienne, et ceux de la Géoméirie non-euclidienne
Bien éntendu, la m8me situation pfévaut dens chaque théorie, et il faul
aone concevelr un type nouveau d'objets pour chague sustdme d'axicmes.
G'est en ce geuns gulon dit parfois qus les axzomes sont des ﬁéflnitlans -
déguisées : ils contiennent tout ce qu'il faut savoir des ebjets d'une
théorie pour développer ceite éerniéteg ﬁaié'@e sont dlordinsire des
*défiﬁitiéns” incompldtes, car il est le plus souvent possible d'imagine:
plusieufs'sorieg d'objets pesséd&ﬁt les pm@priétés-qn'éﬁumérent'lss
axiomes mais syant en outre d'a&tres propriétés, mathéﬁaxigues'eufnan
mathématiqueé,»compatibleg avec ;esvaxiames meis différant d’uns~sorte
é'abjets é l'autre. En particulier, iles noms des cobjsts dtune théorie
et des relations prmmitzves entre ces Gbgets ne gont aullement détermi-
>néa par les axiomes et peuvent Etre chclsls arbztrazremant soit dans
la langue conrante; avec toutes les résonances intuitives dont ellie estf
enargee, soit daﬁq des groupes de signes ou ée syllsbes sans elgnlflca-

tlon usuelle 3 1’93&9&%161& est que lorsqu'on traduit les axiomes en

”'ram§lagant les noms de chaque~e%get (ou relation p:imitive) suivant

up "dictionnaire® déterminé, la formstion des axiomes & pertir des

relations primitives (& l'aide des 5 procédés fondamentaux) soit

toujours la méme. Par exemple, en Géoméirie plane, on pourrait convenir

de dire "alpha" au lieu de "point", "béta' am lieu de "droite", et

, A%x,y% , au lieu de ¥x est sur y" ; 1'axiome "guels gue soient les

points x,x', il existe une droite y passant par x et x! % se traduirs
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guels qae solent les alphss x,x’ 5 11 @Xlste un béta y tel qae ébéz,yi
e‘b Aéx’:z’“é - : - , |

F&ut°11 valr dans cante lailtuﬁe une. re@ret%abla imperfeetzon de ls
méthode axiomatique % Blea an contrai -e¢le ne présente gue des
avantages. Tout d'abord, ea s*astre&én&n» 5 ne vsul&ir canaaitre des
'objéts msthénabiques gus ce qu'en expriment les axzc%es; on évite toutes
les erreurs auxqualles une image mentele plus riche ntexpose que trop
souvent, l'esprlt ayant facilement tendsuce & - s'aaguvsr implieit@ment
sur'des'gropriéﬁés gui lui semblent intuitives, ma;svne scnt pas;des
conséguences des aﬁiemes. Tantfque‘ies théorémes restaient simples et
eux—memes d'asccord avec l'intuition, ce danger n’étai*ﬁpas bien grand ;
mais avec les prozrés de 1?£nalyse, et l*ap%aratioﬁ de phénoménes incom-
' patibles avec l'intuition, il est devenu de @lus en plus sérleuz ; elest
ainsi guse l'on a oru gen&aut 1aagtempa gue toute fonction continue sdmet

une ﬁérivee, 8 cause de &’1ntaltncn grasszere que nous avons de la
”courbe reprasentatlve”'g?ane‘fcnctlaa Qﬁﬁtiﬁﬂéa '

Tautefels, l’ayantaﬁa précédent est toub nébatlf et la pﬁssibllite
de *{raduire" une uhé@Yla dtun iaﬂgacs dans un autre a eu des conge-
guences bien @1ﬁb lmnartaaﬁas sur le pro*r&s des m@tneﬂaiicnas. sngpa-
sons en e;fe* gue larsea'gn remplace, daus les axiomes d'une certal
théorie ¢ les no@ﬁ des objets et des relations par des noms ﬁ'obgetg
ot de relations d'une theorle %?’, les sxiomes deviennent des théoxdmes
~ dans 12 théorie é/ (e'esn-é-dx.‘ﬂe Ges cgnséqaaaceﬁ d,as axiomes de f’)
‘éiors, ei on tra&uit‘de 1a m8ume manidre tous les théordmes ée '?f: .
on‘ébtiént eneore desvthécrémes»de[<é/ , et cette dernidre théorie
se trouve ainsi enrichie d'un seul coup & dtuse foule de résultats
nouvesux auxquels oun n‘auralt sans doute pas pensé sans eela.

’ ﬁﬂ ezemple classique est la &aallué au Géomdtrie projeetive plane @




@y
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si, dans les axiomes de cette dernidre, on éehangé les mots "point" et
Bdroite”, 1@ systéme d'axiomes reste le méme ; & tout théoréme de
Géometrie proaectlve plane correspendra donc un théordme "dual® obtenu
gar l'echamge dec mots "point® et Wdroite® dans son énoneé
Gﬁ autre exemple remarqusble est une des demonstratlous gu'on peut
donner de la non-contradiction de la Géométrie nan—euclidienne plane

(2. Poincaré). Considérons le "dictionnaire" suivant @

plan o demi-plan y &

point du plan : pcinti&n demi-plan y > 0

dfoits ' demi-qercle de centre sur Ox
angle de deux droites angle de deux demi-cercles
distance de deux points logarithme du rspport anharmonique

de deux points et des intersections
avec Ox du demi-cercle de centre sur
7 Ox passant‘pa:,les deux points

8i on ftraduit” les axiomes de la géemétrie'non~euelidienne guivant ce

dictionnaire, on canstate que ces axiomes deviennent des théorémes de

Géométrie evelldlanne ; 8i doné on pouveit déduire de ces axiomes une
propoeition & la fois vrale et fausse, la traduction de cettle propositiol

serailt une propos;tlen a la ¢01s vrale et fausse de Géomdtrie esuclidien-

ne ; il en résulte gue si on zdmet que cetie derniére n'est pas contra-
dict

pire, la Géomdtrie non-guclidienne ne sauralt 1'8tre non plus.
Ainsi, uvn systcéme d'axiomes, ou, comume on peut dire encore, une
structure mathémabtique (bterme que nous définirons de fagon précise au
chap.Il), apparalt comme une mairice de.propositisnﬁ vraies, en quaslique
sorte :.de chaque propesition vrale conséguence des axiomes, on peut
tirer autaﬁt d?exémplaires différents que les cobjets pour lesquels les
axiames sont vrais comportent d’interprétatiens. On congoit,donc

1tutilité que présente pour le mathématicien 1'étude abstraite de
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de certains types de structures, utilité d'autant plus mafquée qus les
structures envisagées conporteront dfune part un plus grand nombre de
propositions vraies (comséguences des axiomes), et seront d'autre part
susceptibles de s'"appliquer" & une plus grande variété d‘bbjets mathéms
tiqaes(7<) ; un des buts de ce Traiteé est précisément de montrer comment
itemplol systémaﬁique de guelgues structures bien chcisies permet dluni-
fier ot de simplifier considérablement un grand nombre de théories
mathémgtiques.

La théorie des ensemwbles. Nous avons déja parlé, & plsueieurs'reprises, ds la

notion de théorie non-contradietoife H elle acguisert unse importance
toute.parﬁiculiére des qufon gbandonne la croyance & la vérité absclue
des exicmes. Bn effet, nous avons dit que la pensée rationnelle ne
saurait comcevoir dtobjets dont une méme propriété serait & la fois
vraie et fausse ; l!expérience‘sensible ne nous présente jamaisLée

tels objets, et tant que l'on adnettalit que les objets mathénatiques et
1eurs_prcpriétés‘nqus étaient donnés au5m§me titreHQue le monde exfériez;
il était tout & fait naturel de peuser que, pas plus que les objets du
monde extérieur, ils ne récelaient_de‘possibilités‘de contradiction

(et en fait, on ne songeait méme pas & se poser une telie guestion).

11 en est tout autrement lorsgue les abjets mathératigques sont congus
comme des créations de notre esprit, assoclés a des systémes d!axiomes
gue nous avons toute liberté de choisir & notre gré ; les exigences

Ge la pensée restant les mémes, elle ne saurait héberger ces hétes d'um

nouvelle espéée gue si elle est sssurée qu'ils sont indemnes de tout

germe de contradiction. EBEn dlautres termes, pour avoir le droit de

développer une théorie mathématigue, il faut au préalable prouver

(%) Ces deux exigences. =ont dlaoilleurs assez difficilement conciliables,
ce qui Pzit qu'il n'y a gu'un petit nombre de structures vraiment

o

"bien faites? , et méritant & ce titre le nom de "fondamentales" .

—




- 38 -
gue cetbe théorie n'est pas contradictoire ; clest la seule restriction
a@pcrtéevé notre choix des axiomes, mais slle est d'imporﬁance.

Peut-on donner une telle preuve, ot si oui, sur quoi la fonder ¥
Nougs avons donné ci-dessus un exemple de réponge partielle & cette
guestion, ramenant la non-contradiction d'une théorie & celle d'une
autre., La méthode suivie'dans cay exemple peut se formuler de fagon
générale comme suit ; si, en niraduisant® les axiomes d'une théorie €
comme il 2 &té dit plus haut on obtient des théordmes d'une théorie ¢,
et gi 1a théorie €' ntest pas contradictoire, la théorie %5 ne

1'est pas non plus. Par cette méthode, on a effectivement pu ramener

les unes sux sutres les démonstrations de non-coptradiction des
théories mathémstigues classigues, de sorte gue finalement on saurait

démontrer qu'elles sont non-contradictoires si on savait le démontrer

pour l'grithméﬁique}seule>; cette derniére apparaif zinsi comme le
pilier sur lequel repose tout 1'édifice mathématique.
Poutefois, pour "arithmétiger" de la sorte la Mathématique classique,
n 2 recours & des modes de rsisonnement d'un type nouvesu sur leéquels
i1 nous faub attirer 1l'attention. Prenons par exemple i'une des méthodes
par lesguelles on démontre la nén-contradietion de la %héorie des
pombres ®éels en supposant sdmise la non-contradiction de la théérie

des nombres ratiomnels (Dedekind) ; la "traduction" des exiomes des

nombres réels s'effectue en faisant correspondre & tout nombre réel x
~ x
1z totalité des nombres rationnels qui sont ;; x () :

( <) Naturellement, pour gue cetle itraduction ne comporte pas de cercle
vicieux, il faut caractériser les enpenbles de nombres rationnsls qui |
correspondent sux nombres réels par des propriétés gui ne font pas interve-
nir ces derniers ; on peut par exemple prendre les suivantes : z) si un
nombre rationnel appartient & un tel ensemble, tout nombre rationnel plus
grand lui asppartient sussi ; B) si, parmi les nombres rotionnels gui

sont au plue 6gaux & tous les nombres de l'emsemble, il y en 2 un plus
grand que tous les autres, ce pombre appartient & 1gensemble. On recon-
naétia 14 sans peine une précentation un peu modifiée des "eoupures” de
Dedekind .
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cetbte totalité, ou, comme on dit plus souvent, cet ensemble de nombres
rationnels étant considéré comme un nouvel objet. Tl comvient d'insistes
sur le caractére "synthétique® de cette comception ; 1l'Analyse classigue
considére bien, elle sussi, des ensembles de nombres réeis (pa? exemple
l'ensemble des entiers, 1l'ensemble des nombres premiérs, ou les interval-
les) ; mais ils sont plutlt pensés comme "champs de variation® pour les
'nambres gui les "parcourent® ; de méme,'la Géonmétrie envisage souvent
les courbes et surfaces comme Wlieux" gue "décrivent® les pointe de ces
emsembleé {(encore gue la conception Psynthétique" d'un.ensemble de
points y apparaisse aussi assez fréquemment, notamment lorsgu'il s'agit
de droites ou de-p1ans) ; mais c'est peut-8tre dansla vie sociale gu'on
trouve des démarches de la pensée gui présentent le plus d'analogie avec
celle dont noﬁs parlons : on y a l'habitude, en effet, de considérer des
entités socizles telles gu'un peuple, un régiment, une association,
un conité, comue distinets des individus qgui les composent.

C'est précisément cet acte élémentaire de la pemsée QRi, depuis un
demi-siécle, stest révélé de plus en plus indispensable danstéut@s les
branches de la Hathémnatique moderne (et non seulement pour des buts
limités comme des démonstrations de ncn»contra&ictien) : CONGevoir comme
. vn nouvel cbjet uﬁ engemble dlobjets, caraciérisés dans notre pensée par
‘uhe propriété qui 1eur est commune et n'appartient gu'é eux. Cette
opération peut dizilleurs s’appliqaer & toute sorte d'objets, métériels
ou gpirituels, mais elle intervient surtout lorsgu'il s'agit d'objets
matnématigues ; é partir de ces dernisers, elle permet de créer de
nouveaux objets, qui ont entre eux et avec les objets d'odh 1'oﬁ est ﬁartf
des relations auxquelles peuvent s'appliquer les régles gu raisonnement
‘en tenant compie des axiomes auxguels satisfont les objets mathématigues

initiaux, on peut ainsi démontrer de nouvelles propositions vraies
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s'appliguant non seulement & ces objets, mais aux ensembles qu'ils
forment; Comme exemple irés simple de telles propositions, citons la
suivante, empruniée é 1tArithmétique (et résultant des axiomes de cetle
derniére) : dans toul eunsemble d'entiers, 8l y a toujours un entier plus
petit gue tous les sutres. Il serait facile de multiplier de tels |
exemples, et on cangozt done l'enriehisseueﬂt gu'apporte l'introduction
de 12 notion d'ensemble dans les théories mathématiques classiques ;
par ailleurs le lecteur constatera dans celt ouvrage & guel pointz elle
est ﬁevenue, avec les notions qui s'y rattachant, telle gue la notion

générale de fonetion, et celle (plus particulidre)} de correspondance

biunivogue,lzs base fondamentale de toutes les mathématiques modernes.

Il 2 d'ailleurs fallu, en vue de la variété des applications de ces
notions, én codifier les principaux usages, et dégager des propositions
générales, qui sont yraies sans gulon fasse sucune hypothdse sur ls
nature des ob;eﬁm initisux qui constituent les cnsembles intervenant

danz ces‘gronasitions : clest ce gu'on appelle la théorie des

Yensembles abbtraits”

es paradoxes de la uﬂ@Ofla des engembles. Ce n'est pas ici 1e lveu dl'entrer

S

dans le détail de cetle théorie, qui sera exposée au chap.ll de ce
Livre ; et nous n'avons dit quelgues mots de la notion d'ensembls gue
pour en arriver aux éifficultés logigues soulevées par cette notion,
ce gue 1'on a appelé lss "paradoxes™ de la théorie des ensembles ; néus'
nous bornerons & deux de ces paradoxes. v

Bn prenmier itien, remarguons q&’@x priori, un ensemble d'objets est le
plus fréguemnent distinct des cbjets qui;le composent ou comme on dit
plus seuvenﬁ,'qui aggartienneﬁt a l’ensemble‘ {par exemﬁle 1lensemble
des entiers n'est @asrﬁﬁ entier) ; mais'il peut aussi &tre iéen%ique &

1'un d'eux (par exemple, l'ensemble de toutes les abstractions est une

abstraction).
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Considérons alors llensemble E de tous les ensembles qui p'appartiennent
pas 3 eux-mfmes, et cherchons si B sppartient ou non & lui-uéus.

Si E asppartient & lui-méme, il n'sppartient pas & 1ui-m8me par défini-
tion (puiscue les objets composant E sont les ensembles n'appartenant
pas & eux-mémes) ; si au contraire E n'sppartient pas & lui-mme, il
sppartient & lui-méme par définition. Nous sommes donc contraiunts de
conclure que E appartient & lui-m8me et n'appartient pes & lui-méme

& 1a fois, autrément dit, nous obtenons une contradiction.

Ee?ant ce résultat extraordinaire, on peut penser gue lg définition
de E est telle quielle le rend absolument inconcevable pour‘l'intuitigzz
et par suite qu'il n'est pas permis de faire un raisonnement gquelcongue
sur cet ensemble. lais le second exemple gue ncus allons domner concer-
ne au contraire'l'ensemble des objets mathématiques les plus intuitifs,

les nombres entiers. Désignons en effet par A 1l'ensemble des entiers
gui ne peuvent 8tre définig par une phrase de moins de cent mots

. L Lx e
francais 3
car les phrases de moins de cent mots frengais sont en nombre fimi ,

il existe des entiers qui appartiennent & cet ensemble,

4 plus Torte raison celles de ces phrases qui définissent un entier ;‘
il ne peut done y avoir qu'un nombre fini d'entiers défipis par de

telles phrases. Il y a par sulite daus A un entier n plus peuil gue

toug les sutres ; d'autre psrt, nous pouvons définir n par la phrase
suivante : "n est le plus petit entier de l'ensemble des entiers guil

ne peuvent &ire définis par une phrase de moins de cent mois frangais" H

I

(%) Parmi les objets qui composent B figurent en effet tous les ensem-
bles dlentiers, tous les ensembles d'ensembles dlentiers, tous les
ensenbles d'ensgembles d'entiers, et ainsi de suite ; or, on a déjs une
trés grande peine & imaginer seulement ce que peut etre un ensemble
d'ensenbles dfensembles dlensenbles dlentiers | '
( % %) Wous entendons de fagcon précise par "phrase définissant un entierm
une phrasge éunongant une propriété gui appartienne & vn entier st un seul,
gu'elle carzciérise donc complétement, :




4"Qe a,pﬂrasa ayant moing de a@nt m@ts, n a’agﬁartienﬁ pas % A @ar

,iéflnitlan. ﬁ@us arfi?en& donc d@ nouveay & un résal%a$ absarﬂe, puis—

‘besalﬁ de beaucoup a?ha%ltade dea demenauratlans maﬁhe@aﬁi@ﬂag p@ﬁr

’sl&ylement gu'il est nécesssire de flxsr cette dernidre éeﬁ bﬁrnes;

_renomeer & ls qaasi-*atalité des mathématiques, mais & la ecireonscrire
'ylus aettament, en xeutramgﬂant ses pﬁ&“l@il&ﬁeﬁ é?applleaazan m&% cas

"a&i se préaeatent @Lfeetlvemaag»éaﬁg leg faiseﬂm&m@nts maﬁhamatzaﬁes

ot ns e@ﬂénlgent a@ggf&m@@n@ Pas & des ae@traazgtians, taaﬁ en ;ntarﬁiu

sant ;ar aiil@urs son emﬁloi dans des raaﬁaﬁasmeﬁt@ aa.genre de ﬂeux

_dire qms les regles psrmetteﬁt de 19 canalacrer), on a aassi le droit

-

gue 2 a@paf%zaﬂt b n’a%@ar%;ant pas 8 & 3 1a fbag.

Que fauﬁvil penser a& ces raxseﬁn@meﬁts désaaeartan s 7 Il ﬁ*ecz P&ﬁ

qentzr qa’llg ne sont pas dn tyge ord;naire de coux gu'on ?6&302%?@
&aﬁg ces Cé eﬁszraﬁloag - ce sla ost vraz aagsi ‘bien de la ﬁaﬁﬂ@“&tiﬁaﬁ
clas&zqae qaa ées théeries madernés lea Qlus variees. »Il slagit &ana

is d?uﬁ véritable éevergenﬁag@ de is pensee mathemaizqaa, maa%r%ﬁt

qu’elle ne Qox% pas iegusser.,ﬁazs les égffiﬁaltes ﬁﬁmmanceaﬁ larsaa’zl
stagit de savoir gaelaues ‘bornss il faut 1mpeser, et pour qasmlas

I‘alﬁﬁﬁﬁ .

ﬁemme c’aaa ia notion d*@ﬁaemble gui est  da raczﬁe ﬁu.mml Qﬁ pent

eh@rcher non & glen @asser ea&pleta&gnts ¢ce gui ne se pourrsit saus

ni mpﬁen% aux ﬁparaéayegﬂ . Gﬁ gboutlit sinsl, par ezaﬁple, ag 87 tame
é@ regles eonnnes sous la nom &'“aﬁiaﬁeg &e Zeﬁmale~§raeaxelﬂ(’e}
é*agrﬁs ces régles, on & le ﬁrezt entre antreg, de cc&s&dér@r l*engembI&

fcmmé d& d@ax ebgats guglecnguas § v an&amble étaat ﬁﬁ@nne” (e*%st-é~p.(

de e&gqmuérer l’epsambla as tous lea eﬁsamblgs eentenﬁs éaﬁs it agembla
_donné (—* %Y

% %} %izz AJFRE

4gf.L Elnlei ang in éie engenl@hﬁa, §16
xx) On dit gu'un sasemble A est ggggggg Gzus un ensemble B 51 ﬁcaﬁ -
dbjat apparteﬁan% 2 A d?§8“@¢&ﬁ aussl E n .
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.mdis on ne gaut arler de l‘eﬂsembI@ yafadgxal A aeaslééré plns haat,
car la,propfléte gui uéf;ﬁi@ les ent @rs gul le oon y@ﬁ@ﬁu n*a&t pas
d'un genre admis pax le aysté@e &a regles.” '
'{Ez.aweyuant ce *eias ae vaﬁ, on 9»&& 3aa¥e&araar @a&ne la Eaﬁnwmaziqaﬁ
;\éaell@érq&; na~ranze$m§ gas de falw@ﬁﬁ?manﬁ ﬂ!abe*sgaﬁt gas aux réglef
»gfaced cntes. lHais 1es ﬁﬁeh&ﬁ&blﬁ&@ﬁ% ﬁ&ntwiﬁlﬁﬁalﬁﬁesﬁ la&ss&a@ beau-
asap ﬁﬂ¢ ns de lﬁ 1@&&& & la p@nuae &@ﬁhemailaue ; sccsptant la &aa&%@
des n mbxas QE£XQ39 conne uﬂ@ ;ﬁﬁaﬁﬁlan fondans aie &a l*@gp ens
f{vai 3), llﬁ ;rmscrlveat tout ralseﬁa@mant q&l ne se r@%tachm pas
:1%@3 latgwsat 2 ee*t@ 13@413;0&, ce qui les sa&aazt, ﬂﬂﬁ seaia&ant a
*erd&ze 1’nsagn de certaines reglos éa lﬁglqga eﬁ a r&strsaﬁﬁra
co&sx@érablemeh% is ﬁatxea d'sugemble, mais aﬁaare 4 rejeter %Gﬁ?e aﬂe
paftze aa ﬁaé&fi&ﬁ.ﬁ&t&&matlﬁﬂ%& aﬁtaslle at«a refaaﬁr@vanizéxaﬁsntr

2

:lm dpmeru%?a 10&* aa eelieb gulils a@nservaa», ce qui 8 dlaillicurs
pour ei‘ze‘ﬁ de comz}lz.gzzar al%ﬂi%remﬁnt fzes &emz.eres {%)
'a=1ag ds ces deux CGE“@%ﬁiQﬁg n*ewt L'éarz de la Gf?tha%..

Eous avons it glas hﬁ&% gsurauﬁl, 2 neﬁr& aﬁla iz haﬁs~q&$ a%S
'-1ﬁzuzﬁlsﬂaxsﬁeg donnent & dleur eélfica, ;a %ﬁeorle ées a&tzera, ne ﬁﬂﬂs
‘SEﬁﬁlaiﬁ pas ﬂessgder ls @ravileﬁe qn*ils dui atsribngﬁt par Millears,
tont mach&maﬁiglaﬁ gGﬂGiGﬁX aa s g@ﬁs?allte aﬁ de 1§9*eganﬁe de aa
%Gl@ﬁﬁé tréuvara aﬁqx¥e la muzllatlea qu’ﬁﬁ veut lus féiza smblz,

S0US grét@xia d’@caapper aux V@?lﬁabl@@ cal&qﬁsmrs, ﬁaﬂﬁ ra@yars avee
kiwa ralgonnenents &&%ﬁﬂw& siquds asaels, qus sont iws ﬂgaraﬁeﬁ&ﬁ“f"-i
B*aa aatra @sae, Sl les axicnes ﬁa Zermaie«ﬁr sakel as @fe&sm%&nu yag

get lﬂw&ﬁ?@ﬁiwﬁ%, ¢19 a@yaraissebt comne &es aegrets “‘% % Taires ;

a?) ﬁaas ne pcuvomg iﬁi autrer éaag iz detazl das thsseﬁ 1&%&1?;@&»
nistes. Un en trouvers par exemple llexposé dans le livre cité
e Fraenkel, ou dons .ﬁ, EEE“I@&, ﬁaﬁ?ematlsche ﬁ%anélaﬂenfar schung,




&
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=i 3 r¢1menz les cb;ese maiheﬁaizg&es ﬁﬁx saelqn& ex;gt@ﬁa%5 on ne ?@ﬁt

o

pas ua»“azwcﬁ Qzélﬁﬁﬁ }a ud doit xﬁatreznére iz libar%g a% penser %ﬁx

' Laaleﬁa¢%-l'eﬂ%rlﬁ

@ﬁa@ﬁalﬁ& gu@ f@rmgn% ces ﬁfg@is ; ou ylvta Qﬁ ?ezt ﬁr@v que ces

regtrlcﬁégua ne 6@&% gue éﬁs ag@@iLQJtﬂg “mtradaiis ﬁﬁi&&?ﬁ%ﬁ* en vu%

;‘a?a?iber toai prix les = snseubles garaﬁ&xaax,,ma&s»q&i.na Sa&lﬁiﬁﬁﬁ‘

(?*)
Enfin et surt ut, noaﬁ a'avens ﬁnliém@nt répondu & la guestion

yraalaale,}sxgaaiea plug ha&t, que @9&3 1& eeneepﬁiuﬁ des objeis

dtune tﬁeefla matnem&%zqaa iz ﬁraave gue ceuta aﬁécfze est axe@pte

de contradiction., IL %emble mémﬁ que l*utllzsaxzan éﬁ ig thscrxw des

suseubles ?eu?wceriaimes ﬁﬁﬁuﬁﬁﬁ?&bl@ﬁs @ar%zeiles da ﬂﬁﬁ-&ﬁﬂﬁ”aﬂiéﬁi@t

'_xamette ew guestion la valldzté de css éamaagtra&&a&s. En taa@ cas,

il faaﬁrait prouver gus ?*asage des ax;a@es ée 1'Ar1@hﬂe%1gae et de'

la théerle d@s eﬂsamlleg {f@ﬁtrﬁlnte d’ane aaﬂiérs ou a’una Auf%,
ée Fag@ﬁ f'evzter les ”garaéaxesﬁ) ne g@uﬁ an»razner de eaﬂtraﬁla tion.

Uz, jﬁﬁ@ﬁgAﬁi on n'a d&ﬂ&% ée ce fa;t aueuac urauv@ eanv&zacaﬁuq, ot

il est Améme Tort éaaueaz ga’on guigse en ﬁeansr une qui ﬁ@ sai* nas

Arx x) -

: plus aulmaims ane uet;tlaﬁ de griﬁelye =

%

(a%) yeur‘les leetears gui ont %éga.quaiuas eennaissaaee de la thé azis -
des ensenwbles, ciltons en particulier l'cbjection sulvanie, gui
s?a@parente avec ce gu’aﬂ.ampalle le Yparadoxe de Skolem? (of. ﬁfaamkel

loe.cit.,p.333) : 1l résulte des axiomes de Zernelo=Fraenkel gus les
seuls ensembles d'entiers gue 1'on puisse jemeis econsidérer ,
_iadzvzoueilamenﬁ-aaﬁt en infinité dénen pbrable, cer les propriéids

qud sont admises par ces sxiomes pour éefiﬁlr un ensenble dientisrs soy

elles-némes en infinlte Génombrable. D'autre part, un des axiomes

permet par contre de considérer llensemble de tﬁag les ensewbles

d'entiers, et un théoréme clessique de Gantor (qu'on peut Gémontrer
dang le gyatéme a’axlemss de Zermele-?raankel} prouve gus cet $ﬁ$6mb1@
& une puissance 5hrzateﬁ9mt ugerleare 2y @évombrable.

(% %) sur cetlie guestion, voir nctamment-les récents tr&vaaf d@ sﬁéel
’réﬁuméa par exemple par J. Herbrand, Jca:n. de rella, t. 166 (995 8%
2 ~ 2 % 3 Z §‘ &
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La mathématigus farmalisée. éaﬁsl, il semble blea que, da ce leng effort pour
conprendre la nsture et la poriée du raigongenent mathematigus, nous ne
guisaznaﬁ ezrer que des/eancluslens décevantes. Tout éta&t;slmyie aans

J notre eancagtleﬁ.”na;ve“ 1n1tiale :jla mathémgﬁiqée;était une agi@gee*
,”exaete~, s'occanantrd’ﬁebaets” bien earée%érisés..ﬁais lorsque n&u§
avons voulu voir ces cbjets de plus prés, 113 se aent &erebes dane une
bruse toaj@uxﬁ Qlas impénétrable ; et, biEﬂ lszn d'étre le 13&@&%@
scientifigus un¢varc@1 S'lmﬁO$aﬁt 2 toub esprit de f&gcﬂ inéluctabls,
la mathématicgue a fini gar ncas apparaiire comme variable a‘un m@&emaul-
.ﬁian4é ifautre, suivent l!”aeale” & laquelle il se ratiache et ses ‘

. golite pereonnelg; gul lﬁivfaatfacce§t$£ ou rejéter telle cu telle
théorie. ' -

Teut ntest cependant pas perdu, et nous sllons voir gu’ll restec un
moyen d'echapger‘a toutes les diffienitss que nous avaﬁs rencontrées
ci-dessus ; il véside daus ce gu'on peut aryeler iz eaﬂeeptloﬁ 1armelle
{ou fczmallgte) des mathéuazlques. :

51 ne@s avons vainement cherc ché é avlalre¢r iz notbon d’abget h
maaheﬁa%;gue, etest qutil s?aéit ia dfetres.metaphyslqaes, gui afent
@as ﬁ*axlstence cbjective on dehors d@ netre yensee ; de Qa?%lil@g
controverses ne ﬁurglralsnﬁ gaa ? yrﬁgea d’ebjets de 1‘@3@@?1@39@
>S?ﬁ$iblé; He geut-bn donc ramener ls Mathématique sur le terrain solide
de tsﬁtes.lesvgciénces de Ia‘ﬁaﬁura, 9ﬁ’ahaﬁdon§ént‘eaﬁma ces éé?ﬁiéres
l@ﬁ spe»ul tl@ﬂs-métaphyslqaeﬁ 1nca§ables de eoaamlre & a&ﬁﬁﬁ r@smlyat
yﬁaltli ? ﬁe Qnut-eﬁ cence?elr une ﬁathamataqas saas eb;sts ‘
ma%hémgt;guea (au'seﬁs sﬁ.nsua svons en%eﬁéu ees,m@tg 3ﬂsqa‘1ei} '

ﬁ premiére vue, ectmb iﬁee semble teuf simplenent absarde, car 11 ue

- saurait ¥ avemr de sczence sans aueleue cbgeﬁ augusl elle s! app¢igue }
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et si anous bsanissonsg leg Yobjets mathémathuea”, gaels geront done

les oegets dont s'occupera le mathématleien 2

Pour éehapper & ce dilemme, rappeloms-nous que les "objets mathémati-
ques" dlune théorie n'interviennent dans la théorie Queipar lliﬁ%erméé"_
disire des ?relatiens-?rimitives“:éntza vafiahies_du type de ces abgets,é
ot ﬁeg-axiémes formés & partir de ces relations primitives par lee
5 procédés fenéémeﬁtaux ; clest 1a un fait reconnu en saéstanceléepais '
far%‘leﬁgtemgs par teaS'leé mathématiciens ayant un peu réfléchi'& léur }
science, ﬁalsqus déja Pascal, éans ses bbserﬂatioﬁs sur 1*“%59?1% .

ometrlque” 1nslste sur la ﬁeeems1ze. pour razisonner csrrectemnut, , ‘i
de ﬁsﬁbstltuer_menualemaﬂb,ia éeflnltlaﬁ'a la piace du défini® pariout
ob ce dernier imtervient. Les véritables objets de la ﬁathémafi@us,-
ce ne soﬁt done pas les~“ijeﬁs;mathégatigues“ dont nous avous parlé“

jusqulici, mais bien les relgtions primitives et les rslaﬁions-cemplexssg

formées 3 1taide de relations primitives.

llaig, dira-t-on, daus l&w relaaians primitives il figure des varlasles
eﬁ ces éer3¢ereﬁ Yrempls ceat? Lvﬁ Gb4eug matngmﬂticues auxguels nous
ﬁous treuveﬁs,aingi ramenés, G’esu ici gue se plaee 1e toufﬂaﬁt QéCISlf
.‘qui conduit & 13;maihémati§ﬁa ioxmallsee : il consisgte & sdmettre gue,
contrairen ent & ce qui vient d'8tre di%, les variables ne fremplacent?
rien 6u tout, et ne “reyresenﬁent” rien d’autre qa'elles‘memes, clest-
«dife des lettres auxcnellas nous ﬁ*a%tacﬂcns aucune szaﬁlflcatlan ‘
u-ure gue lg za’* que ce sount des ﬁ9881n$ a’una certzine xerme traees '
sur le ﬁagler, et qu‘zl inporte seulement de ssvoir a;salﬁguer les

vns des autbres. Ges lett res se eemazﬂenﬁ bﬂlvaﬁt des régla dg+pr@i

%
UL‘;

’n es avec é'au&rﬂs a”fias pour COﬁﬁtitu&f les reiaﬁlon@ ﬁ?i*iti

;

(par exemple les gignmes x,y,+,1, =, 86 ﬂogbxnent daus la rsla

y=x+t1) ; ces derniéres sc eemﬁzneﬂt eﬁsulte entre elles Dar 19&
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par les 5 procédés fondamentsux pour former toutes leé’rela&ions gui
interviennent dans une‘théarie(%;); Eatﬁrellement, les signes sutres gue
lesvvériables gui entrent dans les relations primitives, doivent eux
ausgi Stre considérés comme ayant perdu toute significéﬁion,‘et n!étant
blus queldés dsssins~d'ﬁne forme déterminée ; il en est de méne des mots
"il existe", "guel que S0it® , Teth, ”oﬁﬁ qui peuvent d'silleurs asvanta-
'&eusemant gtre remplaeés par des signes plus eondansés (dans ce Livre
méme, nous remplacerons trms souvent ”11 ex13teﬁ par j ; "quel que soit'
par v : les logicleng bcrivent aussi & & 1a place ae'ﬁet“ ; VY ala
place devﬁcuﬂ). Enfin, le mot Pvrai" n'a plus lui-méme gu'un sens pure-
ment conventionnel, et sert-uaiqﬁaméﬁt é distinguer certaines proposi-
tions (certains logiciens 1e_reﬁpiaeent d'ailleurs par le signe }-_) :
gusnt sux®régles du raisonnéﬁenfﬁ, elles nfont plus gque la vsleur de
conventions arbitraires. - l |
~ Le lecteur gu'étourdirait un peu cette fuit? éperdue de toute la
mathématique aané 1o conitne u form ime ok i 1a conventhon, pourra
fixer ses idées en’comparant la,mathématiqve formalisée & un jJen tel que
ie jeu d’échecs , les piéces du jeu sent les varlables et iles s;gnes _
gui servent & former les relations prim;tives, ainsi aue ceux gui relient
ces derniéres dansvl’agplleatlan des 5_procedes;fondaﬁentaux4,_198 situg-
tiqns{sur l'échiQuier eefrespaﬁdent aux relatiena (primitives,ca_cemglaxe
les rézles &u.raisonnemﬁnt aﬂx régles du jeu qui permetteﬁtldé passér ‘
dﬁﬁnefsituation é una‘autrer; enfiﬁ les mots'ﬂfalaﬁicnﬁ “propositian” :
"vrai”, correspon&enﬁ aux texmes conventionnels par lesquels on aés;gne

certalnes situations ou certalns passages d’une sltuatlaa 4 une autre,
comme "rogue® , ”echee” - “mat" :

{x) 1l semble & premiére vue subsister une dxf‘leulté dans cette ccaeep~
tion, car si elle élimine la notion d'%objet varisble®, om ne voit pas
imnédiatement comment elle peut se passer de celle d'obget explicité.
Noug verrons au chap.l comment on résout cette diffioulté, én remplacgant
les objets explicités par les prcpriétes gui lees caracterlsent.
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G?est ce paxnﬁ de vue que nous adoytercns dans les ehapltres qui
vont suivre s 13 s'applique, non seulemant aux thésrzes mathéJaxlquas
class1ques, maia sussi & l& thearie aes Ensembies, eﬁ la reaation
prlmltlve ”XéEX” szgnifie, dans la conception "naive? : llobjet x
'appartlent l’ensemble X 3 quant aux axiomes de la fneerie des Eﬁsem-
‘ b;es, ils ccrrespoméent en substance zu systéme de Zefmelo-Fraenkel :
leur choix est naturellenent arblurazre dans une lazge mesure (eoame
,celal_de.tout systéme dfaxiomes) et est guide per le socuel de cempreadre
dans la mathéuatique formslisée toute la mathéustique actuslle. |
Ces axiomes et ieuis prineipa1es conséguences seront exposés sux
chapitres 1I et 1II, aprés q&*oﬁ sura, dans ﬁn ;rémiér,chépitre,}éaoncé,
avec tout les détails nécessaires, et en 86 plaéant au point de vus
formaliste, les rdgles de formation des rélations, et les rdgles du
raisonnement. Hous mgntrerans sussi su chap.II, comment la Théorie
des Ensembles ainsi congue est le sﬁbstraﬁuﬁ de toutes les théories
'mathémaﬁiques ultérieurss ; eu ehap.III et IV’ nous aeveleppe?ons denx
de ces tnecries, fondamentales pour tsute is sulte du Traité :
’1?érithmétique elementairefeﬁ-la,uheorie’@es ensenbles ordonnés.

Toutes les difficultés liées & la conception des "objets mathé&ati-
'Quea”;S'évagéuiséent avec ces derniers laéaquvcm»se'plaee au point de
- vus fezmaliSte ¢ 1¢ neg su331st’ plus en Aaﬁhématiquw gue l@s &bgetg
ﬂu&ﬁ@fl@lﬂ que sont les relations, comsidérés comme assemhlages de
s;gnes, et ils ne pauvanu étre l'occaszon de controverses métanhyslques;
pas plus que ne peuvent 1'8tre (pour suivre noitre comparaison) les
piéces du jeu iféchecs;, Eés paradoxest ob venait achopper la thdorie
des B wnsembleé "nalveﬁ dlspara4$sent également, solt parce qu'ils font

1ntervenir éea relations dont s formaticn,n'est yas ccﬁforme aux r&bles:




- ’, . ,-49-,
' poit parc@ que les axlemes qui permettraient de les formuler ne flgurent
pss dens le systéme choisi. Eofin, 1'obligation de prouver Ppar avance
1a non-cantradietlon dtune théorie n?a plus de raison d'etre, puisgntil
n'est plus nécessazre de sfappuyer‘sur l'”existence“ dans la pensée des
ﬁabéetsfmathématigues” . Le fait qu's an‘mqmant é@nﬁé de son ééve@oppe-'
'm&nﬁ'hisieriQGQ, ane théorie csntient}ane greﬁasition:vraie dcai ila -
négaiacn est egalement vraie est un fazt dlordre ezpérzmantal , si on
constate un jour un tel fait, nous avons Vu plus haut ( & 3) comment on
pourra 1‘1ﬁﬁerprétar, en su@yr;maat aﬁ,cu,plaszeurs des 331ages de la
théorie, gui deviendront des propositions faﬁéses dans la nouvelle
lﬁhéorié ; naturellement, il y sura lieu aassi, dens ce ces, de repren-
&re toutes leérprO“Qui%iOEﬁ vraies de ia:théoriefinitiale, pour voir
si elles restent encore vraies dans ia théorie modifiée.
L‘éveﬁ%uallte d'une centradzctlen dans une *hearle mazhématique
elasslgue nous paralt dlailleuws fort imyrdbable, au méme titre qu'uns
' hrusqae neazf*aacze; dtune loi aaturelle, et pour la méme ra;son,emplrl-
que, & savoir gufil ne sfen est jamais pres&nté 3asqu'ici il serait
evzéeﬁmmﬁ% 1ntéressamt de posséder une preave aksolument convalncante
Ge non—centradlct ion, mais ncug avons d&t glus haut q&e is possibilité
a’uae tella»?reuwa est, elle auasi, trés douteuse. Quoi gufil en sa;t,
il est leisible au mathématicien, & l’&%ri ﬂu_farmalisﬁa, de se désin-
 €@?@5$@? de ﬁeﬁﬁe ques*iéﬁ en 1l'sbandonnant aux logiciens, sans en 8tre
ie moins du.mcnée géné dans le développenment de ses théorzes 3 é’eét»
, T’dttitude gul serz la nétre. ﬂ
f Hathématigue et realzté. I1 est sans doute de nombreux ot d’excellenbs
eépritg, parmi les maﬁha@ailciens, et sur toub pafmi ies phvsxelans et
chimigtes gui utilisent 1esuthéories maihemaﬁlques, & gqui la formalisa-

tion des mathématigues paraltrs une solution de Pacilité, un refuge

L
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commode dans la tour d'ivoire de l'sbstraction, une défaite mal dissi-
mulée devant le grand probléme des rapports de la mathématigue et dn
monde extérieur. 5i justifiée que paraisse cette opinion su premier
abord, nous croyous cependant gu'elle ne repose gue sur une confusion
entre deux guestions bien distinctes.

11 est certes extrémement commode su mathématicien de raisconer, ou
d'avoir 1'illusion de raisomner, sur des "objets" gu'il a 1'impression
d'analyser, de disséquer, de combinér dans sa pensée comme le chimiste
dissocie ou féit réagir des substances matérielles dens ses appareils,
vet gu'une longue habitude finit par douer, & ses yeux, d'une fexistence”
sussi indiscutable que celle des objets de l'expérience sensible ; _Y
ltesprit humain est naturellement %ontologique®, et se sent désorienté
g}il ne peut suivre laz pente invincible gui le porte & pemser par
“ggrés“ et "attributs" . De méme, chacun sait combien une figure peut
feciliter lelraisaﬁnement dans un probléme de Géométrie ; mais toub
le monde'a&&et'aQSEi gue la figure n'sjoute rien dfessentiel su raison-
nement ; elle n'est qu'un moyen d'en concentrer plus nettement les‘
divers éléments dans la pensde et d'en rendre le déroulement plus clair
et il est utile, le cas échéant, de s'en passer wlontairement afin de
pouvoir vérifier que la démonstration est bien conforme & la stricte
logique, et non basée sur des intuitions irompeuses suggérées par ia
figure. Tel est, & notre avis, le réle gue jouent les "objets
mathématiques" dans la pensée du mathémeticien : ils constituent une
fiction trés propice & la cristéllisatiaﬁ de 1'intuition des problémes
étudiés, intuition sans laguelle aucune découverte n'est poseible ;
mais, comme nous l'avons vu plus hant, 1'intuition que nous avons de
ces "objets®, clest en réalité 1'intuition de leurs propriétés. Le

développenecnt des théories mathématigues modernes vient dl'zilleurs
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confirmer le bien-fondé de cette conception de la psychologie du mathéma
ticien, en montrant combien cette intuition différe ase 1tintuition des
ébjats gensibles ; les propriétés de certains des "gtres® gqui inter-
vzanment dans ces théories, comme par exemple l'eayace de Hilbert ou
les nombras p~ediques, sont telles gu'elles ne permettent de sfen faire
asucune imsge, méme grossiérement approchée; par analogie avec des &tres
du monde extérieur ; eela.n‘eﬁpéche nullement les spéeislistes de ces
suestions de se forger, a leur propre usage, une intuition parfaitement
wtilisable de ces propriétés. 8i nous insistons sur ce point, c'est que
tout en recomnsissant 1'intér8t pratigue de la conception Yonmtologigue®
des mathématiques, nous croyous gu'il importe d'avoir une idée aussi
clsire que pessible de:ee gufellie Tecouvre dens la pensée, afin d'éviter
de se laisser arréter par de gseudo-prdblemes métaphysigues comme ceux
gui avaient paru nous barrer 1z route : le formalisme n'est autre que
la réaction de défense gui permet & l'esprit de ne pas étre pris a son
propé@ jeu, et dominé par les fantbmes qu'il a lui-m8me évogués.

Bien entendu, de méme gu'il serait sbsurdement pédantesque, sous

le prétexte d'éviter des conclusions intuitives‘erronéeeg de banniz

systématiquenent les figures d'un‘livre de Géomdtrie, de méme, dans

ce Traité, & l'exception des chapitres I et II du Livre I, les

démonstrations seront présentées dans un langage dont 1'interpré-

tation naturelle sera l'interprétation "ontologique" ; mais on aur:

donné, dans les chapitres précités, la clé permettant, si nécessais

d'interpreter les memes domonstraﬁions dans la conception formalisi
Quelle que so0it 1la positlon‘que ilon aaopte dans ce débat sur l'eXAS-
tence des "objets mathématigues®, elle n'a aucune répercussion sur le
déroulément des théories mathématiques existantes, puisgu'il ne s'agit

gue de leur interprétation mentale. Cl'est pourquol, contrairement & ce
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‘ qa’an pourrait croire & premiére vae, elle nilnflue pas beaucoup plus

:sur le nrobléme de l'”appllcatlon” des mathemaiigues aux phénoménes

expérxmentaux. Ii en serait aatrement ai la conception "ont elegigue”
des matbémazlaues permettait de danﬁar ce probléme une s@lutian satis-
faisente ; meis il favudrait se metire volontsirement des ceilldres pﬁﬁr

oger déclarer qu'il en est bien sinsi. Sans doubte, - et nous 1'avons

déja dit - les mathématiques 4 leur origine et sous leur aspect le plus

~éléﬁentaire,'reposeﬁt sur 1'33preseicn,i&éalisée de guelques vérités
Aexgérimentales trés simples‘; et il est peu de théaries mathématiqées,

méme parmi les plus moéernes, ok 1’cn ne yuisse par caelgue biais

rattacher les exiomes & uvn falt &*exparience eeurante ; male ce ratta—
chement suppose le plus souvent un tel travail é'abstraatiaﬁ et dtélabo-
ration gue l'esprit non prévenu serait bien en peine dehreeoﬁnaitre le
fait en guestion sous les axiomes qui iui correspondent. Zn oatre,‘
wéne vne Tols admise cette base sxzérimenfale dea axiomes methématigues
{que personne ne songe sérieusement & ﬁi?r), le p;us difficile reste &
fa@fe ;;caf;il'a'agit,d’ezpligaer comment, traveillent aar'QSé,baség
expérimentales déjs fs?temaaﬁ idéaiisées,iét avec des w’thﬁdes qul ne

' ex
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doiwent rien & l'expérience, le mathéma? parv1an$ & montrer des
méganisnes cﬁi 8*&ﬁ¢£tﬁnt si Werv911¢eueaﬁenu 8 1'1ntar@ret@tian de
@ﬂenamaﬁeg teut auktres gue ocsux donz on était parti pour formuler les
axiomes. Pourguoi, dans un monde expérimental c& tout et fini, 1'idée
maﬁhémaﬁiqﬁe'ge 1'infini se révele-t-elle si féco nd~‘?: Dlod Vl@ﬂt aue
ie *aicul différentiel est 1a.seule clé ea§ah1e de relier les qa@l@uas |

m;@gtheae% exﬁre&&&@nb ginples cque sont 1@5 lois de la liécanicus, avec

'des nhenﬁménes aussi conplexes que le mguv@ment a'un ~yrescops on celui

du systéme soleire 7 Eucore grenomaaﬁous i dsa examples trés classi-
ques ,1
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mais la Physigue moderne nous offre des colncidences autrement trou-

‘blantes, puisgu'on y voit des théories mathémaﬁiqusg déveleppées éeguié

longtenps sans le meindre séuci &'a@ylicaxion@, comme la géamétfie des

espaces de Riemenn, ls représentation linéaire des groupes ou la théorie

des opérateurs de ll'sspace de Hilbert, se trouver &ire les outils

particulibrement @7ﬂptés & lg théorie de la Belativité ou & la

fhg%lﬂﬁ% de 1t atonme. »

Krouveronm«geuﬁ un ge&r ie ”pourqucx“ de ces phéneménes, ou esu-ee la
une guestion inaccessible & l'esprit humain 7 Pour le moment, le mys-
térs resie entier :'il,aemblé gue l'on soit en présence de quelgué chose

é'analo >US 8UX “gréaﬁaﬁtati&ns” gi Tréguentes {et si inexplicables

‘ellés aussi) en Eialagie, oh liﬂﬁ voit se &évelcpger de facon totalement

lﬁdeperaante aeaﬁ chafnes de pﬁéﬁaﬁéﬁ s, dont l'gboutigsement £8 trowe
étre deux arnanlg@ s perfaitement adaptés pour former des parties '
complémentaires d'un mBue tout et fonctiommer en ume ceopération harmoni
éi?.;.gﬁ. 2 g 7 3 B
in tout cas, vis-4-vie ds aés ;rehlé%esgvaﬁ'voit gulon ne perd rien

en remongent & la ccﬁse;tica ﬁmazve” des mathématiques, pulsgue celle-ci
slavire incapable de les résoudre 3,53_31 la conception fomaliste
n'apporie ceries aaeaﬁ&'naavelle lami%r@ sﬁr la gustion, du moins la

Eﬁt?émaﬁiwleﬁ peub~1il 1tadmetire (eﬂ raison de ges svanteges intrinsé-

ques) sans svoir lfimpreggian,-ee falgant, de tourner le dos délibérémen

.

4 la réalits
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& exiérizure.

8i 1'on nous permetiait ﬂﬁ& comparaisen cm&&que peu tri vlale, nous

dirions gue 1la Hathémati ique nous ayy@ralt aans ses rapporis svec le

réel comme nn vaste mazasin de eenfecsians, ob les veﬁem&nta lsg plus

divers gus sant lez théories mathématiques sont gretﬁ & venir es amouler

sur les faite expérimentaux ; quant aux "objets methématiques® ,
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ce ﬁoaﬁ les manneguins : ils ﬁe ?Qnt pas partie infégranté'des
vetements dont on les gouvre, et ne leur agouﬁant ra&n, sinon ana
rﬁrésentatlon glus eemmade. Sealamenﬁ, poar pouruulvwe ﬁotre 1&@39,
il feudralt ad&ettre gue notre taiileur est un artisant bien etrange,:
Gui ge serait borné jJjadis prendre ga&iuuss nesures hatlves sur des
rustres mal dg£T8$Slm ; puis, lalssant aller son imegination, 11
aurait aecumulé dans ses. armoires les garufes les plus ﬁagptueases,
pans le mezn@rs_saaci_d& is cl;eaﬁele possgible ; ez voici que, comme
dans un conte de fées, ce sont ces atours oubliés gui se trouvent

mbier les des;rg des plus raff;neeg de nos modernes élégantes.

Il est temps ae la;sser maintenant le lecteur fenetrer luz-&aﬂe
dans iz &outlcve aagzgue ; ce gui précéde n's eu dfautre but gue de
1'amener sans heurte jusqu'’é son seuil, en le préparant,é ce gutil

vy va trouver ; & lui de dire si pous y avons réussi.




