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CHAPITRE 4.
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S . E@&VQBﬁﬁﬁﬁfﬁﬁﬁhémaﬁi@ﬁéﬁ et'ﬁe caleul des relations

 Hous avaﬁﬁ va , ﬁn‘garapragha précédent , comzent s arz¢a nt ents
'e11a3-1@$~@r@gaﬁitz@ﬁ3 d‘an texte %&ihégatiqaa . %ﬁma a&as ne y&gw
‘'sédons encors aveun crm% re permebtant de wa&aanaﬁtr& i unv §hraae'
:éeﬁﬂée 2ot une gr@ﬁ&$iﬁian aatﬁzmaﬁznuﬁ ﬁi@ﬁl@ » a’ﬂﬁuwguﬁire ne s@
déduisant pas §tautres gx'gc-iﬁzsﬁ: ﬁ??’l@“ urﬁﬂ@déa goe ﬁmus av@a%

étudiés . En somse , nous Guﬁﬁﬁi%ﬂ@ﬂﬁ la forme suﬁeyfizaialla def

. - #a
1z matnématigus maiﬁ noUSsS Somies farﬁ laln i canﬁﬁizr@«*: :
=& 3 _ 2

tiimtion interns ., .

?% 4§§& Tuk sy cnmeron Zemple gui nons avals -
Dans ce gui suift , nous abandonnerons 1l'exe 1@ 11 m RE av 1t aar

vi de £i1 e&;&uataar pour ﬁ?% reisons qa; nouS ??T?&ﬁﬁ leﬁ lexa,

ii-rasqmﬁrait & présent d*shs@aramr certaines iddes 9&3&@%1”1*@& .
‘ﬁ‘as%xégalemﬁﬁi-ga&r des raisons de clar%é qua %“us rﬂjﬁﬁﬂﬁﬁ'é &ﬁ
parasraphe ultar;ﬁur (5ﬁ.$§‘ 5'} I'QXvﬁﬁﬁ des Qﬁﬁﬁliéraﬁlﬁﬂﬁ»Pﬂi
no us ont conduite & aaaﬁﬁer le systime logi que @ g a;s zlls 18 &évei

e

10yuer : maug ¥ r@pvmjsns ie 1@ﬂ%éur y deia ma%hf”zt* iamh; Qﬁa ca ;
Le ses habitudes de penséde : :
ﬁjﬁt e ﬁér@u arﬁlf . ou celul oue ahaaﬁaraaﬁ 1& samap %ra &agmati—

- ane &e cﬁ qai e %é;vre s et g1l sera i' ﬁ%!ﬁé ae CTQL?Q yur@ment

arpitraives les régles que nOUS POSErsns .

sue bonsi-

objets mathératigues . 11 est & peine besoin de dire que les objets

d%?@,lg'%a@héma%ﬁci@nvﬁfont aveun aaraatér@ gensible . On dit sou-

Lven* que ce sont &@% a&ﬁtramtiaﬂs s en impliguant pér 1& qu'ils ré-

Bl ﬁ?ﬁt de i’aet&on s BUTr 1@ gdonnden de 1'@x§ériamca s é‘un certain

-processus ﬂeﬁ%&l Au point ae yue éu ﬂatﬂﬁwatLaimn gur ¥ au&ﬁsl

nous nous placons , e>ag$.1a une guestion gul ne se pose pas ; pour
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nous , les objets mathématiques doivent simgla@@mt Btre peﬁsé§~§§
me les pidces d'un jeu , que l'on manoeuvre sulvant des régl@’ﬂ””
Qiﬂﬁﬁ Nous ne cherchons pas & savoir ce gu'ils sont "résllement
d o ils proviennent ; ls seule chose essentielle est qﬁe cha

“

hg t mathématique doit avoir un nom individuel , qui n'appar

‘d&

qu's iul seul ; c'est en effet le seul point de repere qui perne
an mathémeticien 4'8%tre slr qu'il considdre toujours le méme obie
On peud &ire‘en.%sm&g gue tout l'8%re d'un cbjst mathématique

dans son pom .
: Par le "nom" i'uﬂ objet 4 nous ent@ndcns non seulement un
stantif tiré de la langue frangaise (ou fabriqué avec des g
cines gréco-latines) o+ mais plus généralement toube eembﬂn&i~
son de signes ?rawhlwuas (lettres de divers alpﬁabe+s s mats;j
chiffres , et signes n'ayant asucun sens en dshors des mathéma
tiques) disposés d'une certaine manidre les uns par rapport
sux sutres . Rien n'emp8che de domner plﬁziemrs noms s Lan~,es
% un m8me objet (en prévenant naturellement le lecteur) :
exemple , 158 et I'(16) sont synonymes ; de mlme "e” at “la
base des logarithmes népgriens” .

Les @bgete nathématiques (Pcﬁwe les pitces du jen &’éah@ca ’ par G

xemple) sont de yla$1aurﬁ eagée%s ;3 i1 va sans dire qa'un objet ne
peut sppartenir au & une seule espice . '

Parmi les @3péeeg gue nous considérons coumme fondamentales , 11 N
a d'abord celle des types , qu'on peut considérer comme les objets
primitifside 1z mathématique . Bn second lieu »3 chague type est ése

sociée une nouvelle espéee d'dbjets , dits arzunents du type consi-

déré . Vienment enfin les objets qui sont les éléments cgﬂatitutigaf
du langsge mathézmatique E % savoir les ralatlaﬁﬁ ~ dont les rragosxq
Zions sont éws cas partlculzer& y Comme nous le verrons tout @ l'heu;
TE o j

Au débat &'un raisonnedent , le mathémaﬁlcien spéci*za les types

gul vont y intervenir ., Pour chague type,ﬁl a8 1@ drmit &’1n,r03u3re“




(su début ou au cours du raisonnement) sutant d'arguments de ce ty---J
pe qu'il le dédeire , & condition , bien entendu , de donner & ch&qué
nouvel argument un nom di@tinct'daqérénédenta(ce seront souvent ded
lettres prises parmi les dernmiéres de l'alphabet , éventuellement
affectées d'indices ou d'accents) j pour éviter toute confusion ,
i1l est nécessaive , de plus , de s'astreindre ici & ne donner gu'un
geul nom 3 ehaqnﬂAargnmenﬁ {eontrairenent & ce qﬁi a lieu pour les
autres objets maﬁhém&tiguaa s Dl nous nous sommes donné le droit
d'utiliser des synonymes)

e sont ces mrguments enfin que le mathdématiclien introduit ensuiﬁe
dans les relations , & psriir dsequelies il forme la,chaine des pro-

pasi?ianﬁ de son raisonnement - . e

ﬁ'esﬁ gﬁ ce dermzer yai t qg; est é?lﬁﬁ%ﬁﬁﬁt @aaantzaliﬁans 1@5 .
epézﬁizens aathgmathﬁas o et s @&ragrayae et les suivants n.qu\M
a anﬁre but Qﬂ& dtexpliguer justement svivent ﬁuﬂll@q rbgles on
yeﬁt foraer des reletions et d&s'pragssltzﬁna-; il nous sst done
impossible pour le moment de dire de fagon précise ce qu'est une
relation 3 il nous suffit g'ailleurs éé gavoir que c'agt une cer-

*

taine e@mbiﬁaisan de symhales ol flﬁuraﬁﬁ ¢ B emr%&inm eﬂdrawts s
on peut dire en ouflre que) 5

un ouv plu aiaara argumenta ﬁes types cunsidéres j

des argamemta,gevﬁiguranﬁ que des mots dems une relation , celle~

¢i deviendrsit une phrace gra@mﬁtiﬁalemﬁﬁt correcte en remplagant

chague srgument par un gubstantif . : : ~

 L'emploi des symboles dans les Avent de poursuivre , il nous f&u@ insister

raisonaesenis

généranx . un pew sur un emplol %‘”ﬁlﬁﬁi&&r des syﬂLozgs

{le%ires ou signes gueloongues) en mathématique , et spécialenment }
dans ce gui va Swivrs .
Un premier emploi oua ne né&egﬁlﬁe aucun eelamre sment est ge~

inl gue nous avnﬁs gignalé plus haat s ol les u?ﬁb&lﬂ% gont les

nems ﬁ'&hge*g déterninéd . T&ut an plus est-il bon d'gjouter gue
souvent un symbole n'est 9ria comae nam dtun obiet gue de fagta
tmmva%aire s an eﬁ&ra d'un raisonnement , ot eomﬁe afnanyma éa

‘nom usuel de l’ebje% ; clest ce qu' on fait_aauvent lorscue ee der—
nier est une combinaison couplexe de symboles , et qu'il est appe*ﬁ

1é & revenir & plusieurs reprises dans le raisonnement . |
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vénient s lorsagu'cn aréciaé ce qug azgniflant p et g .

-5
On dirs par sxemple t soit T le type daa nombres ratiannsla ;
on t soi% R la relation "x est inférieur & y" ; dtent 6%%&&&& 
que les lettres B ot T ne garderont le sems qu'on leur attri-
bue ainsi que pendant le raisonnement pour lequel on les iﬁéf7
troduit . |

EE L'emploi des symbeoles sur leguel nous vualans attmr@r 1tatien~
tion est celui gqui a trait aux raisonnements dita génér&ux . Hous

avone vu par exemple au § 1 ocue "p ou g” est ea&&iéérée comme une

'ﬁrspsaitzam lorsgu'on y remplace les letires p et q par deux Qrvp@-f

alﬁlﬁﬁs,ﬁnﬁleﬂﬁﬁyﬁﬁ « Dans cette aambxnﬁiaan,ﬁa gignes g st g ne '

sont done pas les symboles de propositions ééterwinéeg,,'mais de

n'importe gquelsd objets de 1€@sg&a& des propositions . & graﬁreﬁaaﬁi

parier , "p ou q" n'est donc pas non plus une proposition , mais

pluttt un schéma de proposifion , qui ne devient une proposition

que lorsque p et o sont remplacéss elles-mémes par ﬁé% grapesitienﬁ

Cn QGﬁ?l@ﬂk pa&rtant &e 31:& eneore a&r un abus de langage , quef

“p ou g est une proposition ; gceld ne neut entralner aucun incan~

- Dans tout ce ﬁ&raﬁra she 4 et tros souvent par la suite , les let-

tra” qus nous introduirons jouercnt un r8le de ceite nature ; ce ne

geront pas les symboles d'objets déterminds ,'maia d'obijets inﬁéﬁggé

minés d'une espbee déterminée . Lorsqu'on dira qu'une phrase b0 24
on figurent

WEELRVEE (Gertaines de ces letires e?t une rslgti@n s OQ uNe pPropo- f

sition , on une g?&?@ﬁlﬁl&ﬂ.??&lP y BB enﬁenﬂra dire gu'elle éaviwnﬁ
une relation (r?ﬁﬁ» une proposition , ou une proposition vrale) eha-
aue fois gu'on y ramyl&ee a&aeané de ces lettres par un méma objet |
déterniné de 1'sspboe aﬂrrasyanﬁante » & chague endroit au figara

cetts lettre . : @

: Cn peut comparer leg raisonnements ol se treaxeﬁt des 9hra&ea
de ce genre , & un texte de loi , qui ne concerne jamals des
individus nomnément aésignés s mais prescrit l‘action de 1a |
justice devant wm cas/d'une espdoe déterminée * Comme les si-

o el - 2 ,.“
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tuations que visent les X&ﬁﬁaﬁﬂlégﬁﬁi sont rarement trés com-
Qlexas s ils peuvent se passer de 1l'emploi des lettres en uti-
lisant des périphrases ; l'obscurité qui en résulte d'ailleurs
parfois suffit & faire comprendre pourquoi 1'emploi des lettres
est indispensable au mathématicien , dont la clarté doit &tre
le principal saﬁci .

ZEK lorsqu'on utilise les

Il faut na%arellemﬂnt avolr soin , XEES4W
lettres et symboles dans ce sens , de ngVﬁmir 1s lecteur en,dlganﬁ
par exemple "T étant un type qUueleongue yess" aaf”seient Ret S

deux velations queleongues j...." . Lorsque ﬁmns digions plus haut

gqu'au début 4'un raisonnement , le mathématicien spéeifie les Types

qui vont y intervemir , celd signifie dome , ou bien qu'il nomme ces
types , ou bien gu'il 1ntrnaazt des lettres dont 11 précise @ufelles}
 représentent des tgpps g elcanqaea . |
Dans ce qui suit , pous utiliserons la n@tgﬁiaﬁ Eéﬁ,y,z,u? pouy
désigner uﬁe relstion (détarmiﬁée‘ou-aen} s qui}2§§§ contenir les
argﬁment$ x;y,z,u s mais.anﬁﬁn‘autre ;s celsz ne sgignifie done pas

qu'elle contienne fous ces arguuents .

La formation de nouvelles %elaﬁxaas . Le mpthématicien dispose d'un certain nombre
&4 partir de relations données . de procédés gqui lui permettent de formuler ﬁﬁé

nouvelles relations & partir de relabicns doundes , ¢t gue nous zl-

lons mointenant ezxaminer .

Pout 4'abord , i R est une relation guelcongue , X un argamentyiié
gurent dans R , on obtient une aauvalle relatiﬁn R' en remplacant x
parbeut au.ll est aerzt &ans B, yar un - ng£vel arguasnt x’ de mﬁme

A 3 7 e

e e % {ﬁuﬁﬁﬁug&@lﬁﬂ é’uu>am~uwaﬁ% 5 vn e ra) : on ebgervara

que x' n'est sounls & aucune autre raa%rma tion /s et en particulier

peut 8tre un argument figurant ééj% dans R . 81 1la premibre relati

on &ait notée Q{ng',y,zi par exemple , la seconds me noters
I: : . ﬁix',zﬂ,y,zi s . ‘
| En w@@ﬁﬁﬁ lieu , étant dénnée une rmlaxlan aa&laaﬁﬁn@ R, s On pemt

'former'uﬁe nouvelle ralation.ﬁ s o1 eat dite 1a ; gatian de a

au@ naus di%ﬁns "on peut forﬂﬁr“ 7" et non "la relatian

i I [
S [ | ; e

;T‘\‘
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formée de la manidre suivante eét la négation de R " (c'est ce que
nous avons déjé fait & propos des propositicons au § 1) 3 expliquef
comnent on forme la‘négatian d'une reiation ne sera possible gue [/
1sré@ue ﬁgua serons en possession complite de nos végles .

Solent maintenant R et 5 deux relations guelconques . La combinai-

son "R et 5 " est une nouvelle relation , dite gonjonction de R et

8 ¢ la ecombinaison "R ou 3 " est également une nouvelle relation ,

dite digjonction de K et 3 .

X Les opérations gue nous venons de définir ebéisﬁent aux régles
saivantas»:_ | : » 7

La négation 4'une relaﬁianvéait,%tre_ééfiﬁiév&e telle sorte que ,
si B est une relstion gueleonque , 1la mégation de W soit R (rdzle
_de la double négation) . '
R étant une rala%isn queleongue , X un argn&e&t'figurant dans R 5
E' la relation obtenus en ramglagant partout dans ﬁ'l'argumant x
par un.argum&nt x! é@vmémé‘type s 1a négation de B s'obtient en
.rém§lagamt partout x @ar x' dsns R . _

la négaéiﬂn de "Ret 5 " est "Houl ® j cellede "Rou 8 ¥ (en
adeord wves 1a régle de la double négation) est "Het J * . |

Les relations "R et R ?,' 53 o B ¥ mont conpidéries eamﬁa Bxganz~§

meg de H o » 3

Enfin , on & les trois rbgles de commubativité , asﬁaéiativité s eti

distributivitd :

a) S et R ¥ estb synonyme de "R et 5 % 3§ *0 ou R " est synonyne dé
"Res 5 " . %
b) *(R étlg} et 7% est synonyme de "R eh (B et T)® , ot "R ot S ot |
T " st par définition synonyme de ces deux relations ; de n8nme ,
les trois relations "(Rou 8) cu % , "Rou (Bou T )", "R ou 8
ou T " gont synonymes .- ' ,
¢) "(EousBB)et 7™ aat,éynanymé de *(E gt T) ou (8 et T)" 3 de




o

- T -
| mlme , "(R et S8) ou T " est synonyme de "(R ou T) et (8 ou T)"
La combinaison "si R , 8 " est par définition synonyme éa "E ou § !
Hais (contrairement & ée quiva lieu pour les propositions) , il n'er
est pas de mBme Ges combinaisons "R—>S " , "R entraine S " , a§;~
suelles nous allons donner un peu plle loin uﬂvsans tout différent ,
lorsaue R et S sont des relati&ns., sais non des propositions .
Il’m@us reste encore & introduire deux opérations sur ies relations
qui nous permetiront de définir les propositions mathématiques .
"ﬁeg agéxatisﬁs s'expriment par les mots "gquel gue scit x" ou "il e-
xiste x tel qﬁe“ plaeés devant une relation ; autrement ait ,'si R"
est une relstion qualeaﬁque s X un srzument qaelaanaue - lea cembiuv
naisons "quel ogue soit x 4 R " et 1] existe x tel que R " ﬁmnt deus
nouvelles relations , Dans l'emplai gui est fait ieci des termes
“guel gque soit” et ni1 existe” , il cénﬁienﬁ » pour bien saisir lg

nature des raisonnements ol ils interviemnent , de wider cass mots

de tout econbenu intuitif , et ds les sonsidérer comme de simples as-

semblages de sigues indiquant sgalﬁmaa%;@u?sa forme de ﬁaavglles re-
lations suivant des procddée éien détersinés , dont 1'usage ntest

subordonné qu'aux régles qu'on posera plus loin ; on pourrait {com-
me font les 1@g§ci&n&) rgmyiae&r ces m@t&'par des symboles sans si-

%fzcati@n dans le langage ordinsire .
Lorsgu'on ne prend pas la précaution de sé@argr des autres
(par des parenthdses ou des guillemets) la relabion sur iaauej
le porte un "quel gque soit? oy nn "i1 existe® , 11 est entend
gue cetts relation est ferméa de tout ce gul sult ces mots .

Eelatzv&maﬁt es opérations , nous signalerons 4'abord les régles
,an%vantes :
a)f%@rsgae plusienrs "guel aue scit” poritant sur plusieurs argument:

samz'ccnaécutifa dens une relastion , on & une relation synonyze en

les remplegant par "quels gue soient® sulvi de tous ces arguments ,

derite dans un ordre guelcongue ;3 on a une régle anslogue lorsque
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plusieurs "il existe" sont conséeutifs .
Par exemple , chacune des relations
"gquel que sokt x , (gquel que sodt y , R)" -
"ouel que soit y , (quel que sodt x , Ry
est synonyume de
"auels que soient x , ¥y , B "
Dz méme , la relation
"ousl que soit x , (il existe u tel que (11 existe v tel que
R))" '
est synonyme de
"ouel gue seit x , (il existe u,v, tels que R)”
b) La négation de "guel gue soit x , E " est "il existe=x tel que
K ®, et (en accord avec la régle de la double négation) , la néga-
tion de "il existe x tel que R ® est "quel que soit x , R " .
Les deux opérations préeddentes amdnent & faire une distinction
spoentislle entre les argumenta gqui figurent dans’une relatieﬁ .
Lorsgue = dans une relation , un argament x ne figure gque dans des
parties de cette relatioa,éﬁﬁi&ééﬁ%ﬁi&iﬁ?ﬁﬁﬁ%& sur lﬁaqaelles porte
un "aaﬂl que soit 2" ou un XIXXE "il existe x tel qas” s o0 dit que

@%t un grgumnent neulbralisé de cette relation ; un argument gui

figare dans une velation et gqui n'est pas neutralisé , est dit ar-
gument effectif »

Pour opérer correctenent gette distinetion , il imporie 4'obh-
server que les phrases par lesguelles on introduit un objet ,
ou une notation , dans un raisonnement ,{telles , par exemple
gue "soit x un srgusent du type des an%iers“),ng sont pas des
relationa a% ne peuvent faire partie d'aucume relation ,

A l'aide de ces notions , nous pouvons d'abord formuler la régle
: B

de redoublement suivante @

3i R est une relation guelcongue , et x un argument qui n'est pas

&
efiectif dens B , les relstions ”quel'que s0it = s B " ot 4] exis—:

te x tel gue R " sont eynonymes de H .

En second lieu , nous pouvons dire & présent ce que nous entendons

par proposition mathématigue @




e

J ]
amence de R

- G -

Une proposition est une relation ol ne figure aucun argument affec-

+if , ou toube phrase gu'on convient de considérer comue synonyme

d'une relation de cette nature . Autrement dit , ce n'est qu'aux ob-

dommons_ie droit q'applioucr le aualificgtif "vrai® , e T los regies

jets mathématiques gqui vépondent & cette définition que nous nous

& O

énozméés#ézﬁ § 1 , »
On donnera également le nom partisuller de propridté FHETEETHEISHE
& une relatia'ﬁ quelcongue ol ne iig"amra gulun aza‘zzl argmmént gffec~
$if . . .

Fous pouvons maintenant 4éfinir les signes "-» * et ;_"; pour les
relations : 4 _ - 261

R et § dtant deux relations guelcongues , "R—5 " (ou jewsfsynonymed
R entraine 8 ”/f eat ?aqééfinitiaﬁ 1z relation "E ou S ¥ dont ehacm

des arvguments est neutrslisé par um "guel que soit" ; autrement dit,

"R>8 " est synonyme & ia proposition

si par exemple les arguments figurant dens R ou § sont X,¥,%,%,7,

"auels que soisnt X,¥,%,0,V,5 ou S "

11 fant done bien se gawvder de agxzfﬁmm 1es relations "si R,
$ " ¢t "R>3 " ; lorsque R et S sont des propositions , slles
sont synonymes , en vertu de la vigle ds redoublement (ce qui
est é,;:,#m bien en secord avec les géfinitions du § 1) , mais
glles me peuvent 1'Bire gus dans ce ces § car , Bl s'il y &
des arguments @f:’é*&é%:ﬁ.fg Gans K on dans G , ae sont encore des
arguments effectifs dams %l R , 8 ¥ , slors e "R>8 % ng
contient J gmeis d'argunent effectif . '

#R=>8 * (ou som synonyme "R est équivalent & § ") est par définmiti-

on la proposition "(B—8) et (B—8)" ; d'aprds la commtativité de

1topération "et" , les propositions "R28 " et "SZR F eont synony—
5 //’/

//

HeB o

On notera parfois par "E —faa‘ " et ”Bz]lf. 8 " les négations de "E 0"

b

et de "RZ>S " respectivement .

(1) I1 ne faut pas crvirve que lorsque "R28% est vraie , les argu-
ments effectifs dans R soient lee mémes que les arguments effectifs
dans 5 j nous verrons par la suite de nombreux exemples du contyraire




LY '
Om dit souvenbt que "SR " est la proposition réciproque de
"E—8 " ; 11 faut bien entendu se garder de la confusion gros-
sidre entre "R8 * et "SR ¥ ,

“H ow 8 " et "S ou § " &tant synonymes,il en est de mfme de "R->S ¥

et "BE>R " , d'aprdés la régle de ls double négation j; de méme ,
RE—0 " et “Eﬁzg " sont synonymes 3 ce sont 13 deux remarques ford
utiles , et nous evons 5éjé dit an 5 1 le parti qu'@n.gn peut tirer
lorsque R et § sont des progaaiti@ns .

Introduisons énfin une notion qui abrigers les raisomnements dans

ce qui sult : nous dirons gqu'une relation R est partout vraie/;i s

l !»!/
j‘d'“’L-—————-/) en neutrslisant chaeun des srguwaents qui figurent dans R par un

"ouel gue soit” , 6n obtient une proposition vraie; autrement dit ,

les arguments gul figurent dans R étant par exemple %,¥,Z , 81 la
proposition “"quels que soient x,7,%, R ¥ est vraie . Par sxemple ,
dire que "R—>85 " est vraie est 1z nfme chose que dive que'la relg~

tion 'H ou S " est partout vraie .

On dirs de méme gue R est pariout fausse , ou pulle part vraie , si

‘R est partout vraie .

mes'réglés générales du Lesvrégies gue nous allons maintenant énoncer , et gue

calcul des relations . nous appelons regles générales du calcul des relations ,

se présentent sous une sutre forme gue celles que nous avons donndes
préicédenment : d@lles consistent 2 tenir pour yraies certaines pro-

positions , formées b partir de relations guslcongues suivent un

gchéma ddterminé , dans leguel on appligue les opérations fondahen—
teles qul viennent 4'8tre énumérées (nous nous harner&né d'ailleurs
& énoncer ces propositions s €N aousuentem&ant toujours gu'elles |
sont vraies , suivent la pratique courante des mathématiciens) .
Toutes ceavrégles ne sont pas indépendanies , et nous verrons qu‘on‘
peut toutes les déduire des dix premidres gque ncus énoncerons (et .

gue nous numéroterons en chiffres romains pour les distinguer) , par:




A
1
]

At . Coag
: l'ap@liﬁatiﬁﬁ des deux régles fondamentales (rdgle du syllogisme ,
et rbglessi p est vral et si g est vrai , "p et g" eet vrai) donnée
su § 1 . I1 se peut d'ailleurs qu'on puisse néme 1@3,&éémire d'un
nonbre m@indie de régles primitives 3§ e'est 1& uné gquestion guﬁ nov
n'abordercnsApaﬁ s GaT elle intéresse surtout les 1ogiciens {pour
gui toute réduction dans ie nﬂmhxé &e,r%gleabﬁ’un systéme rend d'asy |
 tant moins difficile les tsnﬁativesvée démonstration de la ﬁanncenuf
tradiction de ce systdme) . Pour 1'usage gui en sers fait , il ne
seva m8me pas indispensaeble de savoir gque ces régles se réduisent
B dix d'entre elles , et le lecteur gue la guestion n'intéresse pas
g&r@i@uliéremeﬁﬁ pourra se ZAX dispenser d'en 1irelles démonstra~
tions . .
Bnfin , ls plupart des régles ci~dessous s'énoncent sous la faima
“A;aB " ou "AZ2B "™ , A et B étant des relations complexes formées
& partir de relations gueleongues R , § , T , HdX#g¥4d par 1'eppli-

cation des opérations fondamentales j ces rigles peuvent done aussi |

s'énoncer "B—A " (resp. "A2B ") , et , dans ce nouvel énoneé , A

et B s stobtiennent en suivant le schéma de formation de A et B s mai
2

en y remplacant R 4 8 , T par leurs négations raspeczives’ﬁ/gﬁ BEES

HHETEAE remplegent partout ’ "et® par "ou" (et vice-versa) , et

“guel que s0it® par "il existe® (et vice-versa) . 5i meintenant on
'r@marqae gue B , §, T représentent encore des relations queleongue
on peut , dans ﬁ et B , leur subst;tuer &’a&%fes 1attrﬂ?éyant susel
cette signifieaﬁiﬁn , et en perticulier 3., g , T, respectivement
nous aurons donc , guur,ehaanne d@_eeﬁ régles, deux formes aassciea?
qui se %ranaf@rmeﬁi en deux propositions synbnymes iorsqu'on rempia%
ce , dans 1'une , iaa;le%tras B s 8, 9% pr déﬁ relations déteruia ;
nées , et éané 1'autre , les lettres R , 8 , T par les~aégatiaﬂa

respectives de ces relations .

T. R étant une relation gueleonague
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Cette rdgle peut encore s'exprimer en disant que "R ou R " est une

relation partout vraie 3 sa forme sssocide lul es? identique . 1k

en résulte immédiantement que "RZR " est sussi une proposition vraie

II . B et 8 dtant des relations guelconques
j R et 8 PR W :
op v PR ow 3% {forme associde)

Une sutre menibre 4'énoncer cebie régle est de dire gue "R ou K ou

8§ " est vre relation partout yraie .

111 . B , 8 , T 4tant des relations quelconques

(‘*3?-’:: " et ST M) —af%‘.—»’f‘)
La forme associde de cette raéglez : (Rf»@)-a(*'af»s " ou BT M) est
démude 4'intérdt .

iV . Boit R une re :’enhu@l mmm@ ¢ X un asrgument figsurant dens R ,

B! 1a relation abtanu@ en remplecant , dans R , X par un autre Bria-
nt x! de mlme typs que X ¢ oh Ik des oubrer asgpumenste oo R -

foguel due soit x , R "> "quel gue soit x’ , R' "

e i x

751 existe x tel gue R "2 Wil existe x' %2l gue ' " (forme

é
¥ . B é5ant une rolation @ainenlme g X un arpunent qnelcanue *
Tauel q’ae soit x , R "»"il existe x tel que R *

Le forme amssoaide de cette régls Iui est identique .,

¥i . B dtant une ,miaisimx gueleongue , X et y deux arguments hol -
congues o ,
il existe x tel gue , cuel que soit y , B " —

— "quel gus soit ¥ , il existe x tel que R " .

Le Torme ansocide de cette régle iul est identique .

vil ., K et 5 éimnt deux relstions quelcongues , x un argument guel~
Conoue '

"oquel que moit x ,,(B et B)" = "(quel que soit x , R) ét (quel que

g0i% x4, BI®
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“il existe x tel que (R ou 8)”" 2= "(il existe x tel gue R) ou
{i1 existe x tel que &)“ e (forme asqociée)

YIII . R et S dtant deux relations quelconqnea . X un argument quel-

{

congue |
"1l existe x tel que (R et §)"— "(il existe x tel que R) et (11

ol
|

existe x el que 8)7 '
“(quel que soit %, R} eu (guel que soit x , 8)" — "quel que soit
x, (Bousg)" ‘ , | {forme EESQQiée)

IZ . Ret 8 é&tant deux relations guelcongues , X un argument non

effectif dans ©
ni1 existe x t&l que (R.gt m =941 ax1ste x tel que R) et 8 "

el que soit x , (R ou 8)7 = "{quel que soit x , R) ou g "
{forme assoecids) . : '

X . § et 5 étant deux XEE relations guelconques , X un arguhent

gﬂ&iﬂﬁﬂg e ‘ v :
"quel que it x , (R ou §)"—"(auel @ue soit x , B) ou (i1 exis:

te x tel gus 8§)" f
"(quel owe soit x , B) et (il existe x tel que 5)" _» "il existe

x %el gue (R et 5)* ’ {forme associde) .

11 . R et B étant deux velations guelcongues , X un argument guel—
_eon ' ;
(R = 8) — ("quel que soif x , R"- > "quel que soit x , S")

(R —8)— (Ml existe x tel que E"_,"il existe x tel gue 8")

Démonstration . La seconde proposition est synonyme de celle i
gu' on obtient en rmnglagaﬂt s dans la premidre , R par'g'et :%
8 par R ; il suffit donc de démontrer la premiére . 1
»uppescnﬁ d’abord gue x 80i% le ﬁeul argunent effectif de B
et de 5 § alors "R—>8 " est synonyme de "quel gue soit % , i
Eoug ™ ; done {rigle X . ]
(R—=8) =("41 existe x tel que B " ou "guel que soit x , 8 V)
clent-a~dire ’
(R-*ﬁ)~9(“Q&®1 que soit x g "quel que soit x , 5 ")

_
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ce qui , dans ce cas , est la proposition & démontrer .

81 maintenant i1l y & deux arguments effectifs x , y , dans R

et 8 , "R—>S " est synonyme de "guel que soit y , (quel gue
soit x , R ou 8)* 3 or (régle X) : |

(quel que soit x , § ou 8)— ("il existe x tel que EY E " ou

"ouel gue soit x 4, S ")

Mais les relations gue nous venons d'éerire ne contiennent que
y comme argumant effectif 3 on a donc , d'aprés ce qui gréeé&q
{quel que soit ¥y , gquel que gsoit x , K ou 8)—»(guel gue soit

¥ 5 "(il existe x tel que T) ou fguel que socit x , S)")

¢ce gui , dans ce cas , est la proposition & démontrer . On pro

céde ainsi de proehe én proche , suivant le némbre d'arguments
effectifs dens R et dans S ; :

12 . Les régles IV & 11 subsistent sans chdqggﬁans lorscu'on y rem-

place les "quel que soit" et 1@3-321 ax&a*e” portant sur un 5@&1 a7

vumeat'par ces m@m@s apératlens portant sur plugieurs dr;umen+s »

Démonstration . Les &émaastratieﬁs sont analogues pour chacune
des rdgles Pﬁ?iﬁ&gé&& s donnone-ls par exmmyln pour la régle
¥ . :

x et y étant deux arwuﬂénts au@laaﬂqaas s ﬁ&ﬂtre“s 4 aaer&

s ,
"gquels que soient x , ¥ , (R &% 3}"<;“(q&eis que soient x,¥,
R) et (auels que soient x,yﬁls}“ ‘ ' -
on a (rdgle ¥II) - - .
Mouel que solt ¥y , (R et ﬁ}“ “(gﬁal que soit y , R) et (gmel
que soit vy , S)*. ., . .
' _Dono (régle 11 et svllagiame)

“quels gue soient x,v,(R et S)" »"quel que soit x , {"gquel
gque 80it y » R * et "quel que soit y , 5 ")"

unis (régle QZIIt)

"quel gue soit ¥ ,("quel que soit y , A ¥ et "quel gue soit

v , 8 )% w(quels que soient x ,y, B) et fguels gue saient ,
%7y 5)° ‘ '
D'lon 1la 9rﬂp¢@itien s par application de la régle III et des
denx régles de la dédnction (syllogisme et conjonction des ‘
propositions vraies) . On montre de la méme facon que

"{guels que soient x,7, B) et (quels que soient x,y, S)S—

—> Yguels que solent x,y, (R et 3)"
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On opérera ainsi de proghe en proche , sulvant le nombre d4'ar-
gunents figaramt dans les "guel que soit® . :

1% « 81 R est une re}.zatiem par‘i;aut vraie , e% si © est une relation
: . |
partout vraie , "R et & " est une :ce}.a%‘imz partout vraie .

Eémcmstra?;wn « Solent par sxemple X,¥:%y lés arﬂuzmats ef*"eoo'»
tife q.,aa figurent dans R ou dans § 3 les propositicns

Youels que soient X,y,%Z, R "

"oueks gue scoient X,¥.2, & "
sont dwms vraies par Rypothése 3 il en est done de ménme de
#{quels que soient X,ys:2,; R) et (quels gue soient x,y,z, 8)"
¥eis (rbgles VII et 12) , cette proposition entraine

: fauels gue soient x,¥,%s (R et 3)7 3

Bone (syllogisme) , catte dernidre greposég}%gugst vraie , au-{
tresent dit , "R et S " est une relation W vraie .

14 . 81 R est une relation guelconque , 5 une relation partout vraie

"R et § "ZWRY

81 R est une relation BE guelgongue , une relation partout fausse,
' "R ou § "2"R¥ (forme associde)

E@mmstration - I’* n'y s & aéﬂeatmr s d'aprés la riégle T .
gue la proposition "R"->"R et 8 ", lorsgue S est partout
yraie § elest & dire que la relation ZX "X ou (R et 5)" est
partout vraie . Or cetis velation as%sghmyzw de "(R ou R)
et (B ou 8)" ; mais (B ou B) est partout vrale (régle I) , et
ugn_, 8% oy 8% (régle II) ; comme § ost partout vraie , il en
est de mBae de "R ou B " (régles 1i et 12 , et syllogisme) ,
d'oh la proposition , d'aprés Ia.ré519 15

15 . 84 . 5‘-;'1 . T . é&tent den relations quelcanam,ﬁ
(R*S)a{“?ﬁ et P20 ot ’;’;"f)

{8 -=8)=("2 'cm TH 03 cu TY)

Démenstration . La seconde proposition étant synonyme de
(5>R) =("2 et T"—="% ot T")
il suffit de démontrer la premidbre . Or , "E ou 8" "K ou 5
ou T4 (rbgle I1) , et,Eomue "E ou T ou T" est XSHJ8UEE par-
/(“‘%&14) ‘ tout vraie , "% ou S ou T (¥ ou SouT et (Rouloul)
' ' done (rdgle TII et distributivité) , EEIXEX "R ou 8"->"(R ou




i e .
Bt Tou (5 et )" ; par suite , si les arguments effectifs
figurént dans R , 8 ou 7 sont par exemple X,¥,%, 1l'applice~
tiecn des régles 11 et BE 12 , et de la rigle du syllogisme ,
montre gue '
"quels gue soient x,¥,%, (F ou 8)"  "quels gue solent 524
PExEEHIxEE (" ou T ou "5 et )

.

ce qai est yréci&émen ila proposition & démontrer .

16 . R, 8 5 T étont des relations qualeongues

("ei R, 3" ot %81 8 , T)=(sL B, T)

Démonstration . Il faut montrer gue

Xz

i

rw.‘

‘?’Ga 3" st "b o ") ou (K su T)

et une relatios paricut vraie ; or , glle est synonyme de

"(Ret B) ou (58 et ¥) ou (R ou T)*

ot susei (distributivitd) de
#Roufoudou?)et(BouTouTouT et (Boul ouZon
7y et (P ou® ou & ou B)" - _
Or , dens cette relation complexe , chmcune des relations en—
tre parenthéses est partont vraie {régle II) ; il en es% donc
de mBme de leur conjometion {régle lﬁ)'. ’

il .8 & i T étant deg relations cusloonoues

(ug__,;;u 9‘% ”3;3?’”-9(“%—9 a}
Démonsiration . “7apre“ ia régile 111
(%2589 et M50} S(E-2T)
, {("F—>3" gt "3'>H") S(T—>R)
bone {r%gle 15,8% régles 111 ot syllozisms)
("R—=87 et "B-=T" et "i->5"¥ et "S>R"} = ("E=T" et "T -R")

¢e gni est ls Qw”y*ﬁlﬁlﬁﬁ & Cﬁﬁ%b:ﬁr ;
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18 . Soient B et 5 deux relations gquelcongues 3 scit 4 une relation

complexe , formée & partir a&mmmﬁ de R (et éventuslilement

d'sutres relstions) par application des opérations fondamentales

suivent un schéma qielconque ; sbit B 1a relation obtenue en rempla-

gant partout B par 8§ dans le schéme de formation de 4 3 dans ces

conditions ,
’ (R =>8) — (A== B)

'Eé’mnsztxa%ian » I1 suffit de montrsr gue chacune des opérati-
ons fondamentales , appliquée & des relations éguivalentes ,
donne deg relations éguivalentes .

Tout d'abord , soit R' la relation obtenue en remplacant
dens R un argusent x par un argument de mBue type x',et S' 1z
relation obtenue de mlme en remplacant x par x' dans 5 3 dla-
pres la regle IV , it e

¥ouel gue soit x , & ou 3" "guel gue soit x' , Tg ou '
done [rdzles 11 et 12 et syllogisme)

- (R—5) > (3'—>8")

et de mlae (3-—;2}3)—9(3'—?2') ,
done (régle 15 , rigle 111 et syllogiene)
(R=28)—=(R'28")

En second liesu , nous savons que (R22S5) et (EZ3) sont syno-
nynes ; donc (rdgle I) "

' (RZ8)> (R F)

Soit T une relation quelcongue § d'aprds la régle 15

(R—>8)>("R et T" —="5 ot T")

v (8»R) = ("5 et 7" > "R ot T4)
done {régles 15 % 1II et sylilogisue)

(R=B)—("R et T% —— "3 s g} _
48me raisonnement pour 1'opération "ou® . '
Enfin (rdgle 11 - '(

(—»>8) —=("quel que soit xz , R"— "guel gue soit xz ,8")

(8 +R)—("guel que soit x , 5"—> "quel que soit x ,B")

done (rdgles 15 et III et syllogisme) :
(RB)—> ("quel que soit x , R" 2 "quel que soit x , 8%)

¥Bme raisonnement pour 1l'opération "il existe" , ce qui ache-

ve de démontrer la rdgle . : |
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Remaroues . 1) La rdgle 18 montre gu'une fois qu'on a démontré que

deux relations R 4 8§ , sont éguivalentes , on peut les traitery com-
me¢ si leurs énoﬁcésvétaient des énoncés synonyues &'une_m@me reloe-
ﬁiaﬂ s puisgu'en remplacant partout B par S on obtient toujours
‘des relaticns égquivalentes , de méme qaiaﬁ_remplaqant p&xtoutvl'é—
noneé d'une relation yar un énoncé sgnbnyme s On obiient toujours
des énoncéds synonymes . | |

2) Le lecteur remarguersa gue , 8i on excepte les deux régles de
la déduction {syllogisne ; et conjonction desygropoﬁiﬁiéns vraies)
toutes les régles concernant les combinsisons de propositicns , é-
noncées au 5 1 , sont des cas particuliers des rigles génirales
du caleul des relations (tout au moins si on ne considdre comme des

“ gaue o o _
propositions mathématiguesYles objets ERERENIENINSXZETIRIEL

. guxouels nous.avons donné ce nom).

]

|
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GHAPITRE II .
: EHSRUBLES BT FONCTEIOHS .

fous nous trouvons & present , en cé qmi‘aanﬁerne les relations ,
dans une situation snalogue & eella ol nous étions 2 1la findu § 1
én che I , vis~a»vzs des propositions , 4 partir de relations acnnée
nous s&?ons former de nouvelles relations , et ¢énoncer deg prop osi--

‘tions vrales § mais nous ne pouvons sncore Pfaire fonetionner 1's
parsil logique nue nous abons monté A cet effet , faute d'avoir é-

noncé jusqu'ici une sewie relation primitive , c'esi-2-dire gqui ne

ge ddduise pus @'auntres relations b 1'side des Sronidin du il o
sréeédent & o

| ; nommner !
| _ {last le but essentiel de Co 8}1&? o da m&iﬁﬁﬁwg&éﬁgi . re‘

lations wrlﬂ7$lVEﬁ e 1z mainé zatx*aa § et 4'énoncer les régles par-

ficulidres suxquelles elles obéissent . Chemin falsant , (et préci-
sément pour 4éfinir ceriaines relations pEimitives) , nous rencon-
trerons de nouvelles ogératicﬁa nathénatique ﬁ,fﬂﬂﬁﬁﬁ@ﬁﬁﬁles s Oul

EXYEjBEE , lorsqu'on o nomsé des types

d'en nommer de nouveaux , & partir ﬁe ceux~1h B¥E ; opérations qu’aq

-peut donc comparer 4 celles que nous avons introduites pour les re-

lations su ch, Ty et gu'on appelle pr@eééés de formation d=s types.

Pour svoir terminé 1'exposé de 18 “ydgle du jeu” de la mathémati-
que » 11 nous restera en@sre & nommer des types primitifs {clest-k

2 d'antres types

dire Qﬁi ne proviennent pes de l'applicationYdes procédés de forme~-

tion feemtomml | écnt’aau% venons de parler) ; c'est ce gup nous Te—

TONS

e A S T e A ek A%

e e T A e

§ 1. . La relation d'ézalité et les relations fonctionnelles .

gLa relation d'égalité . Soit T un type gu&lqggguﬂ » X et y deux arzumente du type
% , Nous considérons la eombinaison "x=y" {(ou ses synonymes "x est

éos1 & y" , "x égale y") comme une relation , dite relation d'dga~

1ité aﬂﬁre,las arguments x , ¥ , ot dont 1l'emploi est sounbs aux

e it P ] :I




guatre régles @hiv‘dn‘t{. {of 11 est toujours sous-entendu que les
propositions énoncédes sont vraies) ¢

B~1l « Guek gue soit X , X=% {sutrement dit , X=%x &8t une propri e‘fsé

g@rixmt vrale). : .

B-2 » Mx=y"2Vy=x" .

BE-3 . ("z=y" et"y=2")o (2=2)

B~4 , Soit R une relation guelconnue , confenant entve auntres un

argument du type T, et soient R g% ?ﬁ les relations gu'on obiient

en sabammanf regpectivenent 2 u les armmnts x e'%: y de type T :

fgmyiip Fad B, s Rgf

A propos de cette dernidre rdgle , il importe de remarquer que x ef

o
@

&

H

o
o
g 12

tre des srguments Pisurant dédid dans R .

Proposition 1 . Avee les mBmes notations ogus dans la rogle B4 ,

b TS g e W
E:z et X=y" — Ry

En effet , 1a régle E-4 s'éorit encore ”x:.#y?—;*’?gi ou “ﬁy” 3 done
{rigle 15) -

"R et x=y">"R_et (? on E ’}”—b*’(ﬁ et ::i 3 on 15:2 et B ,_}*’
¥ois (’ﬁx et ?zx} sst une rala%ion partout fausse ; dome {régg}.e 14)
"R et Xxy"-**’ﬁ et Ry“—;‘?gg"
oe q é‘ézfm ntre la fsm ‘ﬂﬁél’t‘*ﬁﬁ .
Ea W de ”xz?" est par {iéﬁfi}.mg}& ."xﬁy" (o*a l& relation syno-
nyme "x eat diffévent ds y*) 3 en accord avee 1a riégle de la double
négation , la négation de "xfyY est "x=y"

Hemarque . On remarguera que nous utilisons le mBpe signe "=" |
pour ddrire la relation d'égalité dans dsux types élfféfeﬂts.
Glest 12 évidemment un abue de langsge , car la relation a14s
galitééd@vrait s Bn toute rigueur , BERAETABET avolr un nom |
différint pour chaque type ob on la considdre ; en falt , ceb
abus nlentrainers pas de econfusion , pourvu gque , dans "x=y" ,
on prepne foujours pour X et y des arguments de m8me type .
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Les relations fomotionnelles o La relation d'égalité permet de caractériser gertai-

nes velations dont 1'importante est capitale en mathématique , les

‘relations fonetionnelles .

Soit R une relation contenant yn argumeat u , et RY 1la relation ob-
' tenue en remplacant , dans R, U par un argument u' de méme type gud
“q et distinet de tous leg autres arguments de R 3 par définition
WL net M) exdste eu plus un wtelique R"
sieat Hne relution synorymedecit u , H* gt parteet foosss

"quels que soient u,u', R ou B' ou u=u' *
W3] exdiste un u et un saul %el ‘que R" -

“est de méme,;aar &éﬁmitian, 3%1& é;e shions intre:
**3(11: eﬁa{m w tel que R) et (a1 eziﬂta e plns un wobel que R)"

Ici encore y pour bien comprendre les raisonmements gui sui- |
u¥ent ; il importe ﬁa ider de leu:: contena Antuitif les mots
‘ ‘*il a;:iata au plus um a" &% ”*1 ems e un u c.'t; un seul” , et
"' 4o e leur atbribuss ou'un rle de symboles d'opérations
v fose effectuer sur la relation R et la relation d'égalité , d'a-
.,;;;_pzés les défininans précédentes .

~,$emgaa da reiation Mii existe un u et un seul tel que. Rn ast pax-

" ;’kcu’s vraie , nous dirons gue R est une relation ‘Qm%iamella en n.;

nal’ agrés les définitions &.snnéas ci-dessus 4 celh revient dene
a dire q,aa mmg&m ”il éxist;e u tel que R" est nar*out

:’mie , et mque 1a proposition TORXEEYRIYOLS

0 w0 (R et R')— (u=u?)"

v eat wraie . .. .

B T T T —

u‘ayréﬁ ia re,gle w,wm raia*iun éq,mvmmte ﬁ E mst encore une
,L.,ralatian fongtionnella an/{ u 3 d'aprés la régle IV , si on mmplaca
certains des arguments de R , par exeuple X, y,u. per des arguments 1

L XLyytyut, respectivement de m@me fype que X,y,u, €t distincts des

. autres argumehts de R, la relation obtenue est encore une relation .1‘

. fonetionnelle en n' .,

Froposition 2 . Boiy R une relation foneilonnelle enu , et S une
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relation queleongue ¢
~%il existe u tel que R et 8";‘2~"quel,que;aait=u , Rou 8" .,
En: premier iiew , comme "R ow-R" est partout wraie ; .. ' v v

» HR ol 12" (R ou E) et (B ou 8)"2"R ou (R et 8)" |
{rizle 14) ; done (r2gles 18 et X) :

"auel ‘que soitu ', X ou S"PUquel ‘que soitu , Hou (Ret 8)">
—>#{guel que soit n'y ) ou (il existe u tel que R et '8)" |
|

et enfin', puisaue "guel que soit'u , T" est partaut fausse ; on a
(EbE16 1 14) o , o §8 aoia. o .
"guel que 86it u', ¥ on §" 5"l existe u tel que R et S" ,
Démontrons maintenant la réeiproque de cette proposition comme R
n YR %c les netatmns introduite ‘

TR A

yartmzt vraie ; done

o e§§
"quel que soit u', Hou B' ouu=u®' "
est aussi partout vraie §j par esuite (rigles 14 et IX)
"R ot SV%(R et 8) et (quel que soitu' , ¥ ou E' ou v=u')¥
>"quel que soit u' ; (R et 8) et (Eeuﬁ*eunaw)” :
Dene {r¥gles 11 et VI)
"i1 existe m tel que R et $"2'"il existe u tel ‘que’, quel que soit
Loy AR et'ﬁ’)‘ét {Rou R ou uw=u')* > "quel q&e soitat ;41 existe
n %8l qus (B. et S) ot (B ou B' od u=u')¥ '
Or 5 la relation "(R et 8) et (¥ ou ' ou u=u')" est synonyme de
(R et B et 8) ou (R et HY of 38) ou (.H et 8 et u=u')"
Yais (R et B et 3) est partout faudse j d'autre part (rigle II)
(R ot B' et 5)R' |
Bnfin {prop.l et régle II)
(R et 8 et u=u') »(8 et u=u')># S’
ot 8' démigne la relation obtenue en remplagant u far u' dans 8
on a done (rdgles 14 , 15 et 11) , |
"il existe u tel que R et S">"quel que soit u' 4 il existe u tel |
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que E' ou §' ©
et finslement (rdgle de redoublement et rdgle 1V)
"il existe u tel que R et S"—2"quel que soit u' , T’ on 8' " 2"quel

que soit n , R ou 8"
C.Q.7.D,

On remat:;_uara que la premidre partie de la démonstration ne suppose
pas gue R soit une relation fonctiommelle en u 4 mais seulement gue |
"il existe u el que R" soit partout vrale 3 la seconde partie , au
contraire , ne s'appuie que sur 1'hypothdse gue "il existe au plus v
un u btel gque R" est partout vraie .
Bé:as ce gui suit , nous désignerons par la notation abrégée S; la
relation complexe
#3il existe v 8l que R et 8"

R étant une relation fonctiomnelle en u {quslcenque) , 8 une relatic
gueleongue § la proposition 2 montre que

usﬁu—»uqﬂel que soit u , H oun gr

Remarguons gue , si u n’ewa un srgument effeeti =
(régle IX) |

#11 existe u tel que R et 5" 2"(il existe u tel gue R) et 3"

et , comme "il existe u tel gue K" est partout vraie , on a (rdgle

14) ' "sﬂ”z e . 7 i
Prqgcssi%i&n 3.a s e‘f. T &tant deus relations quelwngzzaa
(1) (B) =)
(2) (5 ot Tp=tlsy ot 1)
(3) (8 oy 2)p sy ou Ty)

Bn effet , (1) est une/proposition équivalente 3
»il existe u tel que R dt 5" "quel que soit u , ¥ ou 3
ce qui n'est autre gue 3;&. proposition 32' s a,?;)},iﬁué_a 4 g‘

b S

(2) est une pmy%itmn kéqai'mlemm B

(8 et T)"2"Cquel que aotin s K ou 8) et .
,5}“

ce qui est une consé de 1z rdgle de distributiviié et de la
régle VII , De mBme t équivalente &

"il existe u tel que m 2)" 2 (11 existe u tel que R et 8)

”@w}. que 5@}.@; u, 2

(quel que soit u , H
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ou (i1 existe u tel gue R et T)"
gonséquence de la distribhtivité et de 1ls régle VII .

Proposition 4 . 81 x est un argument non effectif dans R ,

(4) {(quel que soit x , S)ﬁzf(quel qmeysoit x}. SR}

{(5) (i1 existe x tel gue S}Rgz(il exiate x.tal que aﬁ)

ﬁﬂ effet , d'aprds la proposition 2 , (4) est dquivalente &

"guel que soit u , R ou (quel que soit x , 5)"®"quel que soit x ,
quel gue soit u , ® ou 8"

ce qui est une conséouence de la régle IX ; de m8me , (5) est équi~
valente & 1s proposition

"3l existe u tel gue R et (11 existe x tel que 8)"2%il existe x
tel gu'il existe u tel que R et 8"

gui est sncore une conséquence de lg régle IX .,

Propesition 5 . 8 et T étant deux velations guelcongues

(8=>T)—( SH—, TR)

Jette proposition s'éerit en efiét

KR "S-»T"->"(11 existe u tel que bt S) —(il existe u tel que R et
e

et est une consdguence immédiate des rigles 15 et 11 ; on remabquers
d'ailleurs que l'hypothése que R est une relation fonctionnelle n'y
intervient pas . ' ‘ §
Corpllaire . (82T)—>(8,2T,) . |

Proposition 6 . 8 étant une relation guelcongue ,

"quel que 0Lt u , S"->"5 "1l existe u tel que 3%
Bn effet (ri2gles II et 11)
il existe u tel que R et 5" >%"il existe u tel que 27

et d'sutre part , comme "1l existe u tel que RY est partout vraie

"quel que soit u , S"2"(quel que soit uw , 8) et (il existe u tel
gue R)"-»"il existe u tel gue R et 8"

{régles 14 et X) , ce qui démontre la proposition .

8

Proposition 7 . Soient R une relation fonctiolbnelle en u ; v un ar-
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gument du m@me type que u , et distinct des autres arguments de R
R, la relstion (fonctionnelle en v) obtenue en remplacent u par ¥
dems R s enfin , soit E la relation v=u ; on a

2R
Bn effet , d'aprds B-4,BEXYA ETERANIEIANNE et les propesitions 3 et
5 5 "g."— *R_ou (Rp)*
Mais Rﬁ,relatian>équivalente & %1 existe u tel gue R¥ est partout
vraie , done (rdgle 14) ”

E.—R .

Réciproguensnt , R étant fonctiomnelle en u , "R au'ﬁ%,aa v=u" est
partout vraie , sutrement dit , :
"R et R "->"v=u"
done "R, ot R_"—>"E"
(propositions 5 et 5) , et , comme RR est partout vraie
R?r9ﬁg

(rbzle 14) , ce qui d&montre ls proposition .

%es symboles fonotionnels . Hous allons maintenant introduire de nouveaux objets ma-~
thématiques , dont l'emploi est 3 1a base de tout le sysitbme de no-
tatiens adopté par la mathématique moderne .

Chaque fois gue nous surons démontré gu'une relation E est une re-

lation fonctionnelle em u , nous nous donnerons le drolt d'introduis

ve dAsns les raisonnements un nouvel objet , auguel on donne le nom

de gymbole fonctionnel déterminé par B (et qu'on considérera comme 1

Paisant partis d'une nouvelle espdce , celle des symboles ienatianmé
nels)s; on luif donners d'hsbitude un nom abrégé , qui sers une aer~f

taine combinaison de signes graphiques , caractéristique de la ralzf

tion B , et ol figureront & certains endroits les arguments effec- Z

tifs de B sutres gue U »

Ta varidté de ces combinaisons est extrlme , et ne se laisse ?
pas résumer en régles 3 en voiwi quelques échantilions (x et |
y étant des arguments du type des nombres réels) ‘
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x* V—; ' XWY 9 X/Y o [x], [x}y. {x}’ ex.sinx,a‘a(:;
Dans les raisonnements g¥néraux qui vont sulvre , i’n(x, yoz) dés
ra le symbole fonetionnel d'une relation fonctionnelle en u qu'on
aura notée Rix,y,z,u} § d'pprds ce qui a €% dit au §8% ch.I (§ 2) |
sur 1'emploi des symboles dans les raisonnements généraux , les
sonnements ob figurent les combinaisons de signes précédentes sont
simplement des schémas de propositions,gui devienment des proposi- |
tions chagme fois gu'on y remplace R{x,y,z,ui par une relation i’onei
tionnelle en u déterminée , et f,(x,y,2) par le symbole fonctionnel{
gu'elle détermine § 1la présence des lettres x,y,z dans fR(x,y.z) ne’
signifie donc pas que les argumen®s X,y,z figurent dans le symbole ;i
fonctionnel par lequel on remplace f,(x,y,z) , mais qu'ils peuvent w;
y figurer , et qu'il n'en figure pas d'autres . |
Signulons enfin que , si , dans une relation R fonetionnelle en u,
on remplace u par un argument v de m8me type , distinet des autres |
arguments de R , on désignera le symbole fonetionnel déterminé par

1a relation R' fonctionnelle en v ainsl oblenue , par le méme nom

aue le symbole fonctionnel déterminé par R § etest 12 un zbilis de
langage gqui ne présente ausun inconvénient , étant donné l'ussge
que 1'on fait des symbéles f@mﬁa&n@ls . L

3 intérét essentiel des symbalea Ianetionnels résiée dans la, sim-
L= = plifieation considérable gutile spportent dans le symbolisme nathé
matique 5 o , gréce & eux , il es® possible de donner une méthode
généralé de formation de noms abrégés pour ceriaines relations com
plexes , comme NoOus allons le montrer »

<econtenant u
8oit 5 une relation quelcauqae\/ R une relation fonctiomnelle en

g 4 fR(x,y,z) le sym}ele fonetionnel qu'elle détermine ; considé-
vons 1z relation comélexe SR &t supposons d'abord que le nom de 8
ne renferme aacun opféréteur neutralisant (c'est-b-dire les termes

"auel que solt" ou "ﬁl existe" , ou les termes "il existe au plus

un® , "1l existe un gt un gewl® gui en sont dérivéa) ; nous posons

alors comme rhzle nlvelle que la eombﬁ.naisen de signes qu'on ob-
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Wew /;,r;gv,\_‘.x,n

la relation ol on & #ai% cette substitution . On remarquera que si

b

I
argument de méme type , distinct desYarguments figurant dans R ou
dens 8 ; BEXEXEBAREXY on obtient ainsi une relation 8' équivalente
2 8 (rdgles IV et 18) . Celd étant , si , dans §' , on remplace par—

$out la lettre u par ﬁa(x,y,ﬁ) s nous congldérons encore gue la com-p

binaison de signes ainsi obtenue est une relation dguivalente 2 3ﬁ‘v‘

Le passage de 8 & 8' , lorsque S contient des opérateurs neu- §
tralisants , est absolument indispensable gl cn veut que les B
rigles gque nous venons de poser n'entralnent pas contraedictionf
Supposons par exemple gue R coniienne deux argumenis x,u, et f
soit fonmctionnelle em w , et d'sutre part , considérons une
relation 8 contenant u , mais ne contenant pas x ; soit enfin §

iz relation "quel gque soi%t x , 8" § d'aprés la régle de re- f
doublement , S2T , et par sufite (proposition 5) 5,27 . j
or , sl o sbetitealy dlrectegggbréséggg gégi&ﬁ g@@@gagntes
fonectionnel £, (x} 4 1l'argument B , ON ODGiGRUTAlLYINe TEla=
tion équlvalente & "guel gue solt x 329 s mals , comme X 8
un argument effectif dans 3, , eetle relation ne sersit pas
équivalente & Sy {pour un choix convehable de 5) , ce gui se-
reit en contradiction avec ce gul préctde .

Au contraire , si on opbre gomme nous l'svons prescrit , on
remplacers u par fg(x) denis la relstion T' : “guel que soit
 EXXIXB x' , 8" , oh x! est un argument de Wlme type gue x , ||
et la velation "guel que soit x' , 83” est bien alors ég&iv&J%;
 lente 2 &Eva‘agrﬁs.la régle de raﬁaaklement . ‘?

On observera que ce sont easantiellameﬂt les yr@yos‘u;ana - 1
81 ¢ g8 seMns 0B e 1'ﬁﬂﬁlﬁi a@ﬁ'aymbaleﬂ fenetionnsli
qu nous venons d'expasat . . 1?

Qn ait qae 1a relazisn abtenne @ar le ;racé&é qui ?i&at é’étre dé-

|
erit est la relation S oh on a substitué le symbole fonetionnel {f

fﬁ(x,y,n) 3 1'argument u j cette Telation se hotera b{s,t fﬁﬁx,g,z)g

8{zst ,u§

o

dans les ralsonnements généraux , gi on ngﬁait FESE TSR

l g

1
B
un agregument (autre qﬁs u) est effectif dans R , il est effectif &ansi
toute relation aﬁ‘oﬂ a substitué & u le symbole fonetionnel dé%@rmli
né par R , car d'agréa 1a manidre dont on falt cette eubstitution
|

auoun opérateur nﬁuﬁralisant cet argument ne peut porter sur une

Gl elatiw g

A} et A

6871 obtenue .
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On peut naturellement substituer ainel successivement plusieurs sym--
boles fonctionnels & plusieurs arguments d'une méme relation 3 la
relation finalement obienue dépendra en général de l'grdre dans le-
quel on fait ces substitutions . Il est cependant un cas important
ol cet ordre n'intervient pas : ¢'est celul ol chacun des arguments

symbole \
suguel on substitue uz;\ AEEHEANE )fonctionnel , ne figure que dauns

la relation fonctionnelle qui détermine ce symbole j par exemple ,

soit §%,u,v} une reletion , R une relstion fonctionnelle en u , ne
contenant pas v ; R' une relation fonctiomnelle en v , ne contenant
pas u ;3 si on substitue d'abord & v , dans 8 , XX& le symbole fonc- -
tionmel déterminé par E , on a une relation équivalente &

#il existe u tel que R ét an

81 on substitue ensuite dans cette relation le symboie fonctionnel
ddéterminé par ¥E R' , & l'argument v , on 2 une relation équivalen-
te & "il existe v tel que R' et (il existe u tel que R et 3)" ;
hais , comme R' ne contient pad u , cetie relation , d'aprés la ré-
gle IX , o8t éguivalente 2

i1 existe u,v, tele que R et K' et 8"
et on aurait de méme une relation équivslente & cetie &amiém en
faisant les substitutions dans 1'ordre inverse .

Bémontrons maintenant guelgues propesitions ol interviennent les
pymboles fonetionnels . Tout d'sbord , la proposition 7 AEHHE o'é-
erit ‘

(6) . "wf,g(x,y;z)”z ”ngsyiﬁt’c';”
gl fﬂ(x,y, z) est le symbole fonetionnel dédterminé par la relation
Rix,yyz,u} fonctionnelle en u .

Proposition 8 . Soient R{x,y,z,ug : sz,t,x,@ deum relations fonc-

tionnelles en u j on &

"o (x,7,2)=E5(2,%)"2 "quel que soit u , % ou 8"
W :
Bn effet , "fu(x,y,2)=f4(z,t)" est la relation ”umfs(z’t) oh on &

substitué & u le symbole fonctionnel déterminé par R ; or , d'aprés




- 20 -
(6) cette relation est équivalente & § ; la proposition est alors u

ne conséquence immédiate de la proposition 2 .
Gorollaire 1 .
"fﬁ(x,y,z)zfs(z,t)”z"mﬂ que soit u , {H ou 8) et (8 on R)”

Bn effet , comme (B-2) "v=u"ID"u=v" , on a (prop.5)
uso (2, 4) "2 "L (2, £)=0"
et en appliquant de nouveau la proposition 5
”fR(x,y,z)zfs(z,t)*‘g‘*“f&;(z,t%:fa(x,y,z)‘* |
L'application de la proposition 8 , em intervertissant les rfles de |
R et de S,domne alors le corollaire .
Corpllaire 2 .

"quels que soient X,¥,%,%, fg(x,y,z)zfs(z,t)”z HR 28"
Conséquence de la régle 11 et du corellaire précédent .
Proposition 8% 9 . Soient Kgx,y,z,ug ;B fz,t,ug deux relstions fone

tlonnelles en u , 7 une relation guslconqgue :

12 (2,y,8)=24(2,4)" — * % ou "

stinet des ax a.zmnts de
En effet , soit v unfargusent du mlme type que ul, et T, 1a relaiion|
cbtenue en remplacant u par vdans T ; on a , d'aprbs B4 '

"u=y" > ou "

dfol la proposition , en sppliquant la proposition 5 deux fois de

suite , aux relations Riz,y,z,v@ et 3{5,%,?? .

Propriétés déterminantes Oe qui précbde s'appligus en particulier au cas ol B est '?

t éiléments d'un %ype . une relation fonctionnelle en u et ne contient pas d'argu-

ment effectif autre gque u , autrement dit est une propridié 5 si T

est le type de u , on 4it alors que B est une propridté déterminanteé i
dans le type T ; le symbole fonciionnel qu'slle détermine , et eui |

ne contient donc auenmn argument , regoit le nom particulier 4'41é-

ment du type T déberminé par la propridté R 3 on le désignera (dans
les raisonnements généraux) par By o |

Certaines des propositions démontrées ci-dessus se simplifient éa.nsf

ce cag particulier , B C'est ainaiﬁue ia restriction vrelative &

el st s BB T ",i.ié




NS AT TS
LIRS SR g

4
1targument x dans la propositicnirevient simplement iei & dire

gue x eat distincet de u . |
Pour substituer & 1l'argument u 1'élément déterminé par R , dans une

relation S contenant u , il n'y a de transformation préalable & fai-f

re que si S contient un ou plusieurs opérateurs neutrslisant u .
Lorsqu'on substitue plusieurs éléments & des arguments de méme type]
dans une relation 4 1l'ordre dans lequel on fait ces substitutions
est toujours indifférent ,

Se=rsiatien (6) s'éorit ici  "uw=ay"2"Rful" , Comme un élément ne §

contient sucun ergument , XEIEPEHASIZIENIEY les corcllaires 1 et 2 ’

de la proposition 8 sontf ici identiques , autrement dit , si R el
8 sont deux propriétés déterminznies dans le type T

: 'g) : a&ﬁ”agn‘—:ug.,ng ug.,gs;_’agzsa

Cette proposition montrs en particulier gue , si on donne deux
noms synonymes &,b h un HEHE {lément du type T , "a=b" est une
proposition vraie . |

On utilise fréguemment X§Z§§§ﬁ&§i§2&ﬁxﬁ€%%§r démonirer gu'une pro- |
pridété 5{u§ est une propridété déterminante , et que 1'élément qaéelé5
le détermine est égal & celui que dé%armina‘une propriété &éterm‘»h'i
te 2{&3 déjh connue 3 il suffit de démonirer les propositions xxxlef
n3 SRE% et "il existe u tel que 3" § car de ces propositions vrales f
résulte d'abord que
*3fut et Efa’g"-a”ﬁiu} et Rfu'} " »"y=u' *
clesi-b-dire que 5 est une propriété déterminante , et on peut en-
suite appliquer (7) . Le résultat sera aussi atteint si on &éwantxeji
*R28% , car (régle 11) 4
"R 28" ¥(4{1 existe u tel que R)—>{il existe u tel gque S)"

BIEEEX 4'oh on ddéduit bien que "il existe uw tel que 857 est vraie .
Enfin , on a 1ls proposition sulvante @

Proposition 10 . Soient Ri{n} , S{u} deux propriétés déterminantes o

T une relation guelcongue :
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"ap=ag" -T2 D"

En effet , d'apris (7) et
NITXEERELE U

"ap= ag" 2"E> 8" »"(il existe u tel que R et ’f)z;_(il exkste u tel
que S et T)"

fonctionnelles composées . Revensmt aux relations fonctionnelles quel-

%és relations
|

conques , nous allons démontrer une proposition dont 1'importance
est fondamentale , car elle permet de combiner des gymboles fonctiezi
nels donnés pour en former de NOUVEAUX . :

Propogition 11 {(principe des relations fonctionnelles composées).

Soient R une relation fonctionnelle en u , § une relation fonchion- "3

nelile en v i 8i v n'est pas un avgument effectif de B , 5, est une

relation fonctionnelle en V .

Lo

Par hy;;ﬁ"thésé , "1 existe v tel que gH es*& partout vraie 3 i1 en -

egt donc de mBne de "gquel gue soit u , il existe ¥ $el que 8" ;

&

dtantre part , "il existe u tel gue R" est aussi partout vraie

donc (rézle 1"5)
ELEAYLE “{:plel gue soit u , il existe ¥ tel qzae ;3} et (11

xia%e u tel gue B)Y
est par*aut vraie 3 mais (rbégle X) cette relation entraine

il existe u tel que(R et "il existe v tel gue guyn

rélat:wn gui ast gong aussi partout vraie ; mais eox&e v n*?st DAE
affecmf dsns R , par hypothese , aame relatmn est doquivalernte
(r2gle IX) 3 -

#i1 existe u,v, tels gue R et 8" :

W n
"11 existe v Bel que bﬁ“

dlaprés la rTégle sur les "il axima'/cmséeatifs 3 cech démontre 1la

s P o e i e = et —'..
> v

ralgtmn qui est elle mBre pFEoIEyF

prepibre partia de la pmwwtmn .

Pour démontrer la seconde partie , désignons par u' , V' ﬁeux arn.

guments, yespectivenent de mbme type gue w et v , el émtwew ém .

armms ,fiwant dans R ou dans % % smiﬁz "1‘-1& woaiation Rm m

s remplacé u par u' , 3' iz mla‘tzian S ou ona mmy]ﬁ{é u par u' ,

g" 1a mlaﬁ.m 8¢ ol on & remplacéd ¥ par ¥ $ 41 faut démontrer
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que
(411 existe n tel gue R et S)’eﬁ (i1 existe u' tel que R' et B")" >
— ﬂv:._.v. "

Or (régle IX)
#(31 existe u tel que R ot 8) et (il existe u' tel que R' et 8M)"2

2 existe u,u', tels que R et R' et & ot B")
Mais , pﬁiéqne R est une relation fonctionneXle , (B et R') -»(u=u')
et par ailleurs , d'aprés E-4 , (u=u')— (8 ou 8') ; done
(Ret R' et 5 et 8") = ((8 ou 8') et 8 et 8)
elest-h-dire ‘ =
(R et R' 8t & et 8")>((E et 8 et 5") ou (s ét 8 et 8%))
et , comme (B et S et 3") est pariout fausse
(R et R® et B et S") — (8" et S et 8")—>(8' et 8")
Par silleurs , 5 étant une relation fonctionnelle &A%Y en v ,
(8* et 8" )— {(w=v')

?inaleﬁaﬁﬁ

n(41 existe u tel que B ot 8) et (il existe u' tel gue R' et S")"—
—» B3] existe u,u’' tels gue v=v' ‘*‘z Byey! 2

{rtgzle de redoublement) , ce qui démonire la proposition .

24
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Soit maintenant T une relation quelconque , centanant v mais ne
sontenant pas u 3 on & . (TS)R.;:‘. @sgg (avec les notations an—

. A
térieures) . HEn effet 4 (*.!;7‘393 est par définition lymenyme—ed

W41 existe u tel que (il existe v tel gue § et T) et R"
841 on tient compte de ce que T ne contient pas u , et qﬁa R ne con-
tient pas v , on 2 done {régle IX)
(i‘és)a G e 1 mxiate u,v tels gue B et 8 et T —»nil existe v tel gud

‘ (i1 existe u tel gue B et 3) et T" o
ot cette dernidre relation est feremsmm—y ?SR
Autrement dit , on obtient deux relations dquivalentes , d'une pa
en substituant 2 v dans T le symbole fene%mmal de By , et a'autre
part , en substituant ci"abaré 3 v le symbole fonctionnel de B , ’zmj
én'mbstituant 4 w , dans la velation obtehues , le symbole fonetior
nel de R ; mals , comue T ne contient pas u , cette seconde opéra-
tion pau%; aussi se faire en substitusnt & v une combinaison de si-
gnes formée du symbsle fonebionnel de 5 , danse lequel on a rempla—v
eé. u par le s’;,rzﬁba}.a f@nctiaﬁ:&e}. de B . Oe gui préckde nous permet
done (en remplacant zu besoin éeé relations ;s:%r d'sutres qui leur |
sam équiwalnntas) de amaiuérer gette eemamzzmsan de mgne@ comme

s c'est ce gque nous Terons 04

P ‘ un_nom du symbole fonetionnel de Sp

samis , Si fﬁ{x,y,z) . T (x,t,u) gtaient par em'aplm 1% aymbelea
, o ‘ fonetionnels de R et 8 respestivement , on notera par fdx,t,f (x,y,
' %)) la comblinaison da gignes gqui vien‘b d'8tre définie .
On voit donc qu'on ;,gw“t foymer de Qauvafmx aymbglﬁa fo.n.eﬂsiammia

en subs gtituant , dens un symb«aiw foretionnel , 2 1l'un des grguments

qui y figurent , un autre symbole ft:memmmel app ﬁrag)mé 3 et on pour
ra naturellement répéter cette opération autant de fois qu'én le dé-|
sire , si on di@spoggi de relations fonitionnelles convenables ., s

On spercoit ainsi le fécondité de ce prooédé de formation de rela~

¥ ;3 % 4 x 5 3 3 b
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tiong fonctionnelles , qui est un des aﬁtila les plus ntiles dont
dispose le mathématicien .
Attirens en particulier 1'atiention sur un de ses emplois les plus }

fréquents : si , dans un symbole fonctiommel fﬁ(x,y,z) s On remplace

 chacun des arguments par un glément de néme type , on obtient ung
véxfﬁﬁﬁﬁiﬁz' symbole fonctionnel ne contenant pius d'arguments|

clesteb-dire un dldment du type de u , 8i IEE la relatian‘fanctian— 5

neile gui &étermine_iﬁ(x,y,z)‘éﬁait fonctionnelles enu § 81 8 , b , .
¢ sont les éléments qu'on a substitudés respectivement & x,¥,2 , 114~
léméat_zﬁXxﬁﬁﬁxﬁ du type de u obtemu ée noters fﬁ(a,b,c) $ on dit -
souvent que c'est la valeﬁ£§§§f%?%%%iégggnatiénnel fﬁ(x,y,z) IBFEX
lorsque x,7,2 premnent les valeurs a,b,e . La plupart des £léments
‘des types qul interviennent en,éatéématiqﬁe sont obtenus de cette

facon , comme yaleurs de symboles fonctionunels .

| Le relation d'égalité , relation fonctionnelle . HMomtrons tout d'sbord gue la PO~

' f” ﬁﬁ&iﬁﬁi@iﬁﬁﬁ%ﬁﬁgiﬁéxiﬁﬁﬁgﬁﬁﬁg

position ‘

Pousl que's@it X , il existe au plus un y tel que g:k”

est vraie 3 par définition , ekle est synonyme de '
"yex st ylax® — Oyay! * .

Or , c'est 14 une csﬁséquene&_immééiéﬁa de E-2 et B-3

Pour établir gue y=x est une relation fonctionnelle en y , nous

devrons donc aflmetire la vérité ae la gfﬁy@ﬁitian

B~5 . Quel que soit x , il exisie f{ tel que y=X .

¥ous la poserons comme nouvelle régle concernant la relation 4'éga—

i

1ité ,
Béaigmens pour un instant par E 1la relation y=x § conue £ est fone—y
tionnelle en y , elle détermine un symbole fonctionnel 2a(x) » Mais
1tintroduction de ce symbeie se trouve rendue inutile par la propo- |

gition suivante 3




tenue en remplacant partout dans R 1'argument y par 1'argument(de

- mBue type) x , R; la relation obienue en substitusht & y dsns R le
symbole fonctiomnel £.(x) ; on a .
—’
agxe' R}‘g“ |
FEREEEHNE (appliquée 3 R) s'éerit

La proposition 1
ﬂgxn — "R ou y#x"
donc (rbgle 11 et rigle de redoublenent)
"R." —> "quel gque soit ¥, y#x'ou R
Mais , comme y=x est une relation fonetionnelle en y (orop. @)
"auel gque soit y , ¥yAx ou R"Z2 "il existe y ftel que y=x et BY
et par suite ' ”Rz“"’“RE“ .
Réoiproquement , 4'aprés la proposition 1 ;
“yex &t R"— ng_g‘n .
Donggd M1 axiste y tel mue y=x et B“Qéﬂﬁx”
d'aprds la réglé de redoublement , ce qui mﬂﬁfre que "R " >"R " et
asidve 1s démonstration de 1a proposition , '
 Qette proposition , et celles démonirées ci-dessus sur les relati-
ong fonctionnelles permettent de ssmplétar la régie 1Y en ce aui

eoncerne la substitution d'un argument & un autre (de mBne type) .

ﬁészgﬁaaa encore par'ﬁx la rglaﬁlan obtenus sn substituant , dans
une relation B , & un srgument y , un argusent (ae meme type) x
(x pouvant dé3a figurer dans R) : d'epris la proposition 7 , si R
et B sont deux relations quelconauea
| "(R—>5) > (R,~5,)"
e méme , d'apres la proposition 11
"guel que soit y , R"— " —»*i] pxiste y tel que R"

Et', en particulisr , "x=x" —» "i]1 existe y tel gque y=x"

Ge%?e dernidre proposition est donc une conséquence de B-5 3
mais inversement y 2lle entraline B9 , et 1@i egt done éguiva-
lente 3 en effet , on en Tire -

uel gu . Wy / £y d
"quel que s0l% x, x=x" > "quel que soit x , il existe y tel
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gue y=x" .
Or , d'aprés B-1 , "guel que soit ¥ , x=x" est vraie , il en
eat done de mBme de "quel gue soit x , il existe y tel que

La proposition 12 et le principe des relations fonctionnelles com-

posées montrent d'autre part que , si R est une relation fonchionmel

l¢ en u , la relation B obtenue en substituant x dans R & un ar-.

gumen%gﬁe m8me *;pe gque ¥ , maig distinct de u , est encore une re-

lotion fonctionnelle eéen ﬁ’autru pars , 81 T ast une relation

gquelcongue ne contenant pas y , O & {prGQQSLtiam 12 et remargue

sur les relationsfonctionnelles composées)

Ty 2 T 2 (1) 2(T),
”z. ? - ' A
Antrement 4it , Qﬁ veut cnﬁﬁiﬂérwr {3 des éguivalences prdés) que la

combinaison de signes obtenue en remglaganﬁ ¥ par x dans le symbole

fonctionnel de R , est un rom du sym vole fonetionnel de L e

Proposition 13 . Soit E{x,x',y,z;u} une relation fonctiomnnelle en u,

ot x,%',y sont des argusents de méne type 3

Nygoyt #—2 ”fw(x,x’,x,z)afﬁix,z',x',ZB” .
B effet , 8l R * E . 8ésignent respeciivementy les relations obte-
nucs en substituant x et x' Ay dans R , on 8 d's gpros B-4
Hupange ¥ 0 5% e T3 #
x=x'! " — EQ‘ ou B,
dtoh (rigle de redoublement)

myex! %, "guel que soit u , B ou B

Comme fﬁ{x,‘ 'yX,3) et fR(x,g ,X',2) sont respectivement les symboles

fonctionnels de RX et de Rx' , la proposition résulte dcnc de la prof
vogition 8 .

En particulier ; d'aprds la proposition 5 , si a et b sont deux
Eléments du nfme type que y

L powee " wl e "l;
Eﬂb = -&K(E’.{» ,dpz)x:fﬁ(gg,X"bgz)“
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@elat:ons biunivogues . Dans ce qul suit , les lettires T et 7' seront , soit les
noms de desux types distincts quelconques , soit deux noms synonymes
d'un m8me type queleongue . Soit x un argument du type T , x' un ar-

gument du type T' 3 une relation B {x,x'} est dite biunivogue si elle§

est fonctionnelle en x et fonetionnelle en x' .

Désignons par fB(x) le symbole fonctionnel déterminé par B , en
tant que relation fonetionnelle en x' , et par i’B(z’) le symbole
fonetionnel qu'elle détermine en ftant que relation fonetionnelle en
(¢)

”x‘zfg(x)“ =2 “ng,x'} "

x . D'apres

et , d'aprds la proposition #5

"3'”fﬁ(§;{x'33" Z”B{f.‘;(x'-),x'z #
Gomme , par hypothése , Ef B(x ),3&2 est partout vraie , il en est
de mbume de x'me(i’;(z')}

On démontre pareilliement gue

~Ey(25(x))
est une identité .

Hontrons maintenant que i x figurs dans une relation R , et si R’
désigne la relation ob%enue en remplacant , dans R , l'argument x
par le symbole fonctionnel %}5(;‘.’3(3)), on a R=2R' . Soit en effet
v un argument de mBme type que x , et ne figurant pas dans R , et
soit Ry 1a relation obtenne en remplagant x ?fr y dans R ; par
définition R — que.;. que 80it ¥ , yﬁfﬁ(i}s(x)) on Ry”.
Done 5 “x;éfa(fs{x)) ou R"
et , comme x;éi‘B(fB(x)) a8t pa.rtout fausse , R'>R .,

Ré¢iproquement y comme xsz(fB(x)) est partout vz'aie .

R —> "xwa(fB(x)) et R" — il existe y tel que yufB(i’E(x)) et RJ“ )
et la dernidre relation est équivalente A R' , ce qui ashdve la dé~ |
monstration .

Etant donnée une relation queleongue E contenant des arguments da

type BE P et des argumenis du type T' , on dit qu'une relation 3E &*{
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est homologue (ou transformée) de R par la relation bimmivoque B ,

si elle est équivalente & une relation obtenue de la fagon suivante:f

figurant dans R
pour chague argument z du type Try on introduit un nouvel argument
: -4

z' du type ' , et on remplace , dans R , 1l'arggment z par fB(z') 3

de méme , pour chague argument u' du type T' figurant dans R , on
ihtroduit un nouvel argument u d& type T , et on remplace u' par
f5(u) . I1 résulte alors de ce qui précéde qu'inversement , R est
L%
1

homologue de par la relation bidnivogue B .

On a enfin la propositicn suivaiite :

?ropasitian 1& . 5i R est une relation fonctionnslle en z , son ho- i

mologue ¥° est une rslaticn fonctionnelle en z' .

Get énoneé suppose naturellemsnt que %ous les nouveaux argunents
. »* S
introduits dans B sont distincts entre eux et distincts des argu-

ments qui figubaient d£j: dans R .

Dlapres le prineipe des relations fonctionnelles composées , il
suffire de montrer gue lz relation 8 obtenuve en remplagant seulement
Zz par %;(z'} dene R , est une relation fonctionnelle en z' .

Comme ngw 22 #i1 existe z tel e B et B(z,z')"

"il existe z' tel gue S"=2 "il existe z,z' tels que R et B(z,z')"
et corme R ne contient pss z! {r%gle 1x)

"i1 exinte z'tel gue S>> "il existe z tel gque R et (il existe z'
tel que Blz,z'))"

Or , "il existe z' tel que B(z,z')" est @ar%aut vraie , puisgue B

est une relation fonctionnelle en z' 5 done {(rigle XIE 14)

"1l existe z' tel que 8" — "il existe z tel que R"

8t cette dernidre relation est psrtout vrale par hypothése , ce qui

¢
l
Soient maintenant x,y, deux arguments du type T distincts des argu-
|

démontre la premi?re parties de la propesition .

mente de ce type figursnt dans R , x',y', deux arguments du type B¢

distinets des arguments de ce btype figurant dans R j et soient R o
R les relations obtenues ey remplagant 2 regpectivement par X % ¥

IR TR ,.:;L'
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R R R R R R R R e

¥

'La relation d'égalité et 1'identité logicue . Fr ferminant ce parsgraphe , il con-

= 40 = é‘? O

gt celles gu'on cbtient en remplagant ¥EH z' respec |

tivement par x' et y' dans 8§ . Il faut démontrer gue

dans R ) Sx. y &

”Ex. &t Syg“"’"“iﬁ'“y. "

Or (définition et régle IX)

"See et sy.";;'”(il existe x tel aque B(x,x') et R ) et (i1 existe

y tel que Béy,y') et Ro)" 2> "il existe X3, tels que B{x,x') et
] 2 - ]
B(y,y') et B, et Ry
¥Maig , comme R eet une relation foncitionnelle en 2

”EX at B,H ___’"xu}r“

J
done
"8 ot $y."-9"il existe x,y, tels que x=y et B(x,x') et B(y,y")"
or (prop.l) "g=y et Bly,y')"—> "B(x,y')"
done

"8 €% SEJ“-<>”11 existe x,¥, tels gue B(x,x') et B(x,y")"

Maie , comme B{x,2') est fonctiocnnelle en z'

"Blx,x') et Blx,y' )" "x'=y' *

d'oh 1ls propesition , d'apris las régle de redoublement .

vient , pour éviter toute méprise sur sa signification , d'in
sister un peu sur un point oui aura peunt-8ire aftiré déjh 1l'a :
tention &u lecbenr . f

Dene le langege coubant , et dans besumcoup de sysitiues Logi- f
ques , la combinaison de signes "x=y" a un sens tout autre gu
celui gque mous lui avons attribué : elle expwime X{ 1'identite
logique ée x ¢t ¥ , c'est-i-dire que x et y sont deux noms @gt
pouymes &'un mfms okjst (on ﬁ%fasouvent que x=y exprime que |
x est le méme que ¥ , ¢e qui Y a la letire , mst sbhsurde EXIX |
x et y étant deux XE signes distincts : c'est 1% simplement |
une manilre abrégée de dire gue x représente le méme obiet quej
¥).

Dens le systdme que nous avons sdopté , su contraire , nous
EETASLINTEAYHESEEE n'établissons a priori aucun rapport enire
la combinsiscn "x=y" et la phrase "x et y sont deux noms syno-
nymes" 3 ¥¥X cette dernidre est simplement une des phrases pal
lesquelles le mathématicien précise ses notations , au dévut
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oo auwd cours d'un raisonnement j remarguons d'ailleurs qu'on
n'aura jemais 2 la formuler lorsque x et y sont des argumenis,
puisque nous nous sommes interdits dans ce cas de donner deux
noms distinets 3 un m8me argument § d'autre part , cette phra- |
se n'est jamais uae relation mathdmetique , ni par conséquent
une propositicon mathématique .

Quant 4 "x=y" , ¢'est pour nous un cbjet de l'espiece des re- |
lations , qu'on se donne le droit de considérer quand on introj
duit deux arguments x et y d'un méne type , et culon ne peut
utiliser pour former des propositions vrales qu'en suivant ax—i
elusivement les rdflee gul composent notre "régle du jeu® . |

Bien entendu , celd ne signifie pas gue les régles gue nous
avona introduises dans cef paragraphe scient arbitraires , ni §
gqutelles soient sans rapport svee cellses suxguelles obéit 1'%~ |
dentité logique § tout au contraire , ce sont ces dernidres
gui en sont la véritable origine (voir § 55 ; mafs XXXX i1 est
boa d'oubliszr volontalrement cetie origine pour bien compren~—
drs 1%'emplol omi en est f2i% dans ce paragraphe et les suivant

Au lecteur qul éprouverszit guelque difficulté & faire cattfe
dissociation , nous conseillons de remplacer partout , dans
les railsonnements précéddents , la notation ®x=y" par une autre
telle que 223533 , gzl n'éveille pas de résonsnce intuitive. |

Exercices . 1) Momtrer gue ; si uns relatiocn E{x,y% entre deux éxgu-f
ments 4'un méne Ltype , obéit aux régles B-1 4 -2 , E-3 , B-4 , slle |
est équivalente & X=y . i
23 Momirer {svec les mfmes notstions que dans 1'énoncé de la rdgle
E-4) cue

fAgmy® — ¥{gi R » Ry) et (=i ;ay = sz)ﬂ 5

& 2 . Type des parties et relation d'esppartenance .

Rous sllons maintensni dlavzir le champ d'sppliestion des régles
formilées jusqu'iel , en nous donnent le droit s chague fols que
novs anrons neamé un ou plusienrs types , d'en introduire dfautres,
gul lzor seront sssccids BEIREHX de la maniire gui ve 8tre précisée
dens ce paragraphe et les sulvants . P

T désignant un type quelcongue , nous considérons que les termes

|
§
%

*le typo des parties de 2" ot la combinaieon de mignes P(T) sont

deuz nome synonymes d'un nouvel objet de 1'eapbkee des types .
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}}é plus , % &tant un argument queleonque du type T , X un ergusent
queleonque dg Gype P(T) (on adoptera dans ce paragraphe la conven-
tion de 4ésigner les argulents de T par des petites lettres , ceum {
de P(T) par des grandes Lettres) , nous considérons que 1a sambinaiu
mon de signes " xeX " est une yelation entre x et X , qu'on appel-

1e encore relation d'sppartenange relative au type T 3 "x appartient

2 X% , "x est dans X" mont considérés comme des noms synonymes de

sethe relation o negakim A xe X’ %J"L”";:‘"”'J'y"’" g X } onace
IR < B ALisx] £ . . H r Vi ] :
e la - aam@&mgm, &u’%’*if— uf’x.eﬂ-ze/f. .
~ 1ci encore , on adopte le mBume signe pour éderire legrelstions
d'apparitenance mlaf;ive%a, des types distinctes 7 c'est un shus
de langage qul n'a pzs plus d'igoonvéaients gue l'asbus ansio-

gue concernant la relation 4'égalité ., pourvu qu'on précise

toujours ce gue sont x et X .

L' emplol de la relation dfappartensnce est régi par deux riégles
fondamentales ., Ia premidre velis ceitis relation & 14 relation 4'4-
gaikté dens le type P(T) 3 pour 1'énoncer , nous définirons d'abord .

vne relation eomplexe , formée 2 partir de la relation d'appartenan-

ce , et tout sussi importante que cette dernidre : la relation 4'in-

cingion .

x étant un argument du type 7 , X et ¥ deux argumenis du type P(T), |
nous considérons lg cgz::zéinaimn de sipnes " XCY " comme une relatio
doguivalente & la relation |

Pouel guefsoit x , 81 x€X , xe¥ "
P ADX " , "X est contenu dans I" , "Y contient X" , "X est une par-
tie de ¥" seront eonsidérés comne des noms synonymes de cette rels-
tion .

On remarquers qu'en ‘mfﬁu de la régle I , "XCZX" est une relation t

partout vraie . On a2 de plus la proposition suivante :
Eroposition 1 . X , ¥ , 2 ¢étant trois arguments guelconques du type
(1)

"(XCY) et (YC2Z)"» "XCZ"
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En effet (rdgle 16)
"(si xcX , xc¥) ot (81 xc ¥ , x€2)* > "ai xeX , xc 2"
done (riégles¥ME VII et 11)
®"(quel que soit x , 21 xX€X , x€¥) et (guel que soit x , 81 xe¥ , |
X€Z)"2 "quel que soit x , (i xeX 4 x€Y) et (8i xc¥ , xcZ)"— |

— "ouel gue soit x , 81 x€X , x€i”®
ce qul démontre la proposition .

BEX Cette proposition montrs (rigle 15) que la relation "XCY et |
YcX" satisfait & la régle B-3 ; elle satisfait évidemment par ail-
leurs aux régles E-1 et #-2 . La preumidre rdgle relative & 1z rela-

' YXcY et Yc X/
tion d'sppartenance gue noug allons poser exprims que\EITEEIFETETAEK
satisfait en outre & E-4 :
A-1 ., X et ¥ étant des srguments guelcongues &AX¥ du type P(T) :
"YCY ot YC X" 2 "Z=Y" |

|
|

Ls négation de "XCY" se note parfois "KEY" , et est Squive-
lente & la relation

il exisie x tel que x€X et x%‘i’"
On Avitera bien entendu la confusion zrosslire entre X¢¥ et
ICE .

La seconde rizle est celle ¢ul va nous permetire de nommer des 4lé-

ments du type P(T) et des relations fonctionnelles par rapport & |

ahieo melceongue |
A-2 (Rbzle de passage au type Mﬁaﬁﬂ). 86it R me%??eonteni
nant un grgument x du type T ; la relation (quef nous désignerons
en abrégé par o) |
"auel que Boit x ,(8li x€X , R) et (si R, xeX)"

des arguments de ce type 3 0‘“

est une relation fonctionnelle #HXX en X . De plus , si par exemple

Y% sont les arguments autres qee x figuranit dans R , et si Eﬁ(y,z)

|

désigne le symbole fonetionnel déterminé par § ,
iy €ER(3’¢Z)"2 npH e

- Bn peut remar@mzr que la proposition
il existe au plus un X tel que B"
est une conséguence de AK%Z A-1l et des riégles antérieures § en
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effet , soit X' un nouvel argument du type P(T) , et désignons
par ' la relation S ob on a remplacé X per X' ; d'aprés la
régle VII
"5 et 3* " 2 "quel que soit x , (8i x€X , R) et (si R , xeX)
et (si xcX' , R) et (8l R , xeX*)"
Or (rEgle 16)
"(gi x€X , R) et (si B , x€X")" > "ol x€X , x€X' "
"(ai xeX',R) et (si R , zeX)" »tei x€X' , x€X "
Done (rigle XE 11 et rékle A-1)
"g gt 8! "— Pguel que soit x , (8i x€X , x€X*) et (51 x X'
xe:{)"?_‘ "WYYy # :
ce qui démontre la proposition .
11 suffirait donc de poser comme régle gue la proposition
uil existe X tel gue 3" "
est vraie , pour en conclure que S est une relation fonction-
neile en X .
De la roégle A-Z2 on tire immédiastement la proposition suivante :

Proposition 2 o Scient R , S deux relstions guelcongues contenant un

argument x du type T , X—:—-EE(:;,z) : X,—:Es(y,z,u) (par exemple) les re-

lations fonctionnelles gu'on en dédult respectivement par passage au g

type des parties de T :

"R>8" —"quels gue soient y,2,u, ER(;g,z)C Eg(y,z,u)”

i
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Bn effet , d'aprés 4-2 , "R"2 "x GER(y,z)“ ;g HEN = Ny eEs(y,z,u)

Done "R - 8" "gquels que soient X,y,%,u, 8l xéEB(y,z) v

s €Es(y,z,u)" : or , cette dernidre relation FEENXEEE efobtient en

!
2l

substituanst E;R(y,ﬁ) 4 X et Es(y,z,u) 3 Y dons la relation "quels :»-1

soient ¥sZsu, quel que soit x , mi x€X , x€ I" ; comme "quel que

goit z , 8i x€X , xec¥" 2 "XCY" , on en déduit 1la proposition ,

par application de la proposition Fdu §1 .

Corollaire . Avec lez mémes notations ,

"R 28" = "quels que solent y,z,u, Eﬁ(y,z)z%(y,z,u)”
G'est une consdéquence immédiate de la proposition 2 , de la riégle

15 et de la régle A-1 .

d'une partis
On peut d'ailleurs donner fie ce corollaire une démonstration

indépendante de la régle A-1 ; en effet § "RZ2S" entraline
%auel gque soit x , (8l x€eX , R) et (#i R , xeX)" 2 "guel 1
que Boit x , (8i xcX , 8) et (81 8 , xe X)"

clest-a-dire {rigle A~2 et EFEERIBVANXEXIX pmp.? du § 1)

;-; (R 28)—> ("5=By(y, 8)" 22 "X=Eg (7, %,m)") |
§ et par mite (pmw‘g du § l) f
jfg CUCUHETE mmwmmim
% HR 23" — ”quels que oainh'* YsZsls Eﬁ(v,z)-» g(y,z,u)" . '
?“‘ semble fondementel et ILorsagu'on sppligue la riégle A4-2 & une propriété Pixg de i{5
?enae%ble vide . l'argument x du type T , on voit gue la relation f
% "quel que soit x , (81 z€X , F{x}) et (si P{x , TEXI
:g;ﬁ est une propriété déterminante dans la type P(T); on notera EE By
% 1'élément de c¢e type qulelle détermine , et on dira sussi que B, B

est douivalente o

est la partie du type T déterminde par la El‘ﬁgl‘lé"é Pix} } "z €RST
% %x?
Cons Igzroxm an @artieulier la propriété "x=x" ; nous donnercns ]

la pa.rtiMu type T qu'elle détermine le nom d'ensemble fondamental

. du type T 3 comme "x=x" est partout vraie , et que § "x €B"E2 "x=x",|

"y EB" est partout vrale . Comme "X gE" 7 "(rx%X) oul{x €E)" , cette
. /4

dernitrs ;ropg"&ﬁm est partout vraie , antrement dit , "XCE" est J

partout vraie .

|
|
|
|
|

Remarquons mafintensnt gque deux propwiétds Pfx'g 5 Q}xg partout
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vrales sont éoguivalentes (car 4taprés la‘?‘r&agle# 14,

npn > #p of Q"> "Q") ; done , si Pix} %t une propridté partout
vraie , By=E (eorollaire de la pmy.z) . et réciproguenent .
De 1z mBme manidre , la partie du type P qne ﬁétex'mne la pmyﬁém

Mxgx® regoit ls nom d'ensemble vide du *k?m 7 3 on 1ia notera g (ce

gqui est un abus de langage , puisque cetie ;wta%wn est la mBme
pour les smsembles vides de deux Hypes distinets 3 d'ordinaive ,ce«-
1% ne présentera aucun inconvénient sérieux ; si on veut éviter tou
te confusion , on nolera par exemple -ﬁ’ﬂ 1l'ensemble Av,iée du type T)e
Coume YXIIGL "x € 2 "xfx" , "z e f™ est partout feusse , et par

suite sa négation ’*x# #" est partout vraie ; mais .?’x# gr - ’*(x#ﬁ)

ou (xeX)" , donc cette dernidre propriété est partout vrale j au-
trement dit "FC X" est partout vraie .
Deux propriétés partout fausses étant Squivalentes , si P{xf est

une propriété partout fausse , EP=5 s 8t réeigmqa&men’s .
Gomme "X CE" est partout vraie , "EcXI"2 "(ECX) et (ZCB)"2"X=E";
de mBme "Xc@"Z™(XCH) et (FcX)"2"Z=f" . On en dédult la propo-
sition suivante @ ;

Proposition 3 . "Il existe x tel que x€X"2 ngAgy

Gette proposition est en effet synonyme de

®quel que soit x4 x%K" 2 "I=g" |
Or , ”xyﬁx,”z ”(1¢X) ou (xeff)? , puisque "xef" est pariout fems-
se {régle 14) ; done
"aquel que soit X , xéi"z "ouel gue 80it X 4 x%Z ou xe@"2"XCg" |
d'oh 1a proposition , d'aprés ce gui précdde . I

On montrersit de mfme que
"ouel gue solt x , xe X" 2 "i=EY
ou encore (forme associde synonyme) __
"il existe x tel que x%X”Z "XAB" . |
D'apres la rdgle ¥ | 1
"auel que soit x , x €X" "l existe x tel que z€ 34" :"
gy dome (§ 1 , prop.§)




"oquel que soit x , X€E">"il existe x tel que xe€E'Z2 "ELG"
et par suite , "E#P" est une proposition vrale .
Par définition "X est sirictement contenu dans Y" sera une

relation synonyme de "XcCY et X£Y" ; on peut donc dire que
"g est strictement contenu dans E" est une proposition vraie. |

Comme (4'aprds nos conventions de langage antérieures) "X est une
partie de E® est une identité , of remplace fréquenzent les termes

ou sous-ensemble
"partie du type T" par "pariielde i'ensemble fondamental EY , consi-#

dérés comme synonymes 3 de mlme , au lieu de dire w&lément du type

‘."?.‘:

" _ on dira plus souvent "élément de 1fensemble fondamental E" .

es parties formdes Appliguons maintenant le principe de passage au type des pab-

un seul &lément . ties , & la relation y=x et & l'argument y ; dtsprés ce princi

S )

pe , le relation
"guel que soit y , (81 yeX , y=x) et (si y=x, yeX)¥

est une relation fonctionnelle en X s nous désignerons le symbole

fonctionnel correspondant par {x} : on & done la proposition

'y e {x}u‘—g fgeg®
101921 V8 7S RS b IR TR ST TERLETTACLLAE .5 LS
S 61 1TV IEE VLTI REP IS BE IS IO RRAIEIE A TEADOES T804
POOOERTREI L 4k 26 EC AR I ISLICRCICITENT S 2128

v e {x}" est done une relation fonctionnelle en y , autrement dit , -;'

s

#i1 existe un y et un seul tel que y¢ {x}"’
est pertout vrale ; sussi lef partieg de T qu'on obtient en su‘bsti-

tuant & z dens le symbole fonctionnel {x}- un élément & gquelcongue

du type T est-elle appelée la partie de T formée du (ou réduite au)
seul §lément a .IL faut bien entendu éviter soigneusenment de confon

i
é

dre a , qui est un élément AEAX du type T , et {a} , qui est un é- |
lément du type P(T) )
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Proposition 4 . "x€X"2 "{x}cx" .
KEE) EAEILAXSHELY BEn effet , comme ”ye{x}" est ung

BFEEE fonetionnelle en y , équivalente & "y=x" ,
"y eX® 2%uel gue soit ¥y , y%{x} ou yeX¥
(§ 1 3 propositionz @ et 12) , ce qui n'est autre gue la propomitior

& démontrer .

Proposition 5 . ”Kc{xj "= #(x=g) ou (X:-:{x})"

Bn effet ﬁmm ”(y¢x) on (ye{x})“—'”(yfx) ou ("ye X" et
XA B X EHE BT EXFLYL "y € {x}")” {régle 14 et distributivité]

Done (z%gle X)
"Xc_{x}“z "ouel que soit ¥ , y;’x ou {yeX st ye {x})”—’”(quel qud
soit ¥ » y#l) ou (il existe y tel que yE€X et ye¢ {x})"

Yais (proposition 3) "guel que soit ¥ , ygfx”z "I=f" ; et d'autre

part , comme ”ye{x}"g”yzx“ .
7i1 existe y tel gue y€ {z} et yeX" 2z ecX" 2"/ xjC X"
Done "Xc{x}“'«"*“{Xzﬂ) on ({x}cx)" ; et , comma
"X Cfx{">"(Z=f) ou (X =})"

”E;C{x}“-, " (X=f) ou (Xc{x} et x[CX)"2"(X=f) ou (Xz{x})”
Réciproquement , comme "§ CY" est partout vraie , "ﬁc{x}” est par-
tout vraie (§ 1 , ‘pmp.ﬁ} s done '

"Z=gn " (Z=f) et (FC(x})"> "L C fxf"
(5§ 1, propositions 1 et 5) , D'autre pert (4-1 et prop.§ du § 1)
"N { "2 K C{x} et [xjcx"pxc{x}"
done "(X=g) ou (X= {x})"-’ "L C{x}* , ce qui schive la démonmtration,
Proposition 6 « "guel que soit X , sl x€X , yeiIP2 My=x" . |

D'aprés B-4 , on 2

My=x"-> %"si xeX , y€X"
done (réyle éde radoublement)

Bymxt-s Mauel que soit ¥ , sl xeX , yEX"
Réeiproquement (§ 1 , prop.il) |
CXXE "ei xe{x}., ye {x}

*guel gue soit X , 8i xeX , yeX"-» UBIXR
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— "gl x=x , y=x"->"y=x"

puisque x#x est partout fausse (rdgle 14) .

Le complimentaim d'une partie . Considérons la relation {entre wn argument x d'un

type T et un argument X du type P(T)) ”x_# X" , et appliquons-lui le
principe de passage au type des parties : 1a relation |
"quel que soit X , (si XY , x¢X) ot (si x¢X , xe )"
8t une relation fonctionnelle en Y j on désignera par C,’K le symbo
le fonetionnel gqu'elle détermbne ; “le complémentaire de X" sersz co ,;;
sidéré comme un nom synonyme de ce symbole , On & la proposition |
f1) ' "xflx"‘z*'xe ﬁX” ‘
G4 on substitue & X , duns le symbole fonctionnel X , un élément |
A du type P(7) , 1'éiément CA du type T qu'on obtient s'appelle };g
partie (ou le sous-ensemble) de E complémentaire de A .

La proposition (1) est synonyme de
e 2 “x¢ CX"
Mais d'sutre part , de "x {Y"2"xe¢ [ T on aéauit (prop.§au § 1)
”x% CX“Z”XG C(EX)”
Done e cE*2"xc ﬁ(ﬁx)"
par suite ;
"ouel que soit x ,{si %€ X , x¢ E(EE))- et (31 x ¢ {:( {:X),xe X"
est une propridété partout vrale ; donc (4-1)
e
eat une identité . |
D'aprés (1) et la proposition 3 du § 1
"2c B2 "x # C E"
T (30 e 88 Cr a8 bTIe 4TI RLT I VETEEAERS 50 0L s
done "quel gque soit x , x € B"2 "quel que soit x , x¢£E"

ELEET X a KA XXABR

vraie , il en est de |

e

et comme "guel gque soit x , xcE" est BARESEUS
néme de "gquel gue soit x , x¢8§” t done (prop.3) " CE:: * est v

On en déduit (prop.1? du § 1)
[#= C( C E)=E .
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Enfin , d'aprés (1)

"XCI"2 "guel que s0it x ,EBE xféx ou xX€EY" 2 "guel que soit x ,

xe[:Xoux¢fY" CYCCX"

d'od sxcyrz2efycfa . |
Réunion det intersection Appliquons le prinecipe de passage au hype des parties 3

ﬁ
de deux parties : lz relation "xeX ou € ¥" : la relation

"quel que soit x , si (x€X oux€¥) , x€Z , et 81 xe% , (xeX
ou xel)* ;

est une relation fonctionnelle en Z ; nous désignerons par XUY le

syubcle fonetiommel gu'elle détermine , et qu'on nomue sussi "la ré
union de X et de " ; on &
(2) "scX ou xeI"2"xecXUY" .
En opérant de m@me sur la relation "xe€X et x€¥" , on voit que ia i
relation |
"gquel que s0it x , 8l (xcX et x€¥) , x€Z , et 81 x€Z , (xeX
et x€Y)" ,
est une relation fonctiomnelle en Z 3 on désigne par XNY , ou par
le nom synonyme "l'intersection de X et de Y" le symbole Fonctionne
gutelle détermine , et on a !
{(3) "tcX et xeI"2%=cXOY” .
Si on substitue & X et Y respactivement des éléments 4 , B du type |
P(2) dans le symbole ZUY (resp. XNY) , 1'élement 4UB (resp.ANE)|
du type P(7T) gu'on obtient s'appelle le réunion (resp. 1'intersec—
tion) dee parties A , Bde B . 1
Proposition 7 ."Quels que soient %,Y, C(XUY}::(GX)O( BY)“’ :

"Guels que soient X,Y, {;(X NT)=( EX)U { C Y)n, 0
En effet , d'aprés (2) , (3) et (1)

"x € C(’XUY)”" “xéxUY“" ”xé X ot xé?"Z

"’”xc—fx et xeBY”Z"xe((gx)ﬂ(CY))” I
a'oh on déduit immédiatement , d'aprds A-l que [(XUT)=([ X)N( [:y) ]

est une ldentité . Démornstration asnslogue pour 1a seconde identi%é.
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””“?‘W oa)ﬂMb en déduive 1'identité [a=[B (§ 1 , propesitions 13 et 5)
2, puis & appliquer la proposition "i/’tlé 1'identidd C ( C I)=X

Surnegms Ce procédé , mppliguéd par exemple & 1'identi®é "XUY=YUX"
ok » W dorme 1'identité " C(KUY)«C(YUX}“ s puis (prop.7) ¥

. 5. A%

Propogition 8 . "Quels que soient X , ¥ , XUY=YUX et XNT=YNX" .|

En effet "x€XUT"2"zeX ou xe¥"2"x€Y ou xeX"2"xeYUX"

et d'aprés A~-1 , il en résulte que "XUT=YUX" est une identité .
Démonstration analogiae pour l'intersection .

Proposition § . "Quels que soient EX X,Y,%, ZU(YUZ)=(XUY)U & ,et
1@ (x02)=(xNY)N 32", ,
Bn effet , "xeXU(YUZ)"2"xeX ou (xe¥ ou xe2)"2"(x¢X ou x€ ¥) |
ou x€2'2 "x e (XUT) L 2"

d'oh la provposition pour la réunion , é'aprds A-1 ; mlme démonsira- |

tion pour 1'intersection . On considére le symbele XUYUZ comme 3% §
synonyme du symbole fonwtionmel XU(YV 2Z):de mBme pour 1'intersection]
Broposition 10 . "Quels gue scient X,Y,%Z, (XNY)UZ=(XUz) N(TUZ)

et (ZTUY)N Z=(xNZ)U(YNZE)* . ‘

fn effet , "€ (ZNTUZ*2*(xcENY) on xe %" 2" (xeX et x€¥) ou

x€2"2"(xeX ou x62) et (x€Y ou xcB)"2"MxeXU3z) et (xeYUZI"Z
2"z e(xUz)N({TUZ)"

d'oh la proposificn pour la réunion ; mfme démonstration pour 1'in- |

tersection .
_ trois !

Or remsrquere cwe la seconde partie de chacune des)Ypropositiony
précédentes se déduit de la premidre partie par un ménme pmeé«-% ,,

dé , dit F¥EsEEE prinecipe de duslité : 11 consiste , étant
donnde une idsntité A=B , oh A et B représentent deux symboles |

fenotionnels du type P(T), contenant des arguments X,¥,2 , &

'wn pour faire disparaltre les doubles complémentaires .

e ¢ EK}Q { CY):(C Y0t CX)“ ; en substituant & X le symbole

fonectionasi Cﬁ s 2 Y le gynbole fonctionnel C U, i1 vient

itidentité "ZNU=UNZ" , équivalente & "TNE=YNZ" .
Proposition 11 . "iuel gue scit X , xﬂ(ﬁx}zﬁ et XU(C X)=8" .

La seconde partie de la proposition se déduit de la premidre par du-f

alité et application de la proposition 8 § il suffit donc de démon- |

i

|

trer que "XO(C X)=7" est une identité .
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Or, "xecX ﬂ(Cx)”;’"xex et x¢x:” s Pelation partout fausse ,
done "quel que soit x , x¢Xn(C X)* est une identité , d'ol
résulte la proposition , d'aprés la proposition 3 .
Proposition 12 . BICYZ XU 2"INTX" ,
I1 suffit dé démontrer que "XCI"2"XUY=Y" , car on &n déduit que
[ 56604084 98808904300 108008SIERIHCIFOLELIEEEO4006E00 6004
gz Pve [xezv([nu (o= 2 [([0u )=z

205X ,

11 faht dtablir gue "XCY'2(YCXUY) et (XUYcTY)" , d'aprés 4-l.
Or "YCXUY" g5t vne identitd , car "xe¥Y"?"xeY ou x€X"2"xe XUY

{rigle II) 3 d'aprés la rbgle 14 , tout revient donc & démontrer que
ML CY"ZPXUTCTI . Or , (rdgiss I et 14)
-"x¢X ou XE Y":"{x%ﬁ ou xe¥) =t (xg;{‘i' ou xeN)" =2
2Z"xdX et xf.‘i’) ou xeY"Z"x%XUY ou xeY"

d'oh (rigle 11}
"quel gque soit x , si xzz , XET"2"qmel que mit x , 8l xeXUY ,
xXET?
ce gqui est la proposition & démontrar .
Soxollaire 1 , Las relations

PEUL=X" "X Ug=X" s "X U B=E"

"ENE=X s "I Ng=p" ’ "X NE=%"
gont des identdtés .

fe @ont en effet 4oz consdquencses de ls proposition précédente et
de la proposition 6 du § 1./

Gorollairs 2 » "ECT">"IUZCYUZ" 3 "ICY""X0ZCTNE" ,

Dlapres lef coreollaire 1 et 1z proposition 9
(xUZ) U(TUZ)=({(XUTDU %) ot wne Aendihe -
Or 4 (prov.12) "YCYE2*XUY=T" : on & done '
BT CY"-2 (T UZYU(TUZ)=YU "2 "XUZCTU2Z" |
er sppliquent de nouvesm la proposition 12 . ¥8me démonstration pour

la seconde proposition (qui se déduit d'silieurs de la premidre par _.}5’
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j dualité) .
Gorolleire 3 . "XNY=pr2ryc [ X" § "XUT=E"Z" [ YCX" .
% I1 suffit de démontrer la premidre proposition , la seconde s'en

déduisant par dualité .
Or (proposition 10)
oy (2NN [N D=(2U [B) N =ENT=Y
Done , *INT=p"->*( [ D)) Y=T"»"¥C [ o
Béciproguenent (corollaire 2)
e sza Mzanyc(xn Ez}u*zzgxcﬁ”z "X NY=g" .

[/$igna1<3ns encore , & propos de la réunion de deux arguments du ty- §

R R R LD R s

pe P{T) que , £i x et y sont deux argumehls du type T , on donne

gu aymbole fonctionnel composé {‘{}u{y} le nom abrégé synonyme HE |

% {x,y} § B{EFHEYE e nloe , M,,fz} geys. un nom synonyme de
E d_g,f}u {4} ,(ei; var smite sussi de v}u{v} }), et ainsi de suite
} Sorallaire 4 . M2CX) et (ZCTI"»>"ZCXNY" ; "(Xc2) et (¥C2Z)" >

S>RZUTCE"

T1 suffit de démonirer la premidre proposition , la seconde s'en

S e R W

ARLT R

déduisant par duslité . BEX D'aprds la proposition 12 ,

"(ZCX) et (ZCY)""BUT=X ot ZUYLY">"(ZUX)N (ZUD)=XNY" > |

2" UENT)=XNT"2"2CINY" .
L'extension d'une relation biunivogus Dens ce qui suit , de méme qu'a la fin du -'i

i |
2ux Ztypes des parties . § 1, T et T seront les noms de deux typesi

(i RS A R S S

distinets , ou deux nome synonymes d'un mfne type . Hous supposons
donnée une relation Bix,x'} bimnivogue entre un argument x du type
T et un argusent x' du type T' . ‘
cmidém*zg ia relation , enitrs x' et un argument X du type P(T) ,
”fﬁ(x’)eﬁ' d'aprés la régle 4-2 , la relaticn XX |
Pauel gque soit x' , si fB(x')e X, xcXt , et 8l x' e:K',f (x')exm

(ot X' o3t un srgunent du type P(7T'))est fonctionnelle en X' ; nous

ellone voir gu'elle est sussi fonctiounnells sn X , aubrement 41t

gue ¢'set une relation biuni.wm‘gm entre les types P(T) et P(T') ,
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- Bl
qu'on appelle l'extension de la relation B HEXXXY & ces types .

En effet , en remplagant "?B(x')e X* par la relation éqmivalente
il existe x'tel que B et xeX" , tenant compte de ce gue B est
fonctionnelle en x et fonctionnelle en x' , et appliquant la régle
IX et léx proposition 2 du § 1 , on a les égquivalences

"ouel que soit x' , ("guel que soit x , B ou x¢X" ou x'€ X') et
CEXEXEABXEEXEXXXY ("quel que soit x , B ou x€X" ou
z'%K’)“z"quels que soient x , x', (B ou x¢x ou x'c X') et (B ou

z€X on x'¢ x')"z“qaei que soit x . ("quel que soit x' , B on
x‘féX' " ou xcX) et ("quel que soit x' , Bou x'e X' " ou x%X)"
et cette dernidre PFEREBILTANYEH i‘&lation est dgquivelente &

"quel gue soit x , si fB{x)e X' , xeX et 5l xeX , f(x)EX" ©
reiation qui est fonetionnelle en X , d'aprds A-2 ,

Par un abus de langage (sans inconvénient pourvu gu'on préeise bien
ce que sont les arguments introcdulte) , nous désignerons par fB(X) |
le symbole fonctionnel déterminé par l'extension de B , en tant que
relation fon¥ionnélle en X' , et par -é;(x’) le symbole fonctionnel
féterniné par cetite mlme relation , en tant que relation f’omtienne}g
le en X . On a donc (r2zgle A-2) les dquivalences
(4) ”E;(x') cXr2uxtc fg{x)n . afB(x)e Xt w2 ny 65;3(35’)”
dfoll on éédnit s par a;:glicatmn de la prop.5 du 5 1 , et en se rap

pelant gue xz:ﬁg(fp(x)) y X zfﬂ(fa(x 33 .

(5) ‘"xeXn27fy(x) £ (X)" s "xte Rt n2n B(x’)éfﬁ(z')"

On en $ire les jdentités

£(XUN=L, (DU (D) 5 LR(XOAD=L (O 25(T) 5 25([X)= [25(0) 5
2y( {x})a{fB(x)}- s Lp(g)=F fp(E)=E' (B , B' ensembles fondamen-
teux des types T , ') .

=

! |

Démontrons par exemple la premidre , la guabridme et la cingquibme l

de ces identités , laissant aul lecteur le soin de démontrer de fa- }

4
&
-."

o

gon analogue les autrss .

OH & d'abord |

TEETRTERR
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nyteg fB(X)U fB(Y)"""x e fB(X) ou x'e fB(Y)“4WW
;_""f (x')e X ou fg(x‘)é Y“""fﬁ(x‘)é XU 28gtc @ (XUY)“
clegt-b-dire (A~l) que
£5(X)U 25(V)=L5(XVT)
eat une identité .
De méne , FXETANEEHYASEEAENIVABTIYPEXING y' un argument du type T' §
A 4 . |
ﬂyﬂe fB( {x})uzafz(y!}e {xj,nz "fB(y")ﬂX"Z nggx’yvs a‘—_? "y':fB(x)”:?
= M'e EMER
d'ol (A-1) om tive queRgkRyrRay{XAL
f:g( {X}}"'—' figﬁxj‘}
est une identité .
Enfin , comme de {4) on ‘i}l.‘:‘&‘ que “‘}3(3‘”#?”2"5‘ % fB(X)” s, OB 8
- Bt ¢f}3\¢)5&—9n&3(x1 ¢)éa
Comme "fB(x’) %ﬁ” est partous vrale (§ 1 , prep.%) 4 il en est de
méme de ”x’¢ i’g(ﬁ)’" done EREEL (prop.3) ’?‘ﬁg(ﬁ)zﬁ‘; est une propositic

vrais .
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3./ Sous-types et types produits . A%@BﬂﬂL'4£ ¢{

ous—types d'un type donné . Soit T un type quelconque , A un élément quelconque‘éu

[

R

type P(T)  ; nous considérons que les termes "le sous-type de T cor-
tespondant & A" et la combhnaison de signes TA sont des noms syno-
nymes d*un nouvel objet de 1l'espéce des types ; de plus , si x est
un argument quelconque du type T , X, un argument guelconque du typ
TA (nous adopterons , dans la partie de ce paragraphe consacrée aux
sous-types , la convention de ZEZEE désigner par des lettres affec-

tées de l'indice A les arguments du type TA) s, nous considérons que

la combinaison Kﬁix,xgg st une relation fonctionnelle en x , dite
P 9 5 -

relation canonigue entre x et x, 3 k, (YA) ou simplement K(XA) ;
EEPEREIXBEHERE s'il n'y a paS'de confusion possible , seront les
noms du symbole fonctionnel déterminé par cette relation , qui est

donec éguivalente & X:k (X ) . Bnfin , nous posons les deux régles
.n.

suivantes , relatives & cette relation :

E=
1

j=te
0

5-1 . "1l ex

@

- B N ot 1] i)
x, tel que _»L__ac(xé, 22 "zel
S~-2 o "Il existe au plus un E% X, tel que X=k(XA)" est partout
vraie 3 autrement dit , si Xy et Ta sont deux arguments Ap type T,
- Fes
e lx, )=k(5, ‘"""XA~yA" :

Comme toute relation fonctionnelle en x , la relat io* cagnonigue

permet de passer d'une relation R contenant x & la relation obtenue

o
=

en substituant & x dans R le symbole fonctionnel correspondant , iei

£

k(xg) s mais elle permet aussi de passer inversement d'une relation
“

S contenant x, 2 la relation suivante , que nous désignerons par g

Lo

7"

bede

1 existe x, tel que sz(xa) et 8" ; on a de plus la proposition
£5 L&

suivante
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Proposition 1 . Soit R une relation contenant x , mais ne contenant |

|
|
o
|

, mais ne contenant pgé
i

|

pas X; » et soit 8§ une relation contenant Xy

X 3 on a

-.A)L-’"*‘;eﬁ et R" s (S‘) ;’? -

En effet , soit y un argument du méme type que et distinct des

b

argunents figurant dans R , et soiy Ry 1s relation obtenue en subs-—.

LY . .
'R,22"il existe y tel que y=k(x,) et

©

tituant ¥ & x dans R 5 on

b o> SRR | | Ao

& 9 0.0flC

: f

(R, )" 2"l existe x, tel que z=k(x,) et (il existe y ®el que y= =k(x,)
J.‘;&} é’ b -'}. e g e L \.t..j:; L § o 55 e 30 WD J wis o q_ P A
et P‘y n 2 il existe y,x, telg que x=k(x,) et y:k(XA) et Ry"

(R})Kz.'"il existe y,x, tels que 5_{(x i) et x=y et Ry"z_’"cil existe
r, tel ¢ 1 ) et (il existe y tel que x=y et R )"
A 5 £ 5 y
d'oh finalement (régle S-1 et prop.l2 du § 1)

<

(P-.A)K;_’ n(il existe x, tel que X=k(XA)) et R"2"x€ A et R"
Fay
De méme , soit y, un argument du type T, , distinct des arguments |
i3 7 £ 4
figurant dans S , et soit Sv lzg relstion obtenue en substituant
r. o x,. dans B 3 on a
Ia A 2
(SK),. ="il existe y, tel que k({x,)=k(y,) et 8_ "
5:% £ o P o Va
=S
dtol (régle S-2 et prop.l2 du § 1)

tel que X5=Y, et 5. "2Ug"
4% ‘l
.H.

£




Proposition @ . S étant une relation guelconque contenant Xp

b4
ngon "(qu.el que soit x| , X ) ou u) et xgA"
A

En effet , d'aprds la regle $5-2 et une remarque faite au sujet de

L

2 "il existe x, tel que ¥=k(x,) et S"»"il existe x, tel que
z:k(xﬁ)"zz"x:e¢V' - d'aprés la rdgle S-1 , ce qui démontre la
premiere partie de la proposition .

Kz

Corollaire 1 . S et BE U étant deux rekations guelcongues contenant

-5
K —
T
A

=\ K e
(1) B (@B 2s) chzel’
A K X Ak
(2) (6 oun ) 2 "S5 ou 0" ‘
: . .
(3) s et T)X2 nsE ot g
= P dh 3 .":I/‘:
(4) fouel que soit y ,8) 2 "gquel que soit y , 5"
. AT i T
(8) (il existe y tel que S) 2"il existe y tel que §5°"
Nous laissons au lescteur le soin d'expliciter les démonstrations de’

ces propositions , qui sont conséquences des régles VII et IX , de

{
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BX la définition de SIA‘ et de la ptoposition 2 .

Proposition 3 . Avec les m@mes hypoth&ses que dans la proposition 1,

(6) "il existe x tel que x€4A et R"22"il existe x, tel que RA"
(7) "guel que soit x , }:¢A oun R"Z"quel que soit XA ; R,

(8) "l existe x, tel que g nil existe x tel oue §
(9) "quel que soit x, , S"2"quel que soit x , Y#n ou SEn

En effet , d'apres la régle $-1 et la régle IX , R ne contenant pas

il existe x tel que X €A et R"2"il existe x tel que R et (il exis-§
te x, tel que X:k(xA))";’"il existe x,tel que (i1 existe x tel que

H
x=k(x,) et R)"2%"i1 Bxiste x, tel que RA"

s = i¢ X
(6) 2 R . D'autre part , comme S ne contient pas X, 9 et que (S57),
La
25 , en appliquant (6) et (7) & la relation sk , on en déduit res

: . ok X s
pectivement (8) et (9) , en tenant compte de ce que 5§ 2"S et xe€A”

Corollaire 1 . R et T ékint deux relsgstions contenant x et ne conte-~

nant pas X, S et U deux relations contenant x

o L —h 0

et #HE ne conte-

nant pas x
me XK ng-apn 20 SY U‘“"
b TR0
“Ra(xéﬁ ou T)" 2”RA-9T A" IO XX KX EEXR
Démontrons par exemple la premiere de ces propositions ; on 3

eem
)

X
"guel gue soit X, 5 = OU U"—l"aue gque soit s xéA ou (5)

od

X : k . 4 i :
ou U'"2"quel que soit x , x#.fa on (x€4 et (87)) ou U"2"quel aye |

0it x ,(xﬁA ou(s%)) ou TEn

d'aprés XEHEXFEEXEE (9) , (2) et (1) ; d'oh immédiatement
=1 A K ) ¥ m"‘ A
"SU"2"(x€4h et S )-—;U’V"z "DK-—) "
en tenant compte de ce que "x€A et S 2K . Démonsgtration analoguch

pour la seconde proposition .
2 et

l‘l)

Corollaire 2 . Avec les mZmes hypothéses que dans la proposition 1,

supposons de plus gue "xeh et R" soit une relation fonectbionnelle

SRR Yl
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e~
<
S e

en X , et que S soit une relation fonctionnelle en x, ; alors R‘i,1

o ~

relation fonctionnelle

wm
D

une relation fonetionnelle en x, et

&

-~

BT X »

-

En effet , d'apres (6) , "il existe x, tel que R," est partout vrais
d'autre part , en désignant par x' un argument du type de x , dis-— ’
tinct des arguments figurant dans R , par R' la relation obtenue en ;
substituant x' & x dans R , on a par hypothése XN

"x€A et Ret x'¢ Aet R'! "pW"x=x? " -
d'apres le corollaire 1 , cette prbposition est équivalente &

"RA. e-t Ri;-" ‘-’"XA_=X'A“

ol x) est un argument du méme type que X, 5 ne figurant pas dans B,

et R! la redation R! ol on a substitué k(:-:ﬁ' & x' ; cela démontre

donc que R, est une relation fonctionnelle en Xy e On raisonnerait
L -

deméme pour SK , mais i1 est aussi simple de remarquer que le fait

que SK est fonetionnelle en x résulte du principe des relgtions

Cette dernidre remarque montre que , si f(y,z,u) est par exemple le}
symbole fonetionnel de S8 , on pourra prendre comme symbole fonction
nel de % , la combinaison k(£(y,z,u)) . Pour smmbole fonctionnel

de R, , on prendra , par un abus de langage , le EZHE symbole Ffonec-

2 A~ 7 A A
tionnel de "x €A et R"

XA étant un argument du type P(T A) s, considérons la relation

Clest une relation entre x et X, ; en lui appliquant le principe de

es , on en déduit une relation entre XA et

désignerons (par un abus de langage) le symbole fonctionnel corres-—

pondant par k(X,) ; on a done

; "quel que s0it x, , X, €E,">"quel .que soit x, , x£k(x,) ou x,c8,"
43 P29 a8
-
donc , cette dermiere relation est partout vraie , éedeg”(propoiet

; ed en
régle 14) "xéA"z(xAé B 2"X6k(EA)" , Bt i1VFésulte que

L

N

k(E,)=A .
D'apres (1) (xﬂe [:XA)KZ"(XAG, XA)K et xeA"
donc "x € k( CXA) oy 8 Ck(XA) et xe A"
autrement dit k( UXA)zkn Ck(XA)

res - K K
D'apres (2) ((xy€Xy) om (x, €X)) 2((x,€X,)" ou (x, &

i

PR 1]

Iy

&
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done "Xék(XAUYA) n2uxe k(XA) ou xek(YA) "

uttement dit k(X.

De 1z méme menidre , en s'appuyant sur ’3‘ on montre que

2) Montrer que k(g)=f , et q ({X-Aj;-s
)

X étant un argument du type P(T

on (x€X), 2 = "k(x,) € X" entre x, et X ; par passage au type de
parties , on en déduit une relation entre X et un argum nt X, du ty-j

pe P(T,),relation fonctionnelle en X, , dont nous désignerons le

P

-4
symbole fonctiommel par k(X) ; on a donc

Tyn ny (= gl ]
) '9 “‘.'x',})e. ¥ 8

dtou \X))—;; identiguement .
2 ¢ 54 \K‘ “'9 z YA =Fm .14(17(7‘ \)n._,m 7 on
De méme (\_}:&e‘.,,,‘ ), < (.xbeu\“&,.,‘ﬁe x, € k(k(X,))"Z"x, € X,
Lo < e £ rS % L £ Lo
4ol k(k( })-_4-5 identiquement .
Exercices . 1) Bénop‘“ﬁ r les ioantités : ; .
-4 -1 ~r ‘-; = A 7S
([ x)= [x(x) , FEUD=E( }Uk(V\ , T(ZNT)K(X)NE(Y)

)
2) Démontrer que ”X‘C T > (X Ck("x’\”
3) Démontrer que k(f)=F , ELEX k ( )=E, .
4) 1

d = ;
encore ;l'o:- a "I=k(X,) " *e(X)=le(k(X,)) " "y(z,ﬁ-, , et
=1 2
part "X, w,(,;) b c“"-r"’_(f“ﬁ}:k(lc(z:)) et ANZ=X"—>"e(X,)=

ANX=X" 2"X=k(X )" , d'ol
L
1y, };(v )""’"XC' v 11( AT
LA geel Ai=glx
i Gl AT X)
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En appliguant le principe de passage au type des parties & la pro-=

priété "XCA" , on obtient une propriété déterminante dans le type &
P(P(T)) ; soit @l 11 c1¢ment a2 ce type (partie de B(T)) qu'ille aé- }
termine ; on a "XCA"Z2"Xe Olv ., soit alors (P(T) >0L le sous-type

P(T) correspondant & a., Xy un argument de ce Type , X=k' (X )

=,

i 5 e nr 2 & LT ’l“.
1z relation canonigue entre X et “0( % :.';Ol’l'tI'O"lS gue "},_(X‘&)—k (Xaz )“I

est une relation biunivogue . En effet , "X,rb (k(XA))“ étant une

identité i

" (X, )»k'(Xa )r2Mil existe X tel que XQ:IC(X) et X::k(K,) et k(}i,..)s'_
‘Jb 4 g

f'(X%\!!_>n-11 existe X tel que Y_’_ -~k(_,{) et 2:1"'(X \"'-,W
Ly g {1 $ 1"

— "Aykg: (XOL ))

et ré Wprooueﬂcnt

"X, -kfk"y()¢))"-a"xc( Ty )=t (xi(k'( Cp ) Mo MECDEROOCCOD
—9"k(XA}_A(\ ’(Xcl ) " e (X = k”” e
puisque k' (Xey YC A est une i{ieﬂ’sité d'aprés ZZX S-1 . Ceci montre

. ; = 4 e
we la relation considérée est fonectionnelle en zi. . D'autre part

ne(x, Ye b " est une identité , et d'aprds 5-1 , @ el * =
A P8
X )=k’(-X()L ), done ectie rel t:zr'.e:rr’est#

( &
s enfin "1,(}{.{%.}:1{’ (X“ ) et k(XA)r_k!(YOL Vi —p "k'(X@[);

S T g = TN -
ANERELAUE acheve &

@

I1 en résulte qu'il est inutile de considérer le sous-type TEXKEL
(p(7) )0(. , le type P(TA) jouant exactement le m8me rfle , et la re-

lation X=k(X,) le rble de la relation camonique ; on peut donc appli=

XA ; Wﬁm%gmxxpxérwﬁm? il exist :;.51 tel que X:}*(Xh) et
E"z"il_ existe l{& tel gue X-;E%‘X‘; el Xcd et B2 "Xc A eb BT ¥

o S' désigne la relation S{ﬁ: on a substitué le symbole fonctionnel
‘.E(X) &% X, . De méme , si R est une relation contenant X , "il e-
xiste X tel que Z=k XA) et Xc A et R" 2Vl existe X tel gue XA:E{L(X)
et XCA et R" ; si de plus R ne contient pas XA y et "Ec A et HY esh ‘A
une relation fonetionnelle en X , "il existe X tel que X:k(XA) et

XC A et R" sers une relgtion fonctionnelle en XA s dont le symbole
fonctionnel sera klg(x,y,v)) d'aprds le principe des relatione fonc-
tiommelles composées , si g(x,y,v) était par exemple celui de "XCA

et R" ; on n'aura donc pas besoin ici de commettre 1l'abus de langage ’;-f

gque nous avons signalé & propos da corollaire 2 de la prop.3 .

Dans le c¢as particulier ol A-E (ensemble fondamental du type T) Vo

les régles S-1 et S-2 ne foné qu'énoncer le fait que x::k(xA) est =

une relation fonctionanelle en Xy s et par suite une relation biuni-|

vogue entre x et X, .
Soit maintenant (A étant une partie quelconque de E) , B une partie
-1
quelcongue de & telle que BCA , et posons B,szA(B) s on a !{,,.(Bj;)::
5 P &b Y

X, (i{, (B))=ANB=B. Soient T, , Tp les sous-types de T correspondant
£h . ¥

O

% A et B respectivement , et Ty 1le sous-type de T, correspondant




Pypes produits .

e

a2 B el

est biunivoque {transitivité

2

la r

&
B2

lation k, (kBA(X ) )=k (13)

des sous-types) . En effet , f (XB)eZB est une identité , donc aus-
si , kB(xB)efk s par suite (d'aprés S-1) , il en est de méme de

- "il existe XA tel que
k (X )_kB(XB) et x,€ B," , puisque'k, (y,)elyzi'ﬁr ek 3 B)" . Comme

ﬁ'autre part “Xﬁé.Bﬂ"

voit que "il existe xp t%el que kq(x

I\
‘.L

, Ce qui com-

=
=

est une re-

. = - Y
kﬁ(xg)_kB(xB,
et T

P e

B
B{X,”'% une relation

X?

9

S-1 , "il existe x}, tel que k' (y,,)zf (k(xa‘\" est donc partout ?
vraie ; comme de plus "k'(x',)nk’ i —2"x]y=y}," d'aprés $-2, on

Fes
voit que la relation considérée est fonctionnelle en x}, ; on mon-

fonctionnelle en x 3 on dit

&
tion biunivoque B aux

trerait de méme qu'elle est que .cette

relation est 1l'extension de la rela sous-tydes

T'

At

2

e

9

A

Dans ce qui sult , les symboles i F’ _X,, sont les noms de

les idées)

trois types (ce nombre n'ayant été choisi que pour fixer

i




ey

distinets ou non (clest-3-dire que T“ et T@ , par exemple , peuvent
8tre deux noms synonymes du m@me type) . FNous considérons-que les

symboles T ou(T i ,T;) , o1 i1l faut remplacer ), ps ¥ par les

Ay

indices «, @ x’ dans un ordre guelconque , sont des noms synonymes

d'un mBume type nouveau , dit Type produit des types T, , Tﬂ, szo

De plus , si u ,V,w sont respectivement des arguments des Types Td y
et x un argument du qygg To (- L
P4 T( ;7 no.» considérons gue les symbokes Cdériu,xg 5 é‘ér{v,xg

o

nelles en u,v,w ; on désigners les symboles fonctionnels gu'elles
+
v

déterminent respectivenmen

o ”{
57 d 71 4 el {17' o (1 .,,,.C' g ] X
simplement par e dx) , uJ\K) v((ﬁ) si awcane confusion n'est &
eraindre ; "la coordonnée d'indice & de x" est encore considéré com—|

me un nom synonyme de EX cd(x) , et de méne pour les autres

Enfin , nous posons la régle fonda mentale suivante :

w=c_(x)" sont deux propositions vraies .

Pour nom du symbole fonct onﬁel déterminé par ce

symboles fels que
aingi A (3
ecrivan®ylies trois signes u ,v ,w

Y77
5 AT

@

de

0

prendrons l'un guelcor

)
R

;\1

es symboles gu'on obtient en

dars un ordre guelcongue étant considérés comme synonymes ; mais ,

-

plus fréquemment,pour simplifier 1'éeriture , nous conviend s d'é

cerire une fois pour toutes les indices M,‘Q,X’dans cet ordre , et |

nous prendrons simplement comme symbole fonctionnel synonyme des

cédents la combinaison (u,v,w
b

(228

pTr

te relation , nous

Ggprw X; sont les noms de trois relation EEKKXXE?%EXXKL&&EXEZKXEX?
ABARETER ;‘W XEETETHRE réﬁ“’?ﬁ?{'ﬂﬁ‘?@&mﬁ”ﬁﬁw%héﬁ?‘%&é&vfﬁ&“x /‘éﬁﬁﬁﬁmﬂ;

FEREAL BT Y X LB XL respectivement fonction-

o |
par ¢ px(x} : cdp((x) - . k2X} , ou plus|

I1 fallt bien prendre garde que cette convention (ainsi que 1s |




§ V\‘_’

§
o))
B

i

convention analogue gque nous ferons un peu plus loin concer- |
nant les parties) n'implique nulblement FHEE qu'il
faille considérer gu'il y =z plusieurs types produits des,gggis

types T, , Tp Tx,suivant l'ordre dans lequel on les &X%KZX&X

Cu
®

produits

=

f=de

re ; on pourrait en effet 8tre tenté de prendre (v,u,w) par
xemple , comme un nouveauf symbole fonctionnel correspondant
4 un autre produit de# ces trois types ; nous n'admettons nul-
lement cette manidre de voir : si Td et Tﬂ désignent deux ty-
pes distinets , (v,u,w) n'a pas de sems , car la combinaison

de signes "v=c (x}" ¥ n'en a aucun , cylx) n'étant pas un sym
becle fonetionnel qu'on puisse substituer 3 un argument de type
Ib 5 81 au contraire T e% Tﬂ sont des noms synonymes du méme

ctionnel de la relation

type , (v,u,w) est le symbole fon ’
(x) et w=e (x)"
N £ ¥ r &

¢

On peut encore présenter le point de vue sous lequel nous con-

"v:cd(x} et u=c
dispreés nos conventions .

gu'on a i
gue fois qu'on s'est donné des types , etyattaché chacun

d'entre eux un certiin nombre de noms synonymes , on a le droib
e g% une. Rart : - o =
d'introdulreYyun nouveau type , uniquement déterminé par les ty-
pes dogﬁés et le nombre de noms synonymes pris pour chacun

sidérons la notion de type produit de la manjdre suivante :
a

N

g _autre part : - . =
d'eux , etyZutant de relations fonctionnelles entre un argu-

ment de ce mouveau type et un argument de 1l'un des types don-

nés que l'on a pris de noms synonymes ; etest

uniguement pour distinguer ces relati
S

gufon introduit des indices ou gu'on

dre conventionnel .

1 est & remarquer de plus qu'en vertu de la régle P , si T
présentent le méme type , les relations fonctionnelles;
t 0% ({v,xf ne sont pas équivalentes si 1'ensemble
fondamental de ce type n'est pas un ensemble 3 un seul élémenﬁ,ﬁ
c'est-2-dire si "il existe u,v, tel que ugv " est vraie ; en :
effet (rtgle X) _
"fquel que soit u,v,w, il existe x tel gue u=c,(x) et V=Cp(x)
et W:Cx(x)) et 0il existe u,v, tels que u#v)"»"il existe u,v,
wyx tels que u=c,(x) et v:c@(x) et uAv'z2"il existe x tel que
cx(X)Fmp(x)" ,
ce gui montre bien que gx(x)zcﬁ(x) n'est pas une identité .

Avec ces notations , on a les identitds

z=(cy(x),cp(x),cdx :
(:‘) UFC‘“({U-f‘fsW)) 3 V=CP((U.,V,W)) ? W=CX((U-:V;W)) g m%& 5(9,’1“{1 ?'%?(X
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En effet

Ma=c ((a,v,w))“;g"il existe x tel que u=c_(x) et x=(u,v,w)" 2"i1 -8

xiste x tel que u:cd(x) et (m-e (x) cb v:cﬁ(x) et ch((x))";Z"il e-

xiste x tel

que u:c“(x} et v=cp(x) et ch((X)"

relation partout vraie d'aprds la régle P . On démontre
autres identités .
Les relations fonctionmelles que nous avon troduites pernettent

pa.rt - . relationg contenant

d'effectuer un double passage : d'une
au plus
un seul argument (respectivement u,v,w par exemple) de chacun des

s Ty

ontenant 1l'argument x du type

)

L. = 4 S
ésignera en abrégé par

34 une relation ne contenant plus ces arguments

types

mais ¢ produit , en substituant cd(x)

z 3

était la relation primitive , on

7

»

aitn

Ew c@(z) 5N, CK(X si

5

1la nouvelle relation cbtenune

a

b

EXETFEFEE THverseme 2 d'une relstion contenant x

LatlonAne v,w , en substitvant

(u,v,w) & x dans 8 ; on désigneraz en abrégé par Sp la relation ainsi
obtenve .

Proposition 4 . Si R est une relation gquelcongue contenant u,v,w
mais ne contenant pas x , et 8 une relation gquelconque contenant x
mgis ne contenant pas u,v,wW, on a

(2F)p 28 (e} >

rois arguments respectivement des types

$

En effet soient u’,vt,w',

Tx s é - LV" distincts des am“uments'figara_t dans R , et soit R'i
la r@l&ulﬂn obtenue en remplagant u,v,w res@ectivement par u',v’,wﬁ‘g
dans R 3 on a .

(R?}p:i"il existe x tel que u=c (x) et v:ep(z) et w:cxix} et (a9} en%?
xiste u',v',w! tels que u'=c (x) et v':cp(x) et w’zc((x) et B2}

(

A

f N 1
R <

1o
oWy

gue uvu=ec

I
x) et w=c_ (%) et wil=c_(x) et R!

i

(x) et u'=c (x)

et v=

P31 existe x.,n' vl
et v:cé(z) et w:cr(x) et u=u' et v=v' et w=w' et §

i1 existe x tel que u=c,(x) et v=c,(x) et w=c (x))et R"
i b s 2
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puisque "il existe x fel que u:cd(x) et ¥EX v:qﬂ(x} et w:cx(x)" est
partout vraie . Démonstration analogue pour la seconde proposition .

Proposition 5 . Avec les m8mes hypothéses que dans 12 proposition 4

. ; : e
(2) 2id ste u,v,w telg que R"2"il existe x tel que B "

(3) "il existe x tel que S"2"il existe u,v,w, tels que Sy

: : P
(4) "quelggue soient u,v,w, R"2"quel que soit x , B "
(5) "quel que soit x , S"Z2"quels que soient u,v,w, S."

u,v,W, tels que u=c_(x) et v:cﬁiz} et WEEX W:PBA“})"*’"ll existe

U
<
.
16)]
o
()
o
IR
=4
({)
b4
‘..! .
4]
ct
4]
<
<
@
“‘Q
ctr
[43]
o
&
0]
1
il
¢
X
N
P
)
4H]
ot
<3
i
(@]
»
—~
wd
S
()
cl
it
(&
=X
TN
M
p s

vtenant pas ¥ , S et ¥V deux relabtions contenant x , mais ne con-

O
c+

g
(-2 T") (5-V) Z(5p2Tp) -
De 12 méme msnidre que pour les relations biunivogues (4 3) . on

voit donc ou's toute proposition contenant les arguments u,v,w, on

’

peut associer une proposition équivalente contenant x , mais ne con-

la notion

Qe

tenant plus u,v,w, et vice-versa . On peut ainsi , grice
e tvpe produidb emplacer dans une proposition des arguments
o ? s 9 > H

en nombre quelcongue par unm seul argument d'un type produit conve-

nable : c'est 13 une f‘011te dont on use fréquemment , et qui simpli

o

fie hes=w®e de nombreuses propositions .
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et soit x' un argument du type produi a((é’T }; les coordonnées de

(Bly

! - : a
x' dans ce produit seront notées respectivement D) (x!') et c“’x(x'

vooue . Elle est en effet éaquivalente 2
(“(5) g ) “ S ‘)’ (@ ) X )
et pa'f suite aussi 3

ce gui montre bien qu'elle est fonctiomnelle en x aussi bien qu'en

correspondant par Ux VX W (relativement

Jopté dans cette notation , mémes remarques que plus haut pour la

nom gynonyme de ce symbole . On a done
"xeUXTXW' 2% (x) el et cﬁ(x} e Vet c (x)eW®"
on encore , d'aprss lef IAWNETELEAXY corollaire de la prop.d

"(u,v,W)eETX VX W'2"1 eV et veV et we W"

TLorsqu'on substitue 3 U,V,W, dans le symbole fonetionnel UXVXW ,

les éléments (respectivement de m8me type) A,B,C, 1'élément AXxBx €

©)

du type P( d”) qu'on obtient est dit le produit des parties 4,B,0

Soient E , I @, E les ensembles fondamentaux des types T, , T(g, s TN
r= L 1S o o= + o P mE % B -
et 1tensemble fondame tal du type Tdﬂ/ : on a B MXEPX F( . Bn i

2P 2 (e B et e (x)c B c (x)e B " est
effet , "e ( )640( P‘X)éb et nr(x)e,..( est une identité

S AR L fo e




par @#éfinition

comme ¢, (x)e B

quelcongue du type TY , et considérons le produit H:de{b} {o}

- ey (N ; AL oy
ny(n,b,c)" > "cee(.m)—-u et e (x)=b et cr(a)c—c , et

est une identité , on a aussi (ri2gle 14)

L L= 2 o
Seit alors Xy Un argument du sous-type de Tdﬁl’ correspondant & H 4
et x=k(x.) la relation canonigue entre cet argument et x ; d'aprés
ce qui préctde "x=(u,b,c)"»"xeH" , donc v"x:(t‘;.,b,c}“Z":fr_:(u,b,c}
et =cH"! J eof eco lation est donc fonctionnelle en X j

-

puisque "1{(‘ )eT-I" est une identité

tion "k(x.)=(u,b
On définirait d
type (tf,‘x,'}.‘ )

Eo{ m"{}
= 616

U XV X" 2" quel

que soit u , bé

d'apres la régle

&

Proposition 7

YV et WeH' )"

) et un argument du

J.,,‘ogﬂ)"—'?"c (K{XH)) t k(xg) € H" 2"u=c_ (k(xy) )"

we

,e)" est biunivogue .

de mBme une relation biunivooue entre un argument du

g R
S0US=TYpe corres

0

"gquel gue soif x , X¢U XV xW 2"quels gue soient u,v,w, (v.,v,w)#

1s que soient u,v,w, ugl ou v 4V ou w¢‘s§”‘z " gquel

U) ou (quel que soit v , ¥ éV) ou (quel que soit w ,

2
(D"

IX , d'oh la proposition , d’aprés la prop.3 du §2.

"Ix UxWCU'x Vix W "2"TxVx W=g ou (UCT® et

A e S B P et i .

L5 B g - i \ N ‘
%EYL donc (corolladre 2 de la prop.3) la relation

ceci montre done que la rela—




gl

W VW u#U ou v¢V ou "\fé"-ig’ ou (ueU! et vg V' et we W )"2"(quels

gue soient w,V,W, u%U ou. véV ou Wé"?‘i ou ueU') et (quels que soient

cl‘

U,y VW, UV¢U ou vév ou W¢§? ou veV') et (quels que soient u,v,w,

u.fU ou vgﬁ‘;f ou W¢W ou we W)"
Or , "quels dque soient U,V,w, U.#,U ou V%V ou w?f%’ ou neu?"2 "(ghel
que soit u , u.¢U ou ueU') ou (quel que soit v , v€V) ou (guel que

soit w , w¢1¥} "I CU! ou V=f ou W=g"

"UXV XWCU'x Tix W' "2"(UCU* ou X8 V=0 ou W=0) et (U=f ou Vc V'

u W=F) et (U= ou V=f ou WcW )"z "(UCTU' et Vc V' et a?c:” EE ou

('axfo‘ et V=g et W=f) ou (U=f et V=) ou (V=f et W=f) ou (W=f et U=F)

nuﬁb..;z‘ ou V=g ou W=g"=2"(UCU' et Vo V' et WeW') ou -—g ou V=g ou
c

Y

en remarquant que "U=@ et UCU' "2"U=f et ¢

Lo
\)
%?‘
=
(¢})
fd
i)
{4)]
&
@

2"z e {(1193{,‘&')} 2

Proposition 8 . "(Dx TxWUUx Vx W=(0UT')x TXW" est une identi
4_’
e

(x)e U et 0(5(4,, V et GY{X}G W) ou (co(a::)e Ut et C@(X)é V et
c () eM"2 (e, (x)eU ou c (x)e ') et cxlx) eV et c (x) € W2
= "ca( (x) €eTLU" et CP(X) eV et ca,{x) e .

Proposition 9 . "(UxVx W)N(U'x V' x W*)=(UNT') x (TAV )x(WOW*)"

Cels résulte immédistemsnt de l'associativité de 1'opération "et" .
Exercices . 1) Montrer que 0"
SXertl oes \

"OxV xW=U'%x V! x W' et UXVx"’;{ﬂ"ﬁ"U«U' et V=V'! et W=W' n
2) Montrer que

C(UXVX W)= (CUX“'FX ‘,, YU(U x CVx YUluxvx E’)

est une identité . :




Ligm o
Gonsidérons maintenant la relation "il existe v,w, tels que (u,v,w)€
€X" , et appkiquonas-lui le principe de passage au type des parties

on en déduit une relation ZBHER REYYEXEHM entre X et un argument

U du type P4T,) , relation fonctionnelle en U , dont
le symbole fonctionnel correspondant par pr, X) , on "la projection

de X sur T_" ou encore , par abus de langage , c,(X) ; on a done

us

<

pond
"yepr“(s(z)"z ni1 existe u,v,w, tels gue y=(u,v) et (u,v,w)€ X"
n 10

"VEP et WP »"pr (U XV XW)=0"

"y epr, (UxVXW)"2"il existe v,w, tels que (u,v,w) €EUXVx Wr2"i1

existe v,w, tels que ueU et veV et we W 2"uel et (i1 exi ste v
tel que veV) et (il existe w tel que weW)"z"uel et VZf et WL

par B,8,% les

&

UXTxW)" , "uel" et "VA@ et WAP" ; nous venons

w8, clest-a-dire que "pr (UxVXW)cU" est une identité ; donc
"V et WAE"—s"pr, (Ux T xW)CU"

oot

D'autre part , &X comme "S ou T ou R" est partout vraile ,{régl

g

U

e
T>"T et (3 ou T ou R)"2"(P et T) ou (T et (3 ou R))"2"T et (T ou

R)"—>» 'S ou R"
Donec , comme T ne eontient pas u
T2"quel que goit u , P-p%quel que soif u , g ou BR"

clest-a-dire "V et WAE"»"U Cprq,(Ux Ve W)"




ce qui démontre la proposi

C

2 3 4 ] ~ SRS . Ty
Comme {1};/,@ et {v}/,@' sont des identités , il en est donc de

de pl”u(il}x {V}xfw})::{u} ; clest 1a raisoh pourquol on a pris

comme nom sgnonyme de pr, (X) .

|  On démontrera de méme gue

&

"WEG" —"pr, é(U‘ XV xW)=U x V"

Proposition 10 bis . La relation "Xcpr (X)x r@(X)k PrY(X)"

identité . ‘
BEn effet "(u,v,w)e X"-»"il existe v,w tels que (u,v,w)ex";’xmmf

T RIS

> eprd(x)“ , et de méme "(u,v,w) e X" 2"y ¢ p:ﬂ(x) " et "(u,v,w)eX",

f
:

s ”wepr%X)“ , donec
WL "(u,v,w)e X" »"ue PT;, (X) et ve prp(X) et we prr(X)";g

=2 "(u,v,w)e PT, (%) x pr{g(X) X p?(x) "

ce qui démontre la proppsition .

Corollaire . HXE ”X;éﬁ”..;"prd(x);éﬁ" ; |
En effet , d'aprés la prop.6 , "pr_(X)=g"->"pr,(X)x pr(s(X)x prr(x)g
=" ; done , d'aprés la prop.l0 ,"prd(X)=¢"-;"Xcﬁ”z"X=¢“ , d%u le

corellaire , en prenant les négations .
AC K T Bnrin , appliquons le principe de passage au type des parties 3 la

s 3 . ey = e 4 - A s e x s e Al
relation "(u,v,w)€ X" et & llargument u ; on en déduit une Teladion
- > A i o fm e ~ O .. A T
entre v,w,X et un argument U du type P(Z,) , relation fonctionnelle

4 - 3 2 z . X A = = T 1 £ = - 5 73 { - gyvov)
AL en U dont nous désignerons le symbole fonectionnel par v?‘g LV W3 L
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Proposition 11 . “ap(gx{‘vmg‘{}:gfx{(Ee(x{v}x{w};ﬂ}i}" est une iden

™ - ol ; > s o S - i e b
"'tléiﬁfd((i‘sd x{*«} x{w}; NX)"2"il existe v',w', tels que (u,v',w')eX
et ueB, et v'e {v} et wlic {w}"z nil existe v',w', te

=N

%

Pﬁx(vyt*,j;“i

Q

7! e 7 N{ar <7 wr) 1 i)
e‘b x'r‘y:‘-,‘[,]? 5-'4:, &1 ’Viy'{'?;EL!Z’(3¢LQVQ‘I=/€ 9. 2 U.é

1%identité a'ep}r(v«’;l{)‘:pr,(‘g((ﬁq XBa x{w})NE)" .

> . . . i v s o e 4
Démontrer 1'identité "pr (X UY) -':pio((za) Upr (x)r

S
es propositions
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relations biunivogues et i

de

B y
Bxtens

e |
o |
-

5

veaux types (distincts ou non de T, , ”"/b, 7

bivunivoo
1

13
e ALL A (RS
-

FAYIAEZLEEE qu'on ait

e ma irie relatiorn bivnnivoei« e 14 ot
piw_,uli entre ”« efb ic( s UNE Telavtion dlunivogue B ‘-»'Z entre T

¢




g2 -

t et une relationy biunivoque Byfw,w“g entre Tr.et mE s goi

ma

p 9
le type produit des types T! , B , P ., et el(x?) , EXLE

“PD’ o (3 T x :

c’(x') , EE c'(x') les symboles fonctionnels correspondants ; mon-

§

tronu que la relation

X':(de(C“ (X) ) SfBP(cp(X) ) QfBr(c({X) ))

est une relstion biunivogue , gu'on nomme 1l'extension aux types pro-—

duits % ﬁ; , des relations biunivoques Bq . BP - %r . En

o Z ¥
done aussi &
4 -4
(y,~f (0*(x )) et é(*)=fg (Cé(X’)} et er(x}=f5 (GQ(X’ )
donc IﬂhaTement P 4
4 =4

par ' le produit des sous-types (T,), ’(TF>B ’(T()C , par y un ar-
gument de ce type , par c’(y) , cﬁ(y . c}(y} les symboles fonction-
nels correspondants . Hiontrons que la relatlhn_eﬁﬁfe vy et un argu-
o A ¢ e et 273
ment X, du sous-type (idé{ g

()= (0] (7)) g (f3)) ,ycw(.;)))
est biunivooue ;en effet , comme k,(e!(; ,)e.A ; kB(cé(y))e]B, et

P ¥
kc(u‘(y Y€ C sont des identités , il en est de méme de
(kﬁk(cé(y))skﬁ(cﬁ(y))ykc(CX'(S”)))éH

ce gui montre (en vertu de 5-1 et 5-2) gue cette relation est fone-

31 existe ?}.A 3 VB s Wig tels que y:(uA’VB’WC) et kz’%.(U‘A)zcd(kH(XH))'
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1'ensemble D, des applications biunivogues de T?K&Xﬁﬁ dans Td y €t
z

1t'intepsection C, de ces ensembles , ensemble des applications bi-

univogues de EP sur T, ; & ces ensembles correspondront respective-
MELVORGET

- = sy O
type corresy L

Ao e PR o T a e 1 £ ot e i P
pondant de “F , et par 7t le symbole fonctionnel de la

rry o - " s OG- o - X
relation canonique entre

<

On a 628= g?iz

s ear
(5 2 o s e . ar A SLoEes
nZ € gﬂ, " 21(quel x , 1l existe un y et un seul tel aqu

(x,7) €2) et (quel que soit # y,il existe ¥E x tel que (x,y) €2
( Xy Y £ Y e

et (quel que soit

/

X et (w™=")n 2w owt ¥ gyt " digprés S-2

. %y gl St
et par suite "il existe w tel que w'= t" en est également une d'a-

P e - WML TTE 2 _,_* § = B ey i s
ce qui montre que ¥HUXEE "w ="t" est fonctiommelle en w ;

> a . : s
done "(H)¥=-*4" ot "¥(w)=w"'" sont des identités ; il en est de mém
=4 -3

Las relation "w=t" EE s'exprime encore en disant que w est 1'inverse

]

-4
ny,_:w(x) u: ”x:w(y)" .
A -4 5 ~
car "x=w(y)">"(x,7) € (W) "=2"(x,y) € w "2"y=w(x)" .
Toute relation biunivoque ng,yf détermine une application fB de
T

L

sur TP et une application gp de Tf sur T, ; comme on a_fg;gzsﬁg
il en résulte que ngéB s ce qui justifie la notation introduite|é}g

Cas ou T et T désigmnent le méme type . z et z' étant des argument

( |

% 3 ol ot o U S G e & L
du type T“F , montrons d'abord gue la relation ”ngﬁjg(é),%“\z})‘

est biunivogque ; elle est en effet équivalente & ”c“(z'):c@(z) et

- Py B ) > LA TR B o o ~7 7
'>=Cd(z)" , donc (regle P) a"z=(cp{z‘},cd(z )" , et par suite

, . . e ? . % Tems { % e o=
+ Ponctionnelle en z aussi bien gqu'eh z' ; on remarguera en ou

e
tre gu'elle est symébrique en z et z' , c'est-a-dire qu'on obtient




T8 o
une relation édquivalente lorsqu'oy y permute z et z' . Déglgnons par
~4 T 1 o - s s 7 :

Z et BE z' les symboles fonctionnels déterminés par cett
On remarquera que nous avons A4éja utilisé cette notation ci
dessus comme symbole fonctionnel d'une autre relation fonction-
nelle , et nous 1l'introduirdns encore avec un autre sens un

de langage qui n'ont pas d'in-

S
=2 2~ = O T ar ] ~ : 1 - ” ~
convénient , pourvu gu'on spécifie bien ce gque sont les argu-

L] ~1
On a donc les identités "('z‘) z" , WEOEEE (x,y)=(y,x)" , et la

i °
Considérons maintenant 1l'extension au type }:(‘.d‘g) (& 2) de cette re-
lation biunivoque : on sait gue , par passage au type P(L .,.) , la

-1 -1
les symboles fonctionnels gu'elle détermine par Z et 2' ; on a done
- |
n,EZN 2N e 2" , XX "(x,y) € Z"2M(y,x)e 2" , ainsi gue 1'identité
-4
=
4 = o A 3 GF d
u étant un argument de A, , v un argument de 24> montrons alors que
=
z an N = £ - 9 : 3 -
1a relation "(u”)="v" est biunivogue . Pour voir gu'elle est fone-

Nguel gue soif x , il exisfte vn ¥ el un senl tel que (x,y)eu*" =
=2 "quel gue soit x , il existe un y et un seul tel que (y,x) e (V)"

g A - = . s 2 . otz
méme de la seconde , ce gui démontre la proposition .

-4
Comme d'autre part "(u"“):*v";_’“u""x(*"f} " . un raisonnement analogue
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On serait par contre conduit & de graves confusions en remplacant
F(x) par f£(x) , ces deux symboles fonctionnels ne pouvant &tre sub-
stitués & des arguments de méme type ; nous montrerons plus loin
comment , par un autre abus de langage qui ne présente pas le méme
inconvénient , on peut éviter l'emploi du symbole £ .

On définit encore d'autres parties de Ag(f‘) de la facon suivante :
la propriété "quel que soit x , il exis*’cedau plus un y tel que
y €U(x)" définit , par passage au type des parties , une partie Ff
de A%ETP) qu'on appelle "1'ensemble des fonctions définies dans T ,
3 valeurs dans T,"; il 1lui correspond dans P(T @) une partie 6"'("
et dans AP(To() une partie Fg s on a évidemment ﬂ(- < g"
5%E tel que £°#P ;

Soit £ un élément quelconque de FP
comme pr, £ *4F , on peut considérer le sous-type F de T, correspon-
dans & cette partie de Ty . Comme "x€pr, £°"2%"il existe y tel que
(x,7)ef’” , on a (§ 3, prop.3)

"quel que soit Xy , il existe y tel que (kF(xF),y)éf‘"z_"quel que
goit x , xé pr«f‘ ou xeprdf"'

Dtautre part , d'apres 12 méme proposition

"guel que soit x , il existe au plus un y tel que (x,y)€ £°">"quel
que soit xp , il existe au plus un y tel que (kF(xF),y)e L0

La proposition "f°e %‘6 " entraine donc que “'(kF(xF),y)e £°" est une

relation fonctionnelle en y ; elle détermine donc une application

fF de sous-type F de T dans Tﬂ . Ainsi , toute fonction définie dans

Ty » & valeurs dans T(s , donne naissance & une agpplication dfun sous

type de T, dans T(& (et aussi , d'apres ce gqu'on a vu plus haut , &
une application de ce sous-type sur un sous-type de T(;), ou encore,
3 une fonction définie sur un sou$-type de T " 11 est bon de remar-
quer toutefois , que £(x) peut 8tre substitué & un argument du type
P(T@) , alors que fF(xF) peut &tre substitué & un argument du type

Tﬁg (méme différence que ci-dessus entre f et T lorsque f est une
application de T dans Tﬂ) .
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De la méme maniére , la propriété "quel que soit y , il existe
au plus un x tel que x¢ V(y)" définit une partie P de Ag(m’() sa
laguelle correspondent des parties 6’;0{ de P(T dﬁ) et i‘:’: de Ag(Tp) -
et qu'on appelle "l'ensemble des fonctions définies dams Tﬂi a

ao( g_:‘o(
valeurs dans T," ; on a " (3 On voit comme précédemment que

g
tout élément\de F(;( tel que”gif donne naissance & une application

d'un sous-type de T‘g sur un sous-type de T, .
o &
Enfin, soit %z 3}”{1% , et soient Gf: et Gﬁ les parties corres-

pondantes de A_P (T@) et Ag(To() respectivement ; il est facile de
2 6

voir que gd‘g n'est pas vide , car on a l'identité " {(x,y)} € %(4”;
en effet

"(x',5") € {(=3)} et (x',yMefxIh2"(x',7)=(x,3) et (x',3")=
(x,7)"2"x'=x et y'=y et FLE y"=y ">"y'=y" "

ce qui montre que' {(x,y)}é 5;?" est une identité , et on montre de
méme que " {(x,y)}e f;" est une identité , d'oh la proposition .

On voit encore ici que tout élément de Gf/aonne naissance & une
application biunivogue d'un sous-type de T % SUr un sous-type de Tﬂ
(ou dans Tp) , et 1'élément homologue de Gg 4 1l'application biuni-

voque inverse de la précédente . Clest pourquoi on appelle (un peu

improprementd Gﬁ "] 'ensemble des applications biuniwagues d'une
partie de T, sur une partie de T," ; il est elair que @PC et
; o e xS J4P
Do < Gup -
g
Exercice . Montrer que fe gdf' .
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Correspondances partielles o Supposons maintenant que T o soit le produit de deux

Restriction et prolongemeht types T , T' ; soit x un arggment du type T , y un ar-

d'une correspondance . gument du type T' , z un argument du type Ta( s T un

argument du type T@ , et enfin U un argument du type des correspon-
dances de T, & TP . Par un abus de langage , on note U(x,y) le sym-
bole fonctionnel composé U((x,y))-

Considérons alors la relation "t &U(x,y)" , équivalente &
"((x,5),t)e U°* , et que nous désignerons en abrégé par R ; par pas-
sage au type produit (T,Tp) , puis au type des parties de ce type ,
elle détermine une relation entre y,U et un argument de ce dernier
type , relation fonctionnelle en cet argumeht , et don% nous dési-
gnerons par fR(y,U) le symbole fonectionnel correspondant ; de sorte
que "t e U(x,y)"2"(x,t) efR(y,U)" . Soit Uy un nom synonyme du sym-
bole fonctionnel composé (fR(y,U)) s on aura finalement

"t eU(x,y)"2"t eU (x)"
autrement dit U(x,y)aU (x) 1dent1quement . U_est donc le symbole
fonctionnel d'une application dm type produit (A (Tf) ,P!) dans le
type AT(Tﬁ) s lorsqu'on substitue & U un élément M du type A; (%ﬂ)
3 y un élément b du type T' , M, est dite la correspondance partiel-
le définie par M et b .

On opére de méme sur un argument u du type des applications de T,

dans T@ ; en désignant encore par R la relation "t=u(x,y)" équiva-
lente & XE "((x,¥),t)e u™" , on aurs
"((x,5),t) e wn2"(x,%) € L(y,u)"

done "il existe un t et un seul tel que XXIE (x,t)eafR(y,u)" est u-
ne identité , autrement dit , si v est un argument du type des ap-
plications de T dams T@ s "1l existe wn v et un seul tel que v¥=
fR(y,u)" est une identité ; on désignera encore par uy le symbole
fonctionnel déterminé par la relation fonctionnelle "v*:fR(y,u)" 3
guand on y remplacera u par une application g de Q“ dans T@ y et y

par un EFE élément b de T' , on dira encore que g, est l'application
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partielle définie par g et b .

Revenons au cas ou T p, désigne un type quelconque , et soit A une
gg?tzﬁfg/e ce type ;3 x étant un argument du type I, , y un argument
du type T‘g s U un argument du type deé correspondances de T . 3 T/q 9
1a relation "xc A et ye U(x)" est équivalente & "(x,y)e Ax Eﬂ et
(x,y)eU°" , donc & "(x,y)eU‘ﬂ(AxE{g)" , et finalement , si on
désigne par U, le symbole fomctionnel composé (U°r) (Ax Eﬂ))e s 2

"y UA(x) " . On dit encore que U, est la restriction de Ui A ; in-
versement , la relation “V=UA" g'exprime encore en les termes syno-

nymes "U est un prolongement de V% .

AEHEEXT En particulier , u étant un argument du type des applica-
tions de T, dans TF ’ EA, (S Ff est une identité , car "xc A et
—u(x) et x€ A et y'=u(x)"—» "y=y' " ; de plus , comme on a identi-
quement prc((U‘(\ (A x Eﬁ):(pr“U‘)nA s BE prx(ﬁ) *<E,, on a aussi
pT, (EA) *=A , autrement dit , si £ est une application guelcongue
de T 6 dans T(s - IA. engendre une application du sous-type Zf de T,

correspondant & A , dans Tp 3 on dit encore que ceyte application
f, est la restriction de £ & A .
Exemple . Soit T un type quelconque EE , X et Y deux arguments

du type P(T) , et considérons la relation "Yc X" ; elle défi-
nit une partie A du type produit (P(T),P(T)) , et cette par—
tie n'est pas vide , car "PC E" est vraie , donc aussi
(E,f)e A . Soit alors £ 1l'application de (P(T),P(T)) dans
P(T) telle que f(X,Y)-:XnCY identiquement ; on considére
fréquemment sa restriction & A ; ou plutét , par un sbus de
langage , on considire la relation “Ze?A(X,Y)" , et , bien
que cette relation ne soit pas fonctionnelle en Z , on intro-
duit un pseudo-symbole fonctionnel correspondant , qa'on note
X-Y , et qu'on appelle aussi la différence de X et Y ; autre-
ment dit , on considére que la relation "Z=X-Y" est synonyme
de "(X,Y)ec A et Z=XN[I" , ou encore de "YCX et 2=x (=

L'extension des correspondances . U étant un argument du type des correspondances

R
de T, & ’.'[‘(5 , considérons la relation\/gntre EXEEXN IO XXEXLE y,U et

un argument X du type P(T,) : "il existe x tel que x¢X et yeU(x)".
_4
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Par passage au type des parties de T@ , elle engendre une relation
entre U,X et un argument Y de P(Tp) , relation fonctionnelle em Y ;
, w&%&
puis , par passage au type des partie (P(To()’P(T@)) , cette rela-
tion engendre une relation entre U et un argument % DXXFPE de ce
type , relation fonctionnelle enf Z , et dont nous désignerons par
£(U) le symbole fonctionnel . La relation "(X,Y)e¢ £(U)* est donc
équivalente & la relation obtenue & partir de R par passage au B
type des parties de T‘s , autrement dit , elle est fonctionnelle en
Y , ou encore "£(U) ¢ OZ§§§P}" est une identité . Par suite , XZEV
étant un argument du type dc;s applications de P(T,) dams P(TP) ; ia
relation "V*:f(U) " egt fonctionnelle en V ; nous désignerons par
ﬁ/ le symbole fonctionnel qu'elle détermine . T est dait l'extension
de U au type P(T)- i T e
YIXIXIXXBXE La relation "Y=U(X)" est donc équivalente & la relation
obtenue 2 partie de R par passage au type des parties de T‘s $ par
suite , on a finaliement
i1 existe x tel que xe X et ye U(x)"2"yeT(X)"

On éerit en général U(X) au lieu de ff(X) , par un abus de langage
qui n'offre pas d'inconvénient , du moment qu'on précise de quel ty-
pe est l'argument X . On donne aussi & U(X) le nom synonyme de "1'i-
mage de X par U" . |

On a identiquement G "U({x}):U(x) "

car "x'¢ {x} nngi=x" . donec

"y €U({x})"2"il existe x' tel que x'e {x} et yeU(x')"2 "il existe
x' tel que x'=x et y¢€ D) " 2"y cU(x)" .

On en déduit que l'application de Age((mﬁ) dans Aggﬁg gui ecorresponé
3 la relation fonctionnelle V=0 , €8t une applicatioc(m biunivogue

de Ang@) sur une partie de Agggfg s en effet (prop.l)

nJ=U' "—"quel que soit X , U(X)=U'(X)"—>"quel que soit x , U({x})=

U'({x})";"quel gue soit T , B(x)=U'(x)">"D_7p * _

Mais nous allons voir que cette application n'est pas une applica-

4ion biumivogue de A%((Tp %‘-’-rf Agigf; . L'extension d'une correespond.a:n]I

-




o particuliéres

ce EAEEETEII posséde en effet d'importantes propriétésA, que nous

allons démontrer .

Théortme 1 o "U(fF)=g" est une identité -

En effet

"y¢U(¢)"2"quel que soit x , xéﬂ ou (x,y)¢ u*

comme “x¢¢“ est partout vraie , i1 en est de méme de ”x¢¢ ou
(x,y)¢ U" , et par suite aussi de ”y¢ U(g)" , ce qui démontre le thé
oréme (d'apres la proposition 3 du § 2) . .
(R "

Cette proposition n'est autre en effet que "X=g"->"U(X)=g" écrite

Corollaire .

sous une sutre forme .
Théordme 2 . "XCY"->"U(X)C T(Y)" .
En effet

"YCY">> "quel que soit X , x#X ou xe€Y"2"quels que solent X,¥,
X¢X ou xel"

or "x#X"»"x%X ou y%U(x)" s d'sutre part , comme “xéx ou y%U(x)
ou y eU(x)" est partout vraie , on a , dlaprés la distributivité
"xef:x ou xeY"-ﬂ'(x#X ou y%U(x)) ou (xeY¥ et yetu(x))"

done (régle X) |

"Yc Y"—>"guel que soit y , (quel gue moit x , x%X ou yéU(x)) ou
(i1 existe x tel que x¢Y et FFE ye U(x))"2 "quel que soit y ,
Y4 U(X) ou ye U(Y)"2"0(X)cT(N)" .

Phéordme 3 . "U(XUY)=U(X)UVT(Y)" est une identité .

En effet (riégle VII)

"y e U(XUY)"2 "il existe x tel que xe XUY et ye U(x)">"il existe
x tel que (xeX et ye U(x)) ou (xeY et yeU(x))"=2"(il existe x
tel que xeX et yeU(x)) ou (il existe x tel que xeY et yeU(x))">2
2"y el(X) ou ye () "2 "yeT(X) v T(Y)" .

L*analogue du théoréme 3 relatif & l'intersection n'est pas vrai
en général . Comme "XNYCX" et "XNYCY" sont des identités , on a
d'aprds le théortme 2 , "U(XNY)C U(X) et U(XNY)C U(Y)" identique-

ment , done (§ 2 , corollaire 4 de la prop. 12)

T(ENY)CU(X)NT(Y)

identiquement ; c'est la réciproque de cette proposition qui n'est
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pas vraie . De facon préeise , on a l'important théoréme suivant ¢

Théoréme 4' . Les relations suivantes sont égquivalentes :

a) "Ue.ﬁt‘g“ (relation équivalente & "quel que soit y , il existe au
plus un x tel que y€U(x)¥) ;

b)"quels que soient X,Y , UXNY)=UX)NT(Y)" ;

¢) "quels gque soient X,Y, si XNY=f , U(X)NU(Y)=g";

d) "guels gue soient X,Y, si YCX , U(X-Y)=U(X)-U(Y)" .

La démonstration de ce théordme comprend plusieurs parties :

1°) "a_»b" . Comme "quels que soient X,Y , U(XNY)ET(X)NU(I)" est
partout vraie , il suffit de momtrer que "a-b*' " , oi b! est la
telation "quels gue soient X,Y, U(X)NU(Y)CT(XNY)" . |

Or "a"- "quels que soient x,x',y, y#U(x) ou y%U(x’) ou x=x' " —>
— "quels que soient x,x°, y#U(x) ou y%U(x') ou x=x' "

Done (régle X)

“Uei‘?; et yeU(X)NT(Y)?—>"(quels que soient x,x’', yéﬁ(x) ou
y¢U(x') ou x=x') et (il existe x,x', tels que x£X et x'€ Y et
vyeU(x) et ye U‘(x’))"a”il existe x,x', tels que (y%U(x) ou y#U(x}‘
ou x=x') et x€X et x'c Y et yeU(x) et yeU(x")"

Or , "yéU(x) et yeU(x) et x6€X et x'e Y et yeU(x')" est partout
fausse , ainsi que “y¢U(x’) et yeU(x') et xeX et x'e¥ et
yeU(x)" ; donec , d'aprés la distributivité et la régle 14
xx "Ueﬁg et yeU@ENU(Y)"»>"1il existe x,x', tels que x=x' et
xeX et x'c Y et yeU(x) et yeU(x')"»"l existe x,x', tels que
xeX et x€Y et yeU(X)"2"ye U(XNT)".

Cela étant , par le m8me raisonnement que dans la prop.l0 du §3
on montre que "U e-];; ”e“y#U(X) No(Y) ou yeU(ZNY)" , puis , en

4
vertu de la régle de redoublement , que "Ug F"‘ "

|
— "quels que soient

X,1,Y, Y¢U(X)(\U(Y) ou ye U(XNY)"=2"quels que soient X,Y,
T(X)NT(Y) CU(ZNI)" ,c'est-a~dire que "a-»b' " .

29) "psc" . En effet

np® 2Mguels que soient X,Y, U(ENT)=U(X)NT(Y) et (XNY=F ou XNTAZ)"
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2"quels que soient X,Y, (XNY=f et T(XNY)=U(X)NT(Y)) ou (XN
et T(XNY)=U(X)NT(Y))"

Mais "XNY=g et U(ENY)=0(X)N T(Y) "-a"U(X)(\U(Y):U(ﬁ)" — "g(X)NU(Y)
=@" d'aprés le théoréme 1 ; dome

" »%quels que soient X,¥, XNY#P ou T(X)NT(Y)=g"2 "e" .

30) . "e ;a" . En effet

nguels que soient X,Y, XNY#F ou T(X)NU(Y)=g" >"quels que soient
z, 2!, Izl n{x'} P ou U( {x}) ﬂU({x'} Y=g"

or (§ 2, prop.3) ,"{xiN {x'} " 2"il existe z tel que z € xjN {x'} ">

= "] existe z tel que ze¢ {x| et z € {x*} "=>"il existe z tel que
z=x et z=x' " "x=x' " . D'autre part "U({x})zU(x)" et "O( {x’} )=
U(x')" sont des identités , donc

neh 5 nguels que soient x,x', x=x' ou U(x) NU(x?)=g"

Mais (§ 2,prop.3) ;

"G(x) NU(x' )=g" 2"quel que soit y , yéU(x)nU{x’)"Z"quel gue soit
Y yéU(x) ou y¢U(x")"

Done (régle IX)

ne"_>t"guels que soient x,x',y, x=x' ou yéU(x) ou yéU(X')";“a" .
Ces trois/ premidres parties de la démonstration nous montrent donc

que a,b,c sont trois relatioms éouivalentes .

4°) Pour démontrer que 4 est une relation équivalente aux trois pre-
midres , nous établirons d'abord la proposition suivante : X,Y,Z é-

X EFREAXEFEEXT du type des parties d'un

tant trois arguments
type T , nZ=X-Y"2"YNZ=f et ITOEEWX YUZ=X" .

En effet , par définition n7=X-Y"2 "YC X et Z=XN CY“ ; donec
nZ=X-Y"- "% C ﬁY"z "7 Y=g ; d'autre part "Z=X-Y"-"Y(JZ=YU (X0 CY
>"Y Uz=(XZUT)N (TU [1)"Z"TUZ=XU " , et comme enfin "Z=X-I"->
F"YCX" >"XUY=X" , on voit que "Z=X-Y"»"Y UZ=X" , ce qui démontre
la premidre partie de la proposition .

Diautre part , "TUZ=X""YCX" , et "YUZ=X"-"XN CY:(YUZ){\CYn
2"z {:Y:zn CY" s mais comme "Y(\ Z=¢”Z"ZCCY"Z"Z ﬁCY“Z" s on

BRI |
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voit bien que "YNZ=f et YUZ=X" 3"YCX et Z=XOEY";2"Z=X-Y" ks
gui achdve de démontrer la proposition .

Revenons maintenant au théortme 4 . Remarquons d'abord que la rela-

tion d s'énonce correctement de la facon suivante : "quels que soien{

XYY EXAXXXXXEE X,Y,Z, si (YCX et Z=Xn[:Y) , B(Y)CU(X) et U(2)=

u(x)n [; (U(Y))" ; ou encore , d'aprés la proposition qui vient 4'8- |
tre démontrée : "guels que soient X,Y,Z, si (YNZ=f e$ YU Z=X) ,

XX U(Y)NU(Z)=F et T(Y)UT(Z)=U(X)" ; or , tout d'abord , "Y UZ=X">
— "I(Y)UT(Z)=U(X)" est vraie d'aprés le théordme 3 ; done |
"g" »>"quels que soient X,Y,2Z, YNZAG ou U(Y)NT(Z)=p">"e"
d'aprés la régle 14 et la régle de redoublement , ce qui achéve de
démontrer le théoréme . [

-
Théoréme 5 . "U¢ Kg“z "guel que soit X , T.T(CX):CU(X)“ .

Remarquons d'abord q’t:’enda identiq?;ement "XCE," , donec aussi
" [x=EB,-X" ; comme "I;cz};" ) "UeEp">"quel que soit X, U(E,-%)=
U(E,)-U(X)" ; d'autre part "Uei‘;‘“-—)“qxzel que soit y , il existe x |
tel que X€E, et yeU(x)"2Z "quel que soit y , yeU(Ex)‘“Z"U(E«bEF" 1
puisque "x¢ E, " est une identité ; done

"Uefgﬂaﬂquel que soit X , U(CX):KU(X)*'
ce qui démontre la premidre partie du théordme .
Réciproquement
nquel que soit X , BXXXXJEM U( CX): CU(X)"—)"q_ue_ls gue soient X,Y,
U([ Do [D=([U(@) v ([U(D)"2"quels que soient X,¥, ELEWE
o(([ D u ([ 1))=[ (@EE@NT(T))"2"qmels que soient X,Y, U [ xn1)=
- {:(U(X)F\U(Y))" ; mais "quelg que soisd X , U(CI):{IU(X)“%“quels
que soient X,Y¥, U(U(XﬂY)):ﬁU(XﬂY)" s finalement |
mquel que soié X , U( CX)=£U(X)"—»“quels que soient X,Y, U(XNY)=
U(X)ﬂU(Y)";Z"Uei?:;‘" , d'apres le théoreme 4 .
¥H Par asilleurs , "quel que soit X , U(CX):CU(X)"-a By ( Cﬂ):CU(ﬁj

Z"U(Ed)zE{;’;) mgquel que soit y , il existe x tel que y €U(x)"
d'apres le théortme 1 , et ceci achéve de démontrer le théoreme .

|
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Exercices . 1) Montre176ue "j1l existe X tel que U( CX):C U(X) ">
—~9"U(E°{)=E@" . '

2) Démontrer 1'identité "U(X)=pr,(U°N (XX EL))" .

3) Démontrer XIXAEHEXEE que "UcC V" "quel que soit X , (X)) c
c¥ix)” .

4) Démontrer 1l'tdentité W(TuV)(X)=U(X)U V(X)" ; montrer qu'en
général MAEXXLILYE "(TUNV)(X)AV(X)NV(X)" .

5) A étant une partie de B, , U, la restriction de U & A , mon
trer qu'on a identiquement "UA(X)-U(X(‘IA) "

u étant un argument du type des appli'cations de T, dans T‘g , on uti-
lise , par un nouvel abus de langage , la notation u(X) comme Syno-
nyme de u(X) ; ici encore , pourvu qu'on précise ce qu'est 1targu-
ment X , il ne peut y avoir de confugion . Cet abus de langage per-
met alors d'éviter l'usage de la notation u(x) dans les formules ,
puisqu'on a identiquement “u(x)=u({x}{)" ; 1'identité “ﬁ(x):{u(x)} "
s'éerit donec encore "u({x})z{u(x)}“ . On éerit de méme iil(X') au lieu
de ;gid(X') (X* argument de P(TF)) .

L'application des théordmes 3,4 et 5 et 1l'identité ”'ﬁ.eif” donnent

alors les identitds fondamentales suivantes , ou X' et Y' sont des

arguments du type P(T(;)

(1) ”_‘:;(X‘ U T Sa(x) uT(E)"
(2) "R AT)R(I) AT
(3) (CXG) C (Xt)n

I1 faut bien se garder d'appliquer 1:‘uae:on.sidérémem: les identi-
tés (2) et (3) ok on remplacerait u par u ; au contraire , onm
peut faire cette substitution dams (1) d'aprés le théorime 3 .

Exercices . 1) Appkiquer les identités fondamentales précéden-
tes , et 1es*’l;héorémesﬁ ¢t 2 , aux applications rencontrées an-
térieurement dans le cours du chapitre ; on retrouvera ainsi
des formules déja démontrées ou données en exercice .
2) Les notayions générales adoptées ci-dessus justifient en
particulier la notation c,(X) synonyme de pr,(X) dans un pro-
duit de trois types T« » T(g - TY par exemple ; montrer de plus
gu'on a 1dent1quement "c (U)—UXE@ XEM et

ng (U)nc@(V)n? (W)=UxVxu" .




La composition des Désignons de nouveau par Ty o '.L‘# ’ TY y trois types quelconqu%
correspondances . distincts ou non , et considérons les types produits Td K'Tﬂf

8

e sone qw.&/

o ot dant la méme signification)/z il faut et il suffit que les ty-

WA 4ens

- que s0it ¥ (x,y)éU ou (x,y)eT') et (il existe y tel que (x,¥)e

et T“b’ . Soient x,y,z trois arguments respectivement des types T, ,
Tf’ . TZ( , et U , V deux arguments respectivement des types P(Tdﬂ)
et P(TF’X) , et considérons la relation entre x,z,U,V

"j] existe y tel que (X,y)eU et (y,2)e V"
En passant au type produit T wy ? puis au type des parties de ece type,
on en déduit une relation entre U,V et un argument W de P(Txr) , re-

lation fonetionnelle en W , do%t nous désignerons le s%bole fonc-
0 N\

tionnel correspondant par HEXHXX , ou simplement par ﬁx/, si aucune

confusion n'est possible . On a donec !
‘VU |

"(x,z)e{ﬁ”g"il existe y tel que (x,y)eU et (y,z)e V"

Cette notation est & rapprocher de celles utilisées dans le

§ 3 pour le produit des types , ol on fixait également un or-

dre déterminé sux divers arguments ; comme ces notations , el-

le a l'avantage de ne pas surcharger l'éeriture . Mais pour

éviter toute possibilité de confusion , il serait préférable

d*adopter une notation telle que Y};E , étant entendu que ce

. &

symbole serait synonyme de(w{%o(ié‘x) e

Une telle notation montre alors clairement dans quel cas on

peut y permuter U et V sans permuter les indices (U etV gaa:'izi

pes T,,{g et Tpy soient identiques , c¥est-a-dire que les types
P et T, soient identiques . Mais il est essentiel de remar-
o Y :

guer queﬂ (en revenant aux notations adoptées) , la relatien
"yU=UV" n'est pas une identité .
Exercice . Donner un exemple de deux éléments A,B du type des}
parties d'un type produit (T,T) d'un type T par lui-méme , £
tels que YEEZE "AB#BA" . |
Proposition 2 . ¥ |
AYIXAE "V V! "V VD" . |
4
on a (régle X) l

__,“VU CVU' ";

w(quel que s0it ¥ 5 (x,y)¢ U ou (x,7)e V') et (x,2)e VU "2"(quel

cU & et (y,2) e V)" "il existe y tel que ((x,y)¢U ou (x,7)€T*) /
et (x,7) €U et (y,z)éngx m_,ni] existe y tel que (x,y)e U et
(x,¥)e U et mm (y,2) €V "»"il existe y tel que (x,y) €U’
et (y,2) €7 "2"(x,2) V0" " -

I1 en résulte (voit le raisonnement de la prop.10 , § 3) que :
nquel que 8816 ¥ , (x,3) ¢U ou (£, 7)€ U' *»"(x,2)¢ W ou (x,2)eVUL

|




2"il existe y tel que (x,y)eU et y=z"2"(x,2z)e U" , d'oh " AU=U"
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et par suite , d'aprés la regle de redoublement
"quels que soient x,Y¥, (x,y)éU ou (x,y)€U? "—>"quels que soient
XoZs (x,z)#VU ou (x,z)eVU' "
premieére
ce qui est la}fﬁ?pﬁ?fflon 3 démontrer . La démonstrationd-e la se-

conde est tout & fait analogue .

Exercices . 1) Démontrer les identités NHXEERNXY "FoU=g" ,
"Yog=g" , "Vo(B x Ep)sn,‘x(pr, )", "(EgX B U=(pr,U)x B " -
2) Démontrer les identités MMXXTCXMXYEINIXALNY

"ye(GuUY)= (VoU)u(VoU')" 3 "(VUV')oU—(VoU)U(V'o "
Montrer gque les XIEHEXEEEXEAAATEUSS relations analogues , ou
on remplace la réunion par 1'intersection , ne sont pas des

identités .

3) X étant un argument de P(‘.I.‘d) , Y et Y' des arguments de

P(TP) , 2 un argument de P(Ty) , montrer que

Ny MY =g " (X xT) o (T?x Z)=p"

et vy N Y AP = "(XxY) e o(Y'x Z)=X x2" -
Lorsque T, , T‘g ’ T( sont trois noms d*un méme type T , on a de neu-.
velles propositions relatives au symbole VU ; ecitons seulement la
suivante :

Proposition 3 . D étant la diagonale du type produit (T,T) , U un

argument du type des parties de ce type produit , les relations

" AU=U" et "UA =U" sont des identités .

En effet "(x,z)€ AU"=>"il existe y tel que (x,y)eU et (y,z)eDH "

identiquement , et de m8me pour l'autre identité .

Supposons ma:.ntenam; que H etV so:.ent respectivement/dés  arguments
desft types AP(T@) (correspondances de Ty é TP ) et ATlgTX) (corres- |
pondances de T a T() ; nous désignerons alors par VeU ou VU le

symbole fonctlonnel composé((V")o(U‘)). ¢ on aura donc

ny e VU(x)"=>"il existe y tel que y eU(x) et ze V(y)"
De méme , si U' est un argument du type AP((BTJ) et V! un argument

du type Ag(Tﬁ) , on désignera par U' V' ou U'V' le symbole fonction-

nel composé _((°V')e o(°U')) , de saorte que
"x e U‘V'(z)“—>"11 existe y tel que xe U'(y) et yeV'(z)"

O vt p 7 R G = J.JW ﬁ\§ 4 A
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Iei encore , la notation ainsi adoptée , o l'ordre des lettres
ne peut &tre modifié , tout en étant trds commode en pratique,
n'est pas des meilleures au point de ,vue strictement logique ;
une notation indic:}gelle telle que o§ s, qui serait considérée
comme synonyme de Uo , serait , & ce point de vue , préféra-
ble , car elle préZigerait sans ambiguité ce que doivent si-
gnifier U et V pour que cette combinaison de signes ait un
sens .

On remarquers aussi l'avantage que présenterait iei la nota-
tion indicielle au,lieu de la notation abrégée des points ,
pour désigner 1gs symboles fonctionnels de la correspondance
canonigue entre type produit de deux types donnés , et le
type des correspondances de l'un & l'autre de ces types ; VoU
serait alors par définition synonyme de (V(@X),U&QW) y et Ut V!
synonyme de (V"(Y@)oU*(p“))(Y @) 9 définitions qui ne présentent plus
sucune ambiguité .

Lorsqu'on substitue & U et V deux éléments A , B , respectivement
du méme type , on dit que BA est la correspondance composée de A et
B . La raison de cette démomination , comme de l'ordre adopté dans
1la notation VU , est le théoreme fondamental suivant ¢
Théordme 6 . X étant un argument éu type des parties de T_ ,

"YU (X)=v(T(X))"

est une identité .

En effet (régle IX)

ny eVO(X)"2"il existe x tel que x €X et z e VU(x)" 2 "il ‘existe x,¥y
tels que x€X et y €U(x) et z gV(y)"2 "il existe y tel que (il exis-
te x tel que xeX et y €U(x)) et z eV(y)"2"il existe y tel que
yeU(X) et z eV(y)" 2"z eV(U(X))" .

Fotons encore la proposition suivante , qui donne 1l'inverse d‘une
correspondance composée

o
Proposition 4 . "(VU)=UV" est une identité .

En effet
-4
TEOELEY "x € (VU) (2)" 2"z VU(x)" > "il existe y tel que y e U(x)
-4 -4 e
et zeV(y)"=2"il existe y tel que X cU(y) et yeV(z)"2"x 61}"1(2)".

Soit maintensnt u un argument du type des applications de T L dans
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?,, et v un argument du type des applications de T, dans T, . D'a-
b B ¢ 4

prés le théordme 6 , on a identiguement

" (o) (2)=T(T(x) )=T({u(x)f )={v(u(=))} "
et par suite "il existe un z et un seul tel que z € (vou) (x)" est une
identité ; il en résulte que "il existe un w et un seul tel que
W=veu " est aussi une identité , autrement dit que "w=veu" est une
relation fonctionnelle en w (w argument du type des applications de |
'33« éans T() ;s on désignera encore par veu , ou simplement vu , le
symbole fonctionnel qu'elle détermine ; on a donc identiquement
"vu(x)=v(u(x))"

U désignant de nouveau un argument du type des correspondances de T \,1
a T b o nous allons maintenant démontrer deux importantes propositiong

-1 -1
relatives aux/symbcleslzéonetionnels UU et UU .

Proposition 5 . "guel gque soit x , il existe y tel gue yei(x)" 2
-4

Z"quel gque soit X , X CUU(X)"

En effet

B¥EFEE "(x e X) et (quel que soit x , il existe y tel que ye U(x))">»

FERCHEGECXHEXIE »"xeX et il existe y tel que yeU(x)"=2"il exis’
te y tel que x€X et yeU(x)" |
or (th.2) xeX et yeU(x)"zﬂ{x}cx et ye U({xg)"»"yev(x)"
Done .
n(xeX) et (quel que soit x , il exisge y tel que FE yeU(x))" =
—>ni] existe y tel que yeU(x) et yeU(X)";:_»"il existe y tel que
x eflﬁ(y) et yeU(X)" 2 nx e’t?U(X) "

I1 en résulte que

"quel que soit x , il existe y tel que yeU(x)"— IXXXEXTEXEFXEEX

i -
FUEXXXEUXE ~ — "x ¢x ou xeUU(X)"
d'ot , en vertu de la régle de redoublement

"quel que soit x , il existe ¥ tel que yeU(x)" ="quels que soient




~on

x. X, x¢X ou xe:'I}U(X)";:“quel que soit X, Xc.t}U(X)" . |
Réciproguement |
"quel que soit X , XCﬁU(X)"«»”quel que soit x , {x}cﬁU({x})“z

BE "quel que soit x , Xe EJ%U(X)"

or , "xe-I;U(x)"z"il existe x!' tel que x’e—éﬂ(x)"z"ﬁU(x);éﬁ"»M)
IR —-"U(x)Z@B" ; donc

"gquel que soit X , HHEE XC—I}IU(X)"—»"quel que soit x , U(x);éﬁ“z
=?"quel que so0it x , il existe y tel que yeU(x)"

ce qui achéve de démontrer la proposition .

Proposition 6 . "quel gque soit x , il existe au plus un y tel que

1
yeU(x)"2"quel gue soit Y , UU(Y)c Y" .
En effet ,

"quel que spit x , il existe au plus un y tel que y€U(x)"22 "quels
que soient x,y,y', ny(x) ou y'%U(x) ou y=y' " >"quels que soient |
7,5%, (quel que soit x , yé U(x) ou y 4 U(x)) ou y=y' "="quels que |
soient y,y' , (quel que soit x , y ¢U(x) ou x¢U(y)) on y=y' "=
2 , "quels gque soient y,y', ¥y #Uc(y) ou y'=y "=2>"quel que soit y ,
Ul(y) ¢ y? |

On en édu.lt dtabord que

"guel que soit Y , UI-Ii(Y)C Y"—>"quel que soit X y , Uf}i(y)c {y}"gz
2"quel que soit x , il existe au plus un y tel que yeU(x)" .
Réciproguement
, X "(y'sUU(Y)) et (quel que soit y , UU(y)c:{y})" ->"(il1
existe ¥ tel que y€Y et y°* €UU(y)) et (quel que soit y , UU(y)c{y})
— "i] existe y tel que ye Y et y'¢ UU(y) et W(y)c{y}"—»”ll existe

y tel que y€Y et y'€ {y}" -»"il existe y tel que y'e Y"2"y'e I"
Dol

i A
"quel que soit y , UU(y)cC {y}"—i"y?%UU(Y) ou yte Y"
d'oh , en vertu de la régle de redoublement
"gquel que soit y , UU(y)c {y} ->"quels que soient y',Y, y ¢UU(Y)
ou y'€ Y">»"gmel que soit Y , UU(Y)C ¥

De ces propositions , on déduit , comme corollaires , les théorimes
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suivants , d'application fréquente :

Théoreme 7 . wu étant un argument du type des applications de Ta(

dans T@ ~ "u?g.(Y)C ™" et "Xcﬁ’u(x)” sont des identités .
En effet , d'aprés les propositions 5 et 6 , ]
"(quel que soit X , EX XCE;U(X)) et (quel que soit Y , Uf'!i(?[) cY)" >
=2 “UEIE“ (puisque cette derniére relation est équivalente & "quel

-

gque soit x , il existe un y et un seul tel que yeU(x)") . Comme

"ae If " est une identité , le théordme en résulte .

Théordme 8 . u étant un argument du type des applications de T, dans dans
(‘), 9 :é &
Comme "uu(Y)CY" est une :.dentlte dtapres le th.7 , il suffit de

\nglﬁgzz_égi%& p
montrer que * Cuu(Y)”*?"uéB "® ., 0r , d'aprés le proposition 5
appliquée & u .

IOEDCOEXRXEXE "quel que soit Y , 01 1 uu(Y)—Yf'-a nuegén

"gquel gue soit Y , & YC m’f(Y)“:Z”quel gue soit y , il existe x tel
que xei’l‘(y)"z“quel que soit y , il existe x tel que y=u(x)"g“ue]§f"

Théoreme 9 . u étant un argument du type des applications de T C dans |

T, , "quel ue soit X, Yu(x)=x"2"ue D" .

En effet , d'aprés le th.7 , il suffit de montrer que "guel que
soit X , ‘éu(x)c x> fane Df" . Or , la prop.6 appliquée 3 a donne
fguel que soit X , 'ufu(X)c X"=>"guel que soit y , il exisye au plus
un x tel que xeif(y)"z "guel que soit y , il existe au plus un x
tel que y=u(x)"2 “uebﬁ" .

Enfin , des théortmes 8 et 9 et de 1l'identité Cﬁ—BPan , on déduit
immédiatement le
Théordme 10 . u étant un argument du type des applications de T dams

Tﬁ’

Les propositions 5 et 6 permettent ainsi de caractériser les ensem-

-4 :
"quels que soiéng X,Y, uu(X)=X et mf(Y):Y"g"ue Cﬁ' ;

bles) AP Bg : ﬁff : Gf dans le type des correspondances de Ty Ao,

de m8me que les théorémes 4 et 5 noua avaient permis de caractériser |

g _4
les ensembles F(;‘ et IE . Nous terminerons par un théorime de nature

analogue :
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Théordme 11 . u &tant un argument du type Af , V. un argument du type

o
Al "quels que soient x,y, vu(x)=x et uv(y):y"é-_?"ue Cf et ve 0'5 et |
y-n * '

En effet ,

EX AR B EEXE XXX X 2"quel que

"gquel que soit y , uv(y)=y">1gH
soit y , il existe x tel que XXFHIXEIFLHIEEGEF(FIA x=v(y) et y=u($
—s"quel que soit y , il existe x tel que y=u(x)" .

En second lieu , x,x',et z étant des arguments du type Tys

"quel que soit x , vu(x)=x"_>"quels que soient x,z, z#vu(x) ou z=x"s
Z"quels que soient x,¥,2, y;éu§x) ou z#£v(y) ou z=x"— "quels que
soient x,x',¥,2, yAu(x) ou yfu(x!) ou z#vi(y) ou z=x"

et de méme

"quel que soit x , vu{»x):x“;’_”quels que soient x',y,z, yAu(x') ou
z#v(y) ou z=x' " ?"quels que soient x,x',y,z, yAu(x) ou yAu(x?) ou
z#v(y) ou z=x' "

d'ol

"quelg que soigft x , vu(x)=x"->"quels que soient x,x!',y,z, yAu(x)
ou y#u(x') ou z#v(y) ou (z=x et z=x')" —>"quels que soient x,x',¥,Z,
y#u(x) ou yfu(x!) ou z#v(y) ou x=x'“3"quels que soient x,x',y, (quel
gue soit z , z#£v(y)) ou E yAu(x) ou yAu(x') ou x=x' "—"quels que
soient x,x',y, yAu(x) ou yfu(x') ou x=x' "

puisque "quel que soit z , EEEEXIEE zfv(y)" est partout fausse .
Autrement dit

"quél que soit x , vu(x)=x"->"ghel que soit y , il existe au plus
un x tel que y=u(x)"

ce qui montre donc gque

"quels que soient x,y, vu(x)=x et uv(y)=y"-="ue Gf”

On voit de méme que

&
"quels que soient x,y, vu(x)=x et uv(y)=y'"-»'"ve CP”

Cela étant X (théordmes 6 et 10)

-4 =
"quel que soit y , uv(y)=y"-s"quel que soit y , u(A(v(y)))=u(y)*
-2
et "ue Cﬁ"-ﬂ"quel que soit x ,T(T(x))=x"—»"quel que soit y ,
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"quels que soient x,y, vu(x)=x et uv(y)=y"->"quel que soit y ,
’v"(y);:(y)“;’ "?;ﬁd" (prop.l)

ce qui démontre la premidre partie da XA théoréme .

La réciproque est une conséquence du théoreme 10 , car ‘
EHXXEXK “ueCf et ?:é " s%ayels que soient X,Y, vu(X)=X et uv(Y)=Y">»

—»"quels que soient x,y, uv(x)=x et vu(y)=y" .

P(T,T)EXXHI<HEEE , X un argument du type P(T) . démontrer 1'1den-

X - 100 =
A@(F(y)))=F(F)" |

Bxercices . 1)z , T(&, T{, T; désignant quatre types quelcon=-

ques , distincts ou non , U,V,W des arguments respectivement

des types A (Tf*‘),ATéTJ’) AP(TJ) , démontrer que la relation
}.4:3:86 & "Wo(VoU) (WeV) U™

est une identité . On pose "WoVeU=Wo (VoU)“

2) U étant un argument du type HEE

tité
"U*’(XxX)cU:U(X)ng ) |
3) U étant un argument du type Ag Tcé 'y V un argument du type |
Ag(T“) , montrer que HHEE lag relatlon %
"quel que soit x , VU(x)={xi"
est équivalente & la conjonction des relations 'V'w #{p/
"quel que soit x , 11 existe y tel que yeU(x)d’
"guel que soit ¥y , U(y)_Qf ou V(y)=g ou (U(y)-—V(y) et il existe
un x et un seul tel que er(y))"

En hw‘}’“’* <
"a/u!/% WW )‘w}) TU{;K}':{’X% % U’V‘(gj:{gij ";_3
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