COTE: BKI 01-1.11

REGLES DU RAISONNEMENT
(PROJET CARTAN)

Rédaction n® 054

Nombre de pages: 12

Nombre de feuilles: 12

Université Henri Poincaré - Nancy I
INSTITUT ELIE CARTAN - UMR 7502
Bibliothéque de mathématiques
B.P. 239
54506 Vandoeuvre-Les-Nancy




e ]

J REGLES DU RAISONNEIWT  (projet CARTAN)

7
s

Construclion de relaiions & partir de relaiiops Glémentaires

expliciiencnt nomméoes, et & 1'aido ‘des nchénag

et, ou, nézralion, guel gus soit x , il ex. x.
Brploi dos lu.tres (..inuscules) pour disicner des "eoriables? (iibres
ou lides) ; uns letirss (majuscules) pour désigner des relaticns {arbi-

troires). Talou : daus la formalion des relations, ne jJuznis employer,
pour Goaigper une variable libre, uae lettrs déja utilissde conme

symbole de variablc 1ide. ‘ . -

i
il ]
5
&
(48]
bt}
o

#i; naler la substitution dlure varigble & une autre dens
tion, et 1'ideniification de detx variubles.

51 zar quelgue part lo truduction de certaimes locutions du

; &
slécrit (xz) | &(x) ou B(x)]
%o
T&%ﬁsigﬁgiiég iV leﬂCGS _ointexigues® (pqalvalenc o sehdmas portent

sur doo i lq iong arbiur dras dsﬁi'ﬂées par des letires majuscules).

ey

b _ _ A
A el A A
A et B Bet &
Aol (B et C) (A ot B) et C
{(notation : "A ot B et C")
(z)A(x) | | (y)A(:y)
{x)ﬁ ‘ - .-4L", A (lorsque A no contient pas x)

() GIME,T)) @,y

} (notation : (x)’v)A’x,F) )
(x)((5)()8(%,7,8)) (X)(¥)€(5}$€Xséaﬂ

{notation : {x) {3)(Z)ﬁ(xpysz} )




AouB ot B _
(pourralt servir ce ¢éfinilion & "4 ou B%)
(BEx)A(z) (z)A(x) |

{pourrait servir ce définition & (Bx)A(x) )
(A ouB) et (A ouC)

A o ((x)B(x)) (o
(x)a(z) ot (x)B(x)

Dfune nﬁuniar@ g;énéxaleg cna;;,ue fois que lfon aurs trouvé une suite

A éu {b et C) v
(X) (4 oun B(x))

(x)(Alx) et B(x))

explicite de welat;ona

Ag B, 696‘00’

Aoud

A ou B

A ou (B ou C)
(#x)A(x)

(Ex)A
(Ex)((Ey)alx,¥))

(notation

(m";x}é (@3}(35 )ﬁ’{};pypzz’) ‘

A

(ev sens du tableau préeddent), on dira que A et

(Ey)aly)

(notation : (Ex)(Ey)(Ez)A(x,7,2)

Aet (B ou()
Ex)(4 et B(x))
(Ex)(A(x) ou B(x))

(A ot B) ou (A et C)
A o% (Bz)B(x)
(Ex)&(x} ou (Bx)B(x)

{guend A ne contient
Das %)

telles que l'on passe dée l'ume quelconque & la suivanie en remplagant
une relatioﬁ gart iglle Daer une rezatlon syntaziguement égulvalente

¥ sont pyatexigusment
éouivalenties. Transitivité des cette notion. En particulier, @naa 1la
iiste suivante d'équivalences syntaxigues, qui compléte la précéddente :
-
Boud
(A ouB) ou €

(lorsque & ne contient pas x)
(By)((Ex)A(x,y)

(m)(EﬂA(xgw ) |
 (Bx)(By)((EB2)A(x,7,2))

(quand A ne contient

pas %)




=3 .
D&finition dos relations vralcs, ou ideniités logigues.
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On Vo, dsns certains ecas, _appliquer l'epithéte de "yraie® @& une

relation formée explicitemeat & portir de relatioms 6lémentaires
(in@et zm%nées) A B C, .. Tou d'abord, toute relation

A ou B ’
est posée comme vraie. Ensuite, on donne des regies qui permeotient s
former des relations vraies & parctir dlasutres relalions panggé@&

vrzies. Volcli ces rigles (rigles du raiscnaamant}.:
1) g1 A est vra;oz et 81 B esi synt@z;quemeqﬁ éq&ivalﬁaue & b,
B est vraie. ' .
2) 51 A est vrﬁie; et sl B est vraieglalgra (& @t B) sst vraieg
)

) i A est vraic, (A ou B) ss: vraio (B aasign&nt uno relation

© 4) =1 A est vra;og et gi (& ou B) est vraie, clorsF oot vraie.
:1§}’si ﬁézgz)'eﬁt‘vrale, (Ey)aix,y) est vroie.
6) el Alx) vail vrale, (y}A(y) ot vrais.

ﬂﬁn%gae f@za qu9en aure une sulie expllclts de reolations expliclit
@geg%a&a@¢ra construites axplicihement 8 lﬂaiéa de roletions arbitrai-
res) 4,B,C,...,F, tolles que chacune d'elles puissoc &tre pE@&KQ@ Somme
vraie iersqu@, iss pré@eagn 5ee Gtant surposbes vrales, on spplique
leg wdgles deo raisonnoment cladeﬁaasg alors la zrelation ¥ sera

@é@laréa yraie.
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Dafinition : Lorsgue ﬁ@ux;ralézi@ns A et-Bis@nt telles qu
geit vraic, on @1t que A entr»im@ B {at tentiem : "4 entraine BY est
une phrase é; laupage ezdiaazﬁe, et non une %relax on® du lang&g logious
,@5tt@’ ?z“9@ @syf&ﬂ@ gue la ralabion (ﬁ-%ﬁ} ent vra&e} Ayoe cobio

conveition Ge langage, la r%gla«%} s!énonce :

{7@)“3 ou B" se note aussi “A-%iﬁf‘" : “(A-—»B) et (B
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pi .A est vraic et si A enirains B aloz's B est vrale.

 On montre ssns peine, en s'appuyant sur los régles 1) & 4), gue :
gl A ontrafne B ot

si B cutraline c alors A entraine C (trmsitimté
de 1a notion de "A entiratne B"). Eu outrs : '
- g1 A entrafne B alors : B eatraine E (& et C) em:z”ﬁm (B ot G},

- (& ou C) entr: zine (B ou G) (et czla pour toute relation €) :
-6l &{x) entraine B{x), alorfz (7)a(y) entraine (3?}3(3;}9 (Ey}&ég)

enirafne (EX)B(Y) :
ei & eniralne B , ot si A eniralne C , alors & entraine (B et C) ;
ei 2 entralfne C , ot si B entratne C , alors ‘(A ou B) entraine C .

{

0

E? a%ra part, il as’c gommode d3 savoir une fois pour toutes gue :

- (gg, Q'L B} eniraxne B

W e

e 4ot (& ou B) »
;’f"”“(x)A{x) ou {x)&(x)“ anuraune (z)(&(x) ou B(x)) :

2o

» {x)(a{x) ou B(x)) eniratne "(z)A(x) ou (Ex)B(x)" ;

e (Ex)(A(g) etv B(x)) entx‘.ﬁna ”(EX)A(;;) et (Ex)B(x)" ;
- "(Ex)a(x) et (x)B(x)" entrafne (Ex)(A(x) et B(z)) ;

- (Ex)(y)alx,y) entratne (y)(Ex)A(x,¥) ;

- (x)A(x) ertrafne A(y), pour toute varisble 1ibre y ; de manidre
~ plus précise, (x)A(x,7) eatraine A(y o7 ]

- vﬁ,u@;) entraine (Eg}&(y} de maaiere nlua pm@meg &xxf}x} entraine

=

(f&y)&'séxg?) : { A
-= (x)&{x) enwain@ (Ey)&(y) dsa faamiéxfe plus préciss, (;ﬁ;};%,{zigz) f
| entraine _ xﬁé’e}; ‘a(x,y) , _ _. -

i}éfinltmn : On di"a que d@em relatizma A et B sont éuulvelentes

(’ ou, si Non veut pz»ecisez', lc:g;;_;ucmnt éc;aivalen@ea s bar oppositdon &

fey n%:mquonant équ...valentee“) 2 l?orsque A entr'ﬁne B el gue B entraine A




sutrement dit, lprsquéxlf ’B) est vraie. Il revient au

méme de dire gue ..
| - (4 ot B) c%fz'_(I ot E)
aqu vraie. =

: aa notion do relatlons écuivalentes est transitive : sl A est équiva-

~

laﬁte ; i 81 B est eculvalaate?&,é slors & est éqﬁivalemﬁe a8 ¢C .

Eeu} rolatxcns syntaxiqucmeni qulvalentes sont teajaurﬁ logiguement
eqqlvalcnuag, Doux relatlans vragea»gont logiquement éguivalentes.
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Téa te rclzbion l@giQhament aquivgllnte & uns relation Wrgio o
(en vgrtu de la régle 4)). : -

Si, & Lﬁlﬁiérleué dtune rel&tz@n & s on f@ﬂpla@@ vne relat on par-

) par une relacion logiquem@nt équivaleate &b, on obtient ume

siguement equzvalezte aa {en gart;@allerg sl A ost

une f@l&ti@d.Vf&l@j.,u@Cl.d&.Vbrifla en r@@&?&mww

%icﬁ de A ¢ Parbir ée B ; il suffit de remsrgueor (@e gui résuif
&@Pt du tablsan précédent des “eutrainemantsa(!)) gue si B est Sguiva-

kl_nf

évﬁgi %’ase eQulvaLent a §'9 (B et G) sot 9qui%aigmt a ( et ©

S N
@

(E @u ¢) esﬁ eqax%a*ent é (B' au 0) 81 B(A) GSb éguivelent & E?QE
C}(x), (Z2)B(x) est éa&i alent &

glors (x)B(x) est,équ;valeat~aigx)
(Bz)B'(x) . -

%@i@ng encore qae caacune des relatioaa ”A et (A ou B}”

15 ou @& @5 E}” egt équivalente< A

Lag Luuozie avec ayiemes.

.r:mm—wgm
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B poze adplicluament eertaines rela%ions élémen uir@s (& un nopbre T'

oy

g&slb@ngua e Azlaalcs), et on bcrlt expl&eltament corta&mg uciimﬂa

ﬁe r&la, na (u& peu?enu entrer éeb r@lataens aﬁblcraifaa} ‘ J@ﬁ@

a3 de variﬁble 1ibre

<

B oposerons a? sord que cos scnef.o_ne conéleananuha
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Lionseuble do oo gonnéen defimil une théorie © . Los schduss donnés
se noazent los gaxicmes do la théorie. Dans cetie théorie, on n'envisage |
gue des relatliong construites explicitoncat & partir des relations
élénentaires ; 51 dans 1l'un quelconrgus des schdnas domés, on re.place
les relations arbitraires qui y figuront par des relations explicites
de ls théoric, om cbticnt une ;{>xo;&osition , dite axi@mé QM@ de la
fmuor;a,e (Gans 1lc ecas ,_mrtleul.,etan snt sinple oﬂt 1og schénns ne contien-
nent pas de relations arbitraires, les uxiomes de la théoris {f e
trouvent cxpl'icités, en 'nombm ﬁni).

Chague Tois cu. llon aura une oiotion B (ds 1a théorie ¢ ) ot des

: e;{@,@ﬁ@.; {ez;@lici%{;s} B, 6, b tals que
BouZoud ou & 7

Lssc}ii: vpne relation vrais (idensits lcr_,ique) , on dira gue la relstion.
4 est € -vraie (ou, plus briévsment, yraie tout court, 51 aucuns
confusion r'ost & craindre). Les régles du ralsonnement 26 tran ﬂsg}@é&;‘;a%
de la nanilrc suivante, comne on le vérifie sans peine :

%) si A est @ovraie » b 8l B est syntaxiguemenl Sgquivelente & 4
(ou mé@me lozijuenment Gquivalonte & 4), alors B est ‘@ wvraé,i@.
2} si Aest € -vraie, ot s1 B est g—vraz.a, alors (is. et B} est
'@gfﬁ; -¥rale. o
. 3) 81 b est @- 'rfa,io, (A on B) est ﬁ evi'e.ia,

4} 81 A est -g-vraio, et s (A =B} est ﬁevraiesa slors B
est ﬁ =~vre,£.é. _ ‘ ‘
5) st A(x,z) est fﬁra.ie;, (Ey)fz(x,y) st ﬁ -vraie.

6) si Alx) esi ﬁ-vraias (y)5(7) est "f-vvraieo
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"Tout ce qui a éﬁé-iéi *Qlﬁsf_#; ’Vtir de cos régles peut se
“Tansposer : on ééfiﬁi%'"A'éétrninefsvdéaé»ia'théorie, % ® (lorsgu’
aucunc confusion ntest & craiﬁdre, on ¢it simplezent "A entraine B" ).
Avec cc nouvcuu Bens de A entfainé B*, toutes les rogles énonedes
ylus haut r-stent'Valables, paiccufelles resultaient dos rérles du

4_éﬁiscﬂ;:men*.'ﬁg méme, on définit la @:»équivalense_de geux relations;

elle jouit des mémes proprictss quc 1'éguivalonce logique.

Les thdiories avec exiomes et hyrothoses.

T S g T D 3 it e s D D i ks P P o € D % s e s s ave —
R D S S D S e s L1 G D G i S e i R D s et e S e T T e S e e

3

Comme plus haui, on pose explicitement certalnss rolations &1

%
o

oo, o
LT3
o dios

g

taires'et certains schémes de vclations no contenant pas de variable

libre ; mals en cutre, on éerit des schémas (explicites) de relaticns

e
VGG 7

(ot peuver: sveninellement Ffisurer dos relastions arbitraires, suscepbi-
‘blas?dsétre_?amplacéss par des zslatiang construites explicitenent &
1'sido des relations Glérentaires de ls théorie) schémes qui, eux,
coniiennent certoines variables libres nommément désignées par des
lelires déterminées a,b,e . Ces dernicrs échémas prenpent le nom
d'hypothdses de la théorﬁe,(inttitivemeut, ces hypothéses sont relabi-
ves & certaing “étres? a,b,c). Cn obtiocnt des aypothéses explicitées
= eh ezplicitant‘les relstions arbitrgircs gui péu?anﬁ-figmrér dé@a ios
schémas &%hypoéhéses, ‘ . ‘

er @gg_létﬁraﬂ’

dfutilis

. Buus une telle tndorie, on g'intordit

é?bic cqgﬁe symboiqg de var;gblps iices.
f;@ﬁﬁ@@ﬁ fois gub 1'on agra_uﬁa rclotion &4 {(do 1a théorie Qﬁ ) et
@éé aziomes ou kyp@%hésea B:CQD; teis QQe

B ou T ou T ou &

soit wne relation vrale (eu sens sbsolu), om dira que la reiatio

#
1.1

e e e i Sl



(44

lorsgue A{x) oot C -vraie.

- 8
{ani pent coplenir loc varisbles libres a,b,c) est vraie dans la

théorie ?f ; ou .Q§~vrg;c. Toutes les rizles de raisonneoment se trans-

posent encore, sauf la risle 6) qui cst remplacée par la suivante :

& bis) siTQ(X)-est. 1;~v1€de pour une variable libre x gnire gue
les varigbles a,b,c, deé hngthéses, slors (y)A(y) est %§=vrai@°

Dang 1'application de cstio Fegle, on évitera de se trozper si lfonm
con?lanu, comme nous l'avons dit, de ne jamais utiliger les let“@

a,b,c come s*mooles de variatles 1iées, et si 1'om applique la régle

(6) sous la forae suivamto : or conclut & 1is %? -vérité de (x)Alx)

-

ﬁ@fennuut ﬂfoLe roct rzebloa, toutes les définit 1@?3‘@t'régl@suaazi&za
&E?@S as&ab’w aatarleuremeat s‘ét&ndent sux théories avec axiomss et
’p@th Qs,j mals ia reg@e aazzliéire s ' 7
el A{x) entrs ine B{x), alors {X)Agx} enurafhe {X}Ea?}, et Ru&}ﬂ{?>
n*r ine (JKIB(K)” _ _
ne doit &irs zrpligués que lorsgue % mne figar@ nas aaao les hypotlhidses.
Bésormais, nous; eonszdcraroas e thearie pang hypothdse, et mame ‘
une théoric sans qxiome ni nvaethese, commo un cas rarti S0i ia% d'une
thiorie evec axionss Gu aypoithiises.

Zire gue A on urﬁilﬁ B8 can uno iteile théorie %; ; Clest éiﬁg gus

dans 1a th orie %5& obuen&@ ea raacutant lfhypothésa A 8"i

E es@ ﬁavra¢c {vcr;;xeaz;en inmédiate}. un en déduit
&aﬁ¢@ﬁpmm L fréguemnent coployé : pour prouver gue A eniraine B ¢

b

une thiéorie '%; , on rajoute ifhypothnése B & celies de la théormie

et 1'on prouve gque A ost vraic dans ia nouvelie thdcrio

par 1labsurdoh ).

: J‘*@ R 29 .
Plugoup-nous une £fois pour lebGﬁ dans une théorie 1o . Soil 2 une

IO&‘L$Q% do cel .o euéofle, es,spppugcns que (Ly}axy; Qﬁuf&lEP 5




Llors R(x) eni,raine ev1demment A (pu:.uque R(x) entraine {m)ﬁ(z

\:A’
(3

Rociprogueniont, supposons gue R(x) entrafne A | la. variable x ne figu-

renl pas comme varioblo libre (}&13 A a1 'Jo

(#x)B(x) entraine A . (Conséousnce de la rig le €., bm)} Autrement dit,

pour dsmonirer gue (ux)R(x) entraine A , on peut pro@s,&om ajnsi : on

raisonne sur un a pe fisurent pas dons A pi dons les h*m@trawm
on pose la nouvelle hyvothese B(a), ot on prouve que & est vrale dens

1z nouvelle théorie.

Ehéories ngg_ggﬁa@é;gzgazéso - -
81, dans une théorie ‘é ; On reuconire une rol on & tell; gus 4

&

aa-}.’s ?’? -vrgie az.xzsi que i s 02 peul, :our toute rfelati@m A M,M :

mvﬁub cct £ -vraie. (Cela résulte de la rople 4)). Ume telle

‘esa, ditc conbralic uoz.re et=ae 5 eseu»te Svidenment au@zm ;ﬁté::‘éio
QJ..« peut, daus coriains cas, prouver qg’una tuwm,e d@ma@ nt

'gcmtz*’adwaoire ; =n l'absenca dfure Lellc preuve, el tant gu'aucune

ﬁ
n

contradiciion n'sira ét¢ rencoﬁatrue, on. doveloppera les conssguonce

des axiotcs et hypolhdses de la theorze » guitie & comstalsr plus tme@g

L4
fude
et

e cas s0 jzoduib, qae, ia i.zwc;rze Slant contz' dictoire,; les f;‘éguaie:m -
percnis n'avaient aucun :.nwz'et. Dn diz'a aufunc z'elam@n e:aw it uégs@

dae la tlLéorie si sa néy; at:xon est vraie dans 1la tudorie ; dire qu'une
re,,muoaz poul 8tre @. 2 f‘ozg vrax-) et :i"mme dang la. thé: z:*i e, c'egt dire
f;;;::_c; awue, uyuurlc 033490&91"1&1\»1,&1.1'6 (u. .J.o toutes lﬁ;‘; ml tione cont

-.-:J

Yraivo ei fuuss m} Dans une th. oru, uanmze, on, p:,m, e :;@@zzaz‘sr une

relation dunt on ot J,ra su ;,mr‘fer ni %M glle em, ¥raic pi Memlf er

fa&‘sss@ ; mais pour LOUVOLT _canzzlu,ro avoe cez*'u;:.tmie qu'une relation

A ._*e 5v ni vraie ni faugce dang 'cixm thadorie ﬁ i1 Pounarsit
9
Lprouver gus les thoomes ‘é A et { x {obtenuecs en rajon

ment 1'hypothdse A e% l'h;'fpo%hése; £ & celles daﬁ}




!

7coatenant notamment une varlable libre zg

- pous réserve de la non-contradiciion dfume auirs théoris ; @9agt

=10 =

Soit une thvorie fﬁ;; 301t £(x)_une4 latlon de cette théerie,

axgothescs de lg tneorie q; . Pour qge la théorie cbtenue en rag@mzant
1'hypothitec A(x) 2 celles do <& , ne soit pas coniradictoire, il faut

et il pulfit gue (2x)A(x) po_sclit pas faasse dans 1s théorie %

{Par exemilc, en taoorle génézele des »“semble { théoric seans hypo-

_théaes;, G peut r@doater l'ndzotnesc iz ost un onsemble infini?

sans que cela conduisec & oantraﬂictzon, 4 moins gue la ﬁTGEOQAéi

2

fiquel que moit x,x est £ini® ne soit vrale en théorie gémérale

D

dos e“ﬁenblea}

?axf@iap on peut prouver la ron-coniradiction dlune ecertaine tl

a

que nous ucntxorons que, sz, er théorie générale des ensembles,

l'hgpothose "x ost un enseﬁble infini® ne can@uxt pas 8 contradict
la théorie dus nombres réels n'est pas contradictoire.

Signalons qu'une thiorie sang axiomes ni hyy
controdictoire. D'une manidre générale, on est slir qulune théorie

gonnés € (avec exiomes et Ayrothéses) est non-contradictoire, lors-.
gulon peut attribuer & chacune des relations &lémeniaizes de ia

théorie &'un des deux symboles + et - (indépendamment des noms des

R

varisbles libres pouvant Tigurer dans ces relationg aleﬂoﬁb Mres )
de maﬁiérc_que, si lﬁon convienl d'attribuer & chague relation
conslrulbs qtul¢cx cment 4 portir des r=latlons éidmontaires 1llun

J—

das syidbolos + ep'n d'sprds los réplcs suivantes
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2 oct affectd de 4+ si A ost affectd de =
- 51 £ ogt affectd de +

(A et B) est affecté ( de + si chacune des relations A et 2
et affecté de +
de - dans tous los aulres cas
(A ou B) esi affecté de - si chacuno des relations A et B

: est affoctée de -
de + dang tous les autres cas

(x)ﬂ(x) ost affecté du mime syibole gus A(x)

&» (Ex)A(z) est affocté du n8me symbole que alx) ,

les zxicaes et les hypothéses dz la thnéorie ﬁg soient tong effectés
" de + . Za effel, en se reoporbant aux équivaleaaes,syn@aziquaﬁ et aux
#3

i
7 o5
8 12

rdzles du raisonnement, om constate que toute relation vraie d
thé@ri@'est-aicrs affectée do + , ot gﬂr cons sGguent toule rel atiocn
fausse eol foec%ée é@ - . Z; n'y = donc pas de relation & la Tol
Yraie el fausse.'

Ceci prouve en particulier que (A et ) nfest jarais une identité
loglqua, ct, plus *enéralcment gue 1a négatzon dluns ideniitsd A@”i”mﬁ

a'es: Jamals une ldﬁntitv lofiquo,

@ n omoE C 2D S £O OB OO oL B en W eD O3 &




