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CHAPITRE II. gt
PUISSANCE DES ENSEUBLES.
1. 1. ENSEMBLES DE MFME PULSSANCE.

Définition. Solent, dans upe théorie mathématique, B et F

deux engembles. S'il existe une application bi-univogue de ¥ gur

E, on dit gue F g méme puissance gque E.

Il est clair gu'un ensemble E a toujours méme puissance que E;
que sl F a méme puissance gue E, E a méme pulssance gus F : car si
£(x) est une application bi-univeogue de T sur E, £ ost une
application bi-umiveque de E sur F. 31 B, ¥, G sont trois ensembles
telg gue F 2it mbme puissance gue B st que & ait méme puissance
que ¥, G a mbme puissance que E. En effet, si £(x) est une appli-
~cation bi-univogue de ¥ sur E et si gly) as% vne application
bi-univoque de G sur ¥, g{f(x)) est une application bi-vnivoque

de & suxr E.
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Ces faits pourrsient nous conduire & considérer
d'avoir méme puissance comme une relastion 4'éguivalence entre
ensembles. Eéag devons cependant nous en garder, car ls domaine
de définition de cette relation devrait comprendre tous les cbu@l@&
d'ensembles de la théorie;, & guelques types que ces ensembles apper:
-tiennent. Or, l'ensemble de tous ces couples n'sst pas de ceux que
nous nous sommes donnés le droit dfintroduire, puisgulaussi bien
nous considérons que les éléments d'un méme ensemble doivent
toujours étre d'un seul et méms type.

Par contre, si nous considérons deux ensembles fondasmentaux
ﬁg”? *gg de ls théorie, et sl nous nous restreignons aux couples

04 7 ; 5 .
d'ensembles EC 4 , F C 4, le fait d'avoir la méme puissance
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nous donne une relation entre éléments de ’}7 (é } et &lémenta de
;‘\g ( j:). On peut dire que nous avons décrit d'un seul coup toutes
ces relations, correspondant auvx divers couples d'ensenmbles Pfonda-
-mentaux.

Dans le cag oh % = ;%’ ; la relation en quesition devient une
relation d'équivalence entre éléments de }? ( fé )

On remarquera d'autre part cue le mot "puissance® ne doit pas
8tre considéré dans tout ceci comme un gubstantif, mais comms Jouant
le rOle d'un adjectif. Nous n'avons rien 46Pini gui puisse afappeler

12 puissance dfun enssmble.

Les résultats de V.1 nous donnent les résultats suivants

(B, ¥, G, B désignant des engembles) :

4. Bi F g méme guiséa_.nee_ gue B, ;}E(F} & méme puissance gue
v : :

g,b 81 F 2 _méne puiasa.nce gue E, ot _si E & méme puipsance gus &,
1ﬁensemble FxH 2 néme gul.ssance gv_e E R G

Rotons enc:are les faits suivants :

2. &, ¥ etant des ensem’lees, E X F g méne puissance gus F x B .

En effet (x,y} étant un §lément de E R F (x €B, ¥y £F), posons

£(x,y) = (y,%x) : £ est unc application bi-univogue de BE x F sur F = % .

f};,‘ E,7,G éta.nt tros‘ensemesm , B X (F »8) et

(EX P)XG ont méme pgigsance

En effet, (x,(y,z)) désignant un élément de B x(F x &) ,
(x€E, yEP, 2 € 6G) posons £(x,(y,z)) = ((x,¥),3). La fonction £
ainsi définie est une application bi-univogue de E x (¥ % G) sur

(B xP) %G




remilles K , <L
gue deux éléments de ces families

Mggi{se_corzasgondant solent de
méme puissance. Dans ces conditions, ,%? g méme puissance gue'Q3§
' En effet, E étant un ensemble de A, eoit £ (x) une applica-

-tion bi-univoque de E sur l'ensemble T de *%f gui lui correspord.

Ls fonction £{x) définie sur %5 par la formnle £(z) = fg(x) Bi
%§~ gur o .

Définition. B et F étant des encembles, si B g la néme puisg-

% € B est une aspplication bi-univogue de

3a;ti§ de F, sans guve E et F ailent la méme puissance,

emm'

on dlt gue E 2 une pulssance p}&% foible gque ¥ .

Par exemple un ensemble vi&e a une puissance plus faible que
ueut ensemble non vide.

”heoréme, To ensembla E g une pu1ssanue plus fall

§o)

1) x 6tant un élément d@ E, posons Plx) = éx} : F est une
application blwunlvoque de E sur vne partie £(E) de ‘}2(2}.

2} Eontroné gufil ne @@ut-aki&%er @ﬁauaa application bi-univogue
éé E sur j@ (B). Supposons au cont%alra gu'il en existe une, soit
(). Beslgnons par A l'an emble des &léments % £ E tels que 1llon
ait x % £(x). Soit a = 7 (A). 51 on avait s €A, on aurait par

defi

}_l

nition de A, & @é ?(a) = A, d'oh contradiction. 5i on avalt

- A, on auralu, toujours en vertu de la définition de 4,

(3

de £(x) nous conduit donc & une con bradiction : B et ’%%QE} n'ont
la méme puissence.

é £(a) = 4, é'ch encore contradiction. L'hypothdse de ltexistence
£
8
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L'étude des relations de puissance entre ensembles se trouvera
de beaucoup facilitée par celle des relations d'ordre, qus nous

allons étudier dans le prochain chapitre.

= e Te S oo D

11 1, ENSEMBLES ORDONNES.

lg étant vn ensemble fondamental, on appslle relation d*o?dra
dans 4% une relation entre éléments de ,é? (cu encore si on vaux
uile partis de g% b %% ), gui se mote généralement fx <j&','eb ewﬁ
se 1it Pz est plus petrit gue y%, cetie rslatiaﬂ satisfaisant avx

conditions suivantes >

: . P ; i :
A, 2 et b ézant des 8iémenis g ; une et une geule ded

PLO] ositlons g & b @a = 1% va@ eat vraie.
’ 9 R T T SRR T AN S A AT

B. Les relations Wy‘<.y“ et fy € 2F eniz &$ﬁ$&u BAd

L'axiome B exprime la traaui%av& té de la r@lQLlOﬂ fiplug pebit que®
3% fésulte 1mmé@1at@ment de A, gue cstis relgtion a”e@c ni réflexive
ni symétrigue. fu contraire, le Q“ééié ”x = x7 est tuugcuye ??%i
ot la relation tx & éﬁ énﬁfaiﬁ' ls fausseté de "y £ =% . '

Egvs supposerons donnoe @an “le f da@@@tal,gé uns f@l&tl@ﬁ
d'ordre, ce qui lui confére une aar;e»areg gulon anneéle atrucuur@

djggsemhle.érdoﬂnéa

On peut, dans un ensemble ordenné, définir toute une série de

. les relstions :

1
1) La relation P"x  y" (x est plus grand que y) sera per

définition éguivalente & la relation "y £ &7
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Il résulte de A. que, des trois propositions af¢ bR,%a = b",
""g >b®, il y en a toujours une et une seule de vraie.

11l résulte de B. que les relations "x >3", "y>z" entrainent
x>z .

2) La relation "x £ y". (x est su plus égal & y) sera par
définition équivalente & la négation de la relatioﬁ x>

11l résulte de A. que : chacune des relations "x ¢yh, fx = y©

entraine "x  y". Inversement, si x £ ¥, on 2 ou bien x<y ou bien

X = 3.

11l résulte de B. gque : les I’Ql&tiﬁﬂs 27", "y € 2" entral-
-nent "x £ z". Les relatioms "x g y", "y 2z® enirainent "z ¢ z* .
Les relations %"x < y", "y £ 2°® ez;.s.,..a at x < 2P

3) la relé‘cion "z % ¥ (x est au moins égal & y) sera par
définition éguivalente & la relation frg = . On en d6duit immédia-
-tement leg propriétés de cette rel Lation cem‘@spa iant & celles queo
nous venons de dozmer pour la Z"Sﬁlaul@ﬁ fix g yﬁ :

On noters encors oue 1c~a les rol r’blc% fx< 7", "y < x" ontral-
-pent "x = y" . ' '

Soit E uns partie de” ,é . Supposons qufil existe dans E un
ément & gui soit asu plus égal & tout ulemert ée B : pour tout
@ E,ona a qu . Dauns ces cond ‘Ltlo*’s, il n'en existe gu'un, car

&

gi un nouvel élément at ;}oulb de la méme propriété, ona a ga' ,

a' £ a, d'0hh a = e'. On appeliec 1'6lément o le Dlus velitl élément
de E. On notera gu'il n'existe en général asucun élément Jouissant

de ls propriété en question.

e ¢ 9 2

f
i
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De méme, s'il existe un élément b €E gui soit au moins égal &
tout élément de E, il n'en existe gu'un et on 1ltappelle le plus

grapd élément de E. :
x étant un élément de %ﬁ , on appelle gection de {g déterninée

par % l'ensemble des élémenis 7€ % tels gue y £ %x. Nous désigne-
-rons en général cet ensemble par la notation Ix

. 11 est clair gue x est le plus petit élément de ltensemble
éﬁzx, et que x est le plus grand élément de LK'+ gzai -

L'ensemble I_ peut, suivant les cags, avoir un plus grand
élément ou n'en pas avoir. S'il en = un, ce plus grand élément est
appelé 1'suntécédent de x. Te mam@, si 1 engemble igz - 52{% &

& &
vn plus petit élément, ce plus ?OtLy &lément est appe¢é ile caﬁﬁeﬂnnif

de X ; on vérifie immédiatement a&a :

Lea Erogosl+1ona ®y oot 1'antécédent de x" et "x esh lo gonséoutil
ds 3" son* équivalentes. e

?emarquona ennorw qﬁe ie Q1L$ petit éLomaﬁ co %% , 811l exigste,
ne peut avoir G antécéaeﬁt ; et qae 3@ ”uq gfand gtil xiste,:ﬁ@

pent avoir de conaacutlf

. n Strugtures iz induites. | ‘
zg étanb urn ersembla ordonnéd., =oit E une partie de %§‘4_'

La relation d”ordru entre élén ans'da Sé%4do ne, en restreignant son

champ de deflnlulOﬁ aux elemenus de B, sne relation entre v &léments

de B, qai eatisfaity comme on le voit tout de suite, aux axicmas gui
définissent une relation d'ordre. L'ensemble %, muni de cette relation,

constitue donc un ensemble oxionng. On dit que ea structure d'ordre

est induite par celle de G .
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II. 2 . ENSEMBLES BIEN ORDONEES.

Définition. Un ensemble ordomné %? est dit bien-ordonné
lorsgue toute partie non vide de %g posséde un plus petit élément.

Il en résulte que, si Qg n'est pas vide (ce gue nous SUppPose-
~TOons ) %g possdde un plus petit 6lément. De plus, tout élément x,
sanf le plus grapd élément de %g (s'il existe)posséde un consboutif,
gue nous désignsrons par x& :

Il est évident gue si B est une partis de l'ensembls bien
ordonné %f , considérée elle-méme comme ensemble orxdomné (avec la
structure induite par celle de %f }; E est lui-méme un ensemble bien
ordonné.

D'autre part, nous avons le théoréme capital suivant :

Principe d'induction totals. %% btant bien ordonng, seit P{x}

un prédiest défini suxr %g . Supposons gue, pour tout &lément x; la

roposition "P(y) est wrai de tous les y gui sont éléments ds I.°

£ %

entraine la gronosition “P(x)é, glers Plx) eét vrai de tout éldément.
| Soit en effet & 1'ensemble des x @ouf lesquels P(x) est faux.
S5i B n'était pas vide, il asurait un plus petit élément a. Ce gui
signifie que P(y) serait wrai de tous les y quil sont < a, donc de
tous les ¥ £ Ia' 11 en résulterait qué %(é} est vfai, ce gul est
impossible; puisque a € E . Hous aommeé arrivéé.é une contradiction.

Parallélement au principe de démonstration par induction dont

nous venons de parler, on a un principe de définition par induction,

4

guli permet de définir de proche en proche des fonections sur 1,

leg définissant pour des éléments de plug en plus grands.
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D'une meniére précise, soitijﬁ l'ensemble dasns leguel doivent
se trouver les valeurs de la fonction & construire. z étant un
élément de 4? TT (x) uvne propriété des fonctions ¢(y) définies
sur I et & valeurs dans ;75' Donnons-nous une fonotion F(x, ¢)
gqui & chaque X & 4% et & chague feonction ¢ définie sur IK et
jouissant de la propriété jrf'(x) fasse eorresponére un élément
de ;f; .

Supposons maintenant gue soit vraie, pour tout x, lg wromogi«

-tion suivente : Q(x) : si une fonction ¢ définie sur I est telle

X

19, pour tout ¥ € Ix’ ia fonction {w 3?%_ {(nous désignerons
@

ainsi la fonetion aé inie sur Iy ot égale sur Ey 3 g) Jonit de

T{ (x), et que de plus, on ait pour tout v < = ,

o(y) = By, o]y
alors, ls fonction 9 gguit de ls gxgﬁrxé+é I (x).

Dans ces condltlons, nous: allonq montz ror gufil aﬁiﬁtevmm@"

o

fonction P(x) ot une seule_ae&;aie sur %g ; & %éleurﬁ dang %f",
telle gue é‘gjg, o ?; sge Gaeluqme ﬁoit x, de la pfcp 616
T1 “(x) et_gue ?‘cn ait quel_gue 5015 .
£(x) = B(x, [#], )
-

Hous déstgnerans au covrsg de la éemonsﬁration Par oo _lten-

M

r;’v

-gemble Ix+ éx

Lemme. Supposone dornée, pour touy ¥ € I, pne fonction

E . Nous aurcns d'autre part besoin du lemme suivent:

défipie sur 7 ot & vaxeﬁrw dans §§§’ de telle manidre gue,

T

sx 2 < N, pﬂ alt f = g ang ces eandltlens, il exiszte

Bossrnad

J

vne fonction g définlie sur 1_ @

e
N""‘a

¢t

tella gue lion a2it., rounr tout

=

7€ I, I Engéf .
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Posons gly) = fy(y) : nous obtenons une fonction définie sur
“J.x. Par hypothése, si zy, ona £ = [fy ] 5L et par suite
glz) = f (z). Liégalité I‘ [g ] est donc bien vrais.

Ceci posé, nous allons demontrer per induction le prédicat
suivant, que nous désignerons par P(x) : il existe une fonection fx
définie sur I_ ot & valeurs dons f , telle gue : a) pour tout
y £ x, la fonction ifX]ig, jouisse de la propriété TT (y) ; .
b} pour tout y £ %, op sit _ '

£ (y) = Ky, |£ ‘E )

Supposocns que ?(z) soit wrai pour %oas les 2 < X . Hemarquonsg

Z

gue, 8i 2 <Yy X%, on a nécessairement ,f‘z = gf j o En effet,
soit E 1'ensemble des éléments t £z Tels que 5 (t} ff(t).
8i B ﬁ“était pas vide, il surait un plus petit &lément a. On aursit
done %:fZ}fm = {f }i& / d'f&_en vertu de b},
| gl = Fga,gfzjj%) = F(a, Efgjf%} = £.(a)
d'ol & % B, ce qui nous donne une contraéf.iction. |
Eﬁ. vortu du _}’.émme , il existe donc une fonction g définie sur
::g et telle q_uév i'on &it, 'pouﬁc tout § £ X, f’y = {g;gT . Bn vertu
de la proposition G{x), la fonection g jouit de la propriété I (x).
Tous pouvons donc défipnir une Fonction fx_ sur Jz par les formules
y} gly) ely<(x; fx(x) = F(x, g). Il est clair que
la fonctien fx ainsi obtenue jouit des propriétés a}, b). Donc
ia vérité de P(y) povr les ¥y < % entraine P(x). Il en pésulte gue

?(xz) est vrai de tout X.

Dérinissons meintenant la foncticn £{x) sur % par la formule

#(x) = fx(x), su cours de la démonstration de P(z), novs avons montré

gue si z < ¥, on & nécessaiyement £ = yf”_,;%} ., d'ot 50 |
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particulier £(z) = fy(z) , et par suite, quel que soit ¥y, on a

{f] .T . I1 en résulte que la fonction £(x) jouit des propriétés
voulues. De plus , 8i une nouvelle fonction £1(x) jouit des propriéiés
indiquées, soit E 1'ensemble des x tels que £(x) # £'(x). 51 B n'était
pas vide, cet.eneemble aurait vn plug petit élément a, et on auralt

£(a) = ¥a, [£] 1) = F(a, [‘fr_]x'&) = £1(a)

dlod & ¢, B, ce gqui nous conduit ‘é. une contradiction. On a done £ = 2!
ce gui achéve la démonstration de notre principe de construction
par induction.

Remargus. 51 a est le plus petit élément de »‘f’(ﬂ , llensemble Z&
gst vide. On doit done conss.déz'er gu'il existe une 56t ule famtion P
définie sur I 5 €% & valeurs dane jﬁf Lo donnés de F(a, ) Gguivaut
donc & la donné d'un élément b - j* , et, £(x) aésignent la
fonction constrnite, on a £(a) = b . ' . . |

- Nous a.llons m:a,intem;nt' a@pliqv@r nos ?Tﬁimciz)és ﬁﬁlﬁ&m@,ul@ﬁ &

is @émonstratlon da bhéormme z Fondam nuaz "é.i a.nt ';

Théoréme. . M J’a e’g" ﬁa@x ea‘semhlew bien orao nés.
I‘zes_ltz*ois nroe,sltians L
sogment = -
A. &8t iﬁg Qgghe & un emeanie do T~

V)

B. é st isomorghe & 7
C. j&a% 130@0@?1@ un sesment de *

il v en g une et x;_ge_ sau_}he. gul et vrale.

pe

Nous démontrerons dlabord le lemme suivent :

Lemme. Seoil F une partis do g 'Su'opascns gue, pour tout

€ 7, 3", contienne avsei le segment I ¢ . Alors F est ou bien égzpl

w«g»:%\ '

g
& o~ ou biep égal & un _segment de s £
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Bemarguons d'abord gue si ’? est un élément de j£ tel qulil
yaitun%é,?telque?g?,ona % € F. En offet, si ?‘<§,
ona Y€ Igc}z’;ai'yr-? , on & » € F.

Cecl posé, s'il n'y a dans jévaucun-élément plus grand que
tous ceux de F, tout 76 f jouit de 1la propr:.été précédente, et on
a F s‘)ﬁ' . 8i eu contraire il y a dans jé- des éléments plus granies
gue tous ceux de F, soit « le plus petii de ces élémentis. On a
P C IQg et, pour tout »?éi ilyades-%g ¥ tels gue %
on adone F=1 .

o
Pagsons masintenant & la démonstration du théoréme. Hous

g‘i

°

r'uppo.aerons la proposl tion C fausse, el nous allons montrer gue
- a e o £ o s, 3 {;ﬁ
1'une des propositions A, B est vrale. I, ctani un segment ds 4
. : ] ol ‘ s
st @ une Ffoncticn définie sur I; & valeurs dans 4~ , nous diroms
14
gue cette fonction joult de la propri é Az j? (x} g1l elle est une

. z i 7%
isomorphie de I_ svec un segmen de j& . Dans ce cas, l'ensemble

x

jf - cﬁ(? } nfest pas vide ; nous désifmerons par ¥(x, ¢) le plus
petit élément de cel ensa nble. On a donc @1‘.3.. ) = I‘égx o). '\*ous
allongs démontrer ﬁana le cas qui nous oceupe 1@ proposition gui &

e de définition par

o

é & appelée Q(x) dans la démonstration du princi

3.aduction. ? etant uns fonouon définis sur .é.y, FUpPOSonS qzm;
pour tout y %, la, fonctn,on irg) I’ 7 donl gé de lag propriét fﬁgj {v)

e ‘Ab'a‘%
st gue de plus on alt g

¢ {Y) = ¥y, jfji

“

L3

%

Y.

)
#n vertu de la définition de F, on a of(I ) = 3’;—,;;{3,.3 E:@:E
pite 81 2 € ¥ £ %, On & o{z) £ o{y) : ¢ réalise ume

iy

2 S Z
@(3'_3{}’ il existe un y & I,

de I_ avec ume partie de ]é . oh %ﬁ

“
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tel que % = ¢(y), d'od @(Iy) =% C @(IK). En vertu du lemms,
1'ensemble @(IX) est ou bien égal 2 JQ ou bien & un segment de f ;
Le premier cas est & exclure, puisque C est fausse. Donc ¢ Jouit de
is propriété TL (x), ce qui démontre la proposition Q(x).

Nous savons done qu'il existe uns fonetion £(x} définie sur é
8 valeurs dans j/ telle gue [ fjf jouissse, quel que soit x,
de la propriété 7“(2:) et que l'on ait '

Plx) = ®(x, [f‘j 1# Y -

Bi y<%, ona y €I, d'ok en vertu de la définition do F 7, f(y)

< £(z). La fonction £ est donc une isomorphie de % gvec une partie

de jé’ 81 ?éf(%), 11 existe un zeg tel gue % = £(x),

dtott T = 2(I_ )C f’(%) En vertu du lemme, 1'ensemble £(£ ) est
ou bien égal & jé, , 8t la propos:a’rma B es' vrais, ov. bien & un
v%gment de f , 8t la nroposwt Lon. é%. est vra '

' "our démontrer gue dehx. dﬂs nmooar&.;ons BB Cf ne pawéran‘iz Stre

sreies en méme temps, 11 suffit de dﬁmonﬁ'rer gutil o5t impozsible

qufil existe une isomorphie enire np ensemble %zen Qrdomé ‘ﬁ; . e—;s

vne pariie d'un segment de :é . Supposons an em; rairve gu'il en

existe une, dopnée par une fonctiori '?“é:x} déi‘ini@ suT Jg telle que

Zé ) soit contenu dans un segment I da. %J ; uoz,_{; B 1'ensemble dos
% tels qgue f(x) <% B n'est pas vi@.eﬂ car il contient a. Soi% b le
plus petit &lément de B. Pour tout x € I,, on a x<b, diod £(x) <£(b);
meis d'sutre part, om a pour x < b, (x) » x, d'ott (b)) >x .
'-f‘fb} est donc pluﬁ grand gue tout élément de EL dtot £(b) » b, ce

i A

gul nous donne une contradim;on.

' Notre théordme est donc compldtement démontré




Dtagutre part on e le théordme suivant :

8i les ensembles blen ordonnés {f “ ;fg sont isomorphes, il
n'existe gu'une isomorphis entre %% et &~

Soient en effet £(x), £!(x) des iscmorphies de %? aVec,;fg.
x étant un élément de :@ , supposons gue l'on ait £(y) = £ (y)

pour tous les ¥ € I..% est le plus petit élément de %f nlar; done
2(x) est le plus petit élément de £(¥)-£(I.) = £- £(I_ ), et

£1(x) est le plus petit élément de ;fé= £¢(1_). Or on a par nypethes&
f(ix) £I0T ) dtoh £(x) = £'(x). Done la proposition £{(x) = £*(x)

est vrale de tout x, ce qui démontre le théoréme.

ZII. 1.~ NOMBRES FNTIRAS NATURHELS.

Le leateu# gul goséédé éuglqua connaissance de l'arithméﬁigua
élémentaire n’aura paa mangué de remarguer gue les yela@iéaa-ée
gréndwur entre ces nembre ¥ dé igsent uvne sﬁrﬁeture dfensemble
QTdGﬁﬁe ot méme bien erdoaﬂae ‘

Considerons un ensembla evia 1<) %g jouissant des propriétés

suivantes :
%% esﬁ bien ordonné et non vide.

B. Tout élément de %%', sanf le plus petit, posséde un

sntécédent.

C. %% ne possédde pas de plus grand élément.

Jous admettrons 19 caracidre non contradictoire de ces aziomes.

Hous verrons d?ahl Leurs pluw loin que cette non-contradiction

\aut 8tre remende & une propositicn heavcoup plus simpls.
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En tous cas, nous pouvons dés maintenent constater que deux
ensembles Jouissant des propriétés A., B., G. sont isomorphes.
11 suffit, en vertu du théoréme » & I de démontrer gu'un segment
d'un ensemble %% jouissant des propriétés A., B., C. ns psut pas
posséder les propriétés A; C. Or, x étant un élément de Ié!, s8i x
est lé plus petit &lément de 4? i est vide ; et si x n'est pas
le plus petit élément de 1? I a comme plus grand élément 1l'anité-
-cédent de X.

La structure décrite par les axiomes A.,B.,C. s'appells la

atructure des nombres entiors naturels. Toutes les théories mathéma-
-tiques que nous aurons & considérer camporteront un engemble

‘ fondamental munz de cette straoture (qu* sera eventuellemenz une
partie d'un autre engemble fgndamental de la theorxe; - nous

l?appellerons ensenble des antiers naturels de la théoric.

EZn vertu de C., tout entler n pcvsede vn consdcutif, gue nous
o+ :
6931gnerons par n . Eons désxgnefcns par 0 le plus petit entier

naturel, et nous poseroas 120,

? oo e 0 @

uhaque entier n % G posséde un antécédent, que nous ﬁosﬁgpg?
-rons par B . 11 est éV1dent qne l°oa a A v |
(n+) (u} = o
bn peut 6onner, dans le cos des entiers naturels, uvne nouvelle
forme au prlneipe d'inducuion totale :

Principe
Suppesous gue P’G; soit vral, ot gue, pour tout x, 1a Dropositloﬁ

de. r’cu TEn 'i_‘SQit P( un prédicat défini dens i% e |

P{x) entraine ?fx ) ﬁlgrs P(x) est vrai de tout x .
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Il suffit en effet de montrer que la proposition "P(y) eat vrai
de tous les y qui sont £ x " entraine P(x). Cfest vral sl x = O,
puisque P(0) est vrai. C'est zussi vrai sl x # 0, car la proposition
® P(y) est vrai de tous les y qui sont { x " entraine P(x™),
laguelle entraine par hypothése ?((x”§+ ) = P(x) .

11 arrive fréquemment gue lfon 2it & démontirer la vérité dfun
prédicat P(x) pour les seules veleurs de llentier X gui appartiennent
4 une certaine partie E de lfensemble %i des entiers naturels, le
prédiecat pouvant n'étre pas défini ou gtre féax pour les valeurs
de x gui ne sont pes dans E. On consiate alors Lous de suite gue

L €

E< W3
(2
=
a:’g‘

1lément

(8

si on a démontrd la vérit e de ¥ (a) oh = est le plus petl

de B, et si on peut montrer cue la Jerlté de ?(x; pour un élémeni

if =

X é B entrafne la prenosi tion D(\f) of x' est le consbcutif 6

[}

3 T

émﬁﬂuw de E.

dens %, (s'il $let9) le préﬁmcaﬁ et vrai de tous les 61

.0

Laa cas gue llon ranconare 1@ plus fréguemment sont oeluw ol

5
)

st finl et cela; o& e compose &0 bOUb lau entiers gui ne sont
Das inférieurs,a un envler f;x d@ﬂné

| On peut domnner de meme au Driz cipw de définition 3&: induetion
ld Torme sulVanue :”lgg’etanu un @nseﬁb le guelcongue, Gonnons-nous
an element a € j@ , et une 1on¢uxon "{y, v) définie pour % éfku -
7 & et a valeurs dans e%?'; 11 existe alors upe fonction £(z)
et une seule définie sur %g et & valeurs dana %;F’goulgsant des
proprietes suivantes : :

1) £(0) =& " 3) Pour tout x, £(x') = F(x,2(x))

i effet, @ évant une fonction d@flﬁ’@ sur IK et 2 valeurs

o

dans ﬁg , DPosons h(x, @) =a 8L X= G, et slnon

c(x, o) = Plx o })
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Nous savons qu'il existe gne fonction £(x) telle gue 1l'on ait, pour
tont x, #(x) = G(x ; [f]I ). Cette fonction satisfait aux conditions
1),2). Glest la seule : soit en effet £'(xz) vne nouvelle fonctiocn
satisfaisant & ces conditions. Soit E l'ensemble des entiers x tels
que £(x) # £7(x). 81 B n'était pas vide, 1l eurait un plus petit
élément b. On aurait b ¢ O, car £(0) = £/(0) = a. Dok £(b7) = £7(b")
£(b) = F(b ,8(b”)) = P(b",£'(b7}) = £'(b), ce qui est impossible.

I3E., 2.- Bnsembles finis.

OISR

Définition. On sppelle fini un ensemble gui » méme pPuissance

gu'un segment de 1'ensemble 32 Ges entiors ngtyrels.

En articuliér': l’ensemble \ide est fini, tout ensemble
A ; J

Qompose dfun saul élemenu est ;ia

Lamme 1. 501ent E un ensemble, & un elémeﬁt de E, n un c;tzera

L@SM

i

}TO}ObltlQﬂs "E a meme pu,ssaaﬂe gue ¢ﬁ+w t ”“ﬁ.iaé

méme Qulssan ce gue “ sont m-qm”~ &vnteg.

Supposons que'” e a% zit wéme puissance que I . Lfensemble

Mn.

i)
méme pazssanae que éné ; donc B = méme yuigsaace gue

:{: éfa °

n

P
+%W

2 o an

(5]
el

A

N Qg
ﬁi

Supposons qu'il exiete une application bi-univogue £(x)

2

¢e B sur I 4+ . Soit z(a) . il est vn entier & ﬁ; et on a
- £(E- gai ) 1y + - &ig Aa y étaﬁﬁ un élément de I . - i , POSODS
. gly) = ei‘y<i . )=y 8l 351 '
3i 3! eet un sutre élément de En¢'= i, et sione y'>y, on 8,

comme on le voit tout de suiueé gly') » gly). Il en résuite que g

>
S

7 o B Sl e T 2 D % L :
est une application bi-univogus de Tt i dan ﬁg ;
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8i z est un entier n, ona z = g(z) 8i 2L1, et z = g(z+)
81 z »1 : en tous cas z €g(I * - il} ), o 8(In+ = {i%) >
D'autre part, si y<i, ona g(y) = y¢n, et el y»i, on a

gly) =3y L n. Dok g{In-t- - {i} l e I,- De tout cela résulte gue

ln+ - zig 2 méme puissance gue In, et i1 en est encors de ménme
&

(16 E = §a} 2
i ,
Lemme 2. m gtent up entier, il n'existe sucun eptier n # m
tel gue IH it méme puissance gue Zx’.m.
 La proposition est vraie pour m= 0, car I, est vide, tandis

gue I, nfest pas vide si n # 0. Supposons la proposition vraie
pour un entier pnaturel m. S0it n un entier tel gu'il existe une

est le correspondant

o

application bi-univogue de Im‘i‘ sur ?;ﬁé Si

de m dens cette application, les ensembles I_ et L,- gaj;, ont

in 1
méme puissance. Or, nous savons dé3ja (lemme 1) que Iﬁa gc,a a
5 - : - : : : =
méme puissance que -iﬂa . Dope I et ET., ont méme puissance, dloh

o~

= 23113 + iy o - s s o
m=n" ; on en déduit n = m’, ce gui démonire la proposition pour m
eci nous prouve que si E es3t un ensemble fipni, il n

gu'un seul entier m tel que E ait méme puissance que I . Ce gul
: $ 2 ; 3k

nous permet de poser la définition suivante :

Définition. Dn appelle nombre d°'éidments d'un ensemble Fini

' l'entier » %el gue E git mme puissance gue Ene

11 en résulte immédiatement la proposition svivante :

La condition nécessaire et suffisants pour gue deoux snsembles

égaux.

On peut donc considérer le nombre des éléments comme une gorte

de mesure de la puissance des encenmbles finis.
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+II. 3.- Addition des entiers naturels.
T MWMMMM
Lemme 5. m et n étant des entiers nsturels, il existe un entier

naturel s »m tel gue I wI soit un engemble de n eléments.

m étant considéré comme fize, nous démonirerons la proposition
=0 : 8 =mn. Supposons

par récurrence sur n. Elle est vraie pour n
8 étant un entier tel gque Ise

que I, 1l'ensemble Iy - = (i a& ) + é } z méme puissance gue

Lt (lemme 1), ce qui démoatre la proposition pour n

oy
Le lemme 7 nous apprend qu'il existe des ensenmbles fin
'w n éiéments.

sont somme d'un ensemble de m éléments et dguﬂ ensemble de

Tous ces ensemb}es A ont évidemwenf la méne buigsance, et sont

281t méme puissance

+~8 ¥raie pour n ;

3

‘m’a
}..s,
1)
B
N
eo)
bSN)
‘}« Ya

£

Tous pouveons done poser la deflnltion suivante :

Op_appelle scmme de deux entiers m, n eb on désien
est la somme dlun

Définition.
Rar m + n le nombrs d’élémentsVQVEH engenble gu

%semble de m elemeats et d’un @nSfmble de n éléments.

+TG = {B.

Il en résultie ue l'on a our tout entier m, m
7
diun seunl

Jtautre part, le nombre d‘éléments d'un ensemble oomposé
En vertu du lemme 1, on a donec nh o= a + 1 : le

=

»
<
0

ﬂongécutif d'vn entier s'obtient par addition de 1
11l résulte immédistement de la définition que l'on a toujours

©

21 ’L@l’lt est 1.

mYn = n + '
] ntiers naturels est

On aApr«me ce fdlt en dissnt gque 1° &ddltl@ﬂ des

? deux engembles

mm ‘,a"f' 1.ve s
Sgient EB. Pd
43

sonnn

°

De plus, ﬁei% P un nouvel entier.

sans point commun ayant l'un m et 1fsutre n éléments | ; soit G
: . S 1)

+ ¥ et ayant p éléments = .

“n ¢embia sans point commun svec B

£ , comme op slen

es pouvent &ire »ris gdans

(1) Tous cez ensembles
assure facllement en vertun du iamma

(\,‘.

7
%
',j.)

by
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ona B+FP+G=(BE+PF)+G=E+ (P + G), afol
(m+n)+p=m+ (n+p)

ce qu'on exprime en disant que l'addition des entiers naturels est

associgtive.

Irl. 31.- Soustraction des entiers nasturels.
Lemme 4. Toute partie d'uz emnsemble Fini E est un ensenxble
¥inl.

Il guffit de démontrer la proposition dsns le cas o B = Zp :
n désignsnt un entier naturel. Nous la démonirerons par récurrence

sur n. Elle est évidente gi n = 0 (I, est vids). Supposons la vraie

3

pour n ; soit F une partie de I ; sin{ F, onsa ¥ g;zn~et F est
n f
£ini ; i n €F, on & gn} c 1 i F - énﬁ est £ini, et il en

&

est de méme de F d'sprds le lemme i.
Ceci posé, m et n étant des entiers, on & en veriu 4w lemme 3,
m+n }ym. Inversemsnt ; B0it p un entier » m “ZP coptient I, ; en
vertu du lemme 4, I wI est v ensemble fini. S1 n est le nombre des
éléments de cet ensamble, onae p=mn-+n. Donc :

> mnt gt Pil exligie

%5 &
3152 e 2 e

[,0
m

P et m étant des entiers, les proposition

un entier m tel gue p=m+n " gont squivalentes.

Si 1'uvne de ces conditions est remplie, il n'fexiste gu'un

entier n tel que p =m + n, Supposons en effet gue p = min = mA! .

5i n'yn, il existe un entier g tel que n' =n t g, d?a&
p=m+n=mt(n+q)=(m+ta)+tqg=p+ta
81 on &vait qg>0,onsursitpta=(ptq)wi>p? 4 3P
ce gui est impossible. E’oﬁ‘ n! = n ; on ralsopnerait de méme si

£2
o
LA 2

. avait o n » n' . Nous pouvons donc poser la défipnition suivante
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Définition : p et m étent des entiers '

e b2 A, O
gppelle différence de p gt de de m, et on désigne par p-m, l'enm er n

tel gue p=m + n.
En particulier, si p > 0, d'oh p » 1, on voit gque p~ est égel

Spient m, n, m?, n' des entiers tels guem' zm, n'>n. On a

CTTLRRRT AT

nt! + nt zo+n, gb 1'¢€galité m' + nf! =m + n plest possible
gue 81 on a simultenément m' =m, n! =n .
En effet, posons q =m'-m, r = n'-n. On g _
m' +n! = (m+gi(a+z)=s((m+q)n)tr=(m(g+ n)) + r
=m+{n+tag))rtr=Unt+tan)+tg)+rr=m@+n)t(g+zr)
On en déduit gue m! + .n‘} ﬁa +n, et qus de plus,
(' +n') - (@ +2n) = (nt-n) + (nf-n)
De plus, l'égalité m! + n' = m + n n'est possible gue sl
g+ r =0, ce gui entraine g=7=0 . |

Remarque. ?so:x.ant E, T des parties finies d'un ensemble

<1
guelcongue. En veritu du lemme; 4, BN ”" et (deng le cas oh Jc i

s
s

e

E-F sont finis. 31 EAF = 0, 1lensemble E + ¥ est fini. Dans lo
cag general 1'engemble E UF =58+ (qu ATF) est domcl fin:*l.

De plus, soient m, n les nombres é,?é,.amems de B, ®, ot e:i celui
},.:e.e E A T. Le nombre d'éléments de E UF estm+ (an), gui est
égal, comme on le voit tout de guite, a (m + ﬁ)wg’q Done le
nombre d'éléments de E UF esi tounjours £ mn+n, et nlest

égal & m+ 1 que si B et F n'cnt sucun élément commun.

e & @ O 8
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I1L. 32.- Multiplication des entiers maturels.

"1

Lemme 5, m et n étant des entiers naturels, l'ensemble

$-

e lm est fini,

m étant considéré comme fixe, nous démontrerons cetite pProposi-

-tion par récurrence sur n. Elle est vraile pour u = O, car ‘Im A ZQ

sst vide. Supposons la vraie pour n. On a I rIgt = I AT+ I 4 éné .
e premier de ces ensembles est fini. lLe second s méme puissance

que Em » donc est fipni. Leur scmme sst donc un ensemble fini, ce gui
démontre la proposition pour n .

Définition. (On appelle 'g’*odai"i; des entisrs m, n et on désisgne

Par m X1, ou B.n, o mn, le nombre dﬁclpﬁ nts de I AT .

il en résulite Iimmédiatement gue mos‘:) = Oetn.t=m.

I et I xI ont méme

Diautre part, les ensembles - LRIy

im
pmssanee diol : : o = om

On expmma ce £ait en ﬁl&&ﬂt que lc mu_l tiplication des entiers
aatnrels et eommu’hamve.

Soit p wn tro;,ss.eme ex;ﬁiéé,' Tos ensembles (I %Z@Za} * I, et
131 % (I x:"e, } ont méme puissa,z: e, On & dong

m.(ap) = (m} P

Cn exprme ce fait en éi:s ant que ls multiplication des entiers
naturels est assc)@iatgveo “ _

' EZ ot F étant des enmsembles finis é.e:'m et de n éléments,
1l'ensemble B * ¥ a2 méme buissancs gue Em X ‘lm.. E?Onf; BEx T est
un ensemble Tini de mn élements. '

 L'ensemble I i est sonme de Ié’.ﬁ t d'un ensemble G de p
éléments. On a.donc Z; X zn%‘p 1" ,,4 7?3;. + I , & G, d'od

m(n + D} = nn + mp |
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On exprime ce fait en disant que la multiplication est digtri-
-butive per rapport & 1l'addition.
On remsrguera gue la condition mn = 0 ne peut se résliser

gue si l'un degs nombres m, n est nul. Epfin, notons le résultat

suivant :

m, n, m', n' gtant des entiers tels gue m'zm, n'pn, on g

m'n' >, mn, et 1'6galité a'n' =mn nlest possible gue dans les cas

o &

guilvants : a) gl m=m', n=1n'; D) gi m=mn! =0 ;
e) i mn=nf =0,
4,40, ‘
Posons g =@'m) T=n'-n. 0Ona

m'n! = (m+g){n+r)=mn+ (mr+ (an+ qr))

d'od m'nty mn. L'égalité m'n' = mn n'est possibls gue el

mr + {(qn t'qr) = 0, d'oh mr =0, qgn + qr =

)

et finalement

-

mr =0, gn = G; qr = Q,' Suppcséﬁé d{abﬁrd ml% O = Al fagt alox
que © = 0, d'of n = n', et gn =0, d'oh oubien g = 0,
clest-d-dire m gfmf'(cam'a) on bien m=0 f(cesec) . ‘

Si nous supposons mainﬁeﬁ&nt m= 0, 1'6galité m'n! =mn = 0
n'est possible gue ei ou bien m' =0 (eas b), ou bien n' = 0,
d’aﬁ' n =0 (caé c).

On remerguera que, dans le cas g = 0, la formule établie peut
slécrire

m(n'-r) = mnt- my

On pewnt donc dire que la multiplication est Gistributive par

reppert & la scustraction.
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III. 353.- Exponentiation des entiers maturels.

B et F désignant deux emsembles, rappelons gu'on désigne
par EE l'ensemble des fonctions définies sur F et & waleurs dans E.
Supposons que T soit la somme de deux ensembles G, H. A toute -
fonction f(x) & gF correspondent des fonctione glx) € EG et
h(x) é,EH gqu'on obtient en restreignent le champ de définition
de £(x) & G ou & H. Associons & £(x) le couple (g(x), hi(x)) de
EG}&EH . A deux fonctions £, £' différentes correspondent des
couples (g, b), (g', h!) différents ; en offet, il existe au moins
un xo-éhF tel gue f(xo) % Tz ) ;81 x €0, comgx ) 4 # e
et 81 x, €H, omn a h(x )%h?(:{o}‘ ”

Diautre part tcut couple (g, h} se trouve évidemment &itre
le correspondant d'un £ & E Navs pou“ens en conclure gue les
ensembles EF eﬁ B QQEH ont meme pulssanee.

Hous pouvons alcrs demoatrer le

Temme 6. 8i B et T sont deg ensenbles finis, il en est de

m@me de EF

T suffit évidemment de éeﬁcncrer le lemme dans 1@ cas of
¥ = ln, n étant un entler. ﬁOL roceda?o par récurrence sur h.
La proposition est vraie pqur n =0, car B2 comporte un seul élément.
Suppésons la vraie poﬁr un entier n. L'ensemble Ezﬁ 2 méme puis-
-gance que Ezn y,Eé?} . 0r En a-évidemm@nt méme puisssnce gue E,
la correspondance étant obtenue en associant & chague fonction £{x)

définie sur @u} 1'6lément £(n) € B. Donec EX7 gt fini, ce qui

5 24
!

démontre notre proposition pour n .
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Définition. m gt n gtant des entiers naturels, on aggelle

pui gggce de m d'exposant n et on désigne par nP le nombre d'eleﬂamus
de I n .

p étant vun troisisme entier, l'ensemble In+p est somm@ de I
‘et d'un ensemble de p éléments. En appliquant ce qui v;ent-d“éﬁre
démontré, on en déduit que l'on 2 '
P = mp. ar
Par ailleurs, on g évidemment
mez‘_i mz'zm
Nous ellons meintenant démontrer les formules

n r‘-.p

(mn)? = nPnP wr = (p®)*

Hous pourrions démontrer ces formules & partir de la définition de
1“3xnonéntiationo il nous sera plus facile de les démontrer par
récurrence sur P, netn étant considé r’s aﬁmﬁe fizes. Elles sont
évidemment ¥raies pour p =‘0. Supposons les ﬁraieﬁ-poux on entier .
On s ‘ : | ‘ o
(ma)P" = (@n)?.(mn) = (@Pe®).(an) = ((@®Pm)n = (@P(aPa))n
= (m?émnp))nva ((m.m}n}n” = (&Pm)(apn} = m@wﬁ §+ﬁl'
‘miyfﬁ) - 7Pt _ ompen {mn)-m e }P+f '

ce qui démontre gue les formulas gont vraies pour p+ 1.

FER
%

1= Emsmwg DENOUBRARLES.

Définition. On gppelle infini un @ﬁs@ﬂb e*ggl n'eat pas find

L'ensemble %g des entiers naturels est infini.

Fn effet, n étant un entler, le nombre des elémenta dtune partie

%

de In est gg.n « Au coptraire *% contient des partiss finies dont

e s 60
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les nombres d'éléments sont > n (}Z,,{g_ par exemple ). ‘*é ne peut dome

pag 8tre mis en correspondance biunlvogue avec un ensenble In

Définition. 0On gppelle dénombrable un ensemble goi o néne

Par suite : les engembles finis sont dénombrables ; toute
partie de % est dénombrablie.

Remarquons d'sutre part que toute partie infinie E de %’é
possdde une structure d'ensemble bien-ordonné, induite par celle

v : L <
de %’ . B, 6tant infini, n'est pas lisomorphe & s segment ds % .

LA

bl
Blautre part un segment de. B est contenu dams un segment de < et
est 'g}ar Qulte un ensemble £ini. Donc “%’ n'est pas isomorphs & un
gﬁegm@nt de E. ,donc E e’s % som: 1%@}103%&95. Done :

Tcmu exa.sembla denombraale 1’*‘*111,; z méme pulssence gue & .

C’ela signii‘ie qu' on peut z:mmé,z;ret@r les éléments d'un ensemble
'iénombra.ble infini, B, c’esf»é,w ire faire correspondre & chague

“ntler nun eiemer‘t v, € E de manidre & ce gu'a deux entlers dif-

;J

wferents eorres pondent des &léments différents, et gque tout élément
da E ge trouve atteint.

Kous allons malntenant- damo;n*" ST que @

Lfensembla é %* -@ a m me‘ﬁa am:,ssa.nce aua“ % 4
Houe commencerons par dé;.:a."%:z.r par récurrence une fonction ulzx)
8 ﬁzmeurs dansg £ par les fo:.;:mlas
' u{0) = 1 u(x + 4y =ulzx) * {x+ 1)
Démontrons par récurre.nc- swﬁ ¥y que, pour tout % c;:zi a
u(z + y) pulz). La pro:pos:,t on egt vrale pour y = O. Supposons la

vraie pour un entier y : on & u(x -/m. )= u((x‘%":;f} +1) = u(xty) +

((x+ y)+ 1 > ulxry) ;7@(3{}; ce CL:L f)é:nmsﬂ tre la proposition pogsj/
] i Bl : :

£
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De plus, on voit que, si y » 0, ona ulzx+ y) >ulx) : z ot x'
étant deux entiers 1l'inégalité =x' > x entraine a(x') > u(x).
Ceci posé, (m, n) étant un &lément de %§j< %? (done, m et n
étant des entiers), nous définirons la fonction £(m, n) de la
maniére suivante :
flm, n) = u(lm +n) +
Si les couples (m, n), (m', n') sont différents, on a f(m,n) f f(m' ,n')
En effet : |
4) Bim! + n? %'m + n, s0it par exemple m! + n'ym-+n. Ona
2(m' + n') pulm' + '), #f(n,0) gulm,n) @+ o)gul(n +0) + 1)L
nlmt + n'), d'ot 7(m, n) < f(m', n?) .
2) 81 m! + n! = m + n, op a_nécassairemené m? % m;'d’oﬁ'
2(mt, n') ¢ &(m, n) . ' : ; :
La fcnctlcn f(m, n) reallse dcnc une applxeatlon blualvoque
de % % dana é L’ensemble %’\ P % est donc d@noﬁbrabl@
Btant GV1demmegt 1n€13;, 11 a méme pui issance qwe gg ; ;
On en conclut gue -

Le grodult as deux ensembles éeaomo ables est dénombrable

En effet, le p*odult de deux ensembl les aenombrables 2, méne

wissance qu’une partie de % %

Dtautre part, tou,i; engemble qui et image par vne Ffonction £
'dhm ensemble denombrable E est depombraale 33 sufj‘lt de le
ﬁemontrer dons le cas o B C é a étant un élemen*’ de f(E),
failsons lm gcorrespondre le plus petit entier de ”exme'ame f (a)
nons - Gbuenons une ao;pllcacioa bi-vpivogue de £(®) dans BE.

,.«/
1@ reum.on d'm&e mm:a.lle é@nmtz ablc j*’ ée parties dénombrables

dinn ansem"“"‘@ % est un ensemble dérnombrable.
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BEtablissons une correspondance bi-univogue entre EIT/ et une
partie de f ; A étant un &lément de g,, , i1 lui correspond ainsi
un entier que mnous désignerons par ‘%A Dlautre part, il existe ..
une application bi-univoque \ﬁj de A dans "é L'ensemble

‘“f! (a) "b)A_% contenu dens % Jgg est en correspondance bi-univo-

”qﬂe avec 4. Désignons par fA, une application de cet ensemble sur 4.

Boit
(%Wo’t(’ﬁ)% i\?ﬁ%>

Les ensembles \y (A);a i § 90319 deuxz & deux sans

i

é
On peut donc déflnl.’i' vne fonection f sur ¥ comme étant égale 4 £,
sur WA{A) A éﬁﬁi" quel que scit A. ILs fonction £ est une a*’*jpliﬁa_m
-tion de ¥, qui est dénombrable en tant gue partie de —‘g % g S, =y

la réunion des ensembles A e &

IV. 2.- Suites.

Définition. jﬁ étant un ensemble, on appelie suite d'éléments

de f une spplication de l'ensenble @ des entiers naturels

dans f
Une suite se caractérise généralenent par la donnée de 1°é&lément

um qui correspond 4 l'entier n. 0o la représente souventi par le

symbole (uo, Uy poee ,un, ...) ou, plus simplement par %aﬂé’;

A chague suite d'éléments ds j: ge trouve attachée une partie
de f Sh gavoir l'ensemble des éléments de f gui flgurent dens

1z suite. Cet ensezﬁble est toujours dénombrable et n'est Jamals vide.

Inversement toute partie F dénombrable non vide de ;«5 peut &tre

&

ooy . s : o o
considéré comme l'ensemble des éléments d'upe suite c}.’éln nents de - 7
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En effet, si ¥ est infini, il suffit de le metire en corres-
-pondance bi-univogue avec % . 81 F est fini et contient m éléments,
il existe une application bi-univogue £(n) de I,sur F ; il suffit

alors de poser u_ = f(n) si n < m, et u, = fm-1) si npm .

n

Lorsque les élémente de la suite sont des parties d'un ensemble,
1a réunion (resp® : l'intereection) de la famille de ces parties
s'appelle la réunion (l'intersection)de lz suite. ’ &{;e (En) esk
1a suite, on la note %‘;; E, (resp® C;E E,).

E &étant une partie infinie de % @,, supposons donnés unse
appl‘icé.tion % -===3’ux de E dans j—z . B étent considéré comme ensemblie
bien ordonné, avec la structtre induite par celle de %9 , on sait
qu”ol existe une isomorph:.e et une seule de ’g 2vec E bOlt g(n}
l?applicatlon d@ % dans B qui réalise cette isomorphie. S:n, on
pose .V, =1 i
bien riéf;m}.e qu.and. on connal’c la correspondance x —® u, . On note °

y? on obtimat une suite d'éléments de f gui est

quelqueJ.ozs cetie sulte % XS %€ E“.’ On peut év en‘tuellemem: remplacer
deicatlon e &RV parll'} md;oatlo}z des eo:ad_i'tiqm gue doit
rempliz' X pour 8tre dans E Par exemple, m étant un em;'iér; Vé:a
Dourra avoir 3.3,_5111’66 éu'%x/‘“ (B est CLFBI},:,: ce cas l'eonsemble
% - I ). Op peut encore noter cette O@I"ﬂ"bl’@ suite de la manidre
suivante : (w,, m-i—@"”'")‘ | _
Si mainteonan® nous nous donnons une sulta z
. ;
¢

" % et gue nous
prenions une partle infinie E de ¢ , la suits }u n§ neE slappelle

!

£ o ( » ~e o 1 z n [ Rt 2
uns guite extraite de la suite i% 3 . I1 st évident guiuns suite

est encore

B e

paArkks extraite d'une suite extrsite de la suile u.n

une sulte extraite de la suite iu (.

FMmma AN

7
e
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procédsé
On utilise aseez souvenit leYsuivant, dit procéds de la sulle

disgonale : supposons donnée une sulte de suites, c’eét»e‘;»dire

une loi gui & chague n & 5 fasee correspondre uge suite

n
plus gue, pour chague n, la sulte gnﬂ s0it une spite extraite de

8 = (4, p, Bosqseee B ’m_,'..a) d'éléments de o . Supposons de

8,. Dans ces conditions, on peut former unme suite 8§ = {v k‘f} gui

sort telle gue, pour chaque z, la suite (Vn’ vm_/a ... ) eort
.extraite de Sn. Il suffit de poser Vk = ukk . Bemarquons eg"@:’z’f@t_ o
5

est vne suite extraite de B._.

1) n et p étant des entiers, S -

3
La.proposition est vrale pour p = Q? gupposons.la vrale pour vn
entier p. La suite sn+(p+ﬁ} a.Sgnﬁp}%1 est extraite de sn+p'
gui est extraite de Sn ; donc elle est ellezuéme extraite ds %,
ce gui démontré lé proposition'pomr D 4.,

2) .Il existe donc une fonetion ¢(m, n, p) des entiers
m, o, p telle que 1l'on aitl '

1 =10 :
otp,n 8,9(m,n,p)

dl'of, si k n, v, =u ce gul prouve notre assertion.
; 7% T = Wy o(k,n,n-k)’ e s

assertion. En dehors des suites d'éléments de j‘ﬁ , on consldére
2
5 7>
également souvent les applications dans g d'un segment I, de % s
une pareille application est appelée une suite finie & n termes.
8i u est 1'élément de fz qui correspond & un entier k € En, on

k
représente souvent la suite finie par le symbole (zut,'{‘),u.,i ooy By g ).

o4

Si B est une partie finie de | , il existe une isomorphie et une

: en D _
seule de E avec un segment ,z,n de % . De sorte gue la donnée d'une

gpplication de E dans f’ détermine uvne suite finie gux% P On
rencontre par exemple souvent le cas ot E se compose des entiers x

tels gue m £ % €1, m et n étant des entiers tels que 2 B ! ie
suite finie se déeigne alors par (., ¥ .4,---; 9 .
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Y 1 THEOREME DE ZERMELO. APPLICATIONS.

Nous revenons maintenant & la théorie des ensembles quelcongues;

et nous allopg montrer que tout ensemble peut 8tre bien Ordonné :

Théoréme de Zermelo. %? étant un ensemble, il exisie une

relation entre éléments de %% gui est une relation dﬂardre G% q&l
fait de ;E un ensemble bien ordonné. |

Soit ;Z?( %g;ll'ansemble des parties de %? . En vertu de

- Z a 2 2 3 s if. n L e = v 58 ; ( ‘-.
l'axiome de choix, il existe une fonction £(A) définie sur ;%&%?}»_ﬁﬁé
dont la valeur est dans 5@ et gqui falt corresponére & chague partiec

2 5 Y542 £ 2 & ' % £ 7
& non vide de %z un &lément de A : £(4) ¢ 4. Bous possronsg
g(a) = & - im%
En § 4 {' & ‘-,l? o t A s o S s
isops qu'une famlll@ &e parties de < est ume chaine si
les conditions suivantes sont vérifides :
'8 v
1} Si éi' eet une famille conteaus dana K2

ntersection

Fute

4 » (" 3 ‘.s
des eﬁsembles ﬁe est un @1 mmnt de {on peut exprimer cecl
R, i<
en ﬁlsant qme é{ est farmé par. rqppo rt & 1?operat1on d“ nzers@sonn)
2) Si é'é’ji. ot 81 A # 0, on a 9(A)g K_ (on peut exprimer
ce fait en disant que f{; est fermé par PmOQOfb & l’apeﬂst*@ﬂ o).

- .
11 existe certainement des chaines, par exemple i{ ~ Aff &

L)
.

2 7% 7 «g}g A 5 o
de chaines est une partie de ‘ﬁi C;Z'figj;. ) Tounte chaine
v 7
contient %g en vertn de 1).
' re 7 . 2 »
Jous désignerons par )‘/ 1'inter ion de toutes les chaines.

ZS/ % (5 i . .~ :é:/ i o 7 aanc r{f}
21 est une chalne ; b sl1 une chaine /) &8t conienue Gans Ji . g
& 3 3‘;:
& o s
on a ;ﬂ = }5 : : on peul dirs gque A a5t la plus petite chaline.
4\/ Azg. ﬂg)}
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Disons qu'un élément A £ ﬁ{@ est régulier si la condition
suivante est remplie : pour tout ensemble B & ﬁé@ on 2 ou bien
BL A oubien B S A. Nous voulons démontrer gue tous les
ensembles de f[@ sont réguliers.
A étant up élément régulier non vide de f{@ , soit A 7 1a
famille des ensembles X satisfaisant aux conditions suivantes -
a) Xe jg’ ; D) onaoubien XA onbien X @n@}z
Montrons que E{ ‘egt vne chaine. En effst 1 )} soit j{
Tenille contenue dans f{’ ; ot soit B l'intersection 6.3r' m;w}l@a
gt
Ly
contiennent &, on 2 B. DA - uinon,, 1'un eu moins est contenu dans
o(4), et on & B Co(a). Donc B 2 gg’ 2} ‘Soit B vn emsemble
non vide de j"i’ . Alore : a) cg(m)@ gZL ;o by =1 g(B) 5 5. on &
e(B) € jﬁ", gi o(B) ﬁ A, on & @{B} (,A puisque A est régulier,

¢ : o
de f‘g’s . Alors : a) B € ﬁz ; b) Bi tous lee ensembles de

et l'ensemble A - 9(B) n'est pas vide ; B étant dans f"g : , on &
ou bien B Qa;«f&}, et alors @(B} Cal(a), et ¢(B) € j’é:f', ou b"&.mi
B D A, et alors _B - 9(B) = (B-A) + f.&w(ﬁ{u)} ; le second tam@
de la somme &tent non vide, ls premier est vide puisque B-9(B)
ne éontientgua le peul élément f{BA} ; dans ce cas donc, oOn &
B=4, 9(B) =09(a), o(B) e ﬁ

Done ji est une chaine. On a j% Qﬁ@, d'oh E %e}
Donc : si A est régulier, tout ensemble B £ j{g’@ posséde la propriété
D). Soit meintenant K la famille des ensembles régpliers
de }{ . Montrong gue f{ﬁi est uns chaine. En effet : 4} soit J’%;;
uoe famille coa‘terme dans ﬁ' / , et soit A l'intersection des

engembles de J .Onea b & s B étant un ensemble gquelcongue
: &

& v
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de Eo , 81 tous les ensembles de i’? contiennent B, on a A B ;
sinon, les éléments de fz’ Y vant réguliers, il en existe au moins
un qui est contenu dans B, dlot LC B :ona A € ;i”; 2) &
étant un élément nom vide de f{ “ et B un 6léwent quelconque de "ﬁz@,
nous avons vu que lion a ou bien B > A Do(L), ou bien B ¢ 9(A).
Done 9(A) est régulier.

Donc fi est une chaine. On sz, %’5 i jfi donc fg; = fz:@ z
tous les éléments de j& sont réguliers. Ce qm; gignifie que, de

deux ensembles de }i s i1 y en 2 toujours un gul contiecnt llautre.

2 étant un element de %; , mous désignerons per A_ 1'inter-
; - = P ; s
~gection cle lg femille des enssmbles de fgg : dont & est &iément.

On a donc A £ f{ s a € A, 2 ﬁc:m*w en nla pas A ap{éﬁé}, on a

"o =
a @(A ), ce qui nfest possible que si a = ’*{ﬁ‘a}. uversenent,
%o;}.t & un ensemble de jif ;etsoit a=r(A). (na = £ A, d'oh

& Q.é, , Mais w(&)%& . En vertu de la propriété de régularits,
on a @(A)C,Aa et, puisgue 4 - @{4) n'a qv."{m seul 61ément,
& =A .

&, S
o Ty ~ . .
Enfin, si b est un nouvel élement de ¥, , onm a ou blen A, D Ay

&

& 5
avec .ﬁ, ?5; '&b’ ou bien A = él atol a8 = ""‘{A, ) = b, on bien
b, DA  avec ﬁ 74 Ab e‘t ces i;:"me e“?enwai, s'excluent
nutuel ﬁament -
Ceci posé, mous pouvons meintenant définir ls relation dlordre
dans %’”é : 1apropositiozx Rx £ ¥' gera par définition équivalente

& 1'ensemble des propositions WA ;j;)é., Y '% a}A ® . 11 résulte de

g v

i

cS eue nous venons Ge de;aonwe.a gve, a ot b étant des éléments de +H ,
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une et une seule des propositions %a < b", g = D, b ¢ a¥ est
vraie. D'autrs part, il est évident gue les relations gy, ¥ 2
entrainent x<z. Nous avons donc bien une reletion dfordre.

Soit maintenant E une partie non vide guslcongue de % . Soit
A 1'intersection de la famille des ensembles X de Ji; gui conbien-
~mME.ma'Aﬁiﬂﬁgkﬁwtasﬂm,mwAz%“ 0a o
B %@(A) , d'ot a €B. Soit x un élément gquelcongue de E autre que
a :ona ._é. %A . 81 on avaité}. 31%, ; on suralt ausel A_ b
dlot A_ C A .+ Ot contradiction. Eonc Ay C A, clest-a-dire que
X >a : aest le plus petit element de B. L'ensemble % est bien
ordonné

La démonstratmn du théoréme de Zermelo est achevée. Xous
allona maintenazzt donner @.es appli ca‘i‘wns de ce théoréme &4 la
théorie de la pm.sseaace des ansem’b? es. |

Lemme 1. {In ensemble peu‘t. 8tre bien ordonné de *1931* Bre é

e_,.A_-, te : sucun segmer.t de l'eneambl@ n's

méme puissance gue ;'ansemble.

Soit 'é 1tensemble en question. Supposons y définie une

relation de bonne ordination gui pe jouisse pas nécessalirement
de 1z pronmete énoncée dans le lemma Soit B 1'ensemble des

x £ % tels gue le segment 1 — ait méme puissance gue “% . 81 E
est vide, nous poserons % é ; sipon, nous poserons

%:’L = Ia’ ot & est le plus petit élément de B. L'ensemble {
est, en tant que partie de % , un ensemble bien ordonné ; 3.3,
zﬁéme puissance gue “é , ot 11 poeséde 1a *aropméue énoncée dens

k/fi & L;fj

le lemme. Une co:creapondance bimunmmgﬂa eptre 5 v o



—e2

transporte dans .é la structure dlordre de ‘?gﬁ . Hous avons ainsi
uvne nouvelle relation de bomnne ordipation dans ‘é » Qui satisfalt
& la condition énoncée dans le lemms.

Ceci posé, soient /{ 5 ﬁdeux ensembles guelcongues. Nous
pouvons les supposer bien ordopnés de menidre & satisfaire & la
condition du lemme 1. Dans ces conditions, ou bien %"{? eat isomorphe
& un segment de f , ou bien -f est iscomorphe & % on bien M‘?’f est

isomorphe & un segment de % . Supposons gue nous soyons dong le

“

premier cas. ﬁous allons montrer gu'il est alors impossible gque j‘g
ait méme puiesance qu'une pertie %}? de %ﬂ . Bn offet, £ sexalt
un ensemble bien ordonné avec la struciture induite par cells de g
% ne serait isomorphe & sucun segment ds % ', puizqu'un segment
de % ' serait écntémi dans un segmént de _éet que % ag peub
8tre isomorphe & aucune pertie dlun segment de %f ; done ou bien
gﬁ serait isomorphe & if ou bien Q ! gerait isomorphe & un
segnent de % . Dans les deux cas, %Y serait isomorphe & un
segnent de f s éa qui est impossible, puisgue %‘ff ! anrait la

méme pulssance que f . De népe, dans le téqi.si?me cas, il est

/ 7
o

jf

&y
(63

°

impossible gue % ait méme puissance qu'une partie

On en décduit le

Théoréme de comparaiscn des puissances. g et % étant des

o

-

A7 - 3 Ed
guelcon , ou bien 2 @ une puigssnce plug igible

: e
gue jﬂ, ou_ bien % 2 méme puissance gue j!*: , oy bien j: 2
une puissence plus faible que ¥ , ges trois bventualités

enseombles

slexcluent mutuellement.
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Décomposition en parties dénombrables.

f étant un ensemble bien ordonné, mous dirons qu'un élément "
a € % est de premidre espéce oun de seconde espéce suivant qu'il
g ou qu'il n'z pas d'antécédent. Le plus petit é&lément de %?
est de seconde espdce ; le comsécutif de tout élément est de
premiére espéce.

Soit Jfg l'ensemble des éléments de seconde espéce, avec

la structure d'ordre qui ¥y est induite par celle de %; - & ctant
un élément de ;ff , Gésignons par Ka l'ensemble %?o ié .
DéPinissone maintenant l'ensemble La de la_maniére suivente :
gi a est le plus grand élément de éfg L = K ; sinon,
La = K - K, obbest le consécutlf de s dans l'ense&ble Jﬁﬁ-; _
0n & aéL et 2 est le jplus petxt élément de L . Do plus tout.
élement autre que a de L est de premlére esnéee. Done L est
un ensemble blen ordonné dans 1equel tout élement autre gue le
'plus petlt posséde un antecedenu. Si L pe posséde pas de plus
grand élement ce qui se preodult cer ainement dans le cas oh
a n’est pas le plus grand elemen* de ;ﬁg ; L est isomorphe &
l?ensemble des entlers naturels. Si u posge de nn plus grand
élement il est fini comme i1 réualt@ du

Lemme 2 Un ensemb e bien ordonné L dans_leauel chague

élément autre cue‘ﬁius petit possdde un antécédent et gul posséde

glus_grand glément est fini.

T

En effet, tout segment non vzde de L possdde les mémes
propriétés que L, le plus grand @*ement du segment déterminé

par un élément x étant l'antécédent de x . Done 1'ensgemble ‘%@

z & & O
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des entiers naturels n'est isomorphe ni & L ni & un segment de L.
Donc L est isomorphe & un segment de 2@ :

D'autre part, on a

£ 1)1 -7 ¢

aeF 2a neg &
En effet : 1) soit x € € ; posons gz {x} S

F= ff\ Jx’ et soit G l'ensemble des y tels que l'on ait 7 53
pour tout z €F . Ona x €C . Soit a le plus petit élément de G.
a est de seconde espéce, car, s'il avait un antécédent a ™, on
aurait encore a ¢ 6. On a x pa, d'od’ x €K ; de plus, el a

possdde un consécutif b dans l'snsemble jg’l’ Sona ¥ % K, cer

£S

1'hypothése x € K, entrafnmerait b < x, b € j; qui est incompatible

avec b>a . Donc x €L C bL ; 2) soient a, a' des éléments
3 : .

différents de jf ; supposons a.' > @ ; alors a possé&de un conséeutifl

b dans f, etona b>al, d“o:b. iR f“‘L?aD‘.
: . a
Supposons maintenant. 1‘ensem’ble % 3.nfml Tous les ensembles
L sont alors infinis, sauf eventucélement celui gui correspond el

plus grand &lément a/i de jﬂ {shl en a cm} Soit a_ le plus ﬁei:i

+
¥

&lément de % : on a aofa,“e"sonal

%{L rL)%’ZL

Le premier de ces ensembles est dénombragble ca“b infini, et il en

est de méme des ensembles qui figurent sous le E_z ..Done -

Tout emsemble infini peut Etre déc:omposé en parties dénombrables |

infinies deux & deux sensg élément commun.

On peut en déduire gue : _
53 ‘é est vn ensemble infini ot ek % est 1?epsembla des

. ¢ S 7 A i 2
entiers naturels, 1l'ensemble {f‘ K 5//2, £, méme puissance gue
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Bn effet, il existe une famille / de parties infinies
dénombrables D de % telle que

e
gx% Z D x

DeF

Or D x ?Z a méme puissance gue D puisque D est dénombrable infini.

On en déduit gue % % 2 méme puissance gue “é

diod

De méme on peut démontrer le résultat suivant :

Soit (B, By,-.. "En"‘“) une suite de parties infinies d'un

ensemble, gui opt toutes la méme puissance. Leur réunion E a mbms
puissance gue chacune d'elles. '

Soit £,(x) une application de E, sur B;. Le couple (x, n)
étant élément de E_ % 1 (= B , 1 E % )}, posons ofx, n)
fn(x). ) est une application de BEj # Jl sur E. En vertu de
1'axiome de choix, il existe ume fonction g(y) définie sur B
telle que 1l'on ait g(3y) € D% (y), pour tout 3 & B.g(y) est
une applicatic_;n hi=ﬁnivoqué de B dens EO% %é . Or EO pod ,,25
o méme puissance gue By q,v._i' est tmé par‘sie de E. Donc E a mémse
puissance qu"uﬁe par’siev e EQ et B, a méme ?uiasance gu!une
partie de E : B o méme puissance que 2.

On remgrquera Que ia démohsti'atégn subsis’ce sous la seoule
hypothése que 5, soit infini et gue, pour tout n, B, ait méme
pulssance qu'une part:.e de Eo. Be pius, on peut remplacer dans

cecl Eo par n'inporte quel ensenble de la sulite.
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i CARACTERISATION DES ENSHMBLES FINIS. PERMUTATIONS

%? étant un ensemble non vide, a un élément de *%? , hous
savons que, si € est fini, { 5.:”*5 n'as pas la méme puissance
gue ‘€ . Au contraire, =i % est infini, ‘{ = {_a} 2 méme puissance
que € . En effet, -“é - {’a‘} est égalemant infini, et oontient

par suite une partie D dénombrasble infinie. Si on pose E = ( ga,j) -D

on a %-{‘35=D+E, *éz(Di"éaﬁ)*i*E. Maisﬁ—i*ga% a2
néme puissance gue I, donc % - zf'}j a méme pulssance gue %, .
Par suite : les grogoslc;a.ons sulvantes sont éguivalentes :
A, % est fini : :
B. Pour tout élément a € {g , 1lensc e*ﬂ‘blp % °§f‘§ m’&%
méme puissance gue “»é .
¢C. Ou bien ‘é est vids, - ou bisn il existe un a € é’ tel que

i j n’alt pas m8me pm&,paﬁ 6 que é 3

Il en résulte tout de suile que ces p“opas.ww ons sont encore

équivalentes & lg suivante :

B, Il n'existe auz.une autre partie de % O’e em gui zit méme

Qmssanca gue % :
On requuera gue les prmaclmms B) 3 25, .L'*) se formulent

indépendemment de la théorie de liordimation. Elles fournissent

donc des ciéfinitions de la notion dgénsemble £ini qui sont indépen-

_dantes de cette théorie. ' |
On peut encore caractériser les engembles finis par des

propriétés rela.tives 3 leurs sgoss:?;‘ir;ilités dlordination :

E. Toute relation d'ordination dens un ensemble fini o+

relation de bonpe ordination.

s 5 6 0
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Nous le démontreroms par induction sur le nombre n des
éléments de %’ . Supposons la proposition démontrée pour tous
les ensembles ayant moins de n éléments. Soit % un ensemble de
n éléments, dans lequel on donne ume relation dfordre fx L % .
Soit E une partie non vide de % , et soit b un élément de E.
Si b est le plus petit &lément de E, il en résulte que E a vn
plus petit élément. Sinon,.l*ensemble B= éb§ n'eat pasg vide.
Cet ensemble : est fini et o moins de n éléments. Il posséde une
structure dlordre induite par cellie ds é I1 = donc un plus
petit &lément a, et ona a b . @& est donc anssi le plus
petit élément de B, ce qui démontre la proposition pour % s

Au contraire un epsemble infini % posséde toujours vne
rela.tion d’érdination qui n‘*égt pas une relation de bonne ordina-
-tion. En effet introduispézs dans %? une ::?elaticn de bonne
'rdiﬁation ”x < 3" La ralimti-:ﬁ* ix > y?'. eét sugsi une relation
d'ordre dang % . De plus, nous -avc:zs:is gue % , étant infini,
posséde une pa.rtn.e gqui n'a pas de plus grand élément au sens de
la rela.tmn ix < v . Cette}pa.a. ie n'a pas de plus petit élément
au sens d.e la relatlen X >3 il

Lg pronrléte E est donc caractéristique des ensembles finis.

| De plus, on en déduit tout de suite quton obiient toutes

les ordinations pos.siblés d'un ensemble fini % de n &léments
en cheréha,nt toutes 199‘ ébr?espond.aﬂces bi-univoques entre %
et 1z section I  de 1 1tensemble des entiers naturels. Soit fo(}‘é’.}
ltune de ces ap;@llcamoag bi-univoques. £{x) en étant wpe autre,

: . ’A . .
la fonction % (fo(x}) est une pplication bi-univoque de %sur % :

¢ & & @
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Inversement, si g(x) eat une application bi-univogue de % aur %
1s fonction £(x) = £,( g(x)) est une application bi-univogue de %?
sur In’ et on a f (f (x)) = g(x). Par suite l'ensemble des applica-
-tions bi-univogues de %? sur In est en correspondance bi-univogue

avec l'ensemble des applications bi-univogues de %? sur %?

Définition. On appelle permutation 4 un ensemble %? une application
bieunivogue Bx-um de ‘é sur é
Il est clair gue si l'ensemble %i est fini, il en est de ménme

de l'ensemble de ses permutations {(qui est conienu dans %f )

Définition. =n Stant un entier, on désigne par n! (factorielle

n) le nombre des germutations d'un ensemble de n éiéments.

Cn g done 0! = 1 1t = 1. Nous allong &tablir uns formuls

de récurrence pour 1a fonction n!. & cet effet, comsidéroms un

ensemble %g de m + 1 éléments ; 80it P l'ensemble des permutations

de %?

Ch0151ssons dane %? un éleweat a P ® étant un élémenu guelcon-

‘»que de %?. - 6651gnons yar ? l*eﬁsembie des permutatlaﬁs-f deo 'ff
Atelles que f(a} "On a . ‘
? d’*ZZ Px _ .
Diautre part 2 "z est en cor%esnfndaﬁce bl»unlvoaue avec l'ensem-

mblé des applications bivunichuea de %? - éaﬁ sur %5 - éxg .
Jes deux ensembles possédent chacun n éléments, el par suite si 8
éstAl’ensemblé des permutations dse Iﬁ, il existe une application {
bi-univoque P, (g) de Q sur P~;p {c) peut &tre considéré comme uvne
app llcatlon de l'ensenble ‘%? % @ dens P : on vérifie tout de
stite gue cetie applicatvon est une applicaflon bi- anlvoqae de

3 /,v\

%g X 0 sur P. Donc le nombre des &léments de P est (n + 1).n!,
dfoh ja formule :




