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4 - ENSEMBLES.

Nouve admetlens la notion d'snsemble. Un ensemble dlobjets
&, b, ¢, ... €8t un nouvel objet E, gui est défini lorsque les objeis
a, b

= -

g, -+ Sont connus, et gui, inversement, définit ces objists.

On dit que l'ensemble E se compose des objeis g, b, g, ..., 8%,
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inversement, que les objets a, b, 8, ... appartiennent 3
ou encore gus ce sort des Slémentiz de l'esasemble B. Pour exprimer
gu'un objet g apparticont & un ensemble E, on écrit
a £B .
Deux emsenbles E et F sont dits épaux ou identiquesg s'ils se
composent des mémes éléments ; om écrit
E=F.
L'ensemble B gui se compose des objets g, b, &; ... 89 note

parfols E= {a, b, e, ics E Sy

s a

8

lt'ordrs des lettros é»ant indifférentcﬁ) Un ensemble composs dlur

L
Ezemples d'epsemblos : llensexble des nombres naturels inférieurs

s

seul élément g se nois

5 10 ; - Itensembie de tous les nombres naturels ; l'ensemble des
nombres naturels .mnpsirs ; - ltensemble des points d'un plen ; -

1'ensexble des droiies de l'espace & trois dimensions.

ez gt

(1) Cette notation ns suppose méme pae qu'il soit possible de ranger

tons les éldnments de 19eﬁaemblo  dans un ordr@ aéte rninég.
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2 - FPONCTIONS.,
Considérons deux ensembles X et ¥. Supposons une loi gul assccie
4 chague élément x de X un élément dien déterming du Y ; désignons par
7 = £(x)
cet élément.

On dit que f(x) est une fonctiom définie sur 1'ensenble X, et que

cotts fonction réslise une gpplication de l'e¢nsembls X dang
Y. x s'appells le variable ; 1'é1lément v = £(x) qui correspond & T
s'appolle 1'imege ¢e x dans Y par le fonction £lx)

Btant donnée uvne fonction £{x}, on psut, 6 chaque 6lément iy oo ¥
fsire correspondre les éléments x dont 1l est 1fimage ; 11 se peut

gu'il n'y ait pas ¢e tels &1 éments, ou gqu'il y en ait un seul. On dit

jon biunivogue de X gur ¥

et

que la fomction r(xz) réalise une applica

7§

iorsgue chaque 6léneat de Y esi llimage dfun élénent de % et d'wx
seul. Dans ce cas, la loi gul, & chague J G8 Y, fait correspondre
le x de X dont il est llimage, géfinit vne fonelion sur l'ensembie ¥ ;

cette fonction réalise une spplication biunivogue da ¥ sur X, et

x_.‘
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orte le nomde fonction inverss de le fopetion £(x) ; or

-aﬂww

.

On dit sinsl gue les ensemblises T ot Y sont en ceIreppont

D S : -1
biunivogue psr 13 noyen des fonctioms y = 2lx) 6t x = £ (3
Btant dopnés deux @n&ﬁﬁb&@ﬁ aaalooacu s X et ¥, i1 n'est pas

toujours possibla de les nettre en c@rfeayendance piunivogus ; i0IS-

-gue c'est possibls, on dit gutils ont m8pe puipssnes.

Nt i

¢ @& 9 v &




-5 -

Etant donnés trois engembles X, ¥, Z, 8i llon &
Xnd iy oo Invz ,
on a aussi
XL .
{on @it que la loi d'éguivalence est Lremsitive).
Zrxemples.- Les ensenbles éguivalents & lionsenmbles des nombres natu-
-rels (2) 1, 2;.4., B Bont les enseublos do g objets. Un ensemble

32 n objets n'est 3quivalent & un ensemble de n' objets que 81 n = n?.

£3

ensemble ost dit Jiml s'il existe un nombre naturel p tel gue lien-

~zemble contienne i objets ; sinon, 1l est dit infini.

Ltgxemple le olus simple d'ensemble infini est fournl par 1'a

-ble de tous les nonbres naturels.
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tout ensemble équiva.ent & cet ensemble est d
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verrons | é ) qu'il existe des emsembles infinis non dénombrables.
Hotation indiclells.- Soit I um ensemste, st soit £{i) vne fonction

raalisant uns appli;xtjon de I dans un ensemble E. Au lisu de noter

g

£{i) 1'élézent de 2 qui correspond a,#, on peut le noter a;. On
donne slors & i 1o nom d'indice (2; 88 1it a indice i).

Par exemple, 2i I est leeaasmhAe des nombres naturels, lss é1l¢-

-ments 24 correspoadants constituent ce gulon eppelle une guilte
dénombrable .

8;1, &2, f)«ﬂ; &ni ¢ 6 O
d'éléments pris dans llensembie E.

& p & ¢ o

2wt st T

{2} On asdmet gue lo lectleur seit compter.
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On peut caractériser les ensembles dénombrables par la condition
que leurs éléments puissent &tre rangbs en une suite dénombrable

chague ¢lément figurant une fois et une senle dans la suite.

Exemples d'ercenbles ddnombrables.-

‘,...

L'ensemble ¢ee nombres pairs est dénombrable ; 11 suffit en
sffet do les ranger par ordre de grandeur croissente pour en fairs
une suite dénombreble. Plus généralensent, tout ensemble infini
nombres naturels est dénombrable.

L'ensembls cec nombres rationrvels {emtiers et fra
cénombrable. En effet, chaque nombre ratiounel peut 8ire mis d'uns

fagon et d'une sevle sous la Torme dfune Iraction 1r rréductible. Pour
renger tous les ncnbres rationnels en une sulte dénombrable, 11 eulfls

d'Serire d'abord les f'ractions irréductiblss dont la somze deg Larmses

et égale & 2, puis ceolles donl le somme des termes est 6gale & 3,

e
A

2t ainsi de suite.

- SOUS-EM3SIMBLES D'UN ENSLIH BLE TONDAMENTAL.

Btant donnéd un onsemble A, on peui &tre amendé & considdror,

parmi les éléments de &, ceux qui jouissent d'une certalne propriéiLé

w0

ces éléxents, s'il en existe, constitvent un ensemble B qulon nomme
spus-ensemble ou pasriie de l'snsemble A, Par exemple, l'ensemble Jdes
nombres naturels prenlers est un scus-onsemble de l'ensemble de tous
les nombres naturels.

11 se peut que les &léucuts do A 3Gu3859; toug deo la prop

Tidté
qui sert & définir lz sous-ensemble B ; pour cetis raison, on coumvient
de regarder A comﬁs sous-ensenble de A L alnmame. Si aucun élément de

A ne jouit de la propriété envisagée, on convient de parler encore

3 ¢ ¢ B
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de l¥epsemble® Jerm ¢lémonis de A gui joulssenti de cetie propriétd,

et on dit que c'est un gngemble vide ; on étend donc ainsi légére-

-ment le sens donné su mot "ensemble®.

Pour exprirer qu'un ensemble B est sous-ensemble de A, on
éerit BcA. '

Dans certains cas, on egst anené & ne considérer que des sous-
enserbles d'un méms ensemble ; on donne alors & ce dernler le nonm

d'ensemble fondamental.

Soit 7 un ensamble Ffondamental ; les sous-ensembles de & peu-

-vent 8tre envissgés comme de nouvesux obiels, st ces objeils peuvent

& leur tour faire partie d'auires ensembles ; un enseuble dont lesg

4léments sont des sous-ensembles de & sers souvent dénommé, pour

('ﬁ %
\;} 1 £33 7 '? G?.'.“a r‘“- 2
3 o o™ s )

des raisons de phonftigue, famille ds sous-spgemblss

engemble de sous-ensembles.

Partage en clacses et relations dféouivaliencs.
2 > g‘,ﬂa ] /‘ .
Etant donné ua ensembls fondamental F , nous disons gus o et

partagé en classes lorsqu'on a umne famille de sous-ensembles de J¢ ,

s

. ' L g ; .
tolle gue chague élsment de # sppartienne & un sous-enseuble de la
ramille et & un ssul. Les sous-ensembles en question prennent alors

le nom de classes.

.,,:‘f
5
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B mon A e o
tengembleo fondsmentisl 9

et

Etant donné ua pa‘§ége en clesses de
on peut convenir de Cire qufua s1ément x de ¥ est Sguivalent & un
glérent x!' de %fsi x et %' appartiennent & la méme classe. On éeri
alors Xux! . ‘

On remargue gle'cette convention satisfait aux trois condilions

uivantes ¢

3
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s
1°) xeryx (la loi d'8quivalence est réflexive).
29) s8i x wxf, alors x*~sx (1la loi d'éqdivalence ot
o . synétrique).
29}  les relatioms
% ruxt et.xhuﬂ
entrainent
xyx" (la loi d'éguivalence est transitive).
Inversement®, donnons-nous & priori ume relation d'égulvelencs

entre les élémenta Ce éf clest-a~dire une 1loi r?f exiv

&

et trangitive. Appelons alors glasse de l'élément x le

des éléments gqul cort égquivalents & X. Les clesses

&dguivalents sont icentiques, cslles de deux 8léments noan égulivalents
ntont pas d'6lément commun. 8i nous admettons qus itor

a
droit de considérer 1’ ensemble de toutes Les classes, il s'susuil

zue la relation d*équivalence définit un partage en slasses.

A chague fozction £{(x) définie sur 1l'ensemble fondanon

peut faire correspcrdre un pariage en classes, en convenant que Coux

tléments x et x'ecrt oquivalents si
f(x) = 2(x!).
néelprcqu wert, chague partzge en classes correspond & uie
fonction, saveir celle qui, & chaque élément x, associs, dens 1'cnsem~

-ble des classes, lz clesse do 1° 33¢snt .

¢ o 5 0

{(3) THous verrons plus loin ( &) que nous admetions qu'on a

-

de @anaidéfa iz &mille de tous 193 sous @ﬁa@mblﬁw dfun

ﬁf suppesé dorrég
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Exemple.- Le cazs le plus eimple esi celul ok 5r§sﬁ partagé en
deux classes ; ce cas correspond aux fonctions & deuz yalsurs définies
sux'gr' On ne restraint pas la 5éneralite en supposant que ces valeurs

eseente ¢/
sont des nombres, &zaux par Eappext & zérg et um.

Un partage en dsux classes est défini gquand on connalt lluns dos

classes, par exemple celle ot £ = 1 ; lfautre classe gtenguit . Eiant

dopnd arbitrairement un sous-ensemble E de 1'ensemble fondamental, un

appelle sous-ensenbls complémentaire, et on note Y5, le sous-cuseuble

des &léments de F aal n'appartiennent pes & B ; on eppelle foz
caractéristique de & la foncticn égele & un en checun des éléments

cametis

de E, & zéro en cha; up des $lén enﬁ de ‘é E.

4 - OPERATIONS 373 LES SOUS-ENSEMBLES D'UN CNSEMBLE FONDMIENTAL.

‘3
3

Lorsgu'suvcuns ﬂcn4usion ne sera nosglb?e, nous appellsror

gngembles (tout coar:) les soua-ensamnles de l'engemble

Y :
Soit E% un easoemble fondamental ot seit I un ensemble dlindices.

uonslde TonS Une fanl .ie de soua=ensemb g8 A- de g?(i parcourant i'en-
~aemb?e ). Bar de.‘A;tzon, la réunion @e ces 5ou¢—°nsama e esb
19ensemb?e des élénsnts de 4ﬁm&1 appartzaanenu & l”un gn molne des

engembles Ai ; liintergection ae coe sous-engembles est l'ensenbdls

des &léments qui ajppartiennent & tous les Ai‘ La réunion se note

Serh

et llintersection

ﬁ? (D signifie “Durchechaitt® ).
gét
Dans le cas @e denst unaemb¢es Ay 81 &y, la réunion se note

UHee ee" el B
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et ltintersection
A ﬁAa.

On & donc, par dérirvition
i

3 1"'2""*’2 By

Qﬁ. 3

(4, 1) )
ces relations expvzrezt la conputativite de chacuné des opérations.

& et N
La relation
£y =
Af- &Az = 0

an e
ALY P
257 W

ann
sSon

exprize que l'intorsection de A1 et A, est vide, c'est-&-4l
A, et A_ n'ont aucw 5lément commun. On dit qus 31 gt A,

¢isjoints

ensembles disjoinie.
Etant donnde ure famille d'enssnmvles Ai
ces ensenbles

topb-t=dire tels cue AifﬁAa = o guels gue scient les indices }
somue & lz réunion de ce

distincts), on dorns le nom de

La somme se note
Ai 2

3
&

et, dans le cas do Ceux ensembles 8y ot A, ,

o+ 3
A% Ag
les classes dfun pariage en classes ds i'ensenbl

Soient hﬁ

Exemple.-

fondamental.

On a
ﬁZa.

oo gmm

- Lssociativit
onserbles A, de 1'onsemble & , A parcourant llensemble I .

b des ogerationo 7*% ot & .-
Soit toujours 1. un ensembls d'indices, et une famille de sous-

s 0 o &
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Supposons maintenant qu'on a2it, dans l'ensemble I, un partege en clas-
-ges, clest-a-dire cue
Izj% 3
k parcourant un autre ensemble d'indices. A chaque indice k, falsons
correspondre la famille des A; pour lesguels
et désignons respectivement par

{ A ot . % 4
la réunion et 1'1nxezsaot10n des ensenbles de cette famille. Ligsao

-cigtivité des opérations'qf et P slexprime alors par les relations

way SHGE 8= o4
& mcga)a;@f 5

renons en particulier trois ensembles A,y Bs, A3 ; on sura

] + (Ag'+ A;) = 'éj Ai .(i prepant les valeurs 1,2,3

svidentes

ussi

c*

Ay 4 8) ta, =Y 4
AoE ALY F A =) A
. 1 2 e A
dtoh 1ls relation

L8 A e A, B Rs) A
qui & la forme de le relation qui, en arithmétigue, exprime itagssocia
~tivité de l'additiocr. On suraiif des relations analogues avec le

symbole M
Cels conduit & noter respectivement
F £ i ﬂ m L
4 + Pa + AB st A"é f‘l?“ Lf*f}
ia réunion et l'intersection do trois ensembles, et, plus généx

A

[

; - ¥ ﬂ ﬂaaa f“".j.‘&
x!é.1 + AZ £ e An 2% ﬁ@ JAZ ! H

& o 2 8 8
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lg réunion et l'iatersection de n eusenmbles (n étant un pombre matursi
gquelconque). La somne de p ensembles disjoints deux & deux se ncte

A? + A2 + et An .

Digtributivité de 1'une des opbérations par rapport & ilautre

Elle s'exprine par les relations

A+ (2 B)= A (a+3,)

ANy B)= Y (AanB)
;2 . 5%

Démontrons par exenpls la premiére. Le premisr mermbre représente

(4,3) §»

l'ensemble des 6léments qui eppartiennent soit & A, soit & tous leo
B;, s0it encore & L et & tous les B;. Ces élémonts spparticnnent &

chacune des réunions A + By, done & leur inteLBection, clegt-2-dire
au second membre. Héciproquement, si un élément eppartient & toutes

les réunions (A + Bz), ou bien il appartient & A s ou bien alors il
appartient 2 tous les By.
On démontrercit de méme la deuxidms relation.
Duzlité des opératicns. '
Liopération cui consiste & prendre le complémentaire d'un ensem-
-ble transforme checune des deux opérationé dane l'autre : le complé-
-mentaire de la réunion est l'intersection des complémentaires, et
vice-versa. Cetie double propriété s!éerit -
waol 20 -gcen)
( 4 (24)="T(ga)

et elle explique que, chaque fois gu'on a une relation, telle gque la

i

premiére relatiom (4, 3). od figurent les symboles Y ot 9, onenan
ung autre en échappgoant ces symboies. Clest 1a 1@ prznclpe de dusllté.

© 6 @ 9%

A ¢
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Démontrons par exemple lz premidre relation (4, 4). Dire gqu'un
élément n'appartient pas & ’@u As;; clest dire qu'il n'appartient &
aucun des Ay ; il a.ppartientédonc & tous les ‘@ Ai“ Réciprogquement,
81 un élément appartisnt & tous les ?gﬁi, il ntappartient & sucun
des As, donc il n'appartient pas & 'gpﬁi.

Difféerence do ceux ensembles.
Nous avons vu que la gomme de deux ensembles disjoints A st A?

e note
(4, &) B=A+ A,

et on a évidemmens

(4.°6) A CER
inversement, étan’ donnés deux ensexbles £ et B satisfaisant & (4, 5},
la relation (4, %) «éfinit up ensemble A' : l'ensemble des é&ldéments

AL o

gul sppartiennent 4 B sans appartenir &4 A ; on l'appelle la ‘;d;g&_
des ensembles B ei A, et on le note
B <A .,
Ligpération "iifférence® pout d'ailleurs se ramener aux opéra-
~tions Y% et N . On a en effet ; @8 toute évidence,
(4, 7) B-A=Bn(¥€a
Exezrcice.- En supposant ,
AgcC et BCC .,
démontrer
C - {ANB) = (c - A) + gC :B) .
Tati {& 23

d'abord directemen’,, snsulitle comme conséguence des relations (%, 7},

(4, 43 et ( 4, 7).

s e H 8O
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Soient A et 3 deux ensembles gueleongues. Nous ne supposons

D

plus qutils fassent partie d'un méme enserble fondamental. L'ensemble
constitué par un 5lément g de A et un élément b de B se nomme un

couple et se note
(33 b)

dens la parenthdss, on écrit d'ebord 1'élément a de A, ensulte 1'sle-

Hht)

-ment b de B. Nous sonvenons que deux couples (a, b) et {(al, b
sont identigues daas le cas, et dans le cas seulement ou los élément
g ot g' de A sont ldentiques, et les éléments b et b' de B sussi.

Nous admetirons qufor & le dreit de "ons?aerew l'ensemble de vous

ies_couples, corrz3scndant & tous les cholx possibles de g dans A,

ot de b dans B. L'ensemble des couples se nomme ie preduit de llen-

-gemble A par llegsorble B et se note A X B .

Le produit B X A est équivalent au produil 4 % Bastpour tegd

nettre en correspoaisnce bzmnlvaqua, i1 suffit de falre correspondro,

»

54 chague élément (a, b) e A x B, 1'élément (b, a) de B x A
Dtautre part, =i ﬂ’ et Bf désignent des ensembles respsctivo-
-ment equivalents 3 £ et B, le droduit At % BY est équivalent au
produit A x B . _ _
Bxemple.- B5i & et B sont des @nseuol@s finisd pet g élémenie
respectivement, 1?sasemble-prodult A XB possuae pg 6léuent g (pg
désignent le produilt des nombres p &t g, au sens de 1! arithméticue ).

-

Théorénes.- L3 ﬁrodult ge deux nsamblaw dénombrables a8y

N
2
~

aanomarable (pour ranger tous les ccupias de n@ﬂbrea natursls en van

suite dénombrable, il suffit dféerire dfabord les couples dont la

£

somme des termes ost égale & deux, puis ceux dont la somme des

TR

o o o
CRTiNas

est égele & Lroig, st ainsi de suite.) o o
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Carré d'un ensembls : clest, par définition, le produit de cet ensen-
-ble par lui-méme.

Par exemple, l'ensemble des points du plan, rapport & deux
axes de coordonnéss, est équivalent 2 1l'ensemble des coupleg de
nombres réels, c'2st-a-dire au carré de 1'ensemble dog nombres réels,
c'est-a-dire, en définition, su carrd de l'ensemble des peints dfune
droite,

Prodjections. -

De méme que, on géométrie plane, un peint & deux projectiions
sur les axes de coordonnédes, de mlme, dans lo cas général du produit
Z ¢'un ensemble A »ar un snsembls B, on appells projection sur 4
G'un élément (a, 2) de E, 1'élément z de A gui figure dans le coupls

) ; on définii de méme 1z projection d'un &lément de B sur B,

]

Chague &lément ds 3 peut 8tre défini par ses deux projections, gu'fon
peut d'ailleurs cioisir arbitrairement.

Si-on désigne par a = £(e) la projection sur A de 1'4lément s
de E, £{e) est unc Ionction qui réalise une application de E dans A.
De méme, soit b = gle) la projection sur B de ¢ ; z(e) est une fone-
ation gqui réalise une'application de Esur B .

Réciprogquenent, solent trois ensembles 4, B, B, et doux
-tions, définies sw: B, et réalisant upe spplication de E sur A ot
sur B respectivementi. Supposons de plus que, étant donnés arbitralre-
-ment un élément g de A et uﬁ 816uent Q_de B.iil exiéte, dans E, un
clément et un seul admettant respecilivement a2 ot b pour imasges. Alors
% sst dguivalent au prodult AMXB, puisqulon a une éorrea@@ﬁéanaa

bivnivoque entre les &léments de E et les couples {a, b).

® o & 8



Sous-enserbles du produit et fomctions plurivogues.

Considérore une fonction gui réalise une application de A dans
B ; soit b = f(a). & cette fonction, assoclions 1fensenble des couples
(a, £{a)) ; c'est un sous ensemble F du produit A » B, et chaque
&1ément de A est le projeciion d'un élément de F et 4d'un seul.

Réciproquement, soit F un sous-ensemble de & x B, tel qus
chague élément de A soit la projection d'un élément do F et dlun seul.

%

A chaque g de A feisons alors correspondre 1'élément b de B tel quo
(a, D)E P .

Nous définissons einai mne fonction gul réalise une applicstion <8 &

S

dans B.
Exemple.- £ chaque fonction réolle d'une variable réelis % ,
on segsocie, dans le¢ plan (&4 coordonnées X, ¥J) le llieu des peints.

= Plx) (courbe représentative)

LERY

clest un ensemble ce points du plan qul est coupé en un seul peint
par chajue paralloie & l'axe des }.

Ce qui priécods nous conduit & *éméral’?er la notior de fonctic
Prenons en effet un sous- ansemble ¥ de A x B, sane sucune restiric ction
cetie fbis. A chaque & de 4 foisons correspondre le sous-ensemble

des &léments b d3 B3 tels que |
(a, b) £ F

X
N

nous désignerons a3 sous-ensemble (qui peut &tre vide; par £{a ), et

nous donnerons 12 acm de fonction plurivoqu@ 8 la correspondance

ainsi définie. ?ar cpposition, On apyelle fonetion wnivogue toute

fonction au sensg aicpté jusqu?icia
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Inversement, ecit donnée une fonction pluriveque, clest-a=-dire
une loi qui, & chacue é6lément de A, associse un sous-ensemble de B
désigné par f£(a). 11 lui correspond un sous-ensezble F de A 3B,
savolr celui des ccuples {a, 1) tels qus
b ¢ £(a).

Une fonctior rlurivogue est donc caractérisée par un sous- ensexn

)

-ble F de A » B. lzis cet ensemble ¥ 2éfinit & son towt dans B uns

P&

o
el

foncticn plurivocue 4, savoir celle qui, & chague b de B, agsoci

le sous-ensemble des g de A tels que

(a, D) &£ 7,
ou, en d'autres termes, tels que
b & £(a).
Cette nouvelle ferction porte le nom de fonction réciprogue de lg

foncticn f(a), et se note
=4
£ {b) .

En particulier, chague fonction univogque possdds uns fonciion
réeiproque, quil est en général plurivogus ; elle n'est univogus que

£ gy

si la foncition donnée réalise une correspondance biunivogue entr

G

A et B ; dans ce cas, la fonction réciprogue est la fonction imverse.
Dans le cas zénéral d'une fonction plurivogue f{a}, on désigne
par £{a1} {oh A' désigne un sous-cngonmble de A)
1= réupion des sous-ensembles f{a) lorsque g parcourt A'.
Exercices.- 1Y 81 A' ¢ av | alors £OAL Y € £(AY).
2% on g '

f(,zi&i}“ ifﬁﬁﬁéaizb
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23 5i £ est rrivogue, les ensembles ‘g(b) sont disjoints,et
constituent les ¢lgsgses du partage en classes défini par £ (ef 3 3).

11 en résulte cuve : f(A'-A“) = f(&') - f(A")-

4° 81 £ est urivogue, on a

P (:? By) = %? (3,).

§. - PRODUIT chwepalIsk.

A

Dans le paresgraphe précédent, nous avions deux ensombles L ob
2, et nous comsicérions les couples {a, D). Analysons de plus prés
ce qu'est un courde. Donnons-nous un ensemble auxiliaire, formé de
deux éléments (psr exemple les nombres 1 et 2} -; un coupie (g, b)
s'obtient en subfitunnt dans cet ensemble auxilisirs, un &iément g
A & l'¢élément 1, ot un élément b de B & 1'élérment 2. Pour parler

un langage plus imagéd, ll'ensemble auxilisire se compose de deux cases

M
y
i}
o}

vides ; dans l'ure on met un élément (d'aillsurs guelcongus
et dans l'autre vn élément de B.

Au lieu d'un ensemble auziliaire de deux éléments, pronons
zaintenant un enseamble quelconque I, considéré comme ensesble d'indices.
Scient donnés d'auére.part vne femille d’énsa&bles Ay {(lindice i
parcourant I). S8i & chaque ;‘da I noué associons un élément a; pris
grbitrairement dans J'ensembl& As co“respondant & i1, nous définissons
ge gue nous appellerons un graugemeng suivant l'ensemble .. Bn
lepngage imagé, 1 est un enseﬁbls de cases vides ; & chague case ea8t

A e

sttaché un ensemble A, ; un groupement s'obtient en mettant, dang

ghague case, un €lézeni de l'ensenble &i%a~hé &4 cette case.

e 0 3 &5 0 %
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Admettons mairtenant qu'on ait le droit de considérer l'ensemble
le_tous les grouperents correspondant & tous les choix possibles. Cet
ensemble prernd le rom de produit des ensembles 4; suivant l'ensermble I,

et ge note
vel o

Si on remplace les ensembles Ai par des ensenbles respectivement
égquivalents aux Ai, et l'ensemble I par un emsemble écuivalent & I,
on obtient comme prodult un ensemble équivalent au précddent.

Exenple : 8i I & un nombre fini n d'éléments, on obiiont le

e 3

prodult de n ensembles A,, Aoy oo..h, , produit qui se note aussi

Ai'jgﬁax P e &11.

Zxporentielle de bags £ et d'exposant I.- Supposons gue tous les ensem-

~bles &, soient égsux & un méme ensemble A. Le produit

i
QE A,
w vey 1
prend le nom dfexpoasatiells do base A et dlexposant I, ot se nole
0
A

Par exemple, sl A a un nombre fini p d'éléments, et I un nombre
fini p ¢'éléments, l'exponentielle Ax posscde n¥ &lérents. 81 B désipgne
i'ensexble des nombras réels, et I un ensemble de p élénents, l'enceuw-
~-ble EI est équivalsn: & l'ensenble des points de lfespace & p diuen-
-sions. Bi I est déaonbrable, EI est éguivelent & l'espace & une
infinité dénombrabls de dimensions. |

Chaque groupenent de l'ensemble Az s'obtisnt en mettant, dans
chaqgue cage dé lt'ensenble 1, un élément arbitraire de A, L'ensemble
des groupements est donc éguivalent & l'ensemble des fonctions définies

cang 1 et réalisant une application de I dans A.

v o & 9 &
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Exemples.- Si E désigne l'ensemble des nombres réels; l'ensem-
-ble EE est équivalent 4 l'ensemble des fonctions réslles d'une
variable réelle.

S1 A est un 2aszemble & 2 6léments, llensemble A; est égquivalent
& l'ensemble des foactions & deux valeurs définies dems I, clest-a-

dire & l'ensemble dac_partics ds 1.

7.- LEMME DB DECOMPOSITION.

On a parfois boeeoin du lsmme sulivent @

Lemme.- Etant dona3 un ensenble fondamentai, ot une famille de sove-

i v S i s == et weseme

ensenbles Ei’ opn poat_trouver une fomille de sous-ensembles F. Glg-

-joints deux & deux, tels gue chague Ei soit ls somme de ceritsins
des F.. Si les E, sort en nombro £ini, les ¥4 sont en noubre fini.
3]

Le 48T® partis ée l'énoncé est triviale. lLa 28 ne llest Pas.
Procédé de formation des ?3.
Démonstrgt;on.~ -So0it la famille de sous-ensembles Ei’ i parcourant
iy

un ensemble I d'indices. A chague i de I, associons un ensemble A,

savoir l'ensemble d3s deux sous-ensenmbles B; et ¢ B, . Considérons

i
alors le produit.

:TT'A. 5

chague élément J 42 ce prggélt est, par définition, un grouper zent,
suivant l'ensembls I, d'elements prls dans les ensen mbles Ay ; autre-
-ment 4it, pour chajque j, la case i est Td&pll” s0il avec B; s0it
avec ‘@Ei. Pour chague groupement ; 3 0r3nons lflnte section de
tous les ensembles \Ei ou.‘QJi) qui Pigurent dans les cases ; c'est

un soua~ensemble Fj ¢e l'ensemble fondamental.
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5

deux & deux ; en affet, étant donnés j et ' (jz# j'), il exists
1

au moins une case i quli est remplie agvec Ei dans

Les ensembles Fj (] parcourant le produit i; A, ) sont digloint

'un des groupenents
Jet j' , et avec € E; dans l'eautre. Donc on & par exemple
F, G By Fj'é‘fé}si,

¢e Qui prouve gue ?i et F.y sont disjoints.

Montrons qu>s chaque Ei est vne somme d'engembles F_. L'indice 1

J

étant donné, considérons les groupementis J pour lesquels ls camse i

L=

est remplie avec %;; la somme ;Z:Fj, étendue & l'engemble de ces
4

i)

groupemenls, est 3zale & Ei’ comme le lectieur s'en assurera facllerent.

81 1l'ensembic I est fini, l'ensemble ?mT°Ri gat fiani, ce qui
: +EL
achéve de aémoa trar 1o leomme.
8.- SONE D'ENSEMBLES.
Jusqu'ici nous avons défini la somme de deux ensembles dans

1o cas of ces ensambles sont des sous-ensembles disjoints d'un méme
sngemble dit fondamental. Efent donnés deux énsembles A st B qui
ne font pas partiz d'un méme ersemble, comment définir leur somne
Ces deux ensembles 7ont 8tre congidérés, par convention, comms
n'ayant pas dfélénsnt -gommun. D'une fagon précise :

Définition.- - On _ajrelle somme de deux ensembles A et B, el on nobe

i i o S e VA e i R

A+ B,

-

un ensemble S (doat l'existence est admise por postulat) gui peut se

metire sous la forn: de la somme do deux sous-ensembles disiolnts,

rogpectivenent égaivelents & A et B.

b+ &6 9 0
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D'gprés cetts définition, tout ensemble Squivalent & S doit
encore 8tre consgidéré comme la somme des ensembles A et B ; d'asilleurs,
81 on remplace A 2t P par des ensembles respectivement équivalentis,

leur somme ne chanzs pas (& une éguivalsnce prds).

Plus généralsmernt, soit une famills guelcongue d'ensemble absiral’
A, (1 parcourant ua ensemble I). On appelle somme de ces ensemblies,

et on notse
A

%
un ensemble S (dont l'existenge est admise par postulab) gui peut se
mettre sous la forus d'une scmme 0 ﬁi , les A} étant des sous-

N el
angembles de S, disjoints deux & deux, et respectivement équivalents

aux Ai.

>

(3,

Cas particulisr.- Si tous les Ay sont égquivalenis & un méne
ensemble A, le produit A x I est équivalent & la somme

Z; A,

i

En effet, chaque élément de.

S = ZZ&.’

opt caractérisé par l'indice i a5 Lrensenbie A} auquel il eppartient,

n

ot lﬁélément de & gui correspond 23 l”élément envisagéd de ﬁ . Done
mUt équivalent & l'ensembles des couples d'éléments pris resp@ctkve-
:ment dans I et cers A. _ C Q.F.D.
Eéﬁgﬁnéo S5 I a p 6lémente, la somme de p ensembles égaux & A
éét égele au procvit de l'spsemble A par l'ensemble & n éléments.
: Agtra~axemplq,a 81 & et I gont démombrables, la somze
: 21 Ai

1€l
t égale au proctit e dauz enssmbles dénombra%;as. Clegt donc un

ensenble denombr@ble {c? % 5)e




