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Prolégomenes sur la notion de P& théorie mathématique

ui contemple est le sujet ds

Ia pensée a
s r ¢flezion,
la pensée omtcwn]ae en est 1'objet ,

{Yictor Cousin)

Ge chapitre doit €tre conzidéré,par le dccteur,
comme unc préface nécessaire & toute théoric mathémetiocue,
Wous nous Pronosons 5'y fgipe une descrivtion sommeire des
tres que 1'on rencontre ¢t dcs srocédés que 1'on utilise
1ans 1'une quelconcue de ces théories . Pricisons d'abord
ecc oue nous entendons per ce vocable: théoric mathématique.
On avnelle ainsi 1'¢tude d'une ou plusieurs catégories dlc -

léments, de leurs propriétés, des relations qui les unissent,

des constructions dont ils peuvent €tre les matérizux; cette
étude ne se fsit d'silleurs qu'en edmettant préalablement un
certain nombrc ds provositions non contredictoires, concer-
nant ces éléments, ccs propriétés, ces relations, ces cons-
tructions . La tlche de ls théorie est de déduire dec cos
prémisscs d'autres propositions dont 1'ezactitude cst seu-
lcment conditionnée var cclle docs propositions initislement
gdmiscs, sens cu'il y sit besoin de fairc de nouvelles hy-

pothéses
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Dans ce qui précéde, nous 1aissons, 4 desseing au
su mot &14ment, son sens le plus vegue, 11 dédigners seule-~
ment tout Stre suscestible de posgséder les proprl idtés non
contradictoires gue nous lul prétons, Les cetégorics artélé-

ments qui font zinsi 1'objot d'une théorie mathématbiquc cons-

tituent les cnsembles fondzrentauz de la théoric ; meis ces

cnsemhlcs ne sont pes des agrizats smorphes; ils vnrissntent

unc curteine organigetion: nous cntendons par ce dornier ter-~

me tout le complexe logisue forme per jes d4finitions des
propriités dcs £1éments de cec ensembles, des relations qui
les unissent, des constructions dont ils peuvent Etre les
metériaux, et sussi par les propositions concernant ccs pro-
priétés, élémcnts, constructions, rslations, gu'on rcgarde

tout A'sehord comme vraics . Cctte orzanisation porters dsns

2

1s suite le nom de structurc .

Q)
U

it done comme

(W

Une théorie methémstigue nous apnere
résul tant de 1z considéretion simultanée ds dcux cntités bien
distinctes : D'une part, les ensenbles fondsmentaux qui sont

1tohijet de le théorie, d'autre pert, l& structure gui forme

1c suiet de la théorie et qui en ect 1s partic vivante ¢t

Ic lectcur constatera vEr 13 suite agu'il est tou-

T
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ments constituant lcs ensembles fondsmentsux , et qutil y a
1¢ plus souvent intérét & adopter cette position . De 1a

3 penssr que seule la structure importe et que le véritablec
nut de la théorie mathématigue est 1'étude d'une structure

indésendamnent des ensembles suzcuels il est loigible de

n

de fsit, il est sens doute

i'avppliouer, il n'y a qu'un p
poscsible d'étudier les sructures en clles-ménes, en s'inter-
disant de considérer les ensembles fondsnentéuz ; @Mzis pour

des raisons de commodité de lanssze, et pour ne pas dérouter
dtinvincibles habitudes diesprit, nous asdopterons résolument
lc¢ point de vue dit "ontolopigue™, clest-&-dire que nous en-
vigcrerons effectivement les ensembles fondamentauz dc chagque
théorie, nous les désigncrons nommément &insi cue lours €ié-

ments, par des symboles convensbles, meis nous lz2isscrons
presgue toujours leur nature tout-a-~Feit indéterminée,

Iecs structures possibics sont d'unce infinie diver-
sité, masis toutcs sont des perfectionnements, dens des di-
rcetions extrémement veridécs , do deux structurcs primitives
ouni, & dire l¢ vrsi, constituent l¢ Ffond comaun de toutes
1cs cogitastions humsines,

Cc chepitre est consscré 3 1'étudc dc ces deux

structures. Chcmin fei
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ussge constent, qui méritent lec nom 4G arocédés fondemcntoux

deg mathématicues .

-y

v,- 3,- les enscmbies fond.mentaux: 1'szpporionsnces lz struc-

5 e e T BT

tnre £

Pour queé nous puiscions psricr d'un € germble et de

ses 61sments, il faut que 1:s trois conditions suiventes

soisut remplics ¢
10} 11 fsut pouvoir distinguer 1'cnsenble,
20) I1 fsut pouvoir dinstinzuer un 41ément de 1'cnsemble,
30) I1 feut pouvoir &tshlir cntre 1'61ément et 1tensemble
15 rciation d'=ppertensnce, c'cat-a-dire énoncer la proposi-

tion : 1'élément a gnnartient & 1'enscmble A ce gue
3> * -

nous écrirons

(W)
m™
b,)
(S

Qusnd il en scere zinsi nous dirons gque 1'cnsemble A poss

1s structure & . per daéfinition A serz &lors un gnscmble

fondumentsl . Un ensenblie cu: n'est PSS fond:mentel échappe

donec & notre contemaletion, & noitre intelligenec .
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Dsng 12 suite, les miniscules latines représentoront 1es é-
A"' =

1éments des ensembles fondsmentauxg ce8 ensembles sux-ngnes

iati-

geront indifféromment dssignés, soit per des c3D nitales

nes, soit psr 12 notation

{a; b: ;.....}

ou lecs auelques €élénents entre uccolsdss sont gensés figurer

tous 1us £1dments de 1'ensemble: 11 ne fzut voir, dzns ce

schénmu, sucune idée dtordre ,

Torsqguc, per sventure, deuz symboles distinecis représante-
ront un mfmec cnsemblc, on zurs soin e priciscr 1'idontite

dc ces dcux symbolcs; c'est s5ingi ou'on écrira

B o b o % {2)

nt: Partics dtun fondsmuntbal.

i1 A

Propriétés d'un €14me

cs fondamentzux gue 1%'on considerc dsns

t
(9}
o0
(]
ja
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@
B
;....v

russ sont en génsrcl tres loins dc

préssntent

s

ossidcr une homogénéité porfeite; leurs é€léments
E )

une ceritsine diversité et e feit gu'on puisse lcs distinguer
ios uns des sutres est d0 ie plus souvent & e quc cortains
ont Ass propriitis dont i.s zutres sont dénourvus D'une

sbhsolument générale, dc telles propriétés neuvent




tre rezerdéc
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s ecomme associant & chagus
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on n~ui peut £tre vraie

ble une Tropors
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1'élénment

cloet une phrase ol intervimnt un symhole

£1ément dc 1'enscne
ou fausse suivant

Une telle proposition gs'apnecile un

X

qui représwnte un éiément guelcongue de 1tensemble fondancntal

4 . BEn se donnant un prédicst i1 faut $

.

ui contient 1'€1¢

.

finir 1'ensemble fondamental A qu

cct ensemble est le type du prédicst,

1& considération 4'une propriété

-

1éments d'un ensemble fondsmental A invite &

part lcs é1éments dc A

ment dit, un prédicet guelconque dc tyve

de A pour les ¢1éments de laguelle ls

dant au prédicat est vraie .

vidgmment dé-

ment X 7

évcntuellc des €~
envisager &
jouissant de cctte propriété , Autre-
A d5finit une partie
proposition correspon-

11 est évident aue cette partie

est un nouvel cnsemble fondanmgntel,

donne justement le moyen de distingucr

ceux dec A

puisqgue lc prédicat nous

scs &1éments parmi

Nous irons plus loin, nous &dmcttrons qu'il ecst

toujours possiblec d¢ regsrder une pe rtie dc 1'enscmble fon-

comme un nouvesu fondesmentel B

fou

nontal & et qutil est

gussi toujours possible de construire un prédicat de type A

d.~inissant lz pasrtie B, comme il vient d'étre dit, I1 y &

-y

rilosorp util serait vein de cher-
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cher & minimiser, 12 construction de tels pridicets pour des
parties B suffisamment complicués serait un 1sbeur surhunmain

11 *aut donc S'entendre sur le sens du mot "sossible” et ne

W]

ie confondre avec celui de "pdslissble” . Nous ne nous

o)
e .
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v

sttsricrons pas & ces subtilités qui dépassent le cedre cue

Q

nous nous sommes fizés et nous rezarderons gi 1'on veut

1'4noncé suivant comme un axiome

Tout prédicat de type A dSfinit une nartie de A ; toute par-

tie de A peut &tre définie par un prédicet de type A,

11 peut arriver cue le proposition corresvyondant
gu pridicat de ovyve A soit vrale pouxr tous les é1éments de A
ou bien qu'clle soit fausse pour tous les £1éments de A; ou
bien encore qu'elle ne soit vrale gue pour un seul élément
a dec A ; ls dSfinition générsle des perties de A nous con-

duit donc & envisager &
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1z pesrtic ne contenant gu'un scul élément a : on 1a

no tera
{o}

suivant nos conventions générsles . I1 est 2 pcine besoin de

dirc qu'on doit la distinguer dc 1'é1ément a : c'est un Etre
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dtuyne aubrc espéce .

1.-3,~ Parties complémentaires ,

e

4 toute proposition corresnond 12 proposition con-

trairec : 2 tout prédicat dc type A corrcspond le prédiecat

L]

contraire, qui a le méme type . 54 B est 1a partie de A aé-

finie par un certéin prédicat, 1c prédicat contraire définit

l1a partie de A forméc des éléments a qui ne sont pas dans

E. Cctte nouvellc partie sc nomme le complémentairc Ge 5 et

se désigne par (: (8) . On évidcmment :

A=C(O)
e'cst-3~dire cn langage coursnt : 1lc complémentaire de la
g

_O:Cm (3)

we

partic vide est 3 ; lc complimentaire dc A est la partic

vide.

11 ¢st ciair enfin, per aéfinition méme, quc :

(4)

I.-4.- Structurcs induites: induction des structures.

Nous avons fzit remesrguer gqus, toute pertic Z d'un

™

nous dirons cque i

fondsmental A possgde l¢ structurc £ -




pogséde la structure & induite par cclle de A, Cette consta-
tation semble tout-2-fait banale, i1 n'en est pas moins vrai
guc nous renecontrons ieci pour lapremiére fois un exemple d'ap-
=7 ication d'un procédé tres général de définition des stre-
tures, le procédé par induction : si un ensemble fondamental

A posséde une certaine structure, il est toujours possible
d'en déduire une strueture pour une partie guelcongue de 4,
gtructure plus ou moins précise, plus ou moins utilisable,
suivant le cas, mais qui a le mérite de toujours exister .,

On trouvera dans la suite dec nombrcuscs applications de cette

mé thode .

II.-1.- L'ensemble des parties d'un ensemble fondamental.

Tes perties d'un ensemble fondamentael A sont des
61éments d’une espéce nouvelle 3 nous nous doumnons le droit
dc reisonncr sur ces €léments et de considérer .'cnsemblc

gu'tils forment, que 1'on appclle 1'enscmblc des partics dei iR

Apres avoir, comme nous 1tavons fzit, insistcr sur ls diffi-
culté que peut présenter laz définition sffective d'une par-
tie de A, il semblec imutile dc feire remarquer qu'il est =

fortiori plus difficile dc concevoir unc descrirtion réellc

dc 1'ecnsemblc Jcs pertics de A, Iei cncore nous nous réfn-
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gicrons dens 1a consolentc abstraction : i1 importe seule~-
ment de savoir désigner ces parties, ainsi que-]'ensemble
qu'elles constituent pour pouvoir en fgire les matériauz de
nouvelles constructions logigues .,

I'ensemble des parties de A sera souvent désigné
par f [a)

Te fait que A soit un gngemble fondamental, 1e
droit que nous nous sommes donné de considérer les parties
de A, de les distinguer les unes des autres, tout cela im-
plique évidemment que ;V (4) posstde l& structure &
et est par suite un nouveau fondsmental, 11 ¥ @ besucoup
plus ; la scule possibalité de la considération de/ (A)
entraine 1'existence , dens cet cnscmble dtune structurec
aéja gensiblemcnt plus complexe, permettant de définir et
dteffectuer un gertain nombrc dtopéretions apnlicables a

ges &1éments .

17.-2.~- 18 réunion et 1t'intersection .
1°) Soit 5; une pertie de )W (4) . L'ensemble dcs

&1éments a de A tels qu'il existe un &lément B de EF

contcnant & s'appecllc la réunion dcs cnsembles de é;‘ et

sc¢ notc




G'est un nouvel é¢1ément de % iy St .9: eat la pertie
vide de ta) , ¥ est 1s psrtie vide de A 54 37 con-

v
tient un seul €lément de %(A) , ¥ ge riduit 2 cet &1ément,

2°) Ltengemble des 414ments & Ge A4 tels aw

«
]
(&}
o
+

tout 31sment E do 5 on ait a é ¥ g'apnelie 1'in-

tersection des ensembles de 5 et 3¢ note

e

T EF

Clegst un nouvel g1ément de %(A) 81 3-' est la partie
vide de Iﬂ (3 , G est 23 si 5:‘- contient un seul 1€~
ment de / (a), 1t'intersection S¢ réduit & cet é1énent ., I

£ [ =
arrive souvent que, pour dsfinir 1g pertie }T or s¢ donne

(¢)

un eansemble fondzicntel suxilialre T , ait enscmbic d'in-

diccs et quton f@sse corrcspondre & toub sisment 1 de I

un §1ément By de / (1): guand 1 décrit I, = déerit
unc partie de (1) ;3 15 r3union ct 1tintcrscetion sS¢€

gi 1s psrtie 3'— ne contient qu'un nomvre fini dtéléments




de )ﬂ(ﬁ), tous ocxplicitement désignés, 15 réunion ¢t 1'in-
terscetion se nobent encore :

-

= ByLCODU :.:0E; g=3ACnDN... NE.

17.-2-1 - Assoeistivité des opérotions d¢ réunion et d'in-

tergcction,

Revcnons au eas ol l& partic ;;‘ cst définiec & 1'al-

dc dtun enscmblc d'indices 1. Supposons que co dcrnicr ensem=

ble soit lui-méme 18 réunion des cnscmbles dtunc partic 2}

de 2@(1) -

1= U J (5)
JE'}
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Soit a un élément de P, i1 cxiste un $lément 4 de I tel
que
a 3
E i
lizis

U

JE%
ct i1 existe un élémont J de g tcl que

i€ 7

alors

a € {j Ei

igJ
donc

s £ T
'Soit inversecment a

J de 9 tel que

un £1ément dc

ae(g:«:.
R

donc esussi un élément

wte §1 existe un ¢lément

ij de I tel que

a €

&

et per suite

txj

e €




A

On voit doné que tout é1ément de F appartient & !

et que tout €lément de F! appartient & F, I1 en résul te
Bo= !

2°) Soient

G=ﬁEi : G’*‘"n(ﬂffi

\
¢ Je el
Soit & un élément de G ; i1 apravtisnt & tous les Ei -
done
zzé 1{} By
ier
auel que soit I de :} , done

a € G'

Soit inversement a un é1ément de G'; gquel que 80it J de:}

on 8
af {}; E,
1¢J
et sussi
a & Ei

quels que soient i de Jet J dc q— , mais comme




Z1te

.
J(;g
a apparticnt a Ei guecl que soit i de I, donce

s £ €
Tout &1ément de G appsrtient & G', tout élément de G' appar-

ticnt & G, per suite

G =6’

Les résultets préeédentscxpriment ltagsociativité des opéra-

tions dc réunion et d'intersection ., On a en particulier

BUuCuybDdD (BuC)UD=’Bu(CUD)=(BUD)UC

l

Il

BaACnoD = (BAC)AD= BA(CAD) = {(BaDd)n C
Dans cecs derniéres formules, (ByC)y D, par czemple, doit
ttre considéré comme la réunion de deuX cnsembles, dont 1'un
est BuUuC et l'autre D , tandis que BUuCuD ecst la

réunion d¢ hrois ensembles ,

17 -2.2 - Distributivité de la réunion par rapport & 1'in-

tecrscetion, et de 1'intersection par rapport & la

réunion

Soicnt encorc :;: unc paertie, ¢t B un €lément de

AT
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Zﬁ(A) s on a
BU(stE) St B“(E!”ejf

Bn effct

(BaBE); (7)

\E‘_‘L/
]

=

-~

b 8

1°) Soit un élément

afBUY (Q}‘:)

i1 appertient soit & B, soit 5 tous les B, donc i1 apparticnt
3 tous les BW E . Invcrscment, si 1'é1ément a appartient
3 tous 1les By E, il appertient soit 4 B, soit 2 tous les

B, La premitére formule est établie ,

2°) Soit un élément

eonfl)

I1 existe un E de éﬁ’ tel gue a appartienne & la fois a
B et 4 B, donec a BNTE , et inversement ., La scconde for-

mule est établie .,

II.3.3.- L'opération complémentaire; formules en dualité.

Tes deux opérations que nous venons de définir et

dont nous svoas indigué les propriétés principales, s'gppli-

gquent suxz é33ucnts de )?(AJ ¢t ont pour résultat des éléments




L

dc f {8) ; cc sont les deux opéreations fondamecntalcs d'un

calcul connu sous le nom de calceul des réunions et intersce-

tiong c¢t dont 1'importance n'a d'égale que la généralité.
Nous avons défini en I.3 cc gu'on entend par par-

tics complémentaires dc 4, L'opération complémentaire

P = C(E)

est celle qui fait correspondre & 1'é1ément E de Jﬁ (4)
1'é1ément F de jﬁ (A) ; cette correspondance est réciprogue

s

Ctest une nouvelle opération du calcul des réunions et inter-

puisque

gections .,
Si 5: est une partie de )ﬁ(A)' il y a lieu d'envisa-

ger les opérations suivantes :

CE % Cn
El?)? =) : EO::‘ =

On a, & ce propos, le résultat gue voieci:

(0 )<, L LLaA- ke

(8)




>3 On élément = ? U ) est tel gu'il n'existe

sucun €iémsoav B de u* satisfaiaent 2

done , quei cuc soit I de ? , a apparticnt 2 CE; donc

et inversement .

2°) Un élément & de C( n E) ntappartiendra pas si-
BETF
multeanément 2 tous les B de % , il existe un E do F el

gue
1lonc

eT inversencns,

De 14 résulte un principe de dualité : Lorsgue lton

a obtcnu par les procédés du calcul des réunions et intersec-
tions, une égquation dsns les deux membres de leguelle figu-

rent les signes n et U , en sppliquent aux deux membres

1'opération complémentaire, on obtiont une nouvelle équation
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cui g'derit immédiatement en remplagant chagque ensemble per
gcn complomenteire , chague sizne de¢ réunion par un gsigne

§intersection, chague signe d'interseciion par un signe de
sEunion . COos deuz équstions gont vraies ou fausaes en méme

temps: on dit gu'ellecs sont cn dualité .

11.-3.- La relation "eontenu dansg”.

B ¢t C étant deux é1éments de éﬂ (a) , on dit que

B est contenu dsns C, ou quc ¢ contient B, lorsque, pour un

é1ément @ de A, @ ¢ B entraine 2 ¢ C, ou encore , 8i
pour tout & de A, ou bien a n'est pes dans B, ou bicn a

cet dsns C . On écrit alors
B.cd C ou ohs e A

Ce feit pcut encore g'exprimer en tcrmes d'intersec~
tions; i1 est en cffct équivelent de dire que B ¢ . on
dc dirc quc BAaC=38B .

Par excmple, sli é;- est unc pertie de é/’(A) , tou~-
tc pertic de A qui cst é1ément dc ﬁpl cst contcnuc dans

U s
BT

et contient

n?E
E¢
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31 ér n'cst pas vide, 1'intersection des cnacmbles decsp'est
contcnue dens 1a réunion des ensembles ae fF -
Si B cst une pertie de A, 1'ensemble des éléments B de £ (2)
tels que

EC B

s'apnelle 1'enscmble des parties de B et sc désigne paré%V(B)

C'est unc partie 684¢9 (4).

11.-3 1,- La différcnce

B et C étant deux €1éments de 5%7(A) tels que

B.gr O
] cnsomblc des éléments & de A , apparitcnant & C sans ap-
partenir 2 B , eat un nouvel élément de &ﬂ {A) que 1'on

nomme différence de C et de B, On écrit

D= C-~-B

¢n désignent par D cet é1ément . Voici donc wuz nouvelle opé-
retion du cslcul des réunions et intersectioci srplicable A
deux é1éments B et C de ép {4} st eyent pour résultat
un éiément de éﬁ {A) ., lMais on doit remarguer que cette opé-
ration n's de sens gquc pour B<= C ., Pour éviter cette
condition supnlément8ire nous giuérszligserons un peu ls défi-

nition que nous venons dc donner ; 8 ¢t C ¢étant deux éléments




2l

de 20 (4) , 1'cnsemble des éléments de C n'sppsrtenant pas &
B est cn tout .as un nouvcl élément de jﬁ (&), seoit D

que nous nommerons SUCOrs 12 différence de C et B ; on a
h-gc-B= ¢~ [Bpncl (9)

ct 1s détcrmination de D s riméne toujours & celle de la
difféence de deux ensembles dont le premier contient le se=-
cond

L'opération comnlémentaire se raméne 4 une différcnce ;

C(E) = A-B (10)

1c lecteur notere cncore les relations

C(C ~ B8] =B AC YU C (B) (11)

EA(C~B) =(Enc) - (EAB) (12)

dont 1'une donne la partie complémenteire d'une di fférence,
et dont 1'sutre montre la distributivité de 1'intersection
per repport & la ;if7ércnece , Ls premiére est unc conséguence
smmédiste dc iz 64 inition; le seconde 8¢ démontre en remar-
guant que s1 “1&4ment a apparticnt & la fois & B et a

¢ - B , il appartienc & ¥ ot 34 ¢, ssns appartenir a3, 0On

peut <erirc suss. bicn
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3n(0-B) = (EnC) = B = (BAC) - (BaB) = (BnC) - (EABAC)

On & vu cn II1.23 qu'on pouvait ramcner 1cs réunions aux inter-
gections, et les jnterseetions aux réunions, ¢n utilisant 1'0-
pération complémentairs; cette dernigdrc étant unc d;fféroncc,
on peut dirc guc toute réunion sc¢ raméne & dcs inte%sectiona
ct dcs aifférences, ¢t que toute intcrsecticn gc raméene 4 dcs

réunions et des di ffé rences

on a, 81 & ecst unc partic deé¢7 (4)

UE=A-ﬂ(A-E); nE=A— U(A-E) (13)
: BT

E¢S E¢(F n¢¥

Cc n’cst 12 qu'une sutre manierc diéerire les formulcs (8).
Ts réunion, ltintersection, 1'opération complémen-
taire, d'une part, 12 réunion, 1'intersection, la différence
d'autre part, forment deux systémes d'opérstions égquivalents,
Z%%z'ca]cul effeetué dans 1'un des systémes peut Etre effec-
tué dsns 1'autre, les formules {10) et (11) permettant
de fairc 1a transposition , On utilisera 1'un ou 1‘ausre de

ces systémes, suivent les cas ,

II.-4.- Ia structure & et 1a structure U .

Ta réunion, l'interseciicn, 1'opération complémen=-
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taire, la différence, 1a reclation "contenu dang", tout cell
établit dans ]'ensemb]eéﬁ7(a) une structure assez poussée
nour qu'elle puisse &tre le sujet d'une théorie mathématique
particulizre; les é1éments qui viennent d'en &tre donnés suf-
firont largement peur la suite . Cette structure , gque nous

nommerons la "structure U", pour ravpeler le symbole de 1fopé~

ration réunion, résulte de 1'existence de la structure £

dans A . Le relation d‘appartenance

a ( A

gse treduit, dans la structure U par

{a}' < A

dont les dcux membreg sont des é4léments de 417 (4) , & savoir
is partic contcnant le seul élément =& , et 1a partie pief-
ne , ac 50T G gu"on peut dire que la structure U contient
18 stracture & , en zatendent par 1& que toubte relation de
la seconde ¢St traduisible en termes de 1a premiére .,

Dc la méme maniére, si B est un élément do ﬂﬁ(A)

12 strvcture & induite dans B par celle de A, permet de dé=-

fin‘» dsns 2@ {B) unc structure U qui est esussi induitc dans

p 4 (B) =z&xr ccllc de / (A<




Excrciccs

1) Le lecteur illustrera 158 différentcs jdcntités du

2

ealcul dcs réunions et insersections per des cxemples cons-
truite &4 |ialiae d'ensembies pilans .,

z°; Montrer que

1I1II.-1.~- Couple; produit: produit de structurcs,

Imeginons que nous ayons deux signes fizes, 1 et 3
par exemple; soient d'sutre part 8 et B deux enscmbles fon-
dzsmenteux, qui peuvent n'svoir cucune relation 1'un avec 1'au~
trec ., Faisons correspondre A @&u signe 1, B eu signe 3; en=
suite, de toutes 1les manisres possibles, attachons au signe 1
an élément s de A, su signe 3 un &1ément b de B, Nous &-
vons einsi formd tous lcs couples ia L b} constitués par
un &lément de A et un él1ément de B, 8 s’éppclle le pre-

mier €1ément du couple, b cn cst lc second , Le couplc est
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bien détcrminé si on sc donne son premicr et son sccond €lé=
ment .

Les couplcs ia, b} forment un ensemblc qu'on nom-
me lc produit de A par B, et qui se note Ax B .
Bxemple.- Si A et B sont les ensembles des points de deux
dvoites sécantes d'un plan, les couples {a,b} peuvent
8tre représentés psr les points du plan aysent respectivement
pour coordonnées 8 et b par rapport au systéme d'éxes
formé par ces droites; le produit A x B est le plan lui-
méme ,

D'aprés la définition méme, 1'ensemble produit A x B
posséde la structure é puisque les ensembles A et B la

possédent : pour gue
fa.b} € 4 x B
i1 faut et i1 suffit que
a £ A b £ B

(A x B) est donc un ensemble fondsmental .

Nous voyons que 1'existence d'une structure dsns A
et d'une structure dans B nous permet de définir une struec-
ture dans 1'enscmble produit (A xB) ; nous rencontrons ici

-

un - <emple d'application d'une seconde mé thode généraslec de




définition de structures, la méthode de ia structurc produit

qui consiste précisément & construire une structure dzns Ie
produit (A x B) , ce qui est toujours possible, Nous aurons
ticn souvent & utiliser cette méthode .

Considérons majintenant les ensembles des parties de

A, B, AxB, & savoir

/(A) ,/(B) : f(A x B) 3

il cst évident que

f(A) x/(B) C:f(AxB).

ssuf dans le css d'unec perfsite venslité , il n'y a jemeis
identité des deux membres , comme le montre f'exemple simple
du produit de deux droites .,

Supposons quc les By, (4 ¢ 1) , décrivent une pertie
é de f(A) ct quec les Fj , (3 €3) , a&crivent une partic

F dcf(B) ; on &
U (U Y}

formule sussi évidente qu'utile ., Les deux membrcs sont des

&1éments do / (AxB) . On & dc mme

n Ei X ﬂ F n Eix Fj (15)

161 Y3 o =@,j]QIxJ
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Supposons enfin, avec lcs mémcs notations, gque A=%8 _.sn

noters la formule

( B i O UF = B, NP, (16)
q‘(‘z i) 563 ¢ Ll

ot intcrvient lc produit des ensembles d'indices § les doux
membres sont des éléments de 5p (A) . A noter gussi la for-

mulc suivente, ocn duslité avce la précédentc @

(ﬂEi U npj = ﬂ IV (17)
i€l

j€s [i,3)€1ad

I11.-2.- Relations

Affirmer qu'un point a est sur unc droite 4, ce

(v

ntcst pss donner unc propriété du point seul, ou dc 1s droi-
tc scule, c'est cxprimer une reclation entre le point et la
droite. De méme, dire qu'un nombre ‘e est plus grand qutun
nombrc b, c'est dire qu'une ccrteine relation entrc dcux
nombres es%rde a et b , De pereilles rclations peuvent €tre
considérécs comme des propriétés des couples formés par le
point et 1a droite, par 1es dcuxz nombrcs, resvectivement .
Plus généralement, une relation guelcongue entre un £€l1ément

a d'un cnsemble A ct un élément b d'unensemble B pecut

Strc rcgerdéc comme une propriété du couple {a,bg ¢t se
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traduire par un prédjcst sysnt pour type fe produit AxB,
Nous svons 4éja rencontré dasns ce qui précede des exgmples de

tclles relstions |

i1/ T'identité,- I'identité de deuxz éléments a et D

d'un méme ensemble A signifie gque toute propriété qui appar-
tient & 1'un de ccs éléments, #ovartient aussi &l'tautre.

IL'identité se traduit per le prédicat
% =

dc type A x A, Une théorie rathémstique comporte autant
}d'espéces d'identités qu'elle utilise d'ensembles fondamen=-
‘taux , L'identité de deux é1éments appertenant &4 des ensem-
blecg différents est inconcevable

2/ I'sppartcnance,- La relation d'asppertenance dtun €lé-

ment a d'un cnsemble A 2 une partie de A s¢ treduit par

lc prédicst
z € Y

dont lc type est A X /lA).

3/ Le premier et lc second élément d'un couple,

Considérons deux enscmbles 4 et B et lcur produit
A x B : la relation entre un couple z={%,y} de AxB
et son premicr él1ément =x se txduit par un prédicst de type

Ax (AxB), qui s'énonce :" xz eat le premier élément du cou-

ple z", De méme 1s relation entre un couple et son second

-




é1ément se treduit par un prédicat de type Bx (A X B} gqu$
s'énonce "y est le second élément du couple z".

4/ Ta reletion complémentsire , Ls relstion d*une partie

d'un ensemble A & la partie complimentaire se trzduit par le

Xe— C(Y)

dont le type cst / ('A)x/(ﬁ) <

prédicat

5/ La rclstion "contenu dang", ILs relation d'une partie

d'un ensemble A & une autre partie qui le contient, s¢ tra-

duit par le¢ prédicat :

r o v

de type f(A) Xf(é) 2

D'aprés ce qui a été dit eau I.2 & propos de ls dée
finition dcs parties d*un fondsmental, nous voyons quec la
donnéc d'une partie du produit A x B éguivaut & celle

d'unc relation entre certsins éléments de A ¢t ccrtains

éléments de B, et inversement .,

I1I,-3.- Fonctions d'cnsembles corrcSpondancces,

Reprenons deux ensemblcs fondamentaux 4 ¢t B
80it une relation entre éléments a8 de 4 et b de B, ou,

ce qui revient au méme, un élément M de /(Ax B) . Soit

encore E un ¢ldment de / {A) . désignons psr F 1'ensemble
e, E ‘.’m-Wé
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des &1éments b de B qui sont dans 1s relation 312 avec un
&1ément a de B, Ce procédé nous permet de déduire de 18 re=
1stion JVY vne relation entre éléments, tels gue E' et F,

de /(A) ¢t de f (B) , c'est->~dire une partie JTf de

(f (A) x ¥ (B)) _ iais cette nouvelle relation n'est pas guel-

congue, car & tout é1ément B de ¢ (A) est sttaché un é1é-

ment F bien déterminé de / {B) . Nous dirons gu'une teclle

relation est une corrcspondance ou encore une fonetion d'en-

semble : la partie F est qualifiée de fonction d¢ la partie

t4
B: on écrit

F = £(B)

1s fonction d'ensemble £ cst définie dens / {4} et prend

ges valecurs dans f (B) ./(a) est son domeine de définition,

D'une meniére symétrique, soit F' un élément de/(B)
dégignons par E' 1'ensemble des é1éments a de A qui sont
dans la relation )1{ avec un élément b de F' _ Nous faisons
sinsi correspondre & tout élément F' de f(B) un é1ément
bien déterminé B! de / {A) et nous définissons par suite
une nouvelle fonction d'ensemble, gqu'on note

-1
By — P PN

et qu'on appelle la fonction inverse de f£. Cette fonction

a / (B] comme domesine de définition et elle prend ses va-

leurs dans f (A) . On noters gue les égalités
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-
-

ey
1
B
B
L2
I
=

-1
E=1Ff (F) > o= £ B)
entraisent
B oy
l et symétriquement , Le relation entre une fonction d'ensemble

-1
f et la fonction inverse *? est réciproque, clcst-a-dire

gque f c¢st la fonction inverse de £ . c'est 12 unc con-

séquence immédiate des défintions, On dit parfois, lorsque

-1
.= F[B] 4 Y =i e (L

gue F est 1'imsge de B, tendis que E' est 1'image inverse de
i ?‘ r s
Excmples,~ Les exemples dc relstions donnés en IIIZ2 four-

nissent des execmples de fonctions d'ensemble, Lz rclation

complémentaire , pour fixer lecs jdéecs, donnc ls fonction d'en-

scmble




définiec dans j?(A) et prenant ses valeurs dans c/ﬁ(A).
De méme, la notion de fonction 8 été implicitement utilisée en
I1I.2, lorsqgue nous evons falt usage d'un ensemble d'indices I

pour définir per exemple 12 réunion ¢

F-—-UEI

161

Ei est une fonction d'ensemble définie dans I, prenant ses

valcurs dsns A,

I =51 - Applications: correspondances biunivogues.

Soiént une relation entre é1éments & de A, b de B

¢t la fonction d'ensemble correspondante
F = £(E)

définic dens 2? (A) ; si on prend B = {a} , 8 étant

un é1ément de A,

F=%({a} )
cst une pertie de B gui en génsral conticnt plus d'un seul
€lénment, Lorsgue, quel que soit 1'élément a de A; F nc con-

tient jemeis qu'un seul élément b dc B :

{v} = 2£({a} )
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on dit que la fonction dtensemble £ est une application de

A dsns B , et on écrit , par abus de langsge
b = ?(a)

On remarquera., d'aprés ce qui préctde, que toute relation
ontre éiéments a de A et b de B, ou bien , toute partie
de A X B , d4finit une applicstion de f(A) dans/(B)
& sevoir

F = £(B)

a

¢t aussi une application de é’D(B) dans CJV(A} , & savoir
~1
\y— P (P

Donrons nous meintcnent une application

h = Tla)
de A dans B; c'est unc relation entre 1'élément a ¢t 1té-
1ément b; c'est d'eilleurs une relation assez perticuliére
puisgu'il n'y e qu'un scul élément b de B qui soit dens
cette relst.on avec @& ; guoicutil en soit, on peut appli-
guer & cettc relation ce qui a été dit en III.3 , et en dé-
duire une fonction d'ensemble définie dens 4}9 (A}, prenant

ses valeurs dems JV {B) . Par asbus de langsge, nous désigne-

rong cettc fonction par f @
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F = £(E)

Si
» = £(s)

on a évidcmment

(v} = 2( {8} )

On dit que cette fonction d'enscmtle est 1'extension de 1'ap~

plication donnée de A dans B , & JV (A} dans zf’(B) :

Lorsque
B = f(4)
on dit gquc 1'application donnée est unc application d¢ A sur
B,

La fonction inverse
-1
By f o pt)
g8t définie commg il & é%é dit; en général ce n'’cst pas unc
spplication de B dans A car 1'¢1ément a qui est dens la re-

laetion

b = f(a)

avec 1'61ément b nc sera pes en général unique . Lorsgue
cctte circonstance se produit, on dit que la fonction £ ¢s8t
univelente et que 1t'application corrcspondante est unc cor-

respondsnce biunivogue de A grec 12 partie B' de B dé finie
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per
B = f{A)

slors, 1/ TPomr tout élément =2 de 4, 11 exigte un élément b
de B' et un seul tel que a et b 8e correspondent,

2/ Pour tout élément b de B', il exziste un é1ément
a de A et un scul tel que =a et b s8e corrcsvondent,

3/ a et b ne peuvent se corrcspondre que si
s £ A s b € B

On 2z évidemment

{a} =2 ({8})
qu'on écrit, per ebus de langage

5 = %1 (b)

-]
en emvploysnt le gymbole £ pour mérquer l1a correcspondance

entre B! et 4, é1éments 3 é1éments .
D'epres 1s définition méme, pour que 1'epnlication
b = f{a) réelise une correspondance biunivogue entre 2 et

B! = £(4) , i1 feut et i1 suffit que, a et a' étont des 616~

[N

ments de A, 1'égelit

h
(W]
el
Il
Hh
H
-

o
l
W

entreine

P ———
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Cette condition exprime 1'univalence de 1a fonction £ ,

Torsqu'clle est réslisée, il est clsir que f est sussi uni-

valente .

Bxcmples de corrcspondence biunivogque .

1/, L'ensemblie dcs zpplications définies dons A prenant
Jeurs veleurs dsns B €8t en correspondance binnivoque avec
une psrtie de (A x B).

2/. L'ensemble 2p (4) est en correspondence binnivoque

evee lui-méme psr 1'opéretion complémenteire

r= {2

Remerques.

1/. On se sert souvent de fonctions définies seulement
gur une partie de A, Une telle fonction est une partie )TT,
de Ax B telle que pour tout élément a de A, i1l y 8it au

plus un élément b de B tel que
{a.b} € :NQ;

I'ensemble A' des a pour leguel b existe effectivement
s'spoielle encore le domeine de définition de la fonction .
Tout ce que nous avons dit s'spplique & ces fonctions en
remplacent 4 par A'. |

3/, On rencontre souvent des couples de fonctions f(a},

f'(a) telles que le domeine de définition A' de f'(a) fasse
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pertie du domaine de définttion de f(a), e$ que, pour tous

dlémeﬁt g de A’ on git
£'(a) = 2(8)

On dit alors que f(a) est un prolongement de f£t{a) , ou

encore que f'{a) est la fonetion f(a) considérée seulement

sur A,

3/. I1 arrive parfois que 1'on note 1'é1ément b corres-
pondent & un €lément a per une certaine fonetion fla) , &
1'aide du symbole b, . C'est la notetion indicielle que nous
svons utilisée en 11,2,

111,-3 2.~ Compléments apportés & la structure U per la no~

tion de¢ fonctiqn .

On peut faire intervenir le symbole £ dans 1la
structure U, celes conduit & d*importentes jdentités ., Rew
prenons une pertie 1T de A xB  gui définit une relation

entre 61éments a de A, et b de B: soit

F

f(5)

1s fonction d'ensemble correspondente; 1'égustion précédente

ge trzduit sinsi : les &léments b dc F sont tous ccux pour

lssguels i1 existe un élément @ d¢ E tel que
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{a.p} £ AT

Ceci rappelé, on a, 5: étont une partie de 20 §£4)

f(/U E) = U £(8) (18)

B¢F E¢T

Soient cn ¢ffet G et G' respectivement le premier et le
sccond membre dc (18) . Ies éléments b de G sont tous oceux
pour lesquels il existe un é1émcnt

a e B
; ¢F

lies |

tel que {a.b} € ¢ : on peut direc aussi : les éléments
b dc G sont tous ceux pour lesquels il existc un E de 37 et

un é1ément & tels que
a 6 B ia,bg e :nt
D'sutre part les éléments b de G!' sont tous ceux pour
lcsquels il existe un élément B de 53 tel gue
b € %(B)

ce sont sussi tous ceux pour lesquels i1 existe un élément E

de o et un élément s tels que

a0} € DT

A
™~
st




Tcs cnsembles G et G' ont done exsctement 1a mémec définition
et ils sont identiques ,

Voici une conséguence utile de (1) ¢ 8
oo B

on a

Py O almyy (1¢)

EBn effet
£(B') U f(E") = £(B'U ") = £(B")

ce qui prouve notre assertion ,

1ec lectour notera qus les deux cnscmbles

c;:f(i} é) G' = (‘ £(B)

BeF E¢S

sont cn générel distincts . Pour lc voir, prcnons 1'cxzcmple
dc 1a relation d'appartcnance ; lg fonction d'ensembic cor=-

respondente est définie dans 2& (1) s+ elle prend scs valeurs

dans)p ()D(;O; soit

tie @

et}

est la pe

ty

jﬁ{é) constituée per les perties de A

ct

de E: on peut dirc aussi que tout é1é-

:
1émen

(s

contcnant un

ment T defl3 s une int.rscetion non wvidc avcece B, Soicnt slors
/]

e s
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Q}:f( E) sn o}eE@sﬂm

On é1ément de Cﬂ cst assujetti 2 le condition d'avoir une

BEF

interscction non vide avec 1tintcrsection des B, tandis que

1
un élément de Cﬁ, a une intcrssection non vide avec chaque

B de sortc gque 1'on peut sculement affirmer

t
(f} ) O}
Si on reovicnt su cas général, on peut dire que lcs éléments b
dc G sont ccuxz pour lesquels il existe un é1ément a de
ﬂ E tel que ia,b} e M , ou bien encore que
A%

¢e sont tous ceux pour lesquels il existe un é1ément a, ap-

partenant & tous les E, tel que ia,b} € JY{ , ce ou ces

414ments & ne dépendant que de b . Au contraire, les é1é-
ments b de G' appartiennent & tous les f(B) , on peut
dire seulement que ce sont tous ceux pour lesquels il existe

dans chsgue E un é1ément & tel que \.a,b} e JICU , nmais

1a détermination de ce ou ces éléments & pourra dépendre

de la partie E que 1'on considére ., G et G' sont donc en

général différents , Nous verrons dsns ls suite & quelles {

conditions ils sont identigues ,

III.-3 3.- Fonctions de fonctions,

Soient 4, B, C trois enscmbles fondementaux 3 soit

L ]

—m




edle

)1?: une partie de ALx B définissant une rcletion entre &~
Séments dc A et é1éments de B ; 80it Dt une partie de BxC

définissant une relation entre é1éments de B ot $1éments de C;

goient enfin

F = £(B) G = g(F')

-e

les fonctions d'ecnscmble correspondant resnectivement % @es
deux relstions ., f cst définie dans 9& (o) et prend ses
valeurs dans 5” (B) ; g est dsfinie dans 6/7(5) et prend
ses valeurs dens #(C) , A tout élément B de/(;-,) o Palt
corrcspondre un élément bicn déterminé F de 4?9(3) , et & cet

¢1ément, g fsit corrcspondrc un élément bien déterminé
¢ = g{F)
de 4;710) . Nous écrirons par sghus dc langage
G =g (f(E)) = n(z)

Nous d&finirons ainsi une nouvelle fonction d'cnsecmble aysnt
gﬁ (4) comme domaine de définition ot prenant ses valsurs
dans jﬁ(c) . nous dirons gue c'cst une fonction de fonction

¢ B, per 1'intcrmédisirc de £ , Cetie nouvellc fonction cor-
respond évidecmrent & une rolstion QB entrc $1émgnts dc A et
¢1émonts de ¢ ; & dc i et c¢ dc C sont dems l1a relation

-
Ob lorsgu'il cziste un élémcnt b de B, tel quo




fe,0} £ ML (b} €L

Tes é1éments ¢ de G = h(Z)} sont tous ceux pour lescuels
41 existe un é1ément b de F = £(E)] tel que {b,c}é-}Z
et per conséquent sussi, un &1ément a de E tel que
{a,b} € NL , de sorte que 8 et ¢ gont bien dens la
relation R

La fonction inverse il se définit sussi comme fonction de
fonction : soit G' un élément de éﬁ (¢) ; les éléments b
de B qui sont dans lea relation JC avec un élément c de G? |
forment un é1ément F' de 4f9(B) , on a par définition

(111,3) |

=1 |
F' = g {GY) s }'

Jes 41éments a de A qui sont dans l1a relation T avec
un é1ément b de ¥' forment un élément A 564/9 ()
on @

T ()

(5]
]

e G
I1 est clair que tout élément de nt est dans la relation L-
avee un &l14ment de G' et que ce gont les seuls é1léments de
L satisfaisant & cettle condition ; on & donc

-1

Bt =h (G') = :El (él (G’))
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5i ¢ aéfinit une applicastion de A dans B, et 81 g définit
une application de B dans C, {ou d'une partie de B, contenant

£{4) , dans C), i1 est clair que
¢ = hia) = g (f(a))

définit une aspplication de 4 dans C .

§i £ =»éalise une correspondancs biunivoque de A avec B et
g8i g réalise une cormespondance biunivogue de B avec €. h
réalise une correspondence biunivoque de A aveec C , En parti-

culier, dans ce dernier cé&s , 1a Ffonction

b' = h{p) = £ (‘%(b))

réalise une correspondance biunivogque de B avec lui-~fhéme , qui

ge réduit & 1'identité @
Hl =5

et 1a fonction

a' = k(s) = r (f(a))

427 =3 uns correspondsnee biunivoque de A avec lui-méme ,

gui 3¢ ridait & 1'identité .

17.-1.- I°échelle des tyves; 1s notion générale de structure

Dsns toute théorie mathématiguc, on part d'un cer-

tein nombre <'ensembles fondamentzux dont checun est 1'ensem-

-------------------------------EE‘EEEHHIE§=§;-Fuggg'J
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ble des £1éments d'une certaine espécc que 1ton 8 & considérer

On introduit ensuitec de nouveclles cspéces d'éléments
34 partir dcs especes dé j2 connues -par exemplc les parties
adtun ensemble 6'éléments, les couples dté1éments~- ¢t, pour
echacune de¢ ces nouvelles espices d1é1éments, on introduit
1tcncenble des é14ments dc cctte espéce .

On forme ainsi une famille d'enscmbles construits de
proche en proche a pa:tir des cnsembles fondamentaux; cG8
congtructions sont les suivantes :

1/ &4 étent un ensemdlc déja construit, prendre 1tcnsem-
ble ép {4) des psrties dc A;

2/ A et B &étant des cnsemblcs déja construits, pren-
drc le produit AxB de ccs gngecmbles,

Tea cnscmbles dovjets ainsi construits sont intro-
duite &1 fir ¢t & mesuwve Ges hcsoins dans la théoric, Chaque
démonst~a-ion n'en fait intecrvenir gu'un nocmbre fini, Cc sont

> dos cnscublies gue 1'on sppelle les types dc 1a théoric; leur

hiérarchic infinie constituc 1'échellec des types.

Nous sommcs maintenant en &état de donnecr unc défini-

tion suffisesmment précisc dc la structure d'une théoric ma- 4
|

thématiguec ., Partons d'un certain nombre d'enscmbles fonda-
men taux

BB G 2 b

dits enscmblss dc base , Se donner une structurc desns cettc
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base, clest ¢
10) sc donner des propriétés des éléments do ces ensembles

30} ge donner des relations entrc les &1éments de ces en-

gonmbles

30} ge donner des propriétés des 61éments d'un certain
nombre de¢ types de 1'échelle des types construite sur ls base
donnéc ,

4°) ge donner des relations centre les &1éments d'un cer-

tain ncmbre de types de 1'échellc dgs tvpee construitc sur

\,YLVV la base ac ]:I.née'
\ 59 ginchire comme vraies un certsin nombre de¢ proposi-

GQ(CW“Ay £ o043 non contradictoires concernant toutes ces propriétés
ot coutes ces relations |

Plus cet e¢nsemblc est complexe, plus le structure

e

]

¢ est forte : nous dirons qu'une structure - est plus forte
r QU = -t—ww 1

gu'uns structure E o lorscu'elles ont les mémes ensembies

de base et que le complexe d=s i65és, relations, pPropo-~

YO
i
=
H

)

z: contient toutes les propriétés, re-

2
4

ct

n

o

gitions d4finics

3

]
e

gnt et cuelques autres

M

1AV

lations, prosositions définis
encore

vour une base donnée, la structure I8 plus fsaible
de toutes == la atructure & gui ne contient qu'une seule

basse sont fondsmentaux,

(\1}

procriéité : ous lies erscmbles de

Dlaprdés lc izfinition ridme, cette ctructure est contenue




asns toute structure de méme base .,

v.-1.- 48010 rohie; transpo rt de structure.

Soient d'shord deux ensembles fond amentauzx A et B

et supposons gutil existe entre ces ensembles une correspon-

adsnce biunivoque, queé nous 4ésisnerors par ol . Elle se tra-

duit par 1texistence de deuz fonctions sprerses 1tune de 1tau~

3 e
tre - Tha) =1 (p) dont la sremizre est définie dsns A et

prend ses valeurs dgns B, dont lea geconde est définie dans B

et prend ges veleurs dans 4 Deur parties A' de A et B' de

B ¢ correspondent lorsque

B' - f(Af) ; A‘ = }] (B') o
On noters gue, par définition
-1
B = f{a) . A=% (B)

4insi que nous 1'avons dit, 12 correspondance ainsi obtenue
entre les é1éments de f (1) et de /(B) résulte de 1'ex-

tension de l1& correspondance « entre A et B , 8ux parties

de ces ensembles ; elle est évidemment biunivogue .
3oient mesintenant quatre ensembles fondzmentéux A
B 0D el soient données une correspondance hiunivogue &

entre A et B , et une corresponiance biunivoque f& entre

. 5 aiomi isil amcimentde 1PC e

ib,d!; un é14ment de Bx D . Nous di rons que ces couplses

S s e e s e s e
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ge correspondent 81 a8 et b se correspondent par o et
gi ¢ et d gse corregpondent par /3 . Nous obtenons ainsi
une correspondance biuniveque entre AxXC et BxD , que
1'on peut appeler le produitl des corresvondsnces o et (5 p
Ceci nesé, paertons de deux bases d'ensembles fondsmentaux,

comprenent le mémc nombre dtensembles @

et

Glrdyaie s o, 1df

et donnons-nous de plus sutant de ecorrespondances biunivogues
of entre 4 et OL, [3 entre B et J3 , Y entre C et &
pfe. i o entaes D etz _ Sur chacune des deux bases,
construisons 1'4chelle des tynes Soit ¥ un ensemble de 1'é-
chomme de base A; B: G; .... 3 I 3 soit J{ 1'ensemble qui
occupe la méme place dans 1t4chelle dec base Gl ;33 ;1: -
,Qf . clest-a~-dire qui est déduit des ensembles (O ;

)3;‘() wis e Q/” : per la suite dtopérations {prodults d'en-

gembles, prises d'ensembles des perties Atun ensemble dé€ja

construit) gui s permis de déduire ¥ des ensembleés i; By
SR s D 51’, cst appelé 1'homologue de K, Or, nous venons

dtindiguer comment, connaisssnt une correcspondance biunivoque

entre deux cnsembles, on pourrsit 1'étendrc sux ensembles de

e e e e s e e el
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leurs parties, et comment, connaissant deuz correspondances
biunivoques entre les ensembles de deuz couples d'ensembles,
chacun & chacun, on pouvsit en déduire une correspondance bi-
univogue entre les deux engembles produits . Ia connaisgsance
des correspondances biunivoques o 3 {5 s Gviad s A entre
jes ensembles decs deux bases chacun é ehacun, nous permettre
done de aéfinir , per la eombinaison et 1a répétition dec ces
deux procédés, une correspondance biunivoguc )X cntrc les
ensembles homologues X ¢t .'){ 5

11 sera commode en fait, de considérer toutes les
correspondsnces biunivogues gque 1'on peut ainsi déterminer
entre les ensembles homologucs des deux échelles, comme une
scule et méme correspondancec biunivoaue I

Soieht maintenant k wun é1ément de K et kx une
partie de X, si k é k€ 31 sers sussi vrai que K ¢ £
ok E et E® sont les é1éments de 5{ et de f(d{) qui
correspondent & k et kx par la correspondance f‘ s ceci
est une conséquence de 1a formule (1¢) , démontrée pour une
fonction d'ensembles guelcongue,

Suit de mBme ¥ un autre ensemble de la premidre
échelle et )’\’(, gon homologue dens la seconde échelle; soit
p un €1ément de XxM : s'il est vrei que p de K est
premier €lément de f , i1 sera gussi vrai que ¢ est le

z

praeier é1ément de ’ , les él1énents gq et 9 de ’:’1’ et

e s s s e e e e R T R



g{x M’Z’, correcpondant & p et )O par P . On peut en dire
autant pour les seconds é1éments des couples ﬁjﬁ et 9 =
11 risulte de 1& que toutes les assertions vraies que 1ton
peut formuler sur les éléments des engembles de lg premiére
échelle, pourvu que cette formulation soit possible au moyen
des seules relations de 1a théorie des ensenbles (et de cel=-
les qui sont définies & pertir d'ellesp , resteront vraies si
on remplace les éléments dont on y parle par leurs correspon-
dentsg, par la correspondance Iﬂ , dans les ensembles homolo-
gues de la seconde échelle ,

I1 revient su méme de dire que la correspondence
permet de déduire d'une structure orszenisant 1s premiére
échelle, une structure organisant la seconde ., On dit que 11

&tshlit une isomorphie entre les ensembles des deux échelles

relztivement & ces deuz structures . I1 faut bien comprendre

gue 1'idée A'isomorphie n'a de sens que si les deux échelles
en corresvondsnce biunivoque posszdent respectivement une
structure, ces deux structures se déduisent 1'une de i'sutre
pabt 1s correspondance ., Si cette derniére condition vient &
manguer, il n'y a nlus isomornhie; c'est ainsi, par exemple,
cue, transportant per [ﬁ une structure ds 1s premiére 3 la
geconde échelle, complétant ensu:te la structure trangvortée
per de nouvelles propriétés et de nouvelles nropositions re-

gerdées comme vraies , de facon & obtenir une structure plus
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forte, on verra en général { *{somorphie disparsitre,

11 est bien clair que les deux théories maihématiques
gtudieant les deux structures transportées 1'une de 1'autre
dans deux échelles de types en correspondsance biuni;oque, sont
logiquemrent identiques, bien qu'ayant des objete différents.

evidumlo.

Pour des resisons ¥AAs d'économie de pensée, il est indi-
qué de considérer comme identiques deux échelles de types i-
gomorphes relativement 3 ces structures, guelles que puissent
Atye d'ailleurs les origines respectives des ensembles de base
de ces échelles . Comme nous le disions au début de ce chapi-
tre, il y & presque toujours intér8t & laisser ces origines
jndéterminées, clest-a-dire & regsrder les enscmbles de la

théorie comme dcs8 ensembles abstraits. C’est cette position

gue nous adopterons le plus souvent .

¥I.-1,- Relations d'éguivalence; partage en classes .

Soit un ensemble fondemental A, Congidérons une re-
18tion ¢i{ entre é1éments 8, 8' de cet ensemble, c'est-a-
dire une partie du produit AxA de A Pp8r lui-méme, Cette
rclstion ne sera pas quelcongue, nous Jui imvoserons les con-
ditions suiventes 2

j0) Réflexivité : aquel que soit 1t418ment a de A, le

couple a,a} appartient & N

20) Symétrie : si le couple {a,a'} gpnarticnt & HE 1

e e
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en est de méme du couple &n'.a}

3°) Tranaitivité 1 s{ les couples &a.s’& ct {a',a"}

appartiennent 2 ML . 11 en est de mfme du coupls ia,a?
cuand c¢s trois conditions sont remplies, on dit que la re-

lationDTZ cgt une relation dtéquivalence et on exprime le

fgit que 1e couple ia,a% gopartient & ML en dissnt que

a' est équivalent & &, et en écrivant

a Ny a'

1a réflexivité trsduit le fsit que tout élément eat équive~
lont &4 lui-méme- la symétrie exprime la réciprocité de la
relation d'équivalence : si a' est équivalent aa , a8 c8t
équivadent & gt [-il8 transitivité se carsctérise par 1'6-
nonecé : deux éléments équivalents & un troiaieme sont équi-
velents entre eux .

Etant donné une relation dtéquivalence J1T nous
gppellerons classe dtun é1ément 8 de A ,l1a pertic dc A
forméc dcs é1éments éguivalents & 8 . 8i , comme en 111.-3
nous introduisons le fonction 4'enscmble f gttachée & la
rcletion 311,, fonction définie dans C;V (A} et prenant ses
vslcurs dsns f {a) , et si nous désignons par a% s

claase dc & , on 8

8™ =f{{a})




Iz définition d'unc relation d'éguivalcence egntreinc alors,
rzlstivement aux classes, 1es propriétés suiventcs :

1°)
a e a*:

par suite de la réflexi~ité,

2°) les classes ds doux éléments équivalents sont iden-
tiques & ceamse de l& symétrie et de 18 transi tivité,

30) les clesses dc deuz €léments non éguivalents n'ont
sucun é1ément commun, & cause de la transitivité,

On peut dire briévement gu'une relation dtéquivalen-

ce définit un partage en clssses de 1'ensemble 4, tout élément
de A appartenant & une classe, douz clasgses différentes n'ay-
ant aucun ¢1émcnt commun ,

T'cnscmble des classes a* est une partie A*

d

(@)

*

ép {1} . c'est donc un ensemble fondsmental; pour savoir
un &1ément UL de Jp () s=poartient 3 A7 , 11 suffit de

si
rogsrder si £ (L) se réduit ou non 3 une pertic de A
contenant un seul éiément,

Nous rencontrons ici un troisiéme procédé de défi-

sede unc strue-

w

nition de structure ; si un ensemble £ 0
ture, 6t 3i on conneit une rclation d'éguivalence dens A, 11
¢cst pessible d'en déduire une structure dsns 1‘ensenble des
clezscs 4 X 3é*ini par cette rcletion d’éguivalence . Ce

troisidme procédé est aussi d'un emmloi treés fréguent ,
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Vi,~2 1,- Fonctions définies par un partsge en clagses 3

fornction carsccéristique,

La relation
a¥ = f( ia% )
\

peut étre regardée comme définissant une applicstion de A

sur l'ensemble des classes 2% . d'apreés nos conventions gé-

nérales, nous Gcrirons maintenant
aX = f(a) 120)

cette fonetion étant définie dans A et prenant ses valeurs

dans Ax', On remarquera que 8i

a ~ a'

£(a) = I{a'}

Cette fonction est donc constante sur les classes .
Soit inversement

b = gla)

une application de 4 sur un autre ensemtle fondamental B,

Considérons 1'éguation

f(a) = f(a')
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comme définisssnt une relation entre @ et a'; on constate
immédiatement que cette relation egt réflexive, symétriqus,
et trensitive; c'est donc une relation d'éguivelence; elle
définit par suite un partege de 4 en clesses a*t , ces clas-
ges Stant définies per le feit que chscune d'elle contient
tous les &1éments de A pour lesquels f£(a) prend la méme
valeur ; i1 y a8 évidemment corrcspondance biunivogue entre
l'ensemble‘A* de ces classes et 1'ensemble B ,

Bzemple , Le ces le plus simple est celui ot A¥ ne contient
que deux éléments; A est alors partagé en deux clugses ; les
fonctions définissant ce partage en deux classes prennent

deux valecurs seulement dens A, sur deux parties complémentai-

res de A . Soient B et F ces deux parties

F=C(E) E=C(F)

Poarmi ces fonctions on considére particuliérement celle qui

cst nulle sur ¥, et égale 4 1 sur B, et sussi celle qui est

i

nulle sur B et égalec 2 1 sur F , On les appclle rcspective-

hnl

ment les fonctions cersctéristiques de E et F |

(€3]

zercice, S T 11 ( I), est 12 fonction cesractéristique
Ayt i
d'une partic Ei do A, montrer qus les Ffonctions caractéris=~

gues des ensembles

H=ﬂEi K:,‘Ei
i iEI
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sont respectivement h et 1-g , on désignant per h le
produit de toutes les fonctions fi ¢t par g 1c produit
de toutes les fonctions

gg =1 -1

Remargues, -

1/. I1 y a évidemment correspondsnce biunivoque entre

(4% ) et 1'ensemble ayant pour ¢16ments toutes les réué
nions dc classes dens A4,

2] 961t

b= gla®)

une fonction définie dans.A* et prcnant ses valeurs dans
un autrc cnsemble fondsmental B ; introduisons, d'aprés (20)

la fonctiocn

a* = f(a)

réglisant 1'applicetion de A sur A* , €t constante sur les

classcg : la fonction

b=g (f(aO

est dérinie dans 4, prcnd ses veleurs dans B et reste conse

tente zur los classes ,




une fonction définie dans A, prcnant ses valeurs dsns B et

# ¥ )

constante sur les clssses @ . goit gla 1z valeur

quleliic prend sur la clazse a’ , on a nécessairement

h =h gl =g (f(a))

il y a donc corresvondance biunivogue entre les fonctions
déFinics sur 1‘ensemble des oloswes, et les fonctions défi-

niecs dens A et constantes sur les classes .

V1.-2.- Ensemble guotient: identification,

Soient A et B  deux ensembles fondementeux dans
lcsquels sont définies respectivement deux relations d'équi-
vélenece 01:‘5 . Soit C 1'cnsemble produit AxXB .
I1 cst feeile d'y définir, & 1faidc de A et f , une rela-
tion d*équivelcnce X . Nous dirons que dcux éléments {a,b}

ct {a?,b;} dc C sont équivalents lorsque

a ny &f per ok

BN Db par ﬁ

On vérifie sens peine que lz relation 'X cst réflexive,
symé trique, trensitive; c'cst donc une rclation d'équivalence

gu‘on notcrs

Y- P

. = ~ - {
= v~ |
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x @éfinit dens C uun pertege en clesses ; une de ces
classcs ¢ %  .st constituée des é1éments {a,b} de C tels
gue les a appartiennent & 1'une des classes & définies
dans 4 psr A , €t que les b aopertiennent & 1'une des
classes b définies dens B par ﬂ . on & done

(:* = a* X b*
On peut dire aussi que c* est complétement définle par le

couple ia ,b} de sorte que 1'ensemble des clesses C

définies dsns C per X n'est sutre gue

3 P
C =.Ax x B

per définition méme du produit,
Ce résultet 1égitime une dénomination et une nota-
tion que nous ellons mzintenent indiquer : On 4it que 1'en-

semble de clesses A*', par exemple,est un ensemble-cuotient

de A obtenu par identification des éléments de 2 qui sont

dans une méme classe relativement & le relstion dtéquiva-

lence o8 , et cn écrit

b -

de sorte cue 1'égustion pricédente devient

(axB) [ {axP)=(a /) x (B/f) (21)

————-—————’m‘J




7vI.-3.~ Nouveaux compléments & la structure U

#n III.3 3, nous avons donné 1'écustion (18) edpri-
mant 1a permutabilité des symboles f et lJ , £ étent une
fonction dtensemble gueleongue; nous avons de plus observé
aqu'il n'y avait pes en géndral permatebilité de £ en (‘ :
Wous slions préciser ce dernier point .

Supposonsg d'abord que £ réalise une correspondance
biunivoque

b = f(a)
entre un ensemble fondsmentel A et une partie B' de 1'en-
secxble fondzmentel B : on en déduit fascilement , par gztension

ginsi qu'il e été dit en V, 1, une corrcspondghce hiunivogque

entrec)ﬁ {4} ettjﬁ(B') , que nous noterons

=

=h
=

)

-—

Ics relations

e M
f(CE)z L £(8)
£ "n 3): q £(3 )

L i 1

itI 1€1

sont des conséguenees triviales de 1l'univocité de 1s corres-

pondsnece &tablie per 15 fenction f entrs f(;-}) et/(B’);
i1 en est de mfme de 1'éguation

£{B*-8") = £(B'} - £(E")




Tout cels se constate immédiatement en rcmarguant qu'a 3
de A correspond un seul élément b de B', et gu'a b de
B! correspond un seul é1ément a de A,

Concidérons en second lieu, une apdlication
b = f{a)

de . sur une pertie B' de B , Il en résultec, comme nous Savons,
un /artsge de A en classes d'é1éuments pour lesguels f(a)
prend lsz mémec valcur , Soit comnme plus haut, A' 1'cnsemble
dc ces classes , et soit

P = gla

: S *
1s veleur prise par 12 fonection £( a} sur 18 elasss 8 .,
Cctte fonetion gla 7 ) &tablit une correspondsnce biunivoque

ontre L% et B' , dc mBme pour ls fonection inverse

$1 vient done, aprés ce gqui vient d'Etre dit

= 0 =3
g(CF§= Cg (7] (22)7
-1/ - _
gL r)= ﬂg‘ (z,) (23)3
Taa RS e
g (=) =F () -F (F) (24);
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ot ®, T, B', P, sont des é18nents de/(B') , les deux
membres de ces trois relations étant des &1énments de//(ﬁ‘)f =
50it A4tautre pert

a*==v(a)

12 fonction définie dans 4 ct feisent correspondre 2 chague
&1ément a de A 1'S1ément a? 3c A% rcprésentent la classe

qui lc contient , On & , comme on a dit

b

ﬂa)=g(q(ﬂ)é

-1
Ia fonction Lf’ (3‘) £54t corrcspondrec A chsque é1ément de 2
une partie de & qui ntcst autre que la classe sppelée sussi

2% . deux dc ces perties n'ont sucun é63ément commun, 8i

ellcs sont distinetes, per sui te

Z;(C E*) ( 9= (22)
:?1( ﬂ E;‘) ﬁ 7‘3(35*) (33),

i

il

1¢1 1¢I
""] * .* "'] »* -1 L] ﬁ
AT = o o B 2
hf (2 -E8) &f (2") ‘f(u ) { 4)2
ol E* : é* : E;‘ , sont des éléments de f(!,*) , les deux

membres de ces trois rclations Stant des éléments def(s) 2

Oor. on a, comme on szit, {III.3 3)

.....________________________!__!____gesg_g!_!_J
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-3 21 4 o)
t(b)*(f(s('b))
\ ¢t pour tousc pertie F dc B!

P m = @ (5m)

Qe o Czlculant lcs Q} des dcux membres de (32)y . (23)5 . (24)4

M ot tonent compte de (32) 11 vient

2 s

. \ ﬂ\(} F) = C 7 (7) (22)

El{n Fi)= ﬂ 2 (r,) ' (23)
1¢T i€l

: (2,3)z , (24)

%1(.3" - F")= EI(F’)- EI(F") (24)

jes d.ux membres de chacunc dc ces troig relctions étant des
&1éments de / (4),

Tcs fonetions d'ensemble, Inverses dtune spplication
ont donc des propriétés spéeciales relstivement au ceélcul des
des réunions et intcrsections; elles sont, & cet égerd, plus
comnodes que les apdlicsetions ¢11es-ménes, pour lescuelles
ces équations sont inexectes -ssuf dsns les cas ol 1'appli-
cation est une corresvondance biunivoque . Cette remarque est

importentc, nous surons 2 1tutiliser fréguemment ,

VIE =1~ Produit .quelconque d'cnsembles .

Soit I un ensemble d'indices § =50 B nnc-foncs
i

——-ma_mJ

1



tion de¢ i d8finie dens I et prenent ses velcurs dans&/’(é) -
4 étant un ensemble fondsmental,

gﬁiigigigg,- Ie produit des ensembles Ei est 1'ensemble des
fonctions a; définies dasns I, prenant Jeurs valeurs dans A et

telles que

8, € B

quel que soit § daens 1s

Donnons immédistement un exemple : goient d'abord
deux ensembles fondsmentsux E et K gui n'auront en général
guecun rapoort et dont les é1éments seront de natures différen-
tes s+ donnons-nous le droit de considérer comme un nouveau fon-
damental A, la somme abstrasite de¢ H et de X , clest-a-dire
la juztaposition pure et simole de ces decux ensenmbles . Ceci
étant, prenons pour I un ensemhle & deux é¥éments 1 et 2 ;
et soient

qui sont des parties de A, TL'ensemble des fonctions & deux

valeurs

8 et
1 2
ces veleurs étent des éléments de A, tels que
a € & )

cst évidemment identique & 1'ensemble des couples {h,k} gayant

pour premier €lément, un Ziément de E, et pour sccond élément
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un é1ément de K : cet ensemble est donc le produit Hx K
dont le définition rentre bien ainsi dans celle du produit
guelcongue ,

A la lumiére de ce qui précéde on voit que la consi-
dération de 1s somme abstraite est sculement nécessitée.ggg;
les commodités de langage, 4 seule fin de rendre la défini-
tion du produit guelcongue tout-a-fait générale . Il n'y 8
donc pas lieu de s8'attarder aux difficul tés philosophiques
que peut soulever cette notion ., On peut d'ailleurs remarquer
gue ls somme abstrsite de H et K est isomorphe & une par-~
tie ae EX¥ , relativement & 18 structure s+ en effet,
soient hO et ko deux él¢ments particuliers de EH et K;
1'ensemble des é1éments §h° k} de EXE , quand k déerit
K, est évilemment isomorphe 2 K; de mfme 1'ensemble des €1¢-
ments %h,kf} quand h déerit H , est isomorphe 2 H ;
nous désignerons ces ieux parties de HxX par les nota-
“tions

in =} et $:88

= e : 5e A0 =0
elles ont un seul élément commun gui ecst §h JE } + on peut

donc dire que la partie
$m,°) U 5}1"’,1{}

de Ex¥% eot isomorphe & la somme gbstraite de E et K,




pourvu que, dans cctte somme, on jdentifie les éléments n°

et K :

VII.~ 1 1.- Associativité du produit guelcongue, produits

partiels, coordonnées.

Reprenons un produit guelconque; soit a; un dc des
é1éments; la valeur prise per cette fonction de i pour un
é1ément 4§ particulier de I est un élément a4 de &4 que
nous nommerons coordonnée d'indice i de 1'é1ément a; .

Dans 12 suite, nous désisgnerons par TTi le pro-~
duit quelcongue des Ei' i décrivent 1'ensemble I, ou encore

s'i] cst besoin de préciser, nous emploicrons la notation

IT =,
1¢I
Soit J une partie de 1l'enscmble I , On @éfinit de ls m€me

manisére le produit partiel Y1 _ decs E, gquend 1'indice 1§
i

J
décrit J : on dira quelquefois guc TTJ cst le produit per-

tiel rclatif & ls partie J,
On obtient aisé@ent des cnsembles isomorphes & FTJ -

1°) soit K 1l& partie complémentesire de J dans I; choi-
sigsons srbitrairecment ¢t unc fois vour toutcs des éléments
a? de E; pour 1CK et considérons dans TTI 1'ensembie
des fonctions a. dont les coordonnées d'indices 1€ K

b

i
sont égales & ag . lcurs sutres coordonnées , définics dans




—E5-

J prcnnent des wvalceurs
a B
i ¢ i
on établit einsi une correcspondance biunivoque entre cette

partic ge Il e Wb
I J

2°) Nous sllons mointensnt définir dans TT& unc relation
dt'équivalence en identifiant deux éléments de cet ensemble
lorsqn: toutes leurs coordonnégs d'indice i ¢ J sont les
mémcs : on vérific sans petne que toutes les conditions d'é-
gquivclence sont satisfaites; considérons slers 1'ensemble-
cvotient de fTI par cette équivalenee :; un élément de cet
ensemble correspond biunivoquement & le partie de TTI formée
des é1éments 84 ayant des coordonnées 8y guelcongues dans

B, , pour i € K , et ayant les mémes coordonnées ai :

i
dans Ei' pour i € J s+ on peut donc encore étsblir une corres-
ponc ance biunivogue entre ITJ et l1'ensemhle-qu-tient que nous
venons de définir .,

Soient enfin N un nouvel ensemble d'indices VN &t JV

Iecs ensembles d'une quelcongue décomposition de I en classes;

posons
B EE 2 (25)
1€3,
P =0 p (25)
v :
VEN




Nous 8llons montrer cu'on peut établir une correspondance
biunivoque entre P et r& _ In effet : P, est un produit
parstiel de h& . on peut done Iuil faire correspondre biuni-
voguement, ginsi que nous venons de le dire su 1°) , une
pertie f; de ﬂi' Précisons les choses de la manjéere sui-
vente : fixons une fois pour toutc us €lément ag de TTi et
faisons corrcspondre a Pv 1'ensemble ‘§§ des éléments de

7. dont les coordonnées sont égales & celles de a0 pour
I i
it I-24
¢ Y

Ie fait que les J constituent un partage en classe de I,

)

entraine deux conséguences

s/ doux engembles différents P, et P, ont un seul §16-

‘a)

ment commun ag -
b/ on peut faire correspondre biunivoquement 34 tout €lément
ai dc ITI une fonction cig d4finie dsns N, prenant ses vs-
leurs 3dong TT& , telle que &, soit 1'é1ément de §§ égal &

ai pour 1¢ {0; cot 61ément s'apoelle le projection de a

9uri§; &

i

D'autre part, P cst isomorphe &

?=0] ﬁv
JEN

ct par définition méme, 1'ensemble des a(v est‘ir SiyYcoy g



donc correcspondance biunivoque entre P et FTI . les formules
(25) et (26) prouvent que le produit guelcongue cst associs~
tif 4 une isomorphic pres .,

Les ensembles ?; peuvent &tre sssimilés 3 un sys-
téme d'axes moordonnés d'origine ag . Plus spécislement,
on peut prendre pour §; les enscmbles Ei cuz-mfmes, ou
plutdt des ensemblcs isomorphes s i1 suffit de poser

N=7TI
et

J

i

; = 14

ce oui donne bien une décomposition de¢ I en classes, alors le

produit psrtiel correspondent & Ji est isomorphe 2 Ei'

VII.-1 2.- Exponentiation

susnosons gue toutes leos perties Ei soient identi-
ques & 1’ensemble 4 lui-méme, ILe produit quelcongue correg-
vondant prend le nom d'expenentielle de basc A et d'expcsant

I - on le note

’

AI

C'est 1'ensemble des fonctions d€finies dans I et prenant
leurs valzurs dsns A, Supnosons , en perticulier, gue A soit
un enscmblc a deux €léments, les fonctions & deux valeurs dé-

finics dans I sont les fonctions caractéristiques des diver-

T




-5%=

ses parties ds I, (VI,1 1) et l'ensembleé;7(1) dc ces parties
peut £tre mis en correspondance biunivogque &vece le produit

guelcongue

ze =01 5 (27)
161

ol tous les Ei sont identiques & 1'cnscmble & deuxz éléments,
Remargue, - Nous vecnons de constater gu'il ¥ avait isomorphie
relativement 2 la structure £ , entre les ensemblesc%7(l) et
ZI, ce dernier étant défini par 1'équation (27) : de méme,
nous avons montré plus haut (VII,]) , qutil y svait isomor-
phie, relativement 2 18 méme structure, entre ]'ensemble(A xB)
des coup.es {a;bg d'éléments & de A et b ds B, tel
qu'il & 6.6 4¢Zini en (III,1) et le produit guelconque de A
par 8 . Conformément cux conventions générales sur 1'isomor-
shie, guc nous avons indigquées en (7.1), nous considércrons
comme idcntigues lcs ensembles EI et éﬁ (1), d'une vart, |
(AxB) et le produit quolcongue de A per B , d'autre vart,

et nous leur donnerons lc méme nom ; nous gppliquerons fré-

quemment cctte vonvention dsns lé& suite ; aprés ce qui a é té
dit et répété & cec sujet dens le présent chepitre, il secra

jnutile de le s®gnsler chague fois ,




VIII.-1,- Résumé .

Insistons encore ung fois sur les différents procé-
dés de @4finition de structure que nous avons rencontrés dans
se chapitre .

1°) Induction : une structure 6tent définie dans un ensemble
fondamental, il en résulte une gtructure dans toute partie de

det ensemble .,

2°) Identificetion : une gtructure étant définie dans un en=-

gemble fondementsl, et une relation d'éguivalence étant donnée
entre é1éments de cet ensemble, on €en déduit, par identifice-

tion, un ensemble gquotient et une structure dans cet cnsemble

quotient,

3°) Produit de structures : deux gtructures étant données

dens deux enscmbles fondamentsaux, regpectivement, on en déduit
une structurc dens 1'ensemble produit ,

4°) Trensport de structures psr jgomorphie: une correspon=

dance biunivogque étant donnée entre deux ensembles fondamen-
teux, il est possible de transporter, moyennant cette corres-
pondence, 1ls structure dc 1'un des ensembles & 1'autre; on dit

glors gqu'ils sont isomorphes relativement & lcur structure

commune ,




