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§ 1. Hodules.

~ ‘ : & 2 S
Soit P un groupe abélien ‘écrit sous forme additive ; soit )

un systéme d'éléments, appelés o érateai'a , et su.ppésons donnée une
loi de ébmposition (multiplication) gui fasse correspondre & tout
couple formé dlun élément X de m et d'un élénment a ds Q un
&lémont aX do JYT , appelé produit, cette multiplication satisfai-
sant 4 la condition suivante :

1 o+ Y) - ar t av. XYETH ; a L) .

Un opérateur a déterminé ainsi une homomorphis de VU, dans
lui-méme. '

Liensemble dfun gz*aupé‘ abslien 6 et d'un tel syctéme dl'cpéra-

tours £) sers appelé un module T ( ).

Si un sgus-groupe % de }32@ est invariant par les opérateurs
de Q , 11 définit avec ce systéme d'opérateurs un module % (.@L}
appeldé spous-module de T0 | Q Y.

En particulisr, comme la multiplication des éléments de D60 par

ue entier n (positif, négatif cu nul) 2 un sens et satisfait & la
copdition I, tout groupe sbélien % peut &Lre considéré comme un
medule par rapport & tout systéme d'entiers. Tout sous-groupe de %@
est un seus«mesiule par rappert & ce systéme dlentiers.

L'intersection de deux sous-modules dlun medule 7L (L () ) est
srncore un souse-module % L 0y )

soient 9L (L1 3 et P ( £) ) deux sous-moules de JE (L))

- S V74 / % > 5/
et s0it %@ la somne ?Z JZ -des Geux scus-groupes % et




de m . On sait gue %ﬁest un sous-groups de %@Z .

Un élément quelcongue X" de @Zﬁ est la somme de deux éléments X et

X' appartensnt respectivenm 8 % et éZ Si a est un opérateur

de £ ; 1'élément aX" est encore un élérent de @{Zﬁ; car or.:‘%a
aX" = a(X + X') = aX + aX! .

Done &@” dérinit avee L) un sous-module /5?;{ ) gufon appel-
lers la somme de % (Q } et % igg, 2w Dax‘tlcuii F 51 1'in-
tersection de (. ) et %@;( £ ) se réa o
le sous-module %% £ ) el oplc o 0ooci oo f% €6
ot YW (L)L ). on ecrit slors : jz,ff’fl} =W )+ .

: s g o Ve > . ;
Dans ce cas, tout élément de YL7( L) } peut 8tre représenté d'une
5

facon unique comme somme de deux élénments appartenan
s /7/‘7/ % 5 7 : = . : : ‘ ', :
ment & (L et a ﬁ, . En effet, saar}@scﬁ gulon ol

e X, Y €

X-¥T=71"-X1

P %3 L a = 5 5 o : 9
L'élément X - Y sppartient donc & la fois & Q?Z, et & M gt se
confond ainsi gvec l?élément D Donc % - ¥ - ;i" = :{9‘ :

Etent donnés h m@dules é, (). L {_ﬁ;_{ J, on peut tou-

ocurs définir um module gif’, (Q )} appelé somme directe

() )+ . J;Z (£) ). on ¢lément X de '@Z(Cﬁa )} s

. 4 era
7 s . b v - . o @)
1'ensemblé de b &léments g.t‘).. S ‘{Z,M Xyt , 00 X € YC. (L) ).
= = & S
F_ { v 7 ~ - 1
La gomme de deux éléments | qaov-2% 1 et 11,,-.-, ¥, °| sera
= ] Sl 2
:
S il § E‘ il L 77 i ¥ = 3
bar définition 1'élément | X+ Y ..., X + l . Le produit de
1o i h h i =
=~ - 5 T
Mx ! - 2 e o .
| 427 °:°s%y | Par Un element a de A ) sera par définition taX, .. .ak




= g’a

On peut identifier l’élément [O; oo Kyene 30}5 avec X, . L!élément
EX‘,“ - Kh} peut alors s'écrire X, +... 4K . Les nodules 32; ()
seront dans ces conditions des sous modulss de ?}? (QD ).

Une homgmorphie d'un moduls 0114 (£)) dapns un module '3?2% (. )
est une correspondance associant & tout éldment X de 0T ¢ £ Yo

élément £(X) de P ( £) ) tel que :

B(X + Y) = £(X) + £(Y) , YE Pl )
£(sX) = af(X) 2 € ) -

Les relations preﬂédenteb montirent gue 1l'ensemble dss éléments
£(X) forme un sous-moduls @% (;Q ) et gue l'ensemble des &léments
X de [T ( ) ) tels que f£(X) = O forme Bn sous-module U7 ( L) )

@

de m (Y )y correspsndance considérés sera appelés vne
hcﬂzovnarphi de %Z( £ sur m { i }. Nous dirons aussi que
m (L) ) oot homo uorphe & ToC (¢ Qz _

Pour que deux éléments X et X! de §7Z (Q, ) a?enL ls méme image
dans ’?VZ () ) il faut et il sufflt que leur différence X'- X

~ oy : S
appartieme & @‘Z{Q:; Pour que la correspondsnce enirs %@"z (Qw?

ez
==

et %?Z (Q ) soit biunivogue il faut et il suffit gue % (Q )

se réduise &4 1'élérment 0. Une homomorphie biunivogue stappelle

\ds

une isomorphiec.

o P o : ~ e G 2 P vy
L'homomorphie f définit ure répartition des éléments de 40 ()

z

en classes de congruence, cnaque classe étant 1'image inverse dans

Zz% (.;C};._} dun élément de u;@* { 1 ; deux é},ém_e.,ts X et Xt
appartiennent & une mérne r’laso:o lorsque (Xi-X) €& T ( Q ) .
Réciproquement, soit ?57 (Q ) un \ouSQmodule quelconque de WC (L) J.
Deux éléments X et Xt de 00 0)) seront dits congrus module UC

ce gufon écrira




= a4 -

' =X (mod. 76)
lorsque X'-X € ¢, . On définit ainsi dans 0C ( {) ) une relation de
congruence invariante par les opérsteurs de l:i ; car les deux

congruences :

Xt = X ' (mod. 0C ]
Y' =Y (mod. YC )

entrainenl les congruences :
'+ Y = X+Y (mod. )
a Xl — o (mod. 9C )
La classe des éléments congrus & X modulo Q%Z étant désignée par
#® = = -
X s nous pouvons done définir dans l'ensemble dess classes X
deux lois de composition par les fornmules :
- #* #
X+ ¥ = (X +7Y)

¥* 3
a X =( s %)

oK

L'ensemble des classes X ainsi st"uc turé est un module par rapport

a 0) qu'on appellera la module quotisnt Eﬁ%f(é{%/@&@?% La corres-
pondance définie par l = P{X) est une homomor;hle de 56;4/n£25

sur Q%@:(i:l,)//'zﬁz ) Cs qui précéde permet d'énoncer le
théordme suivant :

Tout module ‘5§Z ( £). ) bomomorphe & un module T ( (ji est
isomorphe & un module gquctient UiC (<ﬁl )//‘Zﬁ% (jjz;}G'

Danﬁ une application homumcrphe dfun module Qﬁﬁi sur un module
e 1
mﬁ)
module g%i de Qﬁﬁz s oL r901proquevant 1'image inverse de tﬂut sous

module E%i de ?ﬁﬁi est un sous- nodule ae QQﬁZ - 81 le sous-module

i%i

Nous considérons & partir d'ici des modules Lar rapport a un méme

tour sous -module gﬁ; de @ZE est appligué sur un SOQSa

systéme d'opérateurs.




= 5
est appligué sur lé sous-module % de m liimage inverse de %
est la somme ( % s % ), en désignant par 2L ltimsge inverse

s

de 1'élément O de m - Les images inverses de 1'élément O de 0L

Yoms ( gf 5 % 1o 2@ sont respectivement % ot gf N % =
On a donec le résultat suivant : '

gfﬂ et %Z étant deux sous-modules de %f@ ; on &

(gg 5 % z/ g %/ (Le symbole = désigne
?Z (%m %) la relation d'isomorphie).

e

Considérons encore une application homomorphe de 2{5@ sur m

ST e e S

e
Soit %

o=t
. > oot ¥ s
l'image inverse dans %@ de 1'élément O de %@ et (;i i'imags

inverse de ﬁ dans m . Le module m sera isomorphe & iﬁ@g’_ éﬁii
et & m / %ﬁ . En appelant % 1'image inverse dans FW, de

1'élément 0 de PP , le module WL o=y, ksomorphs & ‘7&’2‘!’@/ aC

)

suivie d'une application homororphe de m sur 3 éf

tandis que % est isomorphe # g‘f / W . 11 en résuiie 1'énoncé
_ : , /
suivant .

- 53 % st un sous-modnle dge m et /@ 4n_sous-module ds.

| | m/g{ = (W) H g

. §g - Espace vectoriel par rapport & un -ccrps}

On appelle egpace vectoriel par rapport & un corps @ , Supposé
comrutatif ou non commutatif, un module m { @ ) dont les opéra-
teurs sont les éléments de 67;2: -et dént les lois de composition

satisfont en plus de l'axiome.

I. a(X EY) - 2 X v




aux axiomes suivants :
BT (atb) X =2 X+ b X
11,:.' a(b X) = (a b)X
II : 1.X = X

X,Yém(@,) a,b€@;?=elcmpntunltede@,
Les éléments de WWC ( éﬁi ) sont appelés vecteurs. Les axiomess

II et Zlb entrainent la loi générale de distributivité
a = :

W
(Z 21 2 1)~ 7 . @

;31 éﬁf J ~
En désignant par 0 1'élément nul de aingl que celui de 5£L S

les axiomes I et IIa entrainent :
a.0-0 - 6. % -0
BDe plﬁs lféguation a X = O entraine au moins l'une des égalités
a =0 ou X=0 . En effet, supposons a différent de O et soit

a 1'élément inverse de a . On zurs :

-2 -2
a (aX)=-(a a) % -1%=7%

Done a3 X = O entrafne X = 0 . : ~

Exemple 1. Soit éizv un surcorps du corps a2 surcorps
peut &tre considéré comme un espace vectoriel par rapport & ééz
les lois de composition étant 1l'addition définie dans 62?7%9i 1a

- =
multiplication définis dans~éz§- d'un élément de iﬁé par un

élénment de szjé - -
Exemple 2. Soit un corps ngﬂ ot un ensemble I et soit 622

l'enserble des fonctlens dont chacune est définie pour tous les

elements de I et prend ses valeurs dans 6ﬁz . 51 £ et 9 sont deux

fonctlons de cet ensemblea soient fi et g4 leurs valeurs correspon-

dens & 1'élément i de I. La fonction V qui fait correspondre &

tout élément i de I 1'élément I F ‘f’ de ﬁjg: appartient &




-

I ‘ A

l'ensenble gﬁ{ et s'appelle la somme £ + ¢ des deux fonctions
données. La fonction gui fait correspondre & tout élément i de I
1'élément c £, de ﬁ , o c est un élément de é , s'appelle
le produit ¢ £ . Nous avons ainsi définic ume addition entre

I - . T
éléments de 5@? et une multiplication entre éléments de é%i et

%

éléments de 5éf . On vérific facilement que l'ensemble 5ﬁ§ strue-
turé par ces deux lois de coﬁpasition est bien un espace vectorisl:

par rapport . Lo vecteur O est la fonction qui fait corres-

pondres & tout élément 1 1g valeur O .

dont chaque &

g..,“ Buyyoe ooy sg de l

. 5 A -
Un sous-module 'EQZ( éﬁi } d'un espace vectorisl 70C ( d )
est appelé sous=esgace,"ﬁes lois de composition induites sur

-3%? { Cﬁi ) ?erlfLeﬁb évidemment tous les axiomes I et II. Donc

o

5ﬁ§ ) est un espace vectoriel par rapport

Fx

tout scus-espace de E@Z,

& 5ﬁi o rtefs
égaLQment des sous-espaces. La somme directe de h espaces vectoriel

tion ainsi que la somme de deux sous-espaces sont

v?ﬁ

par Tapport &, 5££ , définie comme dans la cas des modules guelcon-
gues, es+ encore un esnaga vectoriel par rapporti a éﬁz, . Ainsi

=

lt'sspace vectoriel 6@& est la somme directe de n espaces vectoriels

identigues & éﬁz

Exenple 3. L’espace vectoriel éﬁj contient un sous-espace
5ﬁ§§ dont les éléments sont les fonctions telles gue, pou chacune

dtelles, il n'y ait gqu'un nombre fini d'élémentis de I correspcadaﬂu




- n

& des 61éments deé différents de 0. Si I est un ensemble fini,

ﬁ = et ﬁz sont identigues.

Exemple 4. Plus générglement, si m est un espace vectorisl
par rapport & ﬁ , on définik d"une facon analogue VU~ ot

Dlailleurs, si W&Z’ .8t un module guelcongue, on peut définir de

L
méme des modules m et

teurs.
Une homomorphie dfun espace vectoriel T « ﬁ ) dans un espace

vectoriel ﬁ ( @ ), telle qu'ells = 6té définie pour le cas des
- modules guelconques, s'appelle aussi une transformstion lindeirs ou
gpplication linéaire de % ( @g } dans % { @ ), ou sncore
une fonection linéaire définie dans 'gﬁ; & ) ot preha,n“? ses
valeurs dans 9%( @} Ltimage de }EKZQ @ ) dans %Z( @ )
est Un sous-espace % ( ﬁ } ds %{ @ 3 L'image inverse
dans %( ﬁ } de 1'6iément O de %Z { @ ) est un sous-espace
%/( ﬁ J. si % ( ﬁ ) est un sous-espace quelcongue de

W ( 5’2) omvérifie facilement gue le module quotient

%Z/( ﬁ ) / %( (:ﬁ ) défini dans 1s paragraphe pz‘é@éﬁen‘s est
un espace vectorisl par ra.pmm a ﬁ s on l'zppsllis espace, au@tienb

%(ﬁ) /3 Ay .

Toul espace vectoriel homomsrphe 8 un -espace vect@rwl %& (@

_guotient WL (A )/ V(A /{,,

On est amené & considérer également ume sutre espdee d'homomorphie

est isomor

un _espacs

l\tous appellerons hyperhomomorphis ou transformation h3 "Derllnéaire

d'un espace vectoriel 7L ( ﬁJ ) dauns un espace vectorisl j@.( fﬁ)

une corresponaance associant a, tout élément X de J‘@@( ﬁ ) un
élément X de % ( ﬁ )} ot & tout élément a de @ un élément z
de ﬁ, tel qufon ait :




og.,
X+ - T +¥ ,
ax = a?¥
En tenant compte.des axiomes I et II, on obtient :
(a75) X = (/)X = ﬁ+ﬁ=§+§fs(§+%’)fi

Diot l'on tire

afb=2a+b
Diautre part : -
X =(ab)X =a(bX) =a bk =a (b X) =(aB) %

diod l'on tire :

]

e

etz

ab =8 b

La correspondance a —> a est donc une homomorphie du cergwééi
sur 1 corps ééi . supposant que 1'image ds T, ( éZZ ) ne se
réduise pas & 1'€lément O de 2@%&& 5ZL ), les élément a ne peuvent
pas &tre tous nuls. Par suite la correspondance a—> a est'une
isomorphie entre ézz; et 625 . (W¥oir chapitre : Gorps). Nous pouvons
donc supposer que les deux espaces vectoriels sient le méﬁs domaine
d'opérateurs @ﬁz Une transformation hyperlinéairs de Z@Zf{éﬁz )
dans 2%%L ( éiz; ) entraine alors une automorphie a == a de A

en lulcmeme¢

On vérifie facilement gque dans ueute transformation linéaire
ou hyperlinéaire les images directes ou inverses dfun sous-espace
sont dec sous- esnaceso
{De prefére¢ce 31 faudralt faire 1'6 uu&@ Ges. rraadfsrmablens de
2%%5’(ézz J dane é@i,&éZL,} telles gque tout sous-espace de LA éj? )
it pour 1maéa un sous-espace de E%%L 522 ). On voit facilsement gus
toute trans;ormatlon de cetie nature gui satisfait en outre & la

condition T+ 7= X+7%
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est une transformation hyperlinéaire, pourvu gue les vecteurs images
X ne soient pas tous des multiples de l’un dfentre eux)f.
Espace vectoriel avec mult 1pllcat10n 4 droite.

Soit Ciz un corps non cozmuiatif. Un moduls 290 CZZ) sers appelé

espace vectorigl par rapport a sz, avee zultiplication & droite
lorsgue le produi£ d'un élézent a2 de 5@: par un ¢lézent X de
azl ( CZZ )} est représenté par Xa et satisfait Sux conﬁitiams
suivantes :

1! (X + %) a = Xa + Xla

i1} Z(a + b) = Xa + %b
EI% (Xa) b = ZX(ab)
I1t 14 = X
(e} .
Liaxiome IIf ne se décultl pas de II. par un simple changemsnt

b
de notation ; car si on écrit Xa & la place de aX, llaxiome I,

devient

~

Donc un espace vectoriel avec nmultiplication & droite n'est pas
€guivalent & un sspace vectoriel avec multiplication 84 gavche lorsgue

)

=

‘est non commulatif. Lsis tous les théoremes gu'lon vient de

démontrer sont valsbles dans les deux cas.

©3. DBase, dizmension, éguations linésires.

Pt

-~

= .
é%z un zodule par rapport & un systeme dfopérateurs L J. st
5 une partie de igenc@“ble %%Z . L'intersection de tous les sous-

i %
modules ‘de J@Z 0&1 contlennent 5 est un sous-module é@ qui sers

- ; . € -
it sngendré par 5 ; l'ensemble O sera appelé un gystéme de

e P &
générateurs de 5 .
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Supposons gue ?Eﬁi soit un espace vectoriel par rapport a un

corps Cjz . On voit alors gqu'on a la propriéié suivante :

Le sous-espace engendré par le systéme générateurs S se compose
&

de l'ensemble des éléments de la forme Z ; &y £; , o8 les X,
b= Z
sont deg élémenis de S en nombre fini, les By étant élémenis de KZE,

Un élément X est dit linéairement dépendant des éléments

Xiz,aag,Kr lorsgu'il peut se mettre sous la forme d'une cowbinaison
% , ' . :

linéaire Z ai'Xi , te gui éguivaut & l'existence d'uns

=1 ,
reistion linédaire

aX + E , a,_ = 0

; tst

les éléments a ot a, de gﬁz ntétant pas tous nuls Si'”“r contre

il n'existe asucune relalion ds cette ss pécea'lmﬂ élémenis

X, X%seowagx SOﬂt dits linéairexent 1naepenaants° _Ee méme s'il

T
n'existe aucune relation 11nea re entre un posbre I&ﬂl dféléments

appartenant & 5, on 4it aue S eSL un systéae d!éléments 11neaére=-

ment 1nabpenuanns,

Définition : dn SXSueme de penefateurs S d?un cspacn vecscrlel_f

3

?ﬁ; sers aggeie une base de éz 5 si toute ﬁartle de S qul ne

coﬂclent pas_ tous les ele;entb de £ n'est plus un ,ygt me de

g snérateurs de 0/16
Pour gu'un srsteme da géaérateurs de Zf, soil une bass do 0L ,

il faut ot il suffit gu'il soit formé d'éléments lingairement

indépendants.
En effeus s0it 5 une base de ng et soit X un élérent guelcongue

%

de S . L'ensemble 8°¢ forae de tous les & gnts de 8§ sauf X

1én
engendre un sous-espace Z%Z é ﬁ%; L'&lénment X n'appartient

-

- / :
pas & 'ZZ , car Q%L ne peut pas contenir toute 1l base S .




(]
D
(%]

]

Donc X n'est pas une combinsison linéaire d'éléments appartenant

a

8', clest-s-dire il n'y a aucune relation linéaire entre les

e

z

éléments de 8. Réciprogusszent, soit § un systeéme d'élézents

ond

inéairement indépendants sungendrant l'espacs 2%; et soit 38' une

3

partie de 5. Un éléﬂeat X de 8 gui n'sppartie ﬁL pas & 8' ne psut

,, RS

pas a artenlr 2l SouS-6Space @ﬁi engendré par S', car X n'est
59) ¢ 7

?

Donc 8' n'lest pas

= 239

pas une combinaiscn linéaire d“élémenﬁs de S

< - ST P ; T 5 S - -, 3
un systeme de générateurs @e‘@Z el par sulite £ est une base de §Z .

l'espace vectoriel 90 sdnet une base B, tout élémeut de 7

s'exprims d'une facon el d'une seule comme uns combinaisop lindsire

3,
SE Ay
5 B
<
=

g'éléments appartenantusd

En effet, soit I un ecnsenble dont les &élémenis correspondent
d'une facon biunivogus aux éléments de B. Appelons = 1%&1énent
de B correspondant & 1'élénment 1 de . Comme B est uns base de

2%; , tout vecteur X de T se met sous la forme

- x €A,
¢EL e
o tous les élézents Xi, & l'exception d'un nombre fini, sont égaux

S

. O. Comme les éléments de B sont linéairement indépendanis, on ne

pesut pas avolr une égalité de la forme :

=
2= /) e = x! e,
= = B - g
- cer GEL -
sauf si Xg = X. gquel gue s0it i. ©On dit que les élénents .Ki

forment un syst

g

gue les vecteurs X sont en correspondance biunivogue avec lss

>0 = = 5
¢lézents de l'esgpace vectoriel bﬁj - ( § 2, exenple 3). Llespace 7

est isomorphe & é@iz, En particulisr si B est une bass finie,

c'est-a-dire composée d'un noxnbre fini d'élénenis ©,58050:0259, 5
= 6 =

tout vecieur X de Q%Z se et sous lz forme
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Xger

Ao
et l'espace EQL ast 1sonorphe & l'espace CZS

il existe, & une isomorphic prés, un espace vectoriel Dar

rapport & (2i gul posséde une base de m@me puissance gu'un ensemble

donpé 1.

En effet, l'espace CZLI posséde bien une base de m8me pu

iggance

que I. Boit &, da fonction qui fait correspondre & 1l'élément i

3

de 1 1'élément 1 de (22, et & toulb autre é1 édart de I 1'élément O

de »Cﬁi . Lienserble de ces fonctions e. forme une base de {ﬁ@ -

4
Dlautre part, nous venons de montrer quz tout espace vectorie
edmet une base de m8me puissence gue I azst isomor rph IZZ

Les théorémes gul suivenl concerment les espaces vectori

admettant un systéme‘fini ﬁe géaéﬁaumurs

De tout sysién flﬁl de sueraﬁeur da 1 emp@cw vectorl 1

on peut extraire une base de P .

Scient ©ppeco0s®, les éléments d'un systeéme de générateu

I

I oni

n~a.
®
PEd)
&

%’Z

o . = - S -
de Y9l . S'ils sont linéairement ind depeadantis, ils forment une

base ds Z%%Z . Supposons qu'ils us soient pas linésirement in

danuno Dans 1z suite des vectauzs' ezg,,aafav supposons lss

vecueur% aﬁpou“egez Aanalwemebt indépendants, le vectsur e
tant supposé linéai irenent dépendant de aﬁzcougai - En supp

€54 dans la suite des générate:rsg-OH obtient un nouvesu sys

D

de générasteurs de Zﬁﬁl ln i w pét‘ le raisonnement précédent

nouveau systéme de générate Surs., Aprés un noubre fini de pas

arrive 8 un systéme de générateurs forne de B &éléments linéai

indépendents. Ce sera une base de 0L .

an

1 JE’G% nent
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- 1

<=

8i E i 2"'°”en:§ est une base de 1'espace vectoriel W st si

X4 xg,gaost sont p vecteurs linéairement 1ndependanus aggqxuendat 2

3&; , on a foreément p £n gt on peut trouver pne nouvelle base

formés par X{, xg,,,chp et par n-p élémenis de la bgggggq,ea,,,aﬂe%

Pour démontrer ce théoréme, nous procédons par récurrence suivaunt

P. Supposons $>5§x1 et supposcns qu'on ait trouvé un@’base fornée

par p-1 vecteurs linéairement indépendants Xipxrﬁooogfpai el par

n-p+1 vecteurs de la base donnée. Soit E?X?,oooj 4 wﬂye,@ﬁcn‘]

j'x
cette nouvelle base. Tout vecteur Xﬁ peut se mettre soug la Torme :
' #-Z P

i

1) - Z Soa b .
(1) - . 2

8i X, est lindsirsseni indépendant’de T g o= cléments Dy
ne peuvent pas 8tre tous différents de @,'Suppasoﬁs b % 0. En mul-
L . e =1

tipliant la relation précédente ; ar b , on psut exprimer ap sous
D

forme de combinaison linéaire des vecteurs Xﬁgeungup 49 Xp‘e PR

Ces derniers vecteurs forment domc un systéme de Géaerdto&rs de gL, -
3

De plus ils sont linéairezent indépendants, sinon Kp serait une

D17 p$15000ga ; clest-2-dire bp

serait nul, ce gui est contraire & potre hypothése. Donec

[z%,,,ngzp, p+1g.noge E forme une base de '%%@7

Il importe de remsgrquer gue le changement de base Pgm» se Tazizre

combinaison linéaire de X%,OOGgX

effectivement 1orsque les vecteurs X%BFQQ,X§ sont donnés sous Forme

de combinsisons linéaires de '@1,,,ggen ; clest-4 L-dire on pourra alors

exprimer effectivexent les &léments €y,000,8, sous Torme de combinal-
. D
sons linésires des €léments de la nouvelle base BX4j,DQSXp 3 Oppqaocs
3 < & A

L

Qﬂ} . Bn effet, supposons xewo”»t—:ewwgE déjs exprimés sous forme de

conbinaisons linéaires de 29 XQQ.GQBXP g1 90005 00
. o = i




A
=
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Alcrs Xp peut se mettre sous la forme (1) et on pourra exprimer ep,
et par suite aussi 91,,°n,ep 42 BOUS forme de combinaisons lineaives
des &léments de lsz nouvelle base [Xq,seopo, ep+1,,ca,en;]q

En particulier, n vecteurs linéairement indépendants forme une

nouvelle base de 7%, et il en résulte gu'on ne peut trouver plus de

n veciteurs linéairement in&épendants.

Le théordme qu'on vient de démontrer s de nombreuses applicatiouns.
Enoncons d'sbord le corollzire suivant

Si l'espace vectoriel QK%Z admet vne base finie formée de n

&léments, toute base de FYL est formée de n éléments.

Ce corollaire justifie la définition suivante : £1 un espacs

Joo
o
L2
£
s
ot
&
0
Lo

vectoriel admet une base finie formée de n &éléments, on 4if
de dimension n ; si l'espase vectoriel n'admet pas de base finie on di

cu'il est de dimensicgn infinie.

: ~ . : e :
Tout sous-espace @Z d'un sspace veclorisl 7@l de dimension p

est de dimensiop inféricure & n, & moins gu'il me soil confondu avet

En effet ’52 est évidesment engendré par un systéme fini d'éléments
de %%Z . Un peut en extraire une bass de ’X& formée de p éléuents

2 Vs .
X%,cooyXp et ona p £ 1. 51 p =1, YL est confondu ave L .

4 Vet s A =5 3 o 2 s o
On peut adjoindre & Eivec R des élénents ¥15o°°§in=y

= ¢ i =~ = ﬂ . : - : :
E;Xq,cdcyzp, Y&,soanhsng s0it une base de @%Z . Les vecteurs

tels gus

- i S 2 . f"( / 5 ; /?-
Z%gacwpfnap forment une base d'un sous-espace ﬁz . L'espace 00

X ; : ~5 :
est la sonme direcie des sous=-espaces @Q, et &z .- Donc::

H

Etant donné un espace vegtoriel Wl de dirension finie n, & tout

sous-espace f%z on_peut adjoindre un SQUS=-€8DaCe ‘ng tel

‘i_f
fot
o
o
1)
a9
e
&

soit ls somme directe U6 + Y’ ; de plus on a :

dimension Qﬁﬁ@ = dimension_’gz 1+ dimension ‘%Z”Q




et
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L'espace-quotient 3@Z//3Z est évidemment isomorphe 2 -azg
Done :
dimension YL + dimension ﬂ@l/?ﬁ, = dimension YL
Soient ?ﬁ, et %@ deux sous-espaces quelconques de oL
et considérong leur intsrsection ’51 f\ ’5@ et leur écmme'@%g/§%
En adjoignant & une base de ]ﬂ,f§Qﬁ dﬁs vecteurs convensblement
choisis de ’KL et %Qi , on obtlent des buses Douy 5@ Qﬁ
et ( me ; @Eﬁ ). Bar suite : .
dimension /ﬁi + dimension ?ﬂf e e { ?ﬁ,, %Zé} =
dimension ( ?%,KN Zﬁﬁu

Resolut*an dlun systéme 4'éguations linéaires.

Con31dércns un gystéme dléguations linéaires de la forme
e

(2} E ai-e’:‘zk = bi I3 i .' 'i;"‘;:?""j"’;p $
e d 7

ol a. ik st bi sont des élémentis d'un corps éZZ'@ C

i

o

n

o

G
pe 8
£

£

()

z °

s'appelle systéme d'équations linéaires 4 n incornnues. Une solu-

tion du systéme est un enéamble-de n élémenis xﬁp,af,;zm de 5§i

qui vérifient les éguations données. Considérons ll'espace vectoriel
7 ' o = ; :

6ﬁz ; avec multiplicatlion & droite, de base i eﬁyegans,aiep;E

et introduisons les vecteurs

b 4, ®3 By o k=1,2,....,0 .
= : . b.
B . 1 : ‘
Le systéme {2) & uiVaut slors & l'éguation vectorielle :
: . 4 :

Trouver une soluflun revient § metire le vecteur B soug la

forme d'une combinzison linéaire des Jenteuru “zgae,;ﬂm

derniers vectsurs sngsndrsnt un sous-sspace {ﬁz . On effectue

. Ces




ANTAN

des changements de base successifs, remplacant d'abord par Aﬁ un des
vegteurs de la base {:ez,eccﬂ ep;}y par exemple &, et en exprimant
ce vecteur e, ainsi que Ag,.eebﬁn en fonction linésire des éléments
de la nouvelle base [Aﬁ,eg,.ggaepzje On remplacers de la méme fagon
un deuxiéme vecteur,; soit ©,; par un des vecteurs hogeceghy o On
continuera de la m8ze fagon Jusqu's ce gu'on zit obtenu une bage, par

exemple [ Bpyeee,d,, © ,f;,aa;ep.? ; telle gue les vecteurs

7
Ar+ﬁﬁ,ccpﬁ 501ent des combinsisons lindsires de Agrecehy

i3
Z Ao =

ki :
Leﬁ Vecteurs A4A,,... a Tformert slors une base de sz . Dn exprimers
t? & :
. o - '
aussi le vecteur B en fonction linméaire de éﬁqygoagﬁff Oppqe ol |-

Pour gue 1féguat 1on (5) sdmethe une sojutzgm? il faut gue lg vecteur
B appartienne & @ﬂ& ; elest-d-dire qu’'il dépende lin cairsment d
&

)
Ay,e00,4, seulexent : B = /> A B,

T

Cetie condition est suffisante. % vb
Si elie est remplie, le vecteur %gig A %, , ol les &16-
bz Ly L .
nernts Bonpgio0= %y sont d@% ¢léments grbitraires de LW/ ; pourra
se mettre sous lag forme ;Zl Az, 2

E S 2 o = i *: =
Les élénments EppeeopX, ainsi de
ale

= 1 ot donnés arbitrazirsment

]
Le nombre r sfappelle le rang du systéme d'éguaiions lindairss. La

solution générale contient n-r é&léments arbvitrsires. £i B = 0, le
systéme est toujours compabible ; 1 s
gue la solution Xp 5% = co00 =X = o

Une méthode de T'ScluLTQh un peu différente sera donnéds su
paragrephe muiVDQvo Des formules de résoluticn expliciites seront
1nalqv ces pour le c s d'un corpe commutatlf suv parsgraphe :Détsrminant




relations de dualité.

Soiu'bﬁz un espace vectoriel par rapport & un corps 62[ , avec
multiplication & drolte. Soit ’331 l'ensemble des Fonctions linéaires
définies dans QHQ, et prenant leurs valeurs dans Ciz . Une tells
fonction lingaire s appellera egaleﬂent une Forme lindaire définie
dans 2@?,0 foit x un élément de 2@2 et 7 an &lément de ﬁgﬁ .

Nous désignons pas Ux la valeur de la foncition lingzire u corregs
pondant au vecteur X . FPar hypothése on a :

(1) w(x + x') = ux + ux!

: uwl x2) = (ux) =

quel gue soit 1'élément & de ézz . Dezns 1l'ensexble %@@f o peul
définit une addit¢on entre &léments de 2%2, ot upne multiplication
& gauche par un élémeut qaelconque de éﬁi . Bn effet désignons par
v + u! 1ls Ponction gui fait ccxrespondre & tout élément X de (UL
1'8iément ux + u'x et posons @

(2) uvx o nx=(o )= _ ‘

Y

La fonction w + u' est bien un glémnent de (1 : gar de (1) et (2)
on déduit ‘
(uta? Mxtx' ) = u(xtx! %u“(x+z@ = uxtuxitulzratx! =(uto® YxH{otal )x! ,

c -
(utut Mza) = v{xa)tul(za) = (ux)ot(u'x)s ={uxtuix)s = (utu! vxuéa -

i =

e

s

De méme désignons par e v la fonction gui fzit corrgspondre
tout x 1%6lément alux) de CZZ et posons :
(3} (an) x = a(vx)
ot o5
Lg fonction a u est un e&e¢euu de (B, , car om a les relalions :

aluxt) = (su)x + (au)x! ,

1§
&)
o
b
¥

(ou)(ztx!) = agé(n,z }ﬁm a{uxtuzt )

{au){(xz b) = aﬁu(xb}j a%fuh}b} = ga(ux}} D = [{au}@l b

o=




l'ensemble Zﬁzﬁ?structuré par ces deux lois de composition est

donc um espace vectoriel par rapport a éﬁi avec multiplicaticnv

& gauche. Nous 1'appellerons Llespace dusl de O0C . Ltélément O
de %ﬁ@% est la forme linéaire u +telle gue u x = U quel gue soit
=z

Remarquons gqu'il est impossible, si éﬁz nlest Dbas commutatif,

te satisfaisant &

‘,.! »

de définir dans ‘@gi une mulLlUllCathﬂ & dro

la condition : (ua)xz = {(ux)
o T ‘ - CRE 3= =3
Si ﬁgz. est un osspace vectoriel gvec multiplication & gsuche,
o - /W‘ :
on définit dlune facon anslogue l'espace dual (0L gui serz un
espace vectoriel avec multiplication & droits.
Supposons qu?uﬁe basgs de ?ﬁg , avec une nultiplication &
droite, soit formée par les vecteurs 8.y o 1 est

guelcongue d'un ensemnble I. Toutl vecteur x s8e mei sous la Fforme

1
Une forme linésire uw f£3it correspondre & =x 1la valeur
N '
nr= /., (ne )zx
e L =B i
Posons ¢ ue; = m; .
™
nx = u: %
ter *+ 1
Cecl montrs gu'une forme liindsire u_egh c@mplétement déterninée
lorsguton se donne ses valeurs carzesﬁ@ﬁa nt aux €léuents d'une

'S = - :
base de ﬁg@ ; Ces valeurs peuvent Bbre choisies srbitrsirement.

e

)

Lfespace vectorizl donné est iscmorphe & 622? avec nultiplication

: s - .
& dzoite, et on voit gque 1l'espace dusl ﬁZﬁ est isomorphe & (M

avec multiplicstion & gauche.
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Soit WU l“espace dual de m*‘ A tout &lément z de UL
correspond ur élément 57 510 %Z ; cfest 1s fonction linéaire

=
gul fail correspondre & l*elt,uent arbitraire u de %@ 1'&61ément

S

*
u x de ﬁz; . Comme il existe un élément e‘?: de %@ tel gue

on veit que le seul ele em,x tel que u x = 0, guel gue soit n,
est 1'élément U de %(x Jaonc & deux el@:zep’rs dig ’f‘ncts %z et x!

de W correspondent deux éléme nts distincts de Z% . Par suite

T
x

ml-

nous pouvons identifier x e

= 17 a
; Slest=-a-dire %u peut cire

o < 4 - ﬁ’%
considéré comme un sous-espacses de W :

En perticulier, considér Tons le cas important d'un sespace
- > - : . . et
vectoriel %7 de dimension finie n. L'espace dual WU aurs slors
oo -

z i Z
lz méme dimension n. Si m est isomorphe & @; avec muitipli-
_ ; - =

# ¥ - . -
catlon a droite, m sers 1iS0morpas a @Q avec multiplication
P '%W d

#* ’
é, 5&11@1166 Par suite m est iscmorphe 2 (U avec multiplication

& droite. En identifisnt les él,emen;;s @orrssyonéants x et x
' A EF : - :
espaces WL et YU sont identigues.

Vo 78"
Solt E«a,”emg 8, | ume base de @?ji :
{ Caa o
<

2 ??( 7 F L /‘F%
Solt & 1'éléuent o #C tol que
“ & 4 2
- - §j a , si % = j
= = b) 5 ,'::3"71 i = -3
i { 1 g J
clest-8-dire 17élénent tel gue :
32
7o
8. X =_X
i 3 :
Ou a slors : . :
Yo He it %% ;
> o £ N £ ‘5"5\
; {1_3_ e, }x = E X = /5 udc zi — ; . 5 1 x
T4 Sl gk 5=1 X £ Fosg
b= L=Z e P L=

foed
g

i
O
e

)

()

Donc tout élément u d&a FHF se met zous

Tty
O
et R

u - b




ot u est défini par :

ve =u..
g i

De plus si u = 0 on a égalerent u & =u; = 0. Donc les éléments
. i :
e? forment une base de Q%%Z : nous l'asppelons la base ssscciée

de [ei, Snpeces® ].

Belation de duslité.

Scit Z%z, un espace vectoriel par rapporit & 5ﬁ£ avec multipli-
- - - - ! : . ' =
cation § droits ¢t soit ?@{ un espace vectoriel psr rapport & di

asvec multiplication & gsuche. Hous appelons relation de duaslité

enire ﬂﬁz, et ?K@é une fonction gui falt correspondre & tout couple
fx, x') ot = € %’Z et xt € /mj , un élément de {ZZ que nous
désignons par =x'x , cetite fonction satisiaisant sux conditions
suivantes :

1. Si x' est fixe, x'x est une fonction linéaire de X ; 81 X
est fizxe =XxX'x est une fonection linéaire de x'. HNous dircons aussi
gue x'x est une fonction bilinédaire de x' et X .

2. Le seul élément x! de %@Qﬁ tel gue x'x = 0 pour tout

e , i % = oo
x € W est O ; le seul élézent x de éﬁi tel aue 'z = 0 toui

=z A e 5 > 5 f% = 7},& c = 7 S
S'i] existe une relstion de duslité entre fUl st (UL st si (114
= =i = Zon rrrg S = : -
est de dimension finie n, l'espace Bl est isomorphe & l'esvace dual

S

- :
J6L" ge WL . ,
En effet, d'aprés 1 lition ( & 1t &1 é&men o i
in effet, d'aprés la condition (1), & tout élément x' de UL

: s _
correspond un élément u de 2@@ tel gue x'x = ux , gquel gus ;




5>

Dilgprés la condition (2}, & deux éléxents cistinctis ée ’5¥Zd corres-
pondent de cette facon deux éléments distiuncis de 'ﬁgz%: Comze ls
corresponéaﬁceventre %! et u est linéaire, ?ﬁmi est isomozrphe &
Un sous-espace de'??l$} Done la dimension n' de ‘335/ est au plus
égale & celle de ’ﬁ%ﬁ% , cfast-i-dire n' < n . L'espace . ayant
vne dimension finle nf, le n8ue raisonmnement montre que n < a' .
Donec n = n' . La correspondance x’é;j?'u est donc une isomor-
phie entre W' et 2@€%

o v 2 ° 2 ~ 2
Ho i ceoy en:g une base de 53@ . Comme il existe un

&lénent el de ’5@5 tel que

L O, 21 4
i 3 1, s1i

i
o
(3

it

il existe un élément a; de T’ tel que
D, 81 1 4]
el e. = i
i 73 1 =1 i:= 4.

: /
Soit {a'g”""?an une bagwe de @%
> e
f=a1 k&

les coordonnées xi de veecteur e% alobtiennent en cherchant la

solution, nécessairement unique, du systéme d'équations linéaires ;
. 0 81 J 7 3+
)= 7 - A
k) 1, s1 J i .
On pourra ainsi déterminer les n vecleurs e%;aqe,ei

i . : : :
une base de Qﬂﬁ; . Les deux bases §Zeﬁgoq03@nizez {eégoocasé E

L,

Stk

tn}
o
feto
=D
(@]
P
D
)
(@]
(o]
<t

seront dites associées. Si 1fon pose :
: Ve

X

x = Z 9, X

é
wgﬁ j’
— ¢ ?
% = z 39 cE
s bat -
le fonction bilinésire xﬁy prend la forms

ffﬁ Xg ﬂ, =

e
(i
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= “ =

Toute relation de dualiié entre m et ’MZ antraine une corrss-
pondance biunivogue entre les sous=espaces de m el ceux de ‘?}22’ -
'KK &tant un 80US-68DaCE ae WC , il est facile de voir gue llensembls
des éléments x! de m uels; gue f?x = {1, pour tout = € U .,

/
Un SoUsS-28pace 2 ( % } de m - De mBme sl U’ est uvn sous-espace

’ : . . -
age WL s l?anseable des @}, éuents X tels qae xlx = 0, pour *Jz,,«
’ /
=t € W , f‘orﬂe wn sous-espace @ (’%‘Z Y de UL . Hous pouvons

prendre Gans m une base Ee 552 aeaj telle gue gagga,esafg

)

4
= s A
Porme pne base du sauﬁeew,\,&;@ gl ds m s

o

b
- Solt { o gl E une base gssocides & e < -I% Tout Slément
%b -1 °oc 0 g 7 & Uax éie 24 SR =T /:"? @0 ¢ 3«»}2 i o o Ll 08Tl S
%! de 5@ ( ”5’{ ) satisfait aux éguations
Xg l \:} i g ‘ggﬁbo Qg r £-3
s YAt o A 538 =
= 0. Par sulte z@ { ngé ) est le sous-espacs de

/55(, de base %i “e“,} egli . Done :

dimension Yl + dimension® D ( Y =
Le sous-espace 9 Eg} & (4 )E qui correspond & & ( W ) es

Pormé par l'ensemble des élémentis X de ﬂz tels gus

@

Done D ( D W) est identioue & Z{Z . La correspondance
’T&?Z, —_—s % {ZZ } est Gonec uns correspon ce biunivogue entre les

sous-espaces de W =t ceux de 1118 (4 : nous lfeppsllerons dualits.

= = - = = =i 3 e SRR S e
Tne dualité fait correspondre & tout théoreme sur les sSCuUp-68Datss

iy

de U un théordme, appelé théordme dual, sur les sous-espaces de

’ = -
B . (Exemples).

Remargue : Lorsgue f@;@}iﬁ est un espace vechorisl par Tappori &

un corps commutatif @ , €t dens ce cas seulement, on peut définir

une relation de duslité dans (6L , c'est-5-dire unse fonetion Xy




el

o

de tout couple d!'éléments (x, y) de FYl prenant ses valeurs dans
(ﬁi et satisfaisant encore aux conditions (1) et (2). L!étude de

la strueture ainsi définise danu @?Z gera l'objet de la géomdirie

euclldlenne,
Aﬂyllcatlon_awla”resoluzlonmdfunus”stéme d’équatlons 11nea1res.,

Reprenons le systeﬁe d'eqaatlanu llapalres etuale & la fln du

paragraphe pfecedent >

He ey
%k ? 6§;

2 o < =4 % ol & o7
Soit 1l'espace vectoriel éﬁz gvec muliiplication & droite. TFout

i = 1pwo4cap

4
7273 :
vecteur x de éﬁg se meb sous la forme

a2
o& Lqubpaaa E est une base de /6; . CO&SldmfGﬁS i1z base associce
. S (3 '

% ? .., B ] de li'espsace du&l { ) et les 1 formes lindaires

o
- .

- B 2 2 4 %ﬁﬁ
Le systéme (4) s'éerit slors _
(é)g ﬁ;; Xg —gi ; i g‘:.‘%scoeg
g Z e 3 7
Les p formes <. engendrent un sous-espace _ﬁi de ( @?\ . En
suivent la méthode du paragrapne précédemt;'sm peat'effectuﬁr Ba
3 5t Yo ' S = :
changement de base dsng f5ﬁ§’ } , la nouvelle base étant formée
dtune base de L , Dar exemple ﬁgwnggp et Ge “sé‘mlﬁs
- R . = 7 ‘@3’1“7
de l‘aaeleane bage [aj e @gijo Soit E%%a yf%i ?5 - w |
2 ¥y SRS 3

cebte nouvelle base. Zn effectuant ce changement de bass, on rA“T?P

48

i: 5 gl B “sth

i 3 .
=3 s = i = o o o D= e
_%?{% = é/ ‘ ‘g 4 . s 8
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#ultiplions les relations précédentes & droite par un vecteur x

v _
de CZL et Supposons que x soit une sclution de (4)'. On surs :
D
. : 7
(5) L2 ;g; i3 4 = 1s+h =
gt

D ;,; ¥ x3

Pour gu'il sxiste un vecteur x gul soit gelution de (4}?, i1 faut

Jo

gue les éléments b, satisfassent aux relat s (6). Supposons cette

e

condition vérifiée, Un vecteur x est t rminé d'uue fagon biurivo-
cue par liensemble des ses coordonndes r elatives

Les coordonnées relstives 3 iz base sgsoci
# #*

98_} 25 © o o ge ] SOI@’E J—e 5 DIQO.'QJ. bfb g .A.a ’éqxg © e © v Eﬂgs’?‘; 3
e -

8 Lo = Z i e ° 045 @ﬁdi = X

. Pour gue x so0it une soluticn de (4)¢
e 1 " g & f e S E = } ?

il faut et il surfit gue 2= b oour 1 =1 o .
i i : .
données Kopq2°°°5 X, Dpeuvent 8tre donndes arbitrairement. Les

Py e L3 e -73
8 coordonnées Eigees X, relatives & la base primitive gﬁqyaooBanj
b H 2
Lo

sont données ensuite par (5). Domc les conditi cos (&) sort les

conditions de compatbibilité du systéme donné, =t, lorsgue ces condi-

A Y

tions sont vérifides, la solution générale ost donnée par (5], of

3 -
ies n-s elemen@s Loy, BOAL des Sldments arbitraires de {ﬁg o Un

voit que, si tous les b. sont nuls,; Jes vecteurs x eh

Torment

,‘:‘5’
©
)
0
o
T
n

un sous-espace de Ci? & n-s dimensions ; si les éléuents 338
sont pas tous nuls, les vecteurs =x forment une classe de aengruénoe
modulo un sous=espace de dimension n-s.

Dans la méthode de résolution du paragraphe précédent, on
pouveit donnsr & n-r des inconnues x?ﬂasogxn des valeurs arbitraires

D

dang Cé- - On en conclut que r = 8. Le rane du systéue peut done Bire

défini soit commne la dimension de L'espace vectoriel engendré par

les n vecteurs




e

B

[ SR |

ZB alk ; ksﬁgoaooany
ol les vecteurs B ,o,aghp sont sapposes linéairement indépen-

dants, solit comme la dimension de l'espace vectorisl engendre
par les p vecteurs : :

e
’gi = Z &ik 3; 3 i = 1.200908P o
‘é%@

oo m oo oo

9 2 . Hatrices.

- ¢ ;
Solient 3@Z et ggz deux sespaces vecloriels par rapport & un
p==

corps CZ& ; avec multiplication & droite. Soit f une trausformation

o 2 3 i g 24 a3 £ e 3 27 7 e
linéaire de 5@2 dans f@éz_eu désignons par '(K} l?lﬁ-g@ de l'2liénent

x da-%@Z . Toute transformation lindaire T est codplb»v“ ent déter-

minée lorsgu'on eonnalt 193 1&ages d@s eluﬁen A< d?una b se d@ %@Z -

En supposant que Z@? alt une base _finie %:'43,,056 ,\ a en
effet £( ;Zi ey %5 4ﬂ (e, ) x. -

vzt &= 4
En se donnant arbitrairement les lé nts @ie }' on obtient une

transformation linéaive I &Tbltr&léea Supposons /?’3591 ﬁont ds

. : e e Py b
dimension finie ot ch01515ﬁoﬂg Ane base E?%E,ooz ef | ae (0L .
La transfors afion f sers @lars déue¢m1nes'gar-les relations suivent
{—55‘:? . 73 “ % % = - z '
{/f} f{@ } o Z‘A eg 2 a7 4
EN % =4 L s o 2 2 s ﬁ s e o .Q o
3 e j jl 7 &3 ?
Posons : .
x = £ SR,
g-féﬁ?ﬁm
=% T3
Hx)= > ol x_ -
g,z'@, o & :
On aura : "
- FIA “ fm
= = L
f(x) = fle )z = ) ol a .. =x.
2) s=1% = W i ey g gk
{2 z o= e o %
3 /. 33 3
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La transformation linéaire ¥ est déterminée soit par les formules
(1) soit par les formules (2). Etant données‘uﬁe base de WL et ume
base ds @5{', & toute fonction linéaire f correspond dlune facon

. Le tagbleau

biunivogue un tableau rectangulaire de coefficients =

a 2

il 12 in

ag"' S ® © ©0 9 G 8 ° © 8«,«
aﬁ : 6 ¢ ¢ o 0 & O ® 2 © 8)
D1 90 .
: = = >
s'appelles une matrice sur le corps 5@, . Hous Jscrirons ausel
A = (a--),_eﬁ.ccnveﬁant d'appeler a.. l'élément appartenant & la

Ji
~ Hne o < . a <
J l;gne et a lg i+ colannea hssoclons & £ leg natrice 4 formé

(D!

par le tablesu des coefficients dans les Pormules (2).

A toute transformstion lindaire T de é%é dans ‘%ﬂi correspond

£* ae 1'espace
VZd o/ = 5 = - =
dusl Y80 de W’ cans 1'espace dual W ae VL . 80 effor, £° est

-

- s ¥
1lg bxansfar*aulon cpa faig correspondre & tout €lézment u' de (16

d'une fagon biunivogue une transformation linésire

5,

o e %
1t6lément £ (u') de WCF tel que :

£ n') x = ol #lx)

- : o> o4 = £ % Arcs 5.1"? A
uel que soit x & WL, g3 §af;o,ggeéY§ et la base de (4L =associde
i 2 e :
o # : - I
& | 8,p000,8 =§ st ga? 9a°gg9?%j ls base associée § (e}, ..., sﬁq%9
1 : D . - [ L J
lﬁequatlop précédente entraine :
7 Vs
E (eg’ ) x= ei% 2(x)

En tenant comgte des relstions {(2) ¢ , :

: ARe . Al : : A

¥ <5 . =5 #
st” 2lx) =2t = > 8, X, = J s e =z
J J &% g = 1
Fat ¥y - o ¥

f (e..“ X & ( ff;i anmi @i } £ >

Donc
. Y %
p G
(3) flel )= ZZ a.. e. - =4 -5
3 c=4 J+ 23 :




=

BEn posant 7

e J 2
¢ = T e -
tlol) = 72 8 ol
=%
on obtient les relations suivauites analogues aux relationg»(a)

: (3- ‘. == “BA -. 7

{(4) * w, = u_gajl .
Nous associons & £ la malfice A" {aji) formé par le tableau
des coefficients 243  dans {4)°,Dans'(a

3 la jléﬂe colonne - et 2 1s i iéme llgneo La mat rice 4~ s'appelle la

g.a
T
o

o £ e -x.“ r% " S N
matrice trausposée de 4 . .aa'kranspesee de A est de nouveau A .

 Une forme 1inéaire w d6Finie dans L est une transformation
linésire de %3@ dansg éﬁi Prenons une base de JUC et comsidérons
17&1énent 1 comme base de'éﬁ; . Lo for e lindaire u est alors
définie par la matrice :

g
(u) = (u,, ug,,eegan}

Un vecteur x de %EZ peut etf cousidéré comme définissant une

trans f;rmdtlon linéaire dQ Cﬁ: aaas ﬁ%Z,; en ﬁonsidérant X comme

Fzt

1timage de lgélémemt ?_de CZZ - Hous associerons donec au vecteur
x= 2, o, % la matrice :
=i 3 :
A&
J
% = X
-
Rang d'vne mairice.
Hous appellerons rang droit cde ls matrice A associée & f la

- : : 7 Ay e = ¢
dimension r de 1l'imasge de @%{ dans %&<c Ciest la dinmension ds
llespace vectoriel engendré par les 0 vecteurs (e }. = Cs unombre

Zitin

appelé le rang du systéme d'éguations linésires :

O
L)

r g déeja ét




B
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:Z: aji 5 bj - Jd= @,a.eog D

=%
A la fin du parsgraphe précédenti, nous avans vu gue ce nowbre ost

aussi ia dimension de l'espace vectoriel engendré par les vecieurs

# - = #, Ey -
E: a =98 5 ctest-s-dire par les p vecieurs £ (s, ), Il convient
=4 -
d?anpeler la dimsnsion de @et espace vectorisl le f&ﬁg;gauahe de la

natrice {a.. }’ - 3@ ;

f

Le reng Groit de la mstrice & est o5l ou Teng gsuche ds la

matrice itral sg@sée.',

Cette proprisété xévalJe encore cu I&LQOQLfECﬂt suivant @
Supposons que £ applique W sur le sous-e b ace W de T’ ot que
lz transformation assgociéde f§?ay711quu 3??’ sur le sous-espac ?ﬁ*
de E%K%b Les éléments u' de %ﬁi gui sent appliguées sur 1lfélénsnt

¥
0 de YW sont ceux pour lesguels om a s
R f(i)
guel gue seit =x € T8 . “ane ces éiéments ué engemdrent le sous-
espace 2 (‘%Z/} W ou1 correspond par dualité s @' . pone
’%Z% est 1som@r§he & l'esvace-quotient (16 //§Q(q?ﬁa 5i T est la

)

: 277 .
dimension de OC , celle de g ( 32 sers p-r ot par suite

s

1
dimension de @: sers également r. On verrsit d'silleurs facilement
’

’KZ% - - . A7
gue est isomorphe & llespace dual de 4L .

Opératjamﬁ sur les matrices.
Lz somme de deux ﬁranafarmaiions linéaires T ét 2 46 Q@Z. dang
Bngsst la % abﬁfﬁfm& ion linéaire + ¢ définie par :
' (£ + ) () = £(x) + o(x)

guel gue soit % € d6 . Si A ot B sont les mairices rsprésentatives

orvel

- 0 )
de £ ot ¢ per rapport & des bases de Wl ot HL°, 1a scmme £ + B

3

est la matrice représentative de T o . ©Cn voiﬁ gue la somme des

deux matrices a‘j} st (éjj} est 1s matrice (aiéL b
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Dans l'ensenble @EZ@y des matrices & p lignes ei n colonnss se
trouve done définie une addition gui donns & cet ensemblo 1ls
structure d'un groupe abélién.-

Scit P une transformation llnea1re de #. dzns Z?Qf et @ une
transTormation linésire ée'ﬁ@Z! dans 535 La transforms tion composée
de £ ot @, c?est=aed1re la traaufozga+1on 9f , est une “"nﬂﬂﬂormao

-ﬂfZ

/ 4 : .‘;'J.. =
%%Z, eu'Qﬁﬁz les fOﬂCtlQﬂS f et o san@ repr@senpees par.las matri-

Jj

: E :
tion llnealre de 3@@ dans §?Z-, avec des base es choisi,

ces & et B . Par définition 1@ Efsault Bi est la matrice représen-

tative de of .

ow ?y = - ﬁ
> [e(x)] = 5 or
X= 2 %i .xi : £lx) = gl xi . o lpP(x)] o @rs% XN
: 5= 2 s g—-"'g J e'g ‘%61 & X
' = 5 x . %0 = 5oyl e
4 e k g
o =%Z 7 3 5 g‘«:ﬁ =d
Jous aurons slors :
- o Y
X", = ;{: b a _ x = bid
k F=% =2 ?J 33- i rear k1 L !
&

be produit B& des matrices A= (a..)et B = {b ,). sers donc

la matrice € = igki}” qui surs g llgn@s et p colonnes. Le pro-
duit BA de deux mabrices .&.eﬁ B gst défiﬁi,l@rsgae.ie'namhrﬁ-
de lignes ds A est“égal;au nozbrs de cdléﬂfﬂe da =

Lg multlnll tion deslmatriﬁes n'est pes commutalivs, néne si

is corp51§ﬁj est commutatif. Mais les définitions précédentes

entrainent 1'sssociativité de la multiplication : -
{5) - A (BG) = (aB) © .
ainsi que la distributivité de 1s multiplication par rapport &
v 1'addition :




o1 -

A(B+C)=A8B+ AC ,
) (B+ C)a=Ba+cCa,
pourvu que leg opérations indiquées dans ces formules solient définises.
D'aprds les relations (2), la transformation linéaire x! = P(x}
slexprime & l'side des mairices (x), (x*) et A de la Ffagon suivante :
(%) = alx) ' -

La Vauaur ux d’une forme llneazra U corres pondant & un vecteur X

s“exnrlno par le prodult >

(u) (x) = (uﬂ,coa. )(\°

Nn\.o
L}
(Y

La trensformation us= 7 (a jl»ﬁeelp‘lmv par 1'égu ation :
{u) = (u?) a4 .

& rangs du @r@duit B& de deux msirices 4 e

&
c%-
i
D
w0

e
(
o
(o]
B
&
&

égal au plus grand des Tapgs de A et s B

3

Bn effet, 1'imsge do VT dans W par la trausformstion linésive

@f correspondant 2 BA & uvne dimension au plus égale au rang de A

Bemargque : Le multiplicastion des matrices gufon viezi de

R
(N
b
e
i
fdo
Lo}
3
D
E——. ¢

s apye1er zwultiplication lignes par coluzuss.

ait
En psrtzunt dfe p ces veccarlels avec multiplication & ga

k.?

vche, on
gerzit amnené 3 defmnlr une Jultlgllca*ﬂan colonnes par lignes,

Mais i1 est inutile dfintroduive cevte deuxiéme espece de nmultipli-
catioué car, appliqaé & deux matxices A et B, elle domnerail

% ¥ ¥ :
(B" A ) & 1s place de BA .




Seit %%l'ensemble des matrices carrées & n lignes _e-é_ B
% : -
colonnes. La somme et le produit de deux mabtrices de,/é'éz

encore partie de "676‘6; 1! a(_ic'ii‘cion ainsi finie d:ma m sat tisfait
sux axiomes d'un groupe ab lien, : ﬂa mul a,.ml ezi sa'tigfait X
condz.tmns (5) et (6) Ges deux lols de COmposl won def ;s,zsé: %r
dans 557 une st:mc ure d%u,ﬁeaa non ccm;m,,,ts.f (Vﬁll’ v,ism,uz*e zs,,

§ %). 51 l“on 8 chon.s:z. une be,se E ,””“:,e ] d_aae it ;spnge

%77
vectorz.e) %ﬁé & n &L&@ﬁ‘élﬁl’lﬁ touue z;et’fi C 2...3“ de &’?’é COTTEeS-
pond d”zme fagon biunivogue & une ufans.mrmam.on 131&;@&33;@ ¥ de

W en lui-méme :
i

; e 7
XzZeix% ; f(x)gg o; ®';
. ¢ 121 = : A i

A =t e =4

fgai} g@% €4 845
= B . X
P

La transfornation identigue correspond & ls maitrice & dent les
élément sont :

=0 , s /3

?Aii =% l <

La mztrice B s'appelle matrice-unité. Eile satistait guell:

- @
)
o
@D

goit la matries A, & 1z relstion

oQ

Pour gue la transfornation 111::93&3@ £ scit ume isomorphie
de Y sur luvi- 1&9@3 i1l Paut ei, il SJfflL guelesn vecteurs
»f(ei)’ scient lizséaira@;@n*’;-.imé er d.a_iué clogt-a-dizre que li’“w;;;
de la matrice 4 = (= }-saiifz égal & m. "*333,';337‘!;3?1&9 é ﬂeﬁsembla

YW ot de rong n sers sppelée réguliérs. Si la matrice A est
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régulidre, la fonction linéaire £ admet une fonction inverse £

En posant @

e
ol = Ple. ) = 6. 8
s 1 ;;é. = 3 ,v
on aura : ? _
e =1 (o],).

On pourrs exXprimer 1es'vecteurs ai'@n fonction lindaire des vecteurs
gf : -:f '_?-9 = f;i" b

- iﬁ_./ﬁﬁ, j 31 - |
Lg transformat;@n wnverse e 1 correspoad a 1o motrice B g'(bji),a

car onsa e ” Y

o -
- (ei)f“ 2;?& °1) By Z.ej *n

Comme on a 5
2= [rw] = [ ]
guel que soit = € TW. , on conclut gus 3
BA = AB =§
Le mstrice B slappelle la zairice ipverse de A : nous écrirons

=14 -1

B =A""', Remarquons gue A  est aussl une mairice réguliecre.

Pour gutil existe une matrice % tells gus s
A = B

il Taut QVldJJ”eLb que A soit de rang n, car si A est de rang

A .

inférieur & n, 1e prodult XA ne peut pas étre uvne matrice de Tang n.

2

Si A est de rang ng la mstrice X cherchée sers égales & la aatrice

=4 2 Bt =)
A™ " que nous venons de deteralner : en sftet
. 1

{m)g =% —©5i- o A

X

-

Lo matrice-unité E est la seule motrice £ tells gue :

i

guel que soit A . En effet, soil A une natrice réguliére. On aurs
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Fn effet, comme A correspond & ure isomorphie'de 3ﬁi sur lui-
méne, ls transfezmatlon llnealre correspondant Ba ou. 8 AB appli-
gue W sur wn 80&8@630308 dont la dlmﬂﬂﬁlcﬂ sst egale au reng de B

11 en result° queg 81 A est uns ﬁatrlce véaulléfe, taute
ratrice X qul vérifie l?une des equatlans :; '

AT = Q |
L =0 ,

est égale a4 la matrice O .

Supposons A de rang p<L n. Sa transformsgiion lingsire corres-
pondante appligus.zgz sur un souseespa@e’Z@Cide dimensgion . |
Cherchons une matrice X telle que :

LA .3'09 .
Il faut et il suffit qué 1g uxahs¢0rm»blon llna ife_osrresﬁéad&ﬁb
& X applioue W sux 1!élément O de %@Z ' 'te”doncfﬁﬁa icfinité
de solutions du D¢ob$emeaA he rwnb d?uﬂe ﬁaurlca X ££@LCLGQ est
au plus~egal & n-p et pOuL ef £rect lvamenh attelngre cettﬁ %alear. 
On trouvers les &emes-féﬂﬂlhdbs pour l'éguation AX = 0 .
" Groupe linésire général. -

L'cnsemble dos matrices veoull sres de 00 ;i Porme évidemment
un groupe relalivement & la ”u¢olplleablOﬁg caxry cet emsemblﬂveene
tient avec deux élémeﬁﬁsAﬁa'B_leur produit st contient egﬁﬁxﬂeav
1tinverse de chaque ¢lément. Les transformatioﬁs‘liﬁéairas>cgrr68a
nondantes def;g;es aans 0t forment le groupe gdes auLozovghigs ée

o=
ables.

Fedo

'S Ty <
.5%Z ; €& groupe slappelle le groupe linésgire général 3 n var

& =
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Hatrices contragrédisntes.

- = - 7
8i A esb matrice carrée régulidre, il en est de mBnme de & et
# # r
de (&.1) . En prenant dens W et YUl deux bases assocides ge%,.g.;en}
5 -8 -

et Ee% ,,.,Mgefj et en posant :

1 o
ngki& - : Z:me. ; _
: =1 3 : @a“é - - : %
les matrices A st & correspondenu'auy deux transiformations T ei T

définies par : A
' %l == =
q

i ij _
. = pt o5
i 4 1 !
ou encors sous forme matricielle :

(') = A(x) 2

m) = (n') 5
r 4 = ‘;_ n% : S - o . s ca"!?!%") s o e
La transformation £  admet une Transformation inverse (£ ) definie
par -
i {(ut) = (un) A

. . .
La mstrice des coefficients associé L oo
= : :

ra

ea(£*)
deux natrices A = j) et (A~ ) Sk

.{bij) sont dites can*“agrsalewtes.

De mBue les transformations llnealrés'asseciées

i

g.a.

; . > = 52 Sg e’ ;
Deux transformstions contragrédientes opéraunt sur 44 et 5?9 nt

A

Changeument de bsgse.

S
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Lz matrice A = (aji) est régul%%re. Posons
e
= Z — 9 14
x ;é; 3 %4 ;;; o} =}
b x%_)
x) =1 - xt)j= 1 :
(x) i: ) - ); =

Tout vecteur X est r@presenbe paxr la matrice {x) par rappart 8

l*anc;enne base eu‘naz la “a?f1ee (x?) p¢¢ rapyart 1Q Louﬁulle basg

Soit x? le ne;nu re y sente par (x’) par &dyp@ls & 1?aﬁu ienne ads&‘:

V? ‘g' g 8: ﬁ =
= Zi: 2l =t

=1 ‘ '
Les formules é?) définissent une franszormatqu linésire £
~
dans UL : (e.) = o!
i i
On a @ i
e
£(xt) = zi ! x! = x .
et
batd

On a donc : =
B =)&) =G
ou d'une fagon plus explicite :

z, = a

i
27
Ce sont 199 Tormules de chaa ﬂeat de co@ra@nmees, Done les fcrm -

3

les (7), ot A est uppose regaller, définissent soit vne tran xar—
mation linéaire f9 soit un changement de coordomnées (8).

atriges éguivzle;ues,

Soit @ une traBSLormaciOm linéaire de 48U davs . guppss&ns

données des bases e,;aeoga G}'et'Fa, . ] qaus T ot W.
e ! | L P
En Qoaaat x zi;Z:'ei x5 s ¥ = - 83 Ty la trensformation 9
. - 7
est définie Bar la Zmu?l’ T
() = A& (x)

Effectuons des changements de base dans #0C et ¢ conduisant aux




N4

= 57 =
{z)

formules de transformation de coordonnées sulvantes : o

B(xt)
Cly*)

f

i

Par rapport sux nouvelles bases, @ sera défini par
C(y') = AB(x') '
Bn multiplisnt & gauche.par ¢t -
(7)) =C ' AB (x')
Lz transformation sers dounc définie par la matrice :
' 0

=t

Devx matrices & et A' lides par la relatiom précédente, o B et C sont

des matrices ﬁarréessréguiiéres, sont dites uquvalen@as, #lles 1e-

45

présentent uns m@me tracsformation linéaire par rapport & deux o 11@

i"-él encs singl

(D\
1.’»4

de bas 8 converablemevt chsisi,. La relation 4t
définie est blen reflex;?e,-§V$ét igue et tramsitive.

- S0it ¢ une transformation llnealre dans 2ﬁﬁ éfia*s vayr rapport
8 une base donnée Equ...og en} par la matrice carrée A ¢

(y) = &(=x)
Un changement’de base dans'@ﬁlconduit auz formules de changements de
cocrdonﬁées : | _
(x) = B(x')
)= B3
La transformatlon o sﬂexprlme par rapport & la noavelle base sous la
forme : (y%) = Bfi AR (x!') = Al(x1) | '
. ‘é's;? = Bo‘g AB -
La relation précédente définit une mouvelle relation d?équivL aaee»ij”
syaétrique, réflexive, **1nqi£ive) entre Ewﬁriees Qarréess Kous dircons
gue A st Af sont eou1V&leﬁts dans le groupe linéaire général. Au lieu
du changement de base nous pouvons considérer la transforuation lingai-

re £ définie par rapport & la base ? Sipecey GBGZpa? : {(x') = B(x)




La transformation qui fait correspondre au point (x') le point
(y') = B(y) est une transforzation lindaire :

' (y') = Bs (x) = BaB~! (x')

Cette transformation ¢' est dite transformée de o par £. 0H a

P! = f@f=2° Do m&me BAB™ slappelle la matrice transformée de A
par B . ‘ ' '

Exercice 1. Soit A une matrice &4 p lignes et n colonnes. 5i
A est de rang r, elle est éguivslente & la matrice (b»a), ok 1l'on
& : by =1 pour i = ?,coe, T Lous les autres é1é meatu eiaau nulg

Exercice 2.  S8i l‘on considérs des mdtr;ceg sur un orgs

commutatif , on a :

(aB)* = p%a*
4 o =1
4y = (s

Matrices sur vn corps commutatirf.

2,

Dans llensenmbls ’5%2, des zatrices é p lignes et n colounes,

SUr un Ccorps Cﬁf ; on peut déflnlf une ﬂulﬁlﬁllcatIQL a gauche ou &

droite par les éléusuts de GZZ . La matrice %(ai ) sers la natrice

bij)’ ot bij =0 8. En @Joutanz cette nouvelle loi de composi-

77 : :
tion & la stiructure de 3@&, . T?eLsembla Z?k, pourrs &tre comsidérs

comme un espsce veclorisl par Ta@boft & éiz . Cette mulfiplication
present@ de lglnteret lorsqus CZZ est comuau@tﬁfo Dans ce cas toute
raldtlon iinéaire : :4"

) %A
: : Ll
reste verlflee lorscvéan remplace cha euae-deb metrices &, par la

..H;

natrice equ1Valente ¢! ékﬁj oh B et C sont s pp sées indévendanis

de h, 1ILa dimenaiom de lfespace vectoriel Zﬁ? egt ézale & pn .
: 'f

la matrice dont touc les élérents scnt nuls szuf

gui est égal & 1




)

f" %
(a;5) = &, ;g; 5 01

Considérons en particulier l'anneau des matrices carrées

A
m . Si A et B sont deux matrices ds m on & ¢

W

b PL _(apB B

» 4 n %
Ceci montre que les lois de composition dams 5%7% vérifieent
les axiomes définissant la structure d'un systéme hypercomplexe

& base finie qui sera 6tudiée au ch. X § X

E e e e o




] 4!6 =

ALGEBRE LINEAIRE (Suite)

Do o oo

$ 6. Ponctions bilinéaires.

Seit ﬂ un corps commubtatif. Considéroms doux espaces vecto-
riglg 3’5}2 et %Zz DOT TapLoTt & ﬁ : X @ésigne 1'&lément C"eném
rigue de P, ot T 1'41ément gt zzériga@_ ds 5&2 , une fonction bili-
néairs de X, ¥ est une fonciiom g,ui fait correspondre au couple
Z, T) s 6lément £(X, ¥) d'un ospece vectoriel Y[ par rapport
& (}i telle gus 2(x%, Y@} '5 ok T est fize, solt une fomction
linéaize o E ot selle qm, £(%,, ), o X_ost fixe, soit une
fonction linéeizre de Y .

: Si é est 2on @@m’r atif, on peut 46finir Sga-~
d (=) ,

ler_eaa, ls no6tion ’ge i’@:z bi.liﬁwim , Bais il faut sapp@%.f

ser gue. %%Z ; 80it un espace vectoriel evec multiplicetion

¢
{
\
g & g&ﬁh@a ‘ﬁz un espace vsc‘i;@z*i@l avec maltipl;@&,@mg &
droite et 'YZ un 'eap&a@@ vectorisl avec multiplication &
gauche et & droite. Faire la ti}éé_me;». as ces fonctions.
(Corperer ©24).

w@pp@&:e@";ﬁ: gaﬂ on ait 3 £ ,

iz;; y 9 ng%‘;yéﬁj : éﬁzz? %Q}s

eh I ot 4 désignent deux ensembles d'indices et oh il n'y a gulun
nowbre £igi d!éléments "Zi » ¥4 gul soient différents de 0 ; la
fonction biliméaire 2(X, Y} devient alers :

20X, ¥) = 2 x ¥, fa, B) .




Ay

Si leg vecteours Ai et B P forment respectivement des bases de
Wi et Wz , la fonction £(Z, T) est compldtement déterminée par
les valeurs f(é, B }, gul peuvent d'aillours 8tre donnbes arbi-
trairemsunt. Su ppgsgm gue les éléments £{X,Y) encendrent 5? ;
- alors les éléments £(4,, Bj} Torment déja un systéme de géndrateurs
de ’5{ . Supposons m8me gue les Sléments .fié’i? B.) forment uvne

vase de U . Pour que £(X, Y) soit anl, il Paub o

»"“

gue X =0 ougwue T =08, Soit un vectsur X = J, x_ Lai tel gue
: &
% = Va
+ O. Une nouvells base de J{ sors formée par

1
£(X, By) , £(& 11985 ), ot 1t 4 1 . In effet, £{4(,B

2

combinaison 11&3@1? deg vecteurs précédents ; dfan
relation linéaire entre ces vectenrs entrafnersit une relabion
linéairs entre les éléments f(z%i ; B\j}. 21 dg plus T est un vectsur
Z 7y By tel que # O , on voit que 1l'on obtient une nouvelle
base de Y en remplagcent dans llanclenne les dlénmentsg ’L"Z et B,
respectivemont par X et ¥ . Cherchong la condi Mgﬁ pour gufon elt
= S 5'g ] 8 3 = = a2 ~ P ol Q};,ﬁ
£(X,T) = £(X', ¥'). Hous pouvons toujours supposer X = 2. 25 by,

> ‘ /
Z gj Bj aves X7, 7 ¢ . On aurs

Xt m A+ 2, Ay 1! 4 1
£t = 3 72 3 Bo =5
- L T g J‘e,é;;%;g » - 51,
: T ot i - 4
Ygggﬁ:v“i'azg‘ﬁﬂ : L i
< _ sy :
#(x, 1) = A p2(x,T) + Z P 8K, B b 2o A, g £(A,,T)
é? o 2 o iz
; \%5 5 -
2 b e P s 23
+ 7 Jngjéu.;ﬁﬁl{é}iggﬁjg}
Lo comdiiion cherchés egt domec ¢ ﬁ, p=1%, 4 =0 , 1t =0

c'est-a-dire, si X ot ¥ sont des vecteurs différents de 0, 1a classe

des couples (X',¥?) telle gue £,Y' ) = f\f;g"}i} est formée par

(hx v o e
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S0it e{Z, Y) vne autre fonciion bilinéaire de {X, ¥) prenant
ges valsurs Gans Il ©SPace vectoriél E’Zj . B s f@ﬁci}i@ﬁ g COITeS-~
pond d'umne fagon biuni?oque vne fonction lingeire f‘} définie dans
%L , prensnt ses veleurs dans (16 ez: telle gue :

- oz, 0= &z 1]
By effob, faisons correspondre & 1961ément P£(X, ¥) de f( 1i'élément
o(X, ¥) de ’ﬁfy . Gomme £(Xt, T') = £(Z, Y) entraine eo(Xf ,I1) =

o{%,¥), & tout élément de U 6o 1a torme £{X, ¥} correspond

#“3

sinei un 4lément déterminé de W' . A 1r6lément

2%, ¥) = 7, X ¥4 f(aig E } correspond 1'élément @ (%, ) =
7z ¥4 @ (4 j} - Qia, %} la fomction liméaire bien aséfinie
qui fait corresponire & flay, Ej} 1961ément ¢{s;, 53) . Om

aure 3

o=y

g (X, T) = <§J | £(x, Y;E

. - oty
ciproguement & toute femctlion linvalr@ é} définie dans 4L

&=

z

iy

2

ot prenaznt ges valeurs nﬂs E’Ti corraspond :.:1; fonction bilinéaire

(93]

(x, ¥} , & sevolr la fo ction % % (%, Y)j

: , vl . -
Bn particuller nous pouvons cholisiry ‘E@ et @ ds telle fagon

que les wacteurs @ (Ae , B!) fTorment am@__’ﬁ&sa go BT , en sup-
@aa:@i que o o8 ?@waﬁi’u I% ot E% &OI’.’;QI«‘J‘C _@gg@@tiﬁgﬁ@ﬁb@@@
veses @"s L, @ ’éf@é . 21 on résulte gue les gecz@@g £( f.; 3)
cont ausei linfsirement indépendantis, Qa.z a ffz?“i; : lindaire @5
sasociée Qi@ ;:t @0*’?@3&@3&1’& oo v@cw'@&z f{_ﬁ% 2 B%} les
vecieurs ¢ (Ag ;. ;}} gui sont liﬁé&lreL@gt iuw;gg_fn’ss

Les vectsurs f(ﬁ; 5 B%), gul engendrent &videmment tout l'espacs 0,
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Porment donc unc base de L . La fomection @ déPfinit vpe isomor-
phic entre W ot YU'. Les résultats précédents justifient la
définition suivanie : ’ ‘

fopction bilindaire feisant corresponire & leengambée de deux

z

vecteurs X € J0C, et T € 0 5?; sk up vectour X KT de

’gg{ " m et telle gue les vecheurs i‘ai x B 5 forment une base de
m X W » €8
vemont des basss de W et m

Toute Fonchion *ﬂiliﬂéair@ @ (%, T) @érinie dans P et WL,

ot

gy

LA g

r=—"==3

gseut gus les vecteurs 'éii et B 4 forment regpecti-

est de la forme @? (Z x¥) , o8 @ est upe fonction lincaire
. :

2 £ 2 2 ) / 2
définie d&zzs 5‘5‘21 A 51‘?{% . Comme £1 y a ume correspond lence biuni-

7 =

vogus ezmre ¢ et @ , Bous ne dlﬁtlug@@r@ﬁc pes, en géneéral, entre
ceg deux f@nct,mng @t nous écrirons indl f remment ¢ (X, ¥) ou
e (X % 1} -

Formes ?@ilixzéair@g_ :

. e : . - - iy '
Une fonction bilinsaire W (X, T) définie dane UIC, et 0L, et

5 %
prena *z; gog valeurs dans gj sers appelée un@ forme bilindaize.
Elle peut 8ize c@nqiéé 6o comme une forme lindel ré géfinie dans le
jgmﬁai'g kroneckerien @%Zi x %,g% , cles amaa@zir@ @@ﬂm@ un élément
du dusd, { U6 i«l X (?W C, }y e cot espace m@’@a@zi@lr 9na : '

- '5'
. i Y) 2.2 7y W
S0it U une forme linéairse 4

= ' o ¥
v e WL . soit as méue V € UUC,
Y

P2y
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est 06signés par UZ {ou ZU , Comme (ﬁ 28t gg,g;nm. tip
VY est la valour correspondent & Vet ¥ € W 5 ° £ llensenble

3

de U ot V nous pouvons faire correspondire ls forme bilindai
¥ = £(U, V) définie per : W(ExT) = (UR)(VY). '

f(H ¥) eet una s_.ezmt;gﬁ bilinéaire de U et V prenasnt sos valours
dans (2’% A ﬁ } . Supposons ”ai gzﬁ‘aiﬁ glici m;;:« 7@@ e% m% aient
des bases finies. Bodent &y, é’i leg élévenis is deux bagbz zsso-

> £ 2 % 5 .;% s £ <
cices de %@{ et m ; soicnt de mfme B 4 B 4 les é&léaenis de

%A
Zj’”ﬁ% tn & 2
g i? = '%3&»0000@?}
B E. .= J; ; 3. =412 . .0)
3 7 J

f({}i"iﬁ’}g?&"@., .v
(T, xW) - WA W,
{Cx?"’} (Z %X ¥) = (Bx) (ﬁ"}

Uns forme bilinéaire guelcongus = metirs sous 1z forme

WMExY) =

f 2 =

? n%% 0»\
§§% o &ié <&1 : Ej . £ !
2%2 : = ¥
&

ﬂﬁ
L
N
o
[
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Formos bilinéaires et corrélations.
A 1l'ensemble de trois éléments X € ’?3?5 LY €

W e( m x ?%) correspond un élemem; W (X x‘z’) de é?, 81 deux

des trois éléments X, Y, W sont agpp@séa;: Pixes , 1%61éuent W(X xY)

est une fonction lindaire du troisidme ; nous dirons gue W(X x ¥)
est une fonction trilinéair@ de X, Y, W. 51 W et X sont domnés,
WX xY) est une Ponction lindaire de Y - : @“es't@é,%dim & 'vansembla
des éléments W et X @grreap@nd. un elémezig. de ﬁ : désignons cet
€lément. paz WX . Par d.@finltmn o | '
E(zxﬂ Y- - - Wx e é’;?i

De mBme & l'ensemble des deux éléments W et Y correspond un élément

b

de %‘Zf que nous désign@na par (WY) et tel qulon ai‘s) :

_ W(X«Y) = (WL) X=X (W), wzéﬁ” .
L'élémnent WX est ums f@ncm@n bilinéaire de W et X ; l“élément

WY est une fonction bilinéaire de Wet ¥ . 4 toute f@m@ bili-

neaire W de X,Y¥ c@rra@p@mi d@n@ am@ %E‘&nsf@ma ioh Maéaiz?a d@'
%Z dans W ; clest la trangfom&ti@a X — WX . Ré@ipm=
guement & taute transfgmatlox; li:aeaire ﬁ@ Wi daﬂs %@ . sm_.t_

X —> TX , correspond uns forme bilinéasire de X, ¥ ; c?ea» ie
forme W telle que @!Z.(Xg ¥) g‘ (TX) Y . Do méms la bra;asf@ma‘@i@a.-

Y —> WX est une transformation linésire de %‘?’% _dans Z@f -

il y a encore correspondance bium,vogue @ntr@ les fcmas b*l.&ﬂé&lf@ﬁ

W et les transwrma,‘ci@as linéaires de 57{7 . dens fo@i . Nous avouns
ainsi des isomorphies bien déterminées @mbr@ W; X ‘f%? - 5_';?%@&@@

vectoriel dont les élémenis sont les transformetions hnealrea de

W - dans %Z;; ot 1l'espace vectorisl domt les élemen'%;s sont les

oS 2 ’W
transformations llaealms de ?ﬁﬁ@ dans f% - Remarquons

|




AL

encore que la tramsformetion Y —s> WY est la transformation
duale de X —=> WX , cer on a identiguement : v
’ (WX) Y = x(wy). ‘
Une transformation linéaire de m dans m%sgapyelle aussi

1 _corré a.tive (ou corrélation) de m dans %Z’

Le transformation duals sera une transfgmatlgn c@rrélaume de é’:??

dans m Soit la cgrrél&tign X — m et solt W %0 lﬁmage
dang %Z d'un sous-espace éf Wé . 51 %i est le sous-
: : 3

» > Y - “Z} 3 7
espace d@ ﬁ%} gul correspond par du.a,l;te e W A, la corro-

l;,,‘.

- : : - T2, oo
lation fait ainsi correspondre & tout sous-espace <f . de »ﬁzﬁ

un sous-8spPace %ﬂ S de %sz : @f , ©8l encore l'ensemble des
&

S
6léments Y tels gue W (.Ag Y) = @ pour tout X £ @fi . 1La

e

wééi,g fait @@rmspoudr@: a of -

) L2
un s@u@o@spa@@ f d@ 7 ? gui @@n o= . On 'w:u gue sfé

=S

corrélation d,pale d@ f?@ dens

ezt lﬂimage iw@m@ de W ﬁp - dans la tr&agf@mati@n £ > W’_ﬁ: e
Les sgm=@5pa@@5 { et @f ne sont pas néces s&ir@menb confcm
dus; par ‘contre ;ﬁ; /et %@ se corresp@ndenu dens les deux
corrélations dusles. Pour que les deux corrélations duales
établissent une correspondance bi@mimq@% unigus entre les ous-

espaces de %Z_,, 6t ceux de %’Zﬁ ; 11 faut et i1 suffit que la
2 = 5 &2

o
7’?”

transformation X —> WX soit un isomorphisms de T, sur T, .
Dans ce cas, W définit ume relation de duali@ entre WL, ot I &

- Exprimons les trensformations linéaires X ——s WX ot
Ym:» WY par repport sux bases. déja g@ggld@g%& ﬁaz%_mwm que
t'on s - UxVx=(x)v '

(CxV)Y=() U




. .
: ¥ #
Soit : W..== ; %1 wi;} (&i xﬁj}. On 2 done :
' %
W e Z; Wy By

= i g
La matrice de la tramsformation ¥ —% WY est w® = (wm jE -
celle de la transfgmagign X — WK est w” .
Exerclices. En re représeniant les voctours par des ma:l;ria@g , exprimer
WX, WT, W(XxY) et étudier L'sffet d'un changemeni de base dane
mﬁ et dens %@

Bang d'uns forme bilinéeire.

Le rapg dee transformations lindsires X -—>Wi ou ¥ — WY ,
o~ 3 s 5 y : i 3 57 0
clest-8-dire la dimession de W (fC, ou cslle de W 9L, ,
s'appellera le rang de ¥ . G'est suesi le ramg G ls matrice {wi i}a
#® ~
Si *é’i . est un eous-espace de 575? et si Z?E o8t Uvn spus-espace
% % ,&75&.
de (I . ls procduit Z;mzs.eckemaﬁ @Z £ B, g5T% UR ©0USe
e ¥ r '
espace de éiz 4 5@3 . Hontrons que W a;gpart:;.ezz.@ 20 B0uUBS-6Space
(g T }%(%‘f ’%%Z )} et que celui-ci est le plus peiil sous-espace
P il e e
de 1lg forme A UL, contenant ¥ . Hous pouvone toujours

M
#* : ¥
aup@oser goe l@s r vecteurs JL,& seses 341 forment une bese de ¥ %EZ@
. @y
5

gt gue legs T ?ec@e@a Bﬁ,,” s 8 fgfmeagn vne bage de W UL,
¥ i

Il en résulte immédiatement gue W, 13 egt prl 8l 31 > , oOu
ei j > r , ce gui démontre gue W apparticnt & (¥ ﬁf? yx(u TE Z ).
z P e 7 —"?é’ t/' ﬁ" <
Supposons dlautre part gue W appariienue & Al L * 1€ . Hous

%

=Y

pou. rons sncore supposer guec les p! premiers vecleurs do base

de ’%fé?i . Forment un2 bLase de hﬁ:
T A ¥
de Dase de éﬁié Forment une bas
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si i >p' ouj>q'. Dope ¥ A, appartient & 2% et W BJ
appartient a Kf ; clegt-a-dire W ﬁEZ . 'EZ , W '35@ c ’3'?5* .
Ce gui précdde peut aussi s'émoncer de la facon svivante : Tout
6lénent Z d'un produit kronackeriea.f%ﬁzﬁrclﬁﬁzz détermine un
olus petit sougaesyaca ?ﬁ: de %@Z et un plus petit sous-espace
%Zz do %%Z ‘tels que Z sppartienne & ’%Z * Eﬁ;z . La dimension
de ?Zi est égale & celle e %Z, ot s“a@pelle lo rang de 2 .

:!;L.&Ohs.ivv@ d@ {”9

28100

- .
En suppossnt gus les r premiers vectsurs de la base ds 5§ig
formenti unec aasa de W ?%@ ot gue les r premisrs vecieurs de ia

base de 5EE forment une b&ge de W 7%{i , on voit que les

vocteurs W A%399059W-Ay sont linésirement indépendanis ; nous
pouvong donc supPOSer gue Co soient les vectaurs ﬁég,OEp_Ew -
On aurs zlors @ .
% B?:L % - % #
Wa&ég% ;i .» ﬁ}an ’ooeo&o E"ﬁé‘rﬂ”tﬁr 9

B (ZXY) = 07y + 5,95 F cooco %'xﬁ Y

$ 7. Foncticns multilinéaires.

Les regnltata du par&braph@ précedent a@mg@t@ﬁﬁ vune générali-
‘é A

sation imnmédiate. Soient @wu -0 'é@é 1 espaces

2

vs@t@ri@lsipar rapggrt au corps {Zy , qui est L jours supposé.

@@mmut@t*@$ et solt X vn 6lém @ﬁ& Q@&éfiama de . Une
Ponction multilipéaire Géfinie dans 7%ﬁ . sst une
Sleede eimtenet s . .
fonction qu& fait correspondre & toul ensemble ., %) un

: 7 n f*’a_y?:‘ : < _:
é1ément f(Xgo.ag X) d'un @spa@@'V@@t@ri@E L par rapport & gl

' 1 x
et gui se réduit & uns fonction linéairs de h lo zgque X varie seul.
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4 e
Le produz.tkroneckerlen de ¢ ,...., MWL oot un espace vec-

toriel m X m Ao oo X m pour leq_ue.a, on s agfini une fomction
2
multilinéaire faisent corrsspondre & X X,”,,X un élément
4

1 1 % . .
}{x;%x”oxﬁ de T Xm,x””;(m et telle gue les veciours

n
z;iXi A X Ai forment une base de cel sspacs vectoriel, em
1 n

b
sugzposa;ot gus les &léments é‘;:i? , of ihé ZX@ , Toraent une basge
guelcongue de @’5{ . Lz condition imposée 4 gelie Tonction =ultili-
‘ ‘ . : o B :
ngéaire eslt encore équivalenis & la zuivanis : 84 X, Zyoee, i somb
5 2. n 5 n
n vecteurs différenis de O, 1'é6gustion A AX xeoe k= TAY Reeo £ X

i Yo

entraine %? = ,A X et g E jté =1 . Le prodult hronockerisn ast
& =4 2z :

4&fini & uvne igomorphis pras. ‘}Z’mi;c fonction nwitiliniasire

1 2 2 n 3 ’
¢ {Z, z;,o.a,a,} est de la forme (}3 (43, * zsxww X}, ob @ est une
% <
- 3 Y
fonction linea;re définie dans 5’??’ % %’T Koo oo %an .
E %
Hn général, on ne digtipguera pss enrs @ ¢t ¢ gul se corres-

pondent dfune facon biunivogus. -
L &
3 7 7y
utane, dgmés lea pmduits kro cmrmna { éﬁﬁ; * e ),,

(’5’@% m EXW (@5@% @@C% ﬁfi}? ls correspondence

2 g "} ?
(1&. X Jb)A A2 —= X x L xi é&beblit

..

me igomorphie csnonlgue @:{;"s;re les
% 5y

A

4

g&g&
6
E
N
=
@
o

- 3
deux espaces yec E,.Qr;.@ls ( W % ’??{?C Y W et (
}}e 08 @, 8i m e‘t m gont disiinets, la
2 2 '
(A. x ) = (X « }&} stabl:a,g une izomorphlie canonicuc ontrs

(’%@ % z:,,a ) et ( m A f‘m ). 31 1'on convient dtidentifier les

Oy
et
{0~
b
3
il
et
4]

3 gul se corxrespondent dons une tells isomorphie cencnigus,

Q

n peul dire gue ls loi de composition sntre sspaces vectoriels

‘tik@c

bma
{3
D
<t
m
b}
0
}-Ja

ipdiquee par lie signe « ss;r, eo,;&:lt tiv
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" ponction multilinéaire prenant ses valeurs dans @
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Une forme multilinéaire U(%, X, %), ctegi-g-d¢ire une
- p@ut étm

congidérée comme une ToIrmse 1inéaire définie daus W %ZA %

opsidérons donc U comme un élément du dusl i'é’éz;/( W Koo ?ﬁZj
h

En posant % = Z A on &
2 , ?ébihﬁihs . A

- b 2}
g{ﬁ;x;&%ocsﬁéz}géuii 1, x. x z

HNous ¢

’;3
Ny -

Supposons & partiz dlicl gque lez e8pa cos Tectoris £ consg

sient des bases finles.
W . b ltensemble de n formes 13uéaives U, Uyeeop U correspond

une forme multilinéairs U gue nous pouvons déaizner pat
4 2 n
TU»@TO’ X.... XU ot gui est aefz,me Dar @

1 .

] a, ) n 1 5 2 nn.
(Oxfx.e.xD) G, h-@ .. Emn,

4. 2 _
a};els que sci@nb les élé&enta z, EMMQ% . Les éléments
1 2 n
% - :
A %& %Mexﬁf st 2 xﬁigwmgﬁa forment u@wb&s@@
1% i i 5 & >
2 2 3 2, o g
- % 7
associées ge ( @""(, <« St ;{ﬁéf } ot do { 4EL 4 if,/b/»ee% a‘Zé? }
4 2, 774
% b é b2 % j j’)‘aea
(ﬁ ixuwxﬁ, )ésix%mwx%}g g = Jp .
& © o o - % = e 2
o ) ‘3’532 o est le synbole ds pronscker génbralisé ;
ix, i/go S Gi
n
celgi-ci repz’as@ate le powbre t 81 1, @‘f,;%'aoewia =3 et le

zo,.a,nre O J,PELS les éwdres cas. Hous zvons pinsi identil

Yo :
{ %Q X éZik Koo % 5'61} voo le produit kronmeckerisn
: %
%@ % f@?ﬁ . A%Z
/ﬁ oy 2 - S z
- = 5 g%? -
1&idment T{E 2L x.o. %) de (£ o8t e mnc%m: muitili-
- - 1 ' e <L |
néaire de U , X, ..., = - & I%.%ngembla o, 2 ..., L COlion
'6“?},-{»4 &,

“% i

pond domc une forme iinéaire en & L
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< ' d&u
un élément de T “x ... x Wﬁ (ai, G,. 0.0, ) désigne une
permutation des nombres {1,2,...,n). Désignons cet &lément par
Y oLy , - ~ '
U(X xXx... X ) clest aussi une fonction multilinéaire de
oy 9{1,‘,

U, X ,...,% . Supposons U donné. L'ensemble des éléments
i

4 2 n 2 : :
sj(:«ix}é’.' T X X}, of ne f‘igare pas Z%, engendre un sous-espace ?Z

ée ?;’EZ,% . La dimension ae % s?appegglera .L% g;__ﬁg de U par rap-
poirt & ’?@Z%a e sguSaespa,c@ ”EZ % {%% ’“‘Z
E@Z ”m Aoeo X ﬁ st &e plus petit sous-espace gul
é:cntiergt_ﬁ ot qui soit un produit kroneckerien de la forme
iné:iquée,

ﬁeﬂarqagnﬁ Sncors mﬁ,me fonction multi? inéaire F

.
dans 5%&, . T 4;‘@? et prenant ses valeurs dans llespace

& - e = -
vectoricl ‘B, correspond dfums fae gon biunivoque & une FXorme
3 2 Z .2 s e S - 7 ; 7% Af7 %“

multilinéaive 46finie dang i, aite 2 i 0,

cleat 1z formse W ‘telle gue ¢
5 2 : 1 2 n -
TE {Ep Zgasa; V}g g {2;2 273:;.&&93 X} Y. 3 Eg € éjég’ v

Lfstude d'ups Tonetlon multilinésire se ranépedonc

& 1'étude d%:, ne @m@ multilindaire.

o




