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91, Génér_ation d'une structure uniforme par une

femille dfécarts. Espaces uniforaisables.

1. E(.aa.r‘!;a° I}eflm,tian 1 BEtant dezme B2 ense*ﬁble E , on sppelle écart sur &

touta agglica‘tlon T de Ex}i dans l'ipnlervalle E@ + m:% de la dmm. e

achev:ae R , Batisfaigant zux c@zza;t.‘tz.@zzs suzvan‘é;es s

a) £(x,x)=0 guel gue soit =xgE ;

b) f(xgy)zf(y,x) guels guo solent X€E ot yebB ;

- c}.fix,y}gfi;:;xz)*’rfizgy) guels Que_gg;eai;ﬁ xeE , yeE , zeB
{inégalits du triangle). - _ '
hxe¢gles, 1) Sur l'espace nuderique R2 , la distance ,
(chap V,&2) est un écart. _ ' | :

2) Etant donné un emsemble quelconque E , la fonction £ définie
sur E xE par les conditions : £(x, x)_o pour Soutb xekE,
f(x,y)=too si xfy , est un écart sur B .

3) Etant donnée une fonet;mn nunérique finie g définie dans un
ensexble quelccn@ue E 1? fonctz.on i defims dans EAE Dar
f(x,y)= }g(x }%g(y)é est un ecart sur B .

4) Soit E l'enseanble des app lmamozze @@zzmnaa;; de 1l'intervalle

{O 1} de R dans R . 8i, pour tout couple d'éléments x,y do & ,
on pose fx,y) = j %x(t} y(t)géﬁ: , T est un écart sur E.

: 7
Bemargues.- 1) Llexemple 2) ci-dessus montre gu'un Scart peut
SCHal jues i : v

‘prendre la vsleur + oo pour certains couples d”_éléménts de B .
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2) On notera que si £ est un écart sur E , on peul en gén éral
avoir f£(x,y)=0 pour des couples (x,y) tels que xty ; clest ce

- que montre llexemple 3) ci-dessus.

Je 1'inégalité du triangle, on déduit gque, Bl f{x,z) et £(y,z) sont
£inis, il en est de méie de £(x,y) ; en outre, on 2 fixgz}g {5,z +E(x,7) |
9§ .f(ygz)‘ < #(x,z)+e(x,7) , et par suite "

(1) A - {f(x,z)ﬂfﬁy gz)i ﬂxﬁ) .

nonbre a>0 . 2i (f ) est une famille gueicongue dfscarts sul B,

o Z ﬁéT
la somme =~ 1 {.»,Mr} est définie guel gue soit (x,7)€e BxE ; ol on
~ aésigne sa valenr par £{x,y) , £ ost un dcart sur B . De mdme 1'cnveloppe |
a‘gea;eu g de 1a fanilie ’i’f } (chap.IV, 25, naf)?} est un écart sur E ,
cor des relations £, (x,7) < £,(x,2)+ £ (2,5) , on déduit
‘sup £.(x,7) gsamf (x,2)+£ (2,7)) < sup £ (x, z} '@v,p £ (z,7)
1€l T el - €1 *

@&.Zél
(ch.@oo ,e9 , forn nule “é‘?}}

2 Defim.ip on d@we structure unifomie par une famille d"e@ar‘i;g Dans 1'espace
ne;.“er..que Rﬁ 7 on a vu gue, si, pour tout noabre @& >0 on désigne p&!‘
g . i'enseuable des couples ( x fy) de p@z.nts dge R dont la distance
euclidienne sst & , les !J f@rﬁent un systé ae fondamental d'entourages|
de lz strucﬁarémii‘gmze de ‘{“:% I jorsque a parcourt 1l'ensemble des |
ggg;abres >0 . V ‘ '
- rlus généralemsnt, s0it f un éca@ri} sur un emsenble B ; pour mat >0,
é@a@ng 'U(;@( 3:»@}> - montroms que, lérsqu.a a garc@uré l'ensemble des

nombres »0 , les U forment un systéne fondamental d'entourages d'une

stracmm uniforeae sur B . En effet, l'axione {(U!) -est vérifié en vertu
. . : I : : ,
~_0;e 1. condition s) de 1z dof.1 ; si adb ,on s U c U , donc les U
2
- - : &% 2
forment une base de fuwe : diaprés la condition bj, ona U = U& 3

g
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donc (U! ) est Verf;eA; enfin, d'a:xrés 1'inéealilé du triangic, on a

iy
(]

c:.UZa~,-donc (U;ll) est vérifié. On peut done poser la défimition

Définition 2. Ztant donmué un Scart £ sur un ensesble E , on appelis

structure uvunifor:ze deanLe pazr f la structure uniforze sur E aysnt pour

gycténe fondauenta¢ a’entourdfeq lg famille des ensembles }(Ep é}}

ol & parcourt l'ensemble des nonbres >0 .

On dit gue deux ecarts sur E eaﬁt egulvalents s'llo defln;s went la

méae structure usniforme.

"

Renarcues. 1) Pour toute suite (an} de noabrss >0 , tendant vers O,

ies U forment uva systéme Pondamental d'entoursgzes de la structure
uniforme définie par f .

2) La définition d'une structure uniforme par un écart f revient &

prenure comme sysiteme I fondazental a?en@oara es de cette structure,

1'imare réciprogue par f du filtre des voisinsges du point O dans.
le sous-espace £©,+@w1 de %i . On notéra,que ce prccédé\es@ tout
& Tait anslogue & celul gui nous a perais de def$ulz ies structures
vniformes d'un groupe topologicus. (ch?g 111 gﬁ}

Sodent f et g deux écarts sur E ; d'aprés la déf.2, pour gue la struc-

' : . 7
ture unif@rme définic par P soit moins fine gue la structure uniforme
Géfinie par g , i1 faut et il suffit cue, pour tout =z >0 , il exisie

b > 0 tel que la relation g(z,y) < b entraine £(x,7) < & ; pour que ¥

ot g soient des écaris éguivalenbs, il Taut et il suifit gue, pour tout

af

7 s 7 o . % "‘ z e & £ S
e >0, il existe b >0 tel gqus pgix,y)<b entraine 2(x,y) <8 ,




1\

)

O |

-3 -

W

En rartxcullﬁr, s'il existe une constante k>0 telle Gue f<:k g

la structure uniforze définie par f est 2oins fine cue celle

definia par g . '
Soit ¢ bne application de l'intervalle [C;+c»j'dans lui-méme, -

satisfaisant aux conditions suivantes : 1° 9(0)=0, et 9 e=st continue

éu'point o : 2° o est croissante dans £0,+cx3', et strictement

croissénte dans un voisinage de O ; 3°'quels que soient u>0 ,

et v30 , 9lutv)<olu)re(v) . Dlaprés les dsf.1 et 2, pour tout

écart £ sur un ensexble E , 1la fonction con sese@ gn@of est un '

écart éguivslent a £ . v
Le lecteur vérifiers sisément qu'on peut par exemple %réﬁdre
pour ¢ l'une des fonctions suivantes :

u , log(1+u) , uf{1+u) , imf(u,%) .
Les deux derniers exenples montrent gu'il existe tc&jours des

€carts bornés éguivalents & un écart guelcongue denné (fini ou non).

Y

Définition 5. Etant donncée une familles (f%)zéz c'écarts sur un encemble E

on sppells structure uniforme définie par ls famille (Ff ) sur l'ensemble B
/{v

ila bern@ ﬂuierleure de l'enszseable ues structures uniforness définies sur B

par cnggun des écarts f@ -

On ait gue deux familles d'écarts sur E sont écquivalentes si elles

géfinicszent la u8me structure uniforme sur E .

D'asprés la délfinition de la borus supéridure é¢lun ensemble de structures

£4 bs

i
'unifcnges,(CAagofi, 21), 1c filtre d'entourazes de la structure unz¢@rde

é— Y L Lee . 73 e 3 s
definie sur E par une f”’ié&@ 4’ écarts €f ) - ect le filtre eppendr
. : LLote I : =t
TSy Vol sy ! i xe/( 1o 2 e e e
(chap.1, 25) par la lazille des ens les fz‘ J,a i), oh ¢t zDarcourt i
: < 2
et g llenscemble des noabres >0 ., in d'autres termes, gvoir un

d
A1 - 5
2 ia,§ il #sut proceder de la i




=D = ,
prendre arbitraire-:zent un ncmbre fini d'indices 1y 3'4’2 . e"cv,
pour chscun des 7 g » U2 nombre ak> O , puis comsidérer l’ens@.;ble des
cousles (x,7)e Exz: tels que (x,y)< 2, pour 15kgn ; ces ensen-
bles {pour tous les choix poss;blea des -ak et des a ) forment un.
'syatéﬂe'fondamantal}d?entcuragas de z& . On ;eutvdﬁailleure se bornsr au
cos ol tous les 2y sont égaux & un ;_za;e‘f_ggnombra a>0 , l'lentouragse f@rmé
des (x,y) tels que Mix-(f;k(x,y}}<<'ﬁin aak) étant évidemnent contenu

©

dans le précédent. Si on désigne par (éx}xéﬁ lg famille des fonctions
dax(f, ) oh H %@r@ourt l'encemble des perties finies de I , on voit

1€H ’ ,
qae les ensembles ‘& (E@ 57} ot 2 parcourt K et a l'encenmble des

honbres >0 , forment un gystsme f@ﬁ&¢~636u4 d'entouraces de la
=

structure 94 Or, les g, scat des éeazﬁs sur E (n”
d'un nombre fini de Tonctions de 1z famille (g, )
deéfinition & cette famille (propriété gulon exprime en disant cus 1ls

femille (g, ) est saturée) ; il en résulte que (g, ) est une famille

d'écarts éguivalents & (fﬂf) ; oo dit gue c'est la famille d'éScaris

oabenue en satursnt (£ ), et ce gui précéde prouve gu'on peut toujours

t\\

se borner & c@nsit srer les structures uniformes définies par des familles
6'éecarts saturdes.
Daus le cas particulier ol I est un encemble fini, ce raisonnement
montre gue la structure uniforne uéfinie par iz fanille gléesrts
% ; z y =
3 }‘v«_*q" 2 =S I 4 ey 577 2 s - e 7['(; i %
f%"'t, €1 est sussi définie psr le seul écart g = Mex(f, }'g;él"
/ m I AT s e wect
S@lent 9% ; 9 ' deux structures uniformes sur B ; definies respectivement

AN

o ST Lo 4 : { > s 12 ?
par deux fsmilles d'ecarts ssturdss (e \E ) .- pour gue Qé
L7 4= 9 c v =
- (28 £ ReK
Tl :
7 2 ¥ R e 2 = S e =i P ot
E0it K”lﬂ“_flﬁ@ gue YL , il Paut et il euffit gue, pour tout irdics
f i, e L 2 o o o o Y b S :
I et tout nombre & > 0 , 1l existe un indice %€ K et un noubre

et

1e 1l
b>0

3 -~ i B = e 4 v & ¥ S i ol ﬁ*ﬁ, .-
el gue 'z relztion o LK ) n € b entraine T anc) =8 .
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war une Ffanille d'éearts.
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Proposition 1. Soit E un espace uniforae sépsa ré, @ont la structure uni-

=

forme % ‘est definie ;gr une femille d! scarts (f?,/) soit B ie ce:zplet

Ea
de B . lecs fonctions £, Ss prolongent par contlnulte g E;aE: ; les
= Sy
fonctions :;ro.;ongees 1, sont des écarts sur E , et 1 sitruecture
A : : :
uniforie de B est identigue & 1 structure mnf@rzae-définle par la

fanille (f )
SR s s /b
o —
Tout d'abord, les f@ peuvent &tre prolongdes per co tinuité &8 ExE |

puisgu'elles sont uniformément continues dans B XE , et les fonctions
e

prolongées £ sont Bnifornévent continues dans ExE (chap.II, §3,th.1);

e e e G o e s B T e e 7 o) —~ e e e Lo
définie par la faiille d'cearis (L 7, par L, 8% G, les topologies
f‘* 5 f 4 7 A2 5
dafa.g,.u sur B par les siructures ormes 9{, et 'i‘.f.,;g respectivenment.
4
v o /fg - 2 T 5, = ﬁg '}
Pour . contrer gue et I . sont 1u@ﬁtx;u&55 remarcuons d'sbord que ;}'!2

el
£\

4

€.

B

By

=
5 5
ea by

effel, chacune des fonctions ?" 9st uniforadément continue

- :
guand on zupit E de la structure 62»5,5 ; bour tout a>0 , il existe

aonc un entourage V de 1la structure % ,s/tei gue, pour tout couple

5 7 2. T N : ; P
(x,7)eN . on it 2 £ {x,y )cf/g,{x;x)i < a , clest-u-dirs (puisque
5 ’_a‘.?; = = % o * /m‘;
= L == 7 X 2 2 = &
7 e S oo i e i
(x,x)=0) , VC i, { g_i.)gafg} ; tout entourage de la struciurs /@?
est donc un entourage de la structure ij{iﬂ :
o ¢
- 7 -
& seona -2::,‘33\12, i e=55 0.&-:,;:2? f;{‘,’:} é:féjli &L ,;'4142 ST A aial
o

wWhan S e L
Lene StTugtures Uniiocr e Ay >
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Digutre part, B est partout dense dans & , wni de ls topologie %‘4 17
A '
il est donc ausci psrtout dense dams B , nuni de la topologie moins

fine { 2 (chap.I, §2). Dans ces conditions, le leame de lz démons-

tration du th. de complétion (chap.Iil, 53,th.2) montre que U 2 est
‘ . : : -
une structurc uniforne d'espace complet sur E ; mais slors, %1 et

‘2(2 sont nécess}a:@,‘rémsnt identigues, d'aprés la prop.8 du chap.1i, 33 .

héoréme de Chittenden. L'int6r8t du mode de définition d'une structure

par une famille d'écarts résice dans le Pait qu'il permet dlobtenir

toutos les structures uniformes. De facon smwix préciss :

sur un encemble E , i1 existe une famille dl'écarts =sur E iellis cue

3 PR = : i 2 me ° s = : it ey o = {4 /
dg structure uniforme définic par cetis famiile soit identigus 3 ‘?}@ :
: - % 737
o B 5e -~ s : = 2 A % 7Er s R~ S
Four tout entourage V de la structure uniforne ¥ , définissons

par récurrence une suite d'entourages synétrigues (U ) telle gue
3 5

i
U@C—l Vv, et UB,MCUQ quel gue soit nz1 ; la suits ii}n)' est un

-syoieme fondazental d'entourages d'une structure uniforme %vm@ins

fine que % : en outre, il est clzir gue % est l= borne supérieure

2

de toutes les structures %‘g , lorsque V parcourt le filtre des
entourages de gﬁ . Le th.1 sera donc une conséguence de la

procposition suivante :

Proposition 2. Bi wne siructure uniforme @é sur E posséde un

% . (3T N 21 <
ey Les J tel aue
3 n’ ==_21%
= - - - . . . L
J .U  vpour tout mn , il existe un écart f sur B tsl gue 9/ soit

4 415 P n e e e A A = - £ i Sl Pon i
2 - ey S < s oF a s e ;
didenticus 3§ la structure uniforos définie var © .

delinissons it unse fonction numérigue BxE :

e == 5 wr [ : <2 2 Z ; __ﬂ@k Tie e - =T
gz, ¥)=0 81 (X,y )é_Ur-, gquel gue soit n ; glx,y)=2"" =1 (x,v)e o
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Ls fonction g est synétriqua, positive,uet on a gl(=x,x)=0 pour tout xecE.

Nous allons en déduire un gcart £ en posant
£(x,y) = inf Zg, glz, »zi+1}

la borne inférieure étant ori%e sar i’ense ble de toutes les euites

flnles {2, } 1<ig p+1 (p arbitraire) telles qQue 2,=X , Z.44=Y . il

,resuiteezz effet de cetle définition gue T satisfait & i'inégalité du

triangle, et est synétrigue et positive ; en oculre on =a iéentiguemeni

e 3 ; : :

(2) £(x,y) < &lz,7)

ce qui monire d'abard que f(A ,X)=0 pour tout =x€E , donc que T est un

écart sur E . La reiation (2) prouve de plus cue, pour tout a >0 ,

1fengenble f€ @ al) est un entourage Aa la structurs 4 car il
, 3 = 2

contient U cour tout 1nuxce k tel que 2 <:& .

Bt
fed
L

reste & momtrer qu'inversemen t, teut entourage U, contient un
- ' -1 o :

ensenble de 1s forze £(|0 555 :

(3) ~ 2(x,7)y 1 etx,

. , - 7

= U, contient (o

cela résulteras de la relastion

%

)

L
m;
M‘}f
N

cor on en aéduit

W
&

Se?

Pour démontrer (3), il suffit qﬁétablir gue, pour toute suite

-

prl points de E ;| telle gue 2.=X , % 1478 5 OO
i)

§
>

- ‘&5
A

Z
s

35
o

)

(z ,2  )> - gl=x

Uig i’ 3.+1)> Zg( )

Clest vrasi pour p=1 ; montroms que, si

encore vrai pour p=m . Posems > glz.,z j=a ; comme glx,3y) S 1

€ C 21 ¥ p=n . £ 248 B3 08514778 5 i S E,F) =% 2
% S : 2 321

il suffit de faire la démonstration lorsque a <;m S

1z suite (2. ) tels gue
i

= 3 +
terznes consécutifs 2y 9% 4
= - = Yo 2
Za B\23,2: 45 F st Za E\Z5 92,5 14 IS 2
b <t c>h ,
ot o S A - s s e e S St e s
dgonc 1'inégalite (4 ), su posés vraie pour les suites de B-1 pointe au

3 Sy 3 S e B ‘:—-f«“ B e~ 5oy
plus, donpe glx,z,.)<a , &&@h+€gg}§;a . Dlautre pa




; = 10 =
- g(zh,zh+1) ‘a ; 51 k est le alus petit entler >0 tel gue 25 k 5

ona kp2 , et (x,zh)éﬂk . (Zh’zh-i-‘t)éUk » (2piq4.7)€ Uy ; 'dcnc

(x,5)eU, Uk;“? , ce qui entraine glx,y)< 2'-k<2s .
‘ C.C.F.D.

2. Espaces uniformissbles. Hous avons posé au cnan II (24) le ;problédzme de 1a

-

caracicrisation des espaces topologlques unzformisab;es ; 1a solution

en est donnée par le th. suivent :

Théoreume 2. Four ou'un esi%ce topolosicue L SO0it uBLerZlS%b le, 11

foubt et il suffit gutil vérifie l'axiore suivant :

- gue soient 1@ poirt AQ& B el le vois de x_ , i1

ion punérigue continue dams B ,

2patible avec iz topologie de B |, celte stzucture peut,
dfaprés 1e th.1, &tre définie par ume fanille (£ ) d'écarts sur I ,
< et cno peut to ago&w" supgeger gue csetie famille’eet saturce (B”2) .

L'apres la définition des e utourages Ge la structure uniforme définio

par une telle fanille d'écarts, il existe un écart £, de la fanille
vﬁf?}ﬁ el un noubre a;SG', tels que T (X 3x)_} a pour tout xé g v ;
il en résuite gue la fonction f{x}#ﬂin{?» 1e (;@gx}} remplit bien
- a8

toutes les conditions énoncées dans €Ozv)

g @onaiﬁi@n est guffisante ; soit en effet 'éé i'ensenble des
azplic stions continues de B dags 0,%} . Liaxiome {ta} srouve gue
1z structure unilforze la moins fine feuéﬁmt uniforzcrment conti
les f@ncti@ns sppsrtensnt & é; est compatible avec is de E

5

DéfAnlE;ﬁn 4. Un dit qu'un espace topologigue est complétenent

résulier ='il est uniformisg=able et sépare.




&

Pd 2

il revient au 1u8ne, d'a rés le th. 2, de dire gu'un espace est complé-

teqent réﬁulia

CQ

'i1 satisfzit aux esxioczes (H) et (O y>

Bemargue, L'axzome (ng) entraine (O”I?)’ car si V est un voisi-
nage de x , et ¥ une‘fonctien nuiéricues cgntinue, & vasleurs dans
[b ﬁ] , et telle que (=, )=0, f(x) =1 pour tout 2558 V , 1'ensei-

ble %{{b 1}) est un VOL”&D&be ferm de z centenu dens V .

En ;artieuiier tout esoace completenent régulier est résulier
5 I e

(ce gui justifie la terninologie). On peut par contre donner dses

exenples dl'espsaces rogulisrs gui ns sont pas
7 3
réguliers ' * J  ce gui montre gue (Dr77) n'en
On sait (chap.ll, ¢4,th.%1) qus tout espace conpac

re"ui;¢&, et par suite aussi toul sous-espace d'un g8paCce Cconpec

a

Hous yguvaﬁs mzintenant compléter cette proposition en domontrant ss

réciprogus, sutrement dit :

Froposition 3.. Pour gu'un espace topologicue B soit complétenent rérulie
i1 fegb ot 1) suff 1t ouﬁll soit homéomorphe & un SOUS-8S80a0e a?am
Spate compacth.

ﬁ@ﬁf&ﬁ@&ﬁ en offet 1z structure uniforse la moins Fins éar B , rendant
uniformésent c@gtlzu t@uycs lee applications continues de E dans

2

nous zvons ublilisé ceiie structure dans iz domonstration du th.2 |, et

vu gu'elle est compztibie avec la topoiogie de E gi ! E ezt unifor

31 en outre B/.esl séparé, cette structure uniforme est une struciurs
- z
d'espace précompact, on veriu de 1z coqruc;ta de 1'intenr ?lg gugﬁz

tite structure

(o]

our ¢

o

gt <

G
et ¢ée 1z prop.H du c%zynllgléﬁ . Le conplété ds B ;

*%

est donc compact, dloh 1is proposition.

/
(%) Voir A. TYCHONGFF, Jath. fAnn. t. CII {1950), p. 555




. =2 - _ |
Un peut encore dire gu'un esﬁace“conuléténent rézulier peut 8tre plongs
dans un esyace compact ; il est pouveunt comnode de prisenter ce résulint
de la facon suivante : |
-

Appeions,'debfagon génerale, cube un espace topeclozicus K, produit

topologicue d’une Ffanille d'espaces iaenticues & un intervalle con nact

K de R , et ayant pour ensemble d'indices un ensenble I guelcongue

(si I est fini ot 2 n éléaents, on retrouve la notion de cube fermé 3 n

o

izensions définie au chap.V , §1) ; un cube est un espace compsct
(chap.1, 310,th.2).
-

‘Proposition 4. 81 un espace t@nclogique E ost complétement

Qéﬁig“oﬁs'eﬁ effel per (7

)2'p@ur tout couple de points distinets X,y de E , il existe un

indice ¢+ tel gue T (x)ff (y) , donc g est une appll@&g?@n b$an ivogue

i : , : :
de E dans K~ . En outre, il est immédiat que g est un isomorphisme de la
structure uniforme 1l moins fine rendant uniformément continues les £ 5
sur la structure uniforme induite sur g(E) par la structure uniforne

2 &
it

(produit) de K ; a fortiori, g est un homdouorphisne de E sur g(i) .

Bemercue. Un espace locslement compact étant cawgié'w ent

quant qu'uo espace est nécessairement,uﬁifar&isabig

compact F ; mais en général, l'espace compact F dsfini par le

procédé de la prop.3 sersa tea gue le complémentaire de E dans

£ 2




o
il existe une application continue de E dans gﬁﬁj

vlus fin gue @ (chap.I, %13 th.3%), et a po

- 13
aura plus d'un point (ef. exerc.7). On peut retrouver ie th. d'Alexan
droff en modifiant légdrement le procédé de la prop.3, de la facon
sxiivzmte :

soit (g,) 1a famille des fonctions nuiérigues conmnue.; dens B ,

& valeurs danps {O ?] » €t nulles dans le complémentaire a?un enssmble
co"zgact (ensemble gul dépend de g, ) S0it ‘Zé 1a Qi;* xmturc um,forme
ia moins fine renéant uniformézent contlnues les g_ ; cette s,e,,z'ubture
est cozpatible avec la topologis de B # car tout .?Ga.ull'l“'“@ U dlun

point %, €E conuent un voisinage compact V de x , et dfaprés (0..)
o

A
({88
s
®
3l

point x, , et 4 O dans gV 5 cette m‘pllcatlon gppartient

o
o
O
53
o
W
fond
(]

fanille (g J. L espdce & , nupi de la structure % , est précompact

dlaprés la progzﬁ du chapcll, g 5 ; le th. d'Alexandroff sera démontré

Z 3

el nous établissons que le compléuentazire de E dans son compléte

s
B
(pour 1a structure % ) se compose d'un seul point. Or, soit @?

le fll’rﬁ’e des complénentaires des ensembles relstivement compacts

Y 4
dans B ; @ est un filtre de Co ucny pour la structure fi s car

si on prend un nombre fini quelcongue d'indices ty,v.0; 0

i'ousexble des points x& E ob toutes .}.ss fonctions g

ey

Le filtrs @ gui Jae ccnverge pas dans B , a 'Cz.@b&@ pour limite un

point wekE ; si maintenant Cﬁ est un filtre de Cauchy guslcongue
_' > &) ~ . o ot o # ol

sur E (pour 1ls structure (Zé ), ou bien il a un poini adnérent,

et est alors ccnvez‘gmt dans B (chap.lI, % ,0rop.4), ou bien il est

5

Lrouve gue 6 ss ; ie seul vrowt de B nlappartensnt pas & B
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6 Fonctions sexnkcontinues d:me un esﬁce nnirgz':usable. Au chap. IV (§ 6,

cor. du th.4) on a vu gue, dans um es;yzte topologigue, llenveloppe

suptérieure a'une familie de fonctions nnzériquee continues est une

fonct;on semi-continue inférieurcment. Dans un espace uzzz.foraiqa,m

on a en outre une recigrogue de ceme propomtz.on :

Z’mp@sitggn 5. Pour cue toute Fonchion nu.:;érig ue f semi-continue

infericurenent dans un esvace togolog';'gue E soit i'enveloppe supéricure
des fonctions nunérigues cozzt:a.naes dans BE et < f , il faut st il suffit

gue & soit @nmormmable.-

7
43

3

condition est necessaire : en effei, soit % un point guelcongue

o

e & , V un vaisinage ouvert gusleongue ae _x ; la fonction carsciéris-
tigue ¢y de l'enseuble V est seai- -continue lnferleurej,mt (chap.iV, 3 6,
cor. de la “mp 1) s par. nypothase, il existe donc une fonction numéri-

e =

gue g continue duns B , telle guie g g oy , et glx,)=2>0 ; 1z fonction

+ : : : : Z Z S 3 E’ 5
continue % g prend ses valeurs daus EO,‘EI s ©st égale & O dans | V
et 4 1 au point x ; donc (th.2), E est uniformisabls.

a condition est guffisante. Considé srons d'abord le cas ob f prend

&’-—\‘

ses valeurs daps E.,‘f ,H} 11 fsut v:?xontrer, qu;e,’. pour tout x €L et
tout nomsbrs a < £lx, ), 11 existe une fcnctio:n numérique g , continue
dens E , telleque g f et g(x ) - Bl ‘f’(x )z="3 , 11 suffit de
preadre pour g la constante -1 . 33. £2(x, )> -1 , on peut se bormer zu
as of on a =1 <a<f(xo) ; d'aprés l'nypothése, il existe un voishsge
ée ,.x,’ tel gue f(x) >a pour tout xeV . Comze E est u.;zif:;r%zig:smle$

il existe uns fonction nusériqus b » Gontinue dans E , & valeurs dans

[0,1] , telle qus h(x )—O et h(x)=1 dans &V . 31 suffit olors
s e :
de prendre g{x)=a arH Ja{x) poar avos.r une fonction continus




s

Si msintenant £ esy une fonctlon sﬁuelconf;m sermocont:.nue inféricuremsn]
dans B , i1 en est de aéne de la foncticn f = f § , et cette derniére
1+ T

prena ses valeurs dans E’i +1) Soit x un ,oint guelcongue de E 2 si

,f(x )=-o0, 12 fonction g égale & i= convtante - oo est continue dans

E et '&;.e;}.lv gue g<f, g(x )=f(x ) . 31 f'(x ) > = oo, 80it a un nombre

réel aaalccn Jue <f€x ) ; il existe une fonction ccmtlnae nunérique &,

prenznt ses valeurs dans [‘i +1} » telle que g, 1y ot g,é(,mc);/‘; &
&1 i+ia]

par sulteg lz fonction g = {prolongée de sorte que glxl=- co

1-|

Bl gﬁ(x}w’l g(x)=F c= si ?gzx)—'%"!) est conm.mz;e dens B , telle
que g<f et g(xg) a , d'oh la proposition. '

g‘;_‘;{ercicas; 1) Pour gu'une fonction riunéri gue positive £ définiec sur

un ensemble B soit un écart sur B , il fau t et il suffit q_w

£(x,x)=0 pour tout x¢& £ , et que ’

£(x,y) < £f(x,2)+2(y,2)
usl:’s que solent x,y,2 dans B . -

2)

m
1

t £ une a*aflica‘bjon de ExE dsns zﬂ 4 @@E our gue la
fami ﬂe des enseubles %([f‘ al) , ot a parcourt ?/eqse'zble des
nonbres >0, constitue um syste ne fondazental d'entourages d'une
structure unliorme sur B , i1 faut et il suffit gue £ satisfusse
aux conditions suivantes : a) quel que soit xeE , £{x,x)=0 ;
b} guel gue soit a >0, il existe b>0 tel gue la relation -
£(x,y) < b entraine f£(x,y) <& ; ¢) 'r:;uel: que soit a >0, il
existe ¢ >0 tel que les relations f(x,z) < c et t(z,7) < ¢
it flx,y) e

Les conditions b) et ¢) uont en particulier Ten

85}

plies s'il ezigte

z s ~”§-» Sl B St g ra
nne spplication 9 de .LmE) QG} dans iuvi-uene, continue ot nulle

au peoint ; et une application \}V de I x1I dans I , continue et




.
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nvlle au point (010), telles que 1l%on =it identiguenent
2(y,x) < 9(¢ (x,7)) et f(x,y) <y (2(x,2) ,E(2,5)) quels que soient

X;¥;z dans B ,

bont

5) BSoit (£ ) une fanille d'écarts sur un ensesnble 5 . iontrer cue la

structure unlfor = deflnle par celie faullle est lu moins fine des

structures uniformes sur B telloes gue toules les fonctions £ soient
uniforadnent continues dans l'espace produit B xE .

4) Soient E un espace topologicue, 12 s4 topelogieQ (f;) une famille

saturge d'écarts sur E , ‘Zé“ la structure uniforme définie par la

faﬂille (£ )

a) Pour que lz topologis déduite de @é soit moins fine que - ,

il faubt et il suffit gue les £, soient Qontlaues dans ExE (pour lg

topeclogie graduzu de ?f par elle-méme).
b = %{ s oz - e
b) Pour gue la toyolcgze déduite de soit plus fins que ?;
il faut et il suffit gue, pour tout X € E et tout VO&SLQ%&Q v &@ .
{pour la tga@l@b;e Qg ), il existe un indice % ot un nombre =a ;>@

?{h

els qu.e, pour tout x egV , on ait f(x , %) 2 e

-

5) Scit E un espace uniformisable non séparé, H la relation ygk%*j

_entre deux polnts genarigues X,y de B

8) i @Ltre@ gue R est une relation d'équivalence dans E , gue toute

f@ﬁ@tl@ﬂ continue dens E est conpatible avec la relation R {(Ens.R,

()
)
)
o
ol
g
0
3
e
ot
oo
D
&3

5, n°7), et gue l'espace guotient Q/R est complé
Your toute structure uniforzs ‘i@ compa &&1 avec la topologzie

de B , la structure uniforne associée & %Z {chap.II, %%} est définie

sur i'espace guotient LZ/R ot est compatible avec la iLopologie dg

cet espace ; on Git gue 1l'sspace topologigue Eﬁﬁ est l'espace comple-

Keichy nlfo&41sxbée B

P
@
U
T
g\'x
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6) Boit E un GSyace unxformisable'; aontrer gas la fajillé.éé tous
les écarts sur b , conlinug dans Ex B . définit.sur:ﬁ-une structure
uniforme conpatible avec ia topologie de B . Cette siructure uniforme

(dite struclure uniforse universelle sur E) est 1= pluc fine de

touies les structures uniforaes éoapatibies avec la topologie de E .

©i F est un eséace uniforme cuelcongue, f une-aypliéaﬁién continue
de E dans F , £ est uniformément cdntinue guand on munit B dé sa

strueture universelle ; cétte proposition est inexacie pour toute

autre structure uniforme conpatible avec lg topeclogic de & .

7) Soit E un espace complétenont régulier,fﬁlle coaplété de E

lorsgu'on munit de ce dernier de la structure uniforme ls moins

Tine rendant vniformément continues toutes les sy plications conti-
nuss de § aaqs'iég@} ; B est compact (»rcp 3)

=) .éfgst s p ' blug grande eztenszon comp actc ae : 8'il existe
un homéonorphisne T de 5 osur une partie partout dense B' d'un

NS
5

ezpace compzset K , £ se prolonge en une zpplication continue de

ans & , en remar-

o

sur K.(m@gtrer gue £ est nniforméﬁent continue
gusnt gue la structure anlforwe (unlqup) sur & est laz moins fine
rendant uniformément continues les applicstions continuss de K
dens [o, ‘?:g ). ;

b) On dit qa”ua Alltfg %? sur E est conplébbmmn’ régulier s'il

existe une base i}ﬁ de Sﬁ fTormée d'eunsembles ouverts, tells guse,

C\

pour toutl ensenble Ae o il existe un ensemble B € /) , contenu
: = 2 77 g, :
i € g 2 3 : e ) 4 % ool e &0
duns A ;. el une application continue f de B dans 0,1] , &zsle & ©
; g ~ 7 :
-
A et e - % R ‘) i b oy £ e 5
desus B ot & 1 dans gj& . Un filtre conplétement régulier est dit
s'i] n'existe aucun filtre cgﬂ,iite&eut réeguiier siricie-

: ; vy Ty i i 3 s oy Y e S
| dent plus fin gue lui. dontrsr gue pour touvt filire complétenent




B
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 réguliez'€r; 11 exlete ﬁn.filtre compléte&ent rbbulier maximal
- plus fin que g( (utillser ie th. de «Zorn)., ‘

c)'Pour gu'un filtre camplétement rézulier % soit maximal, il

fsut et il suffit cue, pour tout couple d'ensembles cuveris A,B

de B tels que BC A ot tels ou'il existe une spplicaticn c@gtiw
nve £ de E duns {? 1} ; Ggale & O Gene B et & 1 dans g A , ou bien
Ac 55 ou bien il existe un ensexble de SZ ne rencontrant pas B
(si tous les ensesbles de Q; rencontrent B , considérer le filt

)

e
engendré par les ensenbles de,gi et les encembles %{Eﬁgai} , o8 a

parcourt l'intervalle ouVert‘]0,1€j) ' ‘ - ' -

d) idontrer gue tout filtre conplétement régulier maximal S

est un filtre de Czuchy sur E (pour toute =

~ z -

g6 & dans QQQQE , aontrer gque £ a upe linite suivant
z :

utilisant 0}}

- . = . = o 1
e) Deux filtres completement réguliers maximaux distinets & , b,

T
le md ;

ne peuvenl converger vers le mdue pclﬂt de B (ramafqaer gue;
‘sprés ¢), il existe un cnses bLe ouvert A& ¢ S; et u& ensenble
/ ‘ .

cuvert A'e E? tels gue ANA' = ¢ ; puis raisonner par,i absurde )

£) La trace sur-E du Filtre des voisinages d'un point quslcongue

ol

zceaE est un f;;tre completenent reguller mnaximal cij (ralﬁcmn@r
var ll'obsurde : s'il existait un filtre complétement rézulier
J

Zmaxinmal strictement plus fin gue ‘If . mcntr@r, & 1l'side ds c),

gu'il existerait un filtre complétement régulier maximsl distinet

de %5 , et'cénvargeant've”s X )

uniformisable E dans K=[0,1] . lontrer que, si ia famille des

= . o . - 4 »
eunsexnbles fAQQQsaE}, oli v parcourt I , et g liintervalle ouvert
5 Tp R £ .

|
. %
8) Soit (£ _ ; o1 ume famille a’afﬂlivatlcns continues d'un espace V




wi

nsrateurs de iz topologie de E

]0,1 [ , constitue un gystéue de g
(chap.I, §2), ila structure uniiorie la noins fine rendant uniformément

continues les £ est compatible avec ls topologie de B . Ba parti-

1
culier, si & est seéparé, £ est ho:éosorphe &4 un sous-espace dn
- =
cube K . _

9) Scu.t E un eswace couplétenent régulier, K une part;e compacte
de E , V un voisinage de K dans E .

a) iontrer cu'il eziste‘une application comtinue de E dans E"@g"&t%

égzle &4 1 dans K , & O dans pV (n 1'zide de (0...), et en recouvrant
/ v 1V’ A

K par un nombre Fini de voisin: ages convensbles, prouver qu'il existe
spplication continue de B daans [Q ‘2} égale 8 O dans ? Vv

et déﬁt iz borne inférieure dans K soit 7 l )

'b) Soit B! itesyacs ‘uotmnx, obtenu en identzf EH R fia.ns 5 tous les
poinis de K . lontrer gue B' est cc'::z'gléte;;zent Tégulier.

10) Un dit c;;u?un espzce localenent comdact B est dénombrable &

1'infini s'il est réunion d*une infinité denmbra’ole d'engenbles

cor yuctse

a) m@nurer gue B est réunion d'une inf’ln.n.te d.erz@ 1brabln éeeﬂgemblés.
cuverts relativement coapects Uﬁ. . tols que ?3 =U., ¥n déduire
gufil existe une i’@ncti.dn nunérigue £ continue dans E | "@@11@ gue
f{i}én pour xéﬁn -
uniforaénent cgni;ine es lz fornction £ et les &yyhaa
w & dans 5233‘@} » nulles hors d'ub enseuble compact x’z: 5 cel
struclure esl coupatible avec la topologie de E . lontrer gue pour

cette structurs il existe un tourage V tel que , pour tout xek ,

V(x)} so0it compaect {cf. c"zrep % exerc.8) .

et f(:a:)z,n pouh zeg ﬁn (utiliser 1l'ex.9a)). |
4
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sontrer gue B , 7uni de la structurc uniforic précédente; ést
OOﬁpiet (remarguer gu'avcun filt:e plus fin que le filtre des
conplénentsires des cns eable conggcts ne peut &ire un filtre de
Cauchy ).

11) Soit E un espace topologicue tel que pour tout xeE , les

vaisinages & la fois oaverts et Fferués de x Torment un systome

fondsmental de voisineces de x . dontrer que B est unifornissble.

12) Soit E un espace dénonbrable conplétement régulie?, dontrer
que, pour tout xek , les voisinages_é ia fois ouverts ot fermés
Ge x forment un systéme fgndamental de voisinages de x . “

13) Soit E un aépace localenent comnpact. dontrer gue toute

10

fonction £ » O , seni-continue inférieurement dsns E , esi

l'enveioppe supérieure d”une faﬂiilé ce f@aet@cna &QBQLQQ@”’?eJ :
dont chacune est nulie dans le complénentai ‘un ensenble
CONTECT .
§2s }Espacés,métriqaes : espaées nétrisables.
1. Distauces et esipaces ngbriguss. Definition 1. On appelle distance sur un

encenble E un Scarl fini d sur E tel gue 1z relabion afx,y)=0 entraine

" X=3. OUn spuelle ezpzce nétricue un eﬁsaéb&e v ”anl de 1a structurs

Un espace adétrique B est touiours consid
5 A& e 7 @

28

uniforns et de 1z haaclogle déiinies par ls distsnce donnée sur & ,




4) Sur-un ense“ble qaslcengus 5, 1! acart é deflnz par le;
relations a(x,x)«.o ; &(x,y)-‘! pour x4y , est une distsnce ; iz
structure uniforme gu'ells définit sur E est la structure

uniforze discréte.

On 2 une définition équivalente & 1z déf.1 en. d;sant qu'une distance

est ux écart fini tel que la structure uniforie définie par cet éeart

soil géparée ; un écart équivalent 8 une distance est donc une distance.

par la donnde d'un seul écart (qu'on peut supposer fini), lorscus cet

T

1

:

!

; b
On peut rattacher aux espaces aétricues les espaces uniformes définis |
. : I
i

: 1 ;
écart n'est pas une distance. Soit f un tel écart sur un emsemble E , 1
; = 5 : f

ié la structure uniforne gu'il dsfinit ; cette structure n'est pas
séparée, et l'intersection des entcurages.de,ﬁkf est'ia partie de E xE

geéfinie par ls relation d‘équivalance»f(xsy)sO, relatien gue nous

désignerons par R . 81 =x=x' (mod. R), on a, d‘aores 1'inégslité du

Z te
ﬁrianglea £{x,5) < 2(x,x' Je(x! ,y)=(x";y), ot de méme f(x”?y}géf(xgy} .

%
¥ i

done f(x,y)=f(x',y) ; autrement dit, £ est une fonction compatible s
(en x et y) avec la relation d’éwuiValence R (Eps.R, §5,097). Soit T

fa fonction obtenue par.peassage 2u guotient &yoar X et Y} & partiz de f j%
elle est définie sur (3/3))<(ﬁ/3)§ et sixety sont deux points de &, |
X et v les classes (z0d.R) de x =t de v rCﬂﬁectivementﬁ;@a a ;

X,v) - 11 en résulte aussitﬁt gue T est une distance sur Q/B E
= — , === ,
qu'on arpelle distance gssocice a 1'écart £ ; en outre, la structure 1

uniforue gulelle définit sur ﬁ/R-ngast autre gue lz structure séparés

: =z L g e i % i o S i e S s
gos0cice & ﬁg , G'aprés 1s définition de cette structure (chap.il, oi). §
: . v : i
En &% un espace guotient, la structure uM”f@ me definie par un ]

=3 = P e e - 2 g 319 s TR A e
seul &cart se Tamene donc 8 uvre siruclure d'espace métTicgue,
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2. Stracture d'e space métrigue. Soient E et I deux espaces nétriques, d la

distance sur B , 4t la distance sur E'. Conforméuent aux défihitions
général es (Lns H 8), une application biunivogue f de E sur o estvﬁn
‘isomcrshisme de la structure d'espace métrigque de E sur celle de B! ;
81, guels que soient xc E ot yekE , On 1
(1) . | d(«ny) at(£(z),2(y))

‘ On re@arﬁueru que, s1 f est vne application de E sur B' satisfaisant

& l'identité (1), i o est n=c¢ss%1rament blunlvo@u et par suite est

un isomorphisne de BE sur E' ; un tel isonorphisiie est encore ap pelé

isonétrie (ou apyllCdtlQn ;sggetr;gas} de E sur B' .

Une isemetrle de E sur B est bien emtén du un &J@;ornn;s e de 1&
% structure uniforae (re esy. topologie) de E sur 1a structure uni-
S f@rms (resg, topologie) de E! ; les E@ci brocues sont inela@tés,
conne le prouve llexistence de distances é&gu uivalemtes (& @$a02)f
ﬁ@it;a un espace métriqde, d iz dista&ce gul lo définit. Pour tout -
8 >0 : on désigners par V. la partie de E XE formée des couples (zay)
tels gue d(x 3)g: » par W lz partie formée des couples (x,7) tels
que d(x,y)<a ; lorsquas & parcourt 19ense&ble des nombres ;70 .
{cu seulerent une suite de no¢trec >0 te“ua“t vers 0), les ensembles
V_ {zesp. w_) constltuent, dlaprés la continuité de d ($1,2°3), un

systéne fondamental d'entoursges cuverts (re sp. fermd fernés) de la structure

T = SF = 3 ] - s R e e = Goiany . p < v s 3
car analogie avec le cas de 1a distance euclidienns, l'ensenble

’ ' ooy S : s s o
V.{x) (resp. W (%)) o5t arpelé boule ouverte {(resp. boule fe
! <

3 S e S o z e
g€ econtra X ot de rayon a ; clest w zble ouvert
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- de méme, on appelle sphére de centre x et de rayon a lgeﬁsemblé des
points y te¢s gue d(xgy)wa 2 cfesc un ensemble ferﬁé : D?éyrés ce qui
_pruceda leﬂ boules @uvertes (resp. fermées) de centre Z et de rayon a
foraent un systéme fondamental de voisinéges de x , l@rsqué a parcourt-
‘ l’énsenble des nombres > 0 5 Ou une suite de n@mbres >0 tendant vers O .

1i ne Paut pas se la;sser abuser par la terulnolog?e précédente, &
52 croire-que, dans un espace métrigue guelcongue, les boules et gphéres

jouissent des mémes propriétés topologiques que les boules 6t sphéres

e g 7 g ) B e 7 Q £ -
cucliadlennes étudiées au chsp.V (¢ 2). Cles

&
Soient A et B deoux parties non vides gusicongues de 1

On avpelle digltance des eﬁgemblea A et B le ﬁ@mbre dla,B)= inf  dlx y)

En particulier, on note d(x A) 1 dlstaﬁce de . ?eneaible x} réduit asu

point x , et de l@enge”ble 4 ; om i'appelile distance du point x & 1'ensem-

ble A ; on a donc d(x,A) = 1n§ d(x,y) , d'oh d(4,B) = Aot d{x,B)
: : : ¥y e X =4
chap.IV, 65,prop.9). :

7 e s = et e P AP B E S S
gue Al sﬁ , +0rsgu’aucune de ces deuz p=rties nles: rdéduite & un
point. Par exemple, sur la droite numeérigue R , 1'encenble dos

23 2 - Attt e de 1 MAte fnt e ; +
entiers >0 et ;7e;awib,c des poinvs de la suite (n S5/lp =4 Pont
o .‘f

fermés, sans poin c@xJang et ont une distance nulle.
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Proposition 2. Lz fonction d(x,4) est ug;fbrmément continue dsns E .

Soient en effet x,y deux points guelconguses de E ; guel que soit -

€>0 , il existe zc A tel que d(y,z)<d(y,A)te , d'oh, en vertu de
1'inégalité du tria gle |
d(x,2z) § d(xgy) +d(y,z) <d(x,y)+rd(y,A)+e

A fortiori d(x,A)gd(x,y)+d(y,A) e , et conne € ost arbitraire, -
d{x,A) < d(x,y)+d(y,A). De la =84e nanidre, on a dly,A)< d(x,y)+dlz, &),
c”estcéédire‘ _ | . ,
e | alx,8)-a(y,8) [g a(x,y)
d'od la proposition.

=

Diaprés la définition de d(x,A), 1'ensenble des points xe B tols

que d{x,A}<a est identicue & l'ensesbie V (A) s 1s continuité de
- - a

d{x,A) nous montre & nouveau que ¢t ensenble est un voisin

a
de A . Do uBne, ll'ensemble des points x€E tels que dix,A)<a est

23

un voisinage rfermé de A , qui contient Wa(A}, meis nlest paus nécesassi-

A

rement identicue & ceti ensemble.
, ~

1l peut en effet exister des points x dont la distance & A soit

égale 8 a , sans qu'il existe des points de A dont la distance & %
‘ 501t égale 4 a . Tout efo;s,'cette circonstance ne peut se pr ésenter
sl A est compect, car alors, en vertu du th. de We%@rstrasa
(chap.IV, 26 th. %), il existe yeh tel que dlx &}mdfzﬁy) :
Davm§mes 8l 4 est compact ot B fermé, la relation d{A,B)=0

entraine AN B + ¢ , car en vertu de la reiatlgr d{4,B)=ipnf d(x,B

_ - X €EA
de la prop.2 et du th. de Welerstrass, il existe z@e@ﬁ tel gue
iix@as}zdfﬁiB}ng doznc (prop.i), on a XOQ:B -

On appelle dismetre d'une partic non vide A de E le noabre (fini ou
ol ) ' sup d.X,y). La notion d'ensemble npctis
egal 8 P e s (!‘a/ Xéﬁ;,y@.& : J petld
d'ordre W " (chap.lI §35) est identicue & celle dfensemble de diamdire
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Four qu'un enseuble non vide A soit réduit & un point, il Faut b il
suffit que J (A)=0 . ‘

s

A la notidn de dizndtre se rattache cellie dloscillation dtune fonection

£ définie dans un ensemble guelcongue B , ot prenant ses wvaleurs dens

un espace métrigue E' ; 81 A est une partie non vide cueicongua de & ,

on apyelle osc;llatlcn de f dang A le diamétire 3 (£(a)).

Si en outre E est une partie d'un espace tep@lcgiqam F , on sppelle

oscillation de L en un \ant x¢ B le nombre o(x; £)=inf 5 (P(V 08,

V parcourant le filtre des voisinages de x dans F .

(4 D
»l\.x
@
]
3
L
()
b
Lol
LN
by
fedo
P
o
3\4
()

Proposition 3. L?gscillation w(x;f) d'une fonction qug

dans une pertie B d'un espace topologigue ¥ , el prenspnl ses veleurs

dans un espace métricue B' |, est une fonction semi-con

=
Teznen dans b .

it

Scit en effet a un point quelcongue de B ; pour tout k> @{&;f}s
il existe vn voisinsge ouvert V de g tel que <§(f{¥!ﬁE}} < k

tout xe¥V ) E , V est un vozﬁmag,e de x , donec o(x,t) gé (E(VNE)) gk ,
ce'qui prouve gue o est se@lecontlnue supériesurenent en 2 . “
ufon =it w@x;f):@_en un point xeB , 11 e ut L1l suffit que,
pour tout €50, il existe un voisinage V de x tel gue f£(VNE) soit
contenu dans une boule ce rayon € ; 81 xek , cetté condition exprine

; HR IS RS S = 2 = = : . > ] = ' == i7 552 T e
gue © ect continue =u point x (par rapport & E sl xeE0 ., E , gue
! S i il z & 37 $ &

o

i'image par T de la trace sur E du Tiltre de VOl sinsges de x dans F |

est uns base de filtre de Cauchy sur E' ; en particulisr

2
s~

-~

Erovosition 4. Soit £ une fbnctiun définie dans une variie & diun

espace tepoiosicue T, prensnt ses valeurs dans un espsce métricue

& 5., i1 faut ot il suffit cue l(QQCllthlQﬂ de £ au voint x soit nulle.




Infin, la prop.i du g 1 &vterdine 1“ atracture uu con >lgt@ dun

espace métrigue

it Sy

oLo sltlon . S0it B un espace actricue, 4 la distance =u
i B est le co¢~l 3te de & (uour la structure uniforme définie par da),

; @A o e
2 _fonction d se prolonge par gconiinuité & BEXE ; la fonction vrolongée

o a 2 ! &
6 est une digtance sur B, et 1z structure uniforme de E est identigue
& la structure uniforms définie par 1a distance 4 .

ba prop.1 du 31 nmontre en offet que @ est un écart sur E , et ¥

&

délfinit la structure uniforme obtenus par coﬁpl ion ; comme ceite

>

derniére structure estcseperée, d est une a;stance,' Lorsgu'on ceonsidére
le com plata dfun espace nméitrigue E comme un espace nétrigue, on sous-
entend toujours gue 1z distance sur E est obtenue en prolongeant par

continuité la distance sur E .

5. B poces unlformes nétrisables. Definitlcn 2. On ¢it gu'une distance sur un

ensemble E est compatible avee une_structure unifgrme i@ sur E si lg

structure'uniforme définie par catte distance est identigue & ‘ﬁg

On dit gu'une siructurs unxfozae sur un cuseubls E ezt métrisable

g”il,calste une distance sur E competible avec ceoue»structare, Un

espace uniforme est dit métrisable si sa structure uniforme est

métrisgble.
Des distances distinctes peuvent étre conpatibles avec une ménme

structure uniforme ; elles sont slors gguivalentes ( 21,déf. 4} ;

L1

s;wsO

Thiorere 1. Pour cu'une structurs uniforze soit =6trisable

et il suffit ciu'elle soit sépards et cue le filtre des entoursses

etve structure ait une base dénoubrable.

e =
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La condition eat 4?1aaaﬂent nécegsairs, car (avec les notstions du n°2)

les entourages Vi/n (n:?,',y,) forment uvne base du filtre dec Qﬁtourages

de ls structure uniforme d'un espace métricue.

a condition ost sullfisante, remarguons d?abgf& que,

bt

Pour voir gue

si (Xn} est une bass aano“brable du filtre d’entoa“ages aeun@ St?uﬁubfg

2

uniforme %erur & , on peut trouver une base equlvalentc (U f@rﬁse

d'entoursges syaétri mc tels que U, quel gue soit n ; il suffit
de Quliﬁlf par réeurrence U comise un entouraqe syuaétrigque tel gus

5 ntt b Y

%‘JEMC: i}aﬂ i% X,P . La ;ror.a du 2;1 prouve slors que 9% e=t identigue

a la structure 1 orne doxia&e par un seul écart f sur E ;
£

est sépurée par hypothése, f est une distance compstible avee I, .
.2) : el i

& S

Le 28re raisconenment montrs yue, pour gu'ume structure uvniforuse
_ puisse étre définise par un seul gcart, il fautl et il suffit que

son filtre d'entourages sit une base dénombrable.

=

Corollaire. Une structurs uniforie séoarde gefznle_g r une famillo

denonbrable d'écarts est aétrisable.

0
€
(D
fd
P
G

En effet, si (f ) est une suite d'écaris définiasaﬁt une
structure, le filtre des entOuragau est enge 1676 par la fanille
ﬁengn?reblp des enseiblies g{? }) . c& m et n percourent llenzsnble

e o = . =
ces entisrs ;r@ -

éz;.

un epcsexble B ezt conpzti

paces topologicues méirisables. Définition 3. On dit gu'une disiznce sur
1

ble zvec une topologie %ﬁ sur E si ls topologie

définie par cetle distance esti icentigue & %f, On dit gu'un espoce

. oxiste une distance

et

. ”‘;x.-‘«—f, v S P i 23 1 :
topolosicue B ecst ',1':'3@3’;,8 b‘LG s!

gvec 1o topolozie de & .

Deux distances sur un onseuble B s GOﬁé:@ ibles avec une nméne

.
topolozie ¢ , o@uveat Stre nom égu lval ntes.
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= ' Un exeaple de ce £ait est Tourni pur le sous-espace R, de R
for & dec nombres réels >0 ; 1a stracture uniforae xndulte

par ;a'structure uniforne sdditive de'é% ;, €t la structure

>3

% S . > ; %
induite psr la structure unlfbrme auitiplicstive de R gont .
 toutes deux ﬁctrlsubles et compatiblies avec la topologie de K
2

#ais elles ne sont pas conparsbles,

Gn remasrguera aussi gqu'il peut exisier des "E”&Gt&rcﬁ 3@1&@raes

-

non métrisables-cgmpatibles avec la b@@@i@ﬁia d'un espacs

topolo gique mitrisable ieferc 9.

iber Msﬂéaag ¢e quil suit de donner dés conditions

ezerc.7). En premier lisu, un espace métrisable est évidemment

conplétenent régulier. Une secorde condition est donnde par 1s

s LTe < 3
_proposition suivante :

Provositicn 6. Dans uvn espacs aéirisable, toutb sasenble Perndé est

intersection dfune fanille dénoibrable d'ensebles ouveris s bou

ensenble ocuvert est réunion dPune fanille démovbrabie dlensembles Pernés.

oit 4 une dl taubu conpatbible avec la topeiogie dlun espace

)
3]
&
)
L0}
L
L

metrisabie E , 51 A @st ferné dans B , il ost i'intersection des easen-

T T e

bles ouverts ?i/nié> (ensenble des x tels que d(x,A) < 1/n ; cf.prop.1).

La seconde partie de lz proposition résulte de la presiére par passage

Y e ey g
‘J.f' CONDLCSNC2ITeS .,

£ e <2, £ 3 < P oLy 53 24 =5 . 3 e e e . 2
Corclisire. Toubt point d'um espace néirisable posside un syatene fonds
o S = - 5 L
mental doénoa ibrable de voisiusges.
1116 43 = s 4 < . o s e -
Renargues. i} Les conditions nécessaires gui arecedent ns sont

6
£

)
o]
<
f=hy
b,
oo
L]
%
£
5
ot
]
6N
i
o
h
&
{0
=
(9]
-
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2) On pout commner Ges

systime fonaagantal dénoabruble de voisinages,

ae

)

=2

enseibles

ferice gui ne sont &S des

exc.up le dfespuces o tout point s un

2ois of il existe

intersections ¢énon-

. _brables d'ence

sont pes

aétrissbles.

zbies ouverts {exerc.18) ; de tels espaces ne

5. Baploi des suites dénonbrables. Le eor. de la prop.6 est & llorigine du

role gu'on peut faire jouer sux suites ddénonbrabiss de points dans un
espace nétrisable ; dans beaucour de Questiqas, leur enploi peut se

gubstibtuer 2 celui des filtres. in effet, l'ensenble des filtres

convargents*sur un espace 16trissble est déterziné par l'ensswbic des

pnites ﬁ@rvsr rentes de ﬁOlﬂt“ e car teuz filtre conver-

h’!

cet)espace :

pius fin qufun filire convergent & base dénombrable

filtre des voisingges du point liite) ; et d'autre part, toul filtre
& base dénonbrsble &tant 1'intersection des filtres élémentaires

fins que lui (chep.I, §5,prop.10), le filtre des voisinages

plus

d'un point est lﬂintersectioﬁ ges filtres élémentaires associdés aux

sultes convergeant vers ce ;oint.

= 3

.2 notion de suite convergente est par contre tout & £

ek

xS
Z1

t"‘t

inadaptée & l'étude des espsces topologiques ol il existe

e bas

ﬁ’)

Das

des points dont le filire des voisinages n'admet

S

by

s 3
espaces topo-

dénonbrable. On peut foraer ea particulier des
logigues séparés et non discrets, dans lesoue;», en chague

point x , l'intersection dfune faznille dénomnbrables de voisi-

() .
nages de X est encore un voisinage de x ° ; dans un tel

gspace, il n'y a pas dlautres suites convergentee gue celles

gont tous les termes sont égaux & partir d'um certain rang.

T ORI ! i -
(%) Voir J.DIEUDONNE , Notes de Tératopologie (I), Revus Scientificus
(Bevue rose), 1939, p. 39.
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| & titre d'exenple d'enploi dés‘suites~dénénbmables, nous donperons
la proposition suivante {cui est bien eantendu ﬁalable, non seulement
pour un es; ~2Ce nétrisable, meis slus généraleitent aoﬁr'un'espace ot
tout point-a un systéime fondamental dénoubrable de Voisinages) :

PngOS&tlon 7. Dans up_espace métrisable E , pour gu'un point x soit
edhsrent & une nartle non vide A de E ’ il fout et il suffit guﬁil

existe une suite de points de A qui’converge vers x .

Hous savons déjé que la condition est suf fisante (chap. i,.76)
Pour voir cu'elle est nécessalire, considérons un systﬁze fondamental
dénombrable (V ) de voisinages de x . i x est adnérent & A , chacun des
enseubles V. N4 est non vide ; si x est un point de V. N4, la saité:‘
(xn} converze vers x . 4
.La prop.7 entraine las suivante :

Yroposition 8. Pour cu'un espace Jetrlg ue E soit complet, il faut et

=

il suffit gue toute suite de bau"wy dens E soit convergentea

En e&feu, soit E le complcte de B ; s'il existe un point x<E n'ap-
gartenant pas & B , il existe une suite’(xn) de points de E qui converge

vers x ; c'est une suite de Cauchy non convergente dans E .

5. Bspaces aétrigues Qoﬁgacte : espaces métrisables compacis. Le critére de
préconpacité des espaces uniformes (cnap.IIJ $4,th.4), donne, pour
les espaces nétrigues, la proposition suiVante :

Proposition 9. Pour cu'un espace métrigus B soit LYseo fac@,.il faut

et il Qu”“it gue, pour tout e >0, ll ex&ste un recouvrezent fini ds B

d@ﬁu tous l%s cngexbles gient un dl“aetre < € .

S& cn ajoute l'hypothése que E est con let, on obtient un critére de

n -

conpacite des espaces nétrigues.
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Reua urgue. On dednit de 13 pxop.? gu’un espace Qetrloue préconpact
E possdde une Qggg______gggggg : en effet, pour tout entier n>0,
soit fYE' un recouvreuent £ini de E formé d'ensembles ouverts de
dismétre 1/n ; la réunion 33 des % est une base (dénombrable)

.3

de E . En effet, scit U un ensegble ouvert guelcongjue dans E ,

X un pelnt quelconguc de U ; soit a;>0 ig distance de % & l'en-
semble fermé’g'ﬁ ; Bi %.<:a,, tout emsemble de Ji_ contensnt x
est contenu dans U, ce gui : zontre gue U est réunion dlenserbles
apgaz"tenant é, %

@n déduit e la prop 9 un crltere topologigue de compacité, &ppiaéahl@

aux esgdces nétrisables :

e

Proposition 10. Pour gqu'un espace topologigue métrissble E soit compact,

il faut et il suffit gue toute §ﬂite da points de E ait une valeur

dfadhérence dans E . - -

3

L'aprés 1'axiome (C) (chap.I, 910), la condition est nécessaire.
25 s

Pour veir qa*eile'est suffisante,_considércns une distznce d compatible
C'ave@ la topologis &6:3 . dontrons a'abord que 1l'espace métrigue B sipsi
défini est complet : en éffet toute auife de Czuchy dans E a glors

une vaisur 4! dherence, ¢t par suite est convergente ( adi.E£9.§ ﬁr@§,4)§f
la prop.& montre dome que B est complet. En second lieu, nmontroms gue

-Z'}C";‘l

5 est précompect ; dans ls eas contraire, en vertu de la prop.9, il

existerait un nozbre a >0 tel gu'il n'y ait aucun recouvrement fini
de E par des purties de E de diamétre < a . Opn pourrsit slors dé
par 3 Lcur nce une suite infinie (xn) devﬂoints de E par ls condition

Z ) > o pour tout P<n ; or, une teile suite ne peut asvoir

£
o
o
o
L)
"?\
(o
°‘a
€3
Y
&,
ey
O
b=
()
&
Q
o
Lo

uisgue toute boule de rayon ~ £ contient
- 2




u'une nartie A dlun esvace'to olosicue métrigable B

- Corollaire. Your ¢
s0itb relativ ment conpacte, i1 fout et i1 suifit gue tonte suite de

points de A ait uuc vaicur dladnérence daon 5

Soit d une let“ncﬁ coavﬁﬁlbae avee iz toﬁolo iy de B -sontrons gue

l’espace—A est con; acu, en aji llquant le critere da 1a prop.10 :vseit

(x ) une suite s points de K ; pour caaque indice n , il existe 7 c A

tel gue d(x Ty ) <‘§'; 1a suite (v, ) adnet par hypothése une valenr

ale ga@rance ack , et a ect aussi valeur d'adhérence de la suite {XQ)

car si ym aypartleﬁt é la boule de centre a et de rayon %/n pour m>n ,

% appartient 8 lé-boule de centre a et de rayon gfn :
11 faut remarguer gue l= prop.16 n'est pas une conséguence de
l?existence; en tgut peinﬁ ds b ,vd’un systéae fgndameﬁtél dénombra- |
ble de voiéiﬁages ; on peut donner des exe: gles al esyoceo non nétri-
sebles et non compacts, dans lesquels tout point a un Sysﬁéme

égndamental dénobzra ale de voisinages, el teute sultm de poinis

une valeur ¢'sdhérence (exerc. 18).
\Exérciées. 1) Scit E un espace unlforwc separe, &f ) une fanllle
~G'écarts sur E définigsant la structure uniforme de B . bclt E
‘»??eSyeee uniforﬂe séparé associé & l'espace unifornme obtenu en
munissant E de la structure définie par le seul écart £, ; on sait'
’qaeAH@ est un espaee Aetriqne. dcntrer cue E est isocnorphe & un
sous-espace de l'espace unifbrme proaait QFTBE (faire carrsswaadre

& tout xeB lea fanmille des inages canon ques de x dang les

2) Duns un espace 1étrique conmexe E , pour leguel la distance
n'est pas bornée sur ExE , montrer gu'une sphire gm@l@o@q@ﬂ

s 25
n'est jamais vide.




- - -5 ,
'95) Soit & un_es;acé métriqaé'cozyaet 5'61,.déns E , lﬂadhérence de
toute boule ouverte est la boule-ferﬁéé.de méme centre et de méme
razyon, toute oaule gdang B eat un ensgeible cénnexe (si k et y sont d@ux
points,derﬁ ; 8 1a boule fernde de centre x et de rayon d(xsy)g
montrer gue pour tout €>0 l'ensesble Ay,a des points de S pouvant
étre joints & y par une V_-chalne contenue dams S (chep.iI,34)
contient des points z tels gue d(x,z)<:d(x,y) : en déduire gue

xE *-Ay ¢ bour tout €50 , en raisonnant par l'absurde et utilisant
J D

le th. de Weierstrass (chap.IV, §5,th.1)).

4) Soit E un espsce métrique dont la distance @ satiefait &

(1) d{xgy < Maz{d(x,z)ad(y,z)}
guels gue soient =x,y,z (indgalité qui entrafne 1'inégalité ot

triangle). .

a) 8i d(x,z)#d(y,z), montrer gue ’d(x,y}ziax{ﬁ(x,z);ﬁ(yaz}El

b) 30it V (x) 1z boulec ouverts ds centre % et de rgyon r ; m@ntfar
gue V \A} est un ensenble & 12 fois oavert et ferué (et par suite gue

E est toi).- et gue pour tout yeV.(x), V.(y)=V_ (x).

c) sontrer gue lz boule fermés Wr(x)ide centre x et de rayon T est
un ensemble & la fois ouvert et fesné ; pour toub yeW (x) , on 2
W {3} H ( 7). Lea @QUle ouvertes distinctes de rayon r forment une

_Qart°ti@n ce %?(x} ; 1z distance ds deux cuelcongues dlsnire ellss

d) 8i deux boules (ouvertes ou fermées) de B ont un point cowzun,

i'uns est coutenue dens 1tautre.

€) Pour gu'une suite (X ) de points de E soit une suite de Cauchy,

il faut et il sulfit que d(xnj ) tunde ve”sp lcrsgue n croit
' : ‘ indefininent.
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£) Si E est comgact, =nontrer gue, pour fout xo=;E l’;aawe de &
par 1l's wpllCathn x-ﬁad(x »X) est une partie &anoﬁbrable {finie
ou infinie) de [b{+éﬂ} dent tous les points, & lﬁexceptign _
éventuslle de O, scnt'des’points isclés {pour toute;valéur r prise

par d(xo,x),'eonsidérer la borne supériecure de d{x,,x) sur l'enseam-

ble des points oh d(xogx) < r , sa borne infériecurs sur 1'ensenble
des points oh d(x@,x):>-r}c

5) Soit E la;ﬁS@&bl@ produit ﬂﬂane 1*ﬂ1lle (L ; dlensexnblies
@5@1@@3%@5s6 Pour tout courle y«(zn) , y={7 } d'éléments de F

on dési@ﬁevnar ﬁ(xgy) le rius petit entisr n 2 1 tel gue %, FF

et on pose dlx,y)=1/k(x,y). idontrer que d est ume distance sur E ,

de cotie

v.,m

satisfaisasnt & 1'i aeLallue (1) de i'exerc.4, et que, mun
@iétancegvg est un.espaee métrique complet. '

Pour gue B soit compact il faut et il suffit-qﬁe tous les Eh
é@ient finis ; pour gue & bo;t locale* ent con ipect, il faut et il
suflit qus les E, soient fluls, g 1! %zcsptioﬂ d'un nombre fini
d'entre eﬁx. ‘ |
5 bis)‘Soit & un espace unétricue, 4 sa distance. Pcur tout couple

de points {(x,y) de B ; ©n disigne par d (x,7) la borne inf férie

Ges nombres a » O tels qus X et y puissent &ir e joints par une
o 2 ; o = o
V. -chaine (chap.lI, 34). iontrer que d_ est un éecart sur E |, el gue
g =
la distance sssocide & 4 satisfait & 1'inézalité (1) de l'exere.4.

Q

6) Scit E o espace nétrigue ; si A et B sont deux parties non
vides de E , on pose p(A,B)= sup, d(x,B), puis o{4,B)=uax(p(4,B),
- %€ :

e(B,A)) ; on pose en outre o{¥,8)=0, o(f,A)= o(A, %)= + o= ponr

toule partie non vide A ¢e B . .lontrer gue, sur llspsenble A} (E)




®

une structure .uniforme par la famllle dgecarts T

< ' : = 3) -
des partiesc de E , o est un éecart, et éuérla structure uniforze
cun'il définit est idéntique.ﬁ la structurs unifcrma déduite de
celle de B par le procédé de l'exerc.7 du cﬂa§.11,§ 2 5
' 5

Sur 1'ensemble (E) des parties fermées non vides de T s Gg-est

une cdistance. S5i E est complet, montrer que Eﬁi(E) est un espace

métrique complet (soit @’ un filtre de Cauchy sux‘ gﬁ(a) : pour

tout ensenble 35 & QE! , soit S(&E) 1z réunion des parties % de E
At 24 an S f’ e ¥z S'n - ’ Py o /-g £ 2 o e s
eppartensnt & £ ; wontrer que les enseubles 3(E ) forment uue
base de filtre sur & , que cette base de filire = une adhérence

A non vide, et gque c@ converge vers A J,

B Y

7) Soit»(ﬁﬁ) une suileo dénombrable d'espaces uniformes néirisables |

rd . mw
dontrer gue 1l'sspace uniforme produit B = {i En est nétrisable.
a5 % = i .

Si d_  est une distance sur En , conpatible avec la structure
uniforue de B, ot de borne supérieure < 1 dans B =< B

cf. 31,n°2), montrer cue si, pour deux pointe guelcongues
xz(xn) 5 yziyﬁ} de B , on pose | '

oL

dlx,y) = 5“ éﬁ»d (x,,7,)

d est upne distance ceﬂgat1n¢e avec la s*ractur@ uniforse de B .
8) Soit E un sspace gétriCue complet, @ sa distance, 2 une vartie

non vide de E , intersection d'une suite dénombrabie (A ) dlensen-
les ouverts @ans is Monﬁzer gu'il ex16te une distance sur le A
T > o o

ﬁGi@uﬁib&@ avec la topologie induite par cal e de B , et définic-

sant sur A une structurs dﬁespace metrzque complet \définir sur A

A

ﬁ')
H
&3
O
(4))
()
[ ]
©
P}
o)
M)
(64}

Scarts £ définis par £ (x,y) = d(xgﬁ T o
> : n : 7

ie complémentaire d@ A daﬁs E).
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9) Soitzh_un espace ulqcret non dénonbrable. montrar gue la struc-
ture uniforae des partitions finies (Chdp.;l Y1) sur B , qui est
compatible avec lsa topologie de o ;, nfest pas métrisable {nmontrer gue
dans le cas contrairs, il existerzii une suite (‘3f ) de partitions
-~ fipnies de E , telle gue toute partition finie de B soit formée
d'ensemnbles dont chacun serait rcéunion d ehsembleq de l'une des

partltlens cﬁ ; en déduire gue lilensenble des ﬁart;tlons finies

de B serait dpncua able). - :

10) Soit (E, ) une fanille non dénoubrable d'espaces topologicues

éﬁa rés, dont chacun contient plus d'un point. .cnirer que, deons
l'espace produit | | B, eucun point n'sdmet un-systéue icnas&@na

-
tal dénombrable de voisinages.

?%} Soit B un espace topolcgicque dont chague goiﬁt pésaéda un

systenme fend@meptal dencmbrable de vo;s;nawes, .

a) Pc ur que E ot séparé, 1l suffit que toute suite convergente
dans K ait une seule limite,

b) Si a est valeur d'adhérence d'une suite infinie {xn) de points
de E , il existe une suite infinie extraite de (xﬁ} et gui converge
Vers g ' | '

¢) Soit A ume partis non vide de I , x_ un point de & , £ une appli.

cation de A dans un espace topologique séps 2Té B!. Pour qus ge Ef

o

edd

~
LY

A8

P

)

limite de £ au voint %, » relativement & A , 11 suffit gue,.

pour toute suite (Xn) ae pOthS de A qui converge vers AO la suite
{f(xg)} egnver&v vers a

d) Avec les notations de c,a on suppose en outre gue tout point de

2' zit un systéne fondamegtal dan@%braule de voisinasges




oA

=] - v .
Si acB! est velour d'aghé rence de L au zoint x| ; relamvez,zc,zzt a8,

il existe une su:.te (.x ) de zoinls de 11 quz. gonverge vers %, telle
que 1z suite (f(xn)) converze vers a .
12) rour que 1a topologise a'un espace nétrissble E sdmelte une base

dénoabrable, il faut et 11 suffit qu til em.s‘t.a ‘un ehseable dénonbra-

ble partout cie;x sc dans & .

1%2) 8i un esypace coanzeh 2 une bzse ddnonbrable, il est astrissble
: : 27

{utiliser le th.1 et 1g céfipition des e,nt;ou:m. oo a:'ie ia stroclbure

uniforse d'un espace ¢ Apnct {ehugﬂw 24, th.1)).

4 et e i 4 e pe 3 9 Lok odtaae s S
12 bie) Un espace coauset ndétrisable U est homdonoriphs & un gous-

- ' N = e = -
u cube & (K &tant itintervalis EG,’E} ge W) (scit (1

une base dénombrsble de B ; pour bout ccao} e ﬁ;,, } dlensesnbles de
: Y ook Fie Q_

de E dens K , telle cue £ (x)=1 pour xel_ , £ (x)=0 pour

x Gé U (51,exerc.9) ; utiliser ensuite l'exerc.8 du g ‘i},

14} Soit B un espace co;g}act 511 exisle une i@f‘@u,@ﬂ nunérigue 1

3 2 me . e s e = 2 3= = =i BN
¢éfinie ¢f continue dans EXE , et telle w-s ia relastion f(x,y)=0
e e S e T R T S A ~ 3
scit éguivaliente 8 z=y , B est : ftrl zble

= e P sk eel

un systenie foncazental de voisineses de U dan
= -

4B 5 + 5

e Lt TR e e e gor
TABHE un Systiae ionuaienvoi Ge YOi

Aoa e N oo o s G ls S Ea e S R =
14 pis) Scit B un espace conpoet étricus, @ la dictance dans 5 .

2 . P
= &

Jontrer gue, si £ est une application de I dans B telie gue, gquels

. = Pt - 5 7 £ ooNX o X = S 2 e e
gue solent zelb yeE , d £{x),2{(y)) o dlx,y) T est une isgmeiris

{soient a et b deux points guelcongues de E ; on vose

f=f of , a=f(a), b.=f (b} ; montrer gue, pour tout € >0 ,
" o
% ik S e Gl g s = N~ R e e N
il exisete un indice kK tel cus d{agak; =€ et iib,b, ) = & 5
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en extrayant de (a,) et (bn) deux sultes convergéntes‘ccnyenables 5

-

en déduire Qué‘ d(ai,b1)=d(a,b) ot qﬁe'f(E}*est gartout,dense dans 5

15) Soit E un espacs conpact métrisable.
a) dontrer quﬁll ez zute une augllcatlon continue de l’ense;ble

tr;a&lgue de Gantcr E sur & .

b) 8i en outre & est totale*ent dlscontlnu et n's pas de poinks

isolés, il est hondonorphe & K (”aLSOﬂQﬁf conms dans llsxere.12 du

ohzp.1V, 8 , en utilisant le Pait que Sout voisinsge d'un point

&)

x<E contient zlors un voisingge de % & lg fois ocuveri et fermé

'(ch;polzg§¢%g*exercf10}},

définie de la nanidre sulvaate : pour tout V@gﬁg'@?(x} désignera

is réunion d@s‘interv;llesg {;;x+y£j }=z=§,'2;§; %5 ezt 1lg
topologie dens laguelle un systéme fondamentsl de voisinsges dlun
point guelcongue x est forms des snseunbles Ev , 04 ¥ parcourt l?@nn
: Yy ;
semble des nombres >0 . Soit B llespace obicnu en munissent 1%in-
_ ' .

- - ;
tervalle i=%ﬁvﬁj de la topologie induite par 7 .

P iy : = ES T - o A : e - o, - e =3 T \';,-,-yf\ 4 2% 37 s s ,&/
sontrer gue £ esl coipuct, guo toul point de E admet un systene

2 e S G el B R A 3 S el e o e - ';?%.«,'9 : = AL
fondamental dénombreble de voisinagges, maais que E n'est pas 260ri-
. :
e

s '.,,‘ v e s — o - =
seble (pour veoir cue E est corpact, cc lElﬁ”f&? un Piltre < sur E ;

63
§=2
b

5o 27 > ’ = 5
=B est adhérent & pour la ﬁ@p@l@ ie de ls droite nuidrigus,

montref'qua'x ou =% est_aéhérent & ’ig gﬂur 12 topologie %?‘ .

Pour wvoir que E p'est pas 2étris bBeg sontrer gue sa topologie

n'adnet pas de base dénombreble).

gy

Soit A une psrtie ouverts de B ; ponirer qi

e}

famille déncubrable (Ig) afintervailes ouverts

Un considére, sur lqenS@mble R des n@ﬁbvew réels, la topologie |
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des iﬁterValles «I » G'une partie de 1'ensemble des origines des
intervalies I et -l ; et eventuellenent daa poznt +1. En déduire

que A est réunlon d'une fanille dénombrable d'ensembles fermés daﬁs B

_17) On dit qu'un-espace topologique E est seui-comnsct s'll est senaref
et si toute suite (x ) de points de E Posséde une valeur d’adherance.
Tout espace compact est seml-eompaet ; d'aprés 1g brop.10, tgut‘espace"
semi- comJact et méirisable est comiact.

a) Pour gu'une suite de points d'un espaée semi-conpact so0it conver-
gente, il faut et il SUffit qu'elle ait une seule valeur d'adhérence.

" b) Dans un espace seni- compact, tout Sous-espace ferme est senmi-compac

w

proquement 81 E est senmi- conpact et si tout point de B aun

(‘».‘)’

syst

seu =congac* de B est ferndé dans E .

e f@naaﬂentaL denonbrable de vclsinagess tout sous-espace

2

€) Soit T une application continue d'un espace seni-compact E dans

&

un espace séparé B' ; 1'image £(E) est un BOus-espace sexi-compact ds
d) S5i B est un espace semi-con 2pact, dont tout point admet uvn systime
fGQ&&&G”L&i dénombrable de Voisinages ; pour toute suite (zﬁ} de
points de E , il existe une suite convergente (x K} extraite de (x ).
e) Soit (E ) une suite depe brable d'espaces topol cgiques dang
chacun desquels tout point admst un systéme fondamental dénombrables
de voisinages. Pour gue l'espace produit 'T*-E S0it semi- compact,

i1 Pant et il suffit gue chacua des espaces E s it seni-compact -

utzllser d), et llexerc. 15 du chap.1, 5).

£} Un espace seii-compact dont tout @c&nt admet un systéme
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est vide, un des E est vide (considerer dans chacun des F un point x
et les valeurs d'adhérence ds ls suite (x )). Bn déduire que, si un
espace semleeompact a une base dénoabraeble, il est compact, et par
suite (exerc 13) etr;sable)
18) 50it F un ensemble bien ordonn é non denozbrabley 2 son plus petit

€lé ent b le plus petit des élénents ¢ F nels cue i'intervelle Eé,i]

soit non denombranle. On d981gne par E l'lnterValle [é,bi: puni de la
tcpo*owle ??(E) (chap.I, s 2 ,e§prc,3) : i1 est localement compact et
non compact (chap.I, 310, exerc.20). -~

a) Pour qu'unc partis de E sdit relativement'compact@; il Paut et i1
suffit gu'elle so0it bornée. En dedulre que E est soﬂﬁxNQQFact et par
suite (prop.10) non 3étrlsable (remarquer gue toute partie dénombrable
de E ost bornée).

b) ﬁ@nﬁr@z gue "tout point de I admet un v0131ndge ‘métrisable
{utiliser l”@xercg 13).

¢c) Si A et B sont deux enseubles ferués et non compscis dans E ,
ils cnt une intersection non vide (former unme s@ita croissante dont
les te es de rang pair sont des p01nts de A ceux de Tang impair
des slnts de B). Ec déduire que tout v0181nage d'un ensemble fermé

non conpact est le complémentaire d'un ensenble rels venent compsct.

Y}]
o

Si A esu ¢9eagemble des poinfis non isolés de £ , montrer gue A gge
pas intersection d'une Ffamilie dénombrable d'ensembles @uvewa@,

d) On désigne par B! 1'intervalle [} ?} de F , gu'on nunit de la

nages est formé des inte al»es [&,x} - oﬁ y narcoart ?feas nble des
élémenis < x ; un sye téme fondazental de vo iﬁ”;es de b est formé des

ensembles V. , oh pour tout :e¢E , V_désigne la réunion de b et de
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l'ensemble des points de [x,b) qui ontAuh_anfééééént,(aqtrement dit,
qui sont isolés dans E). Jantrer gqe E' est setiwcom§éct, maic
non‘régulier (éf, exerc.17 f)) ; Gons B! | le souﬂuespace B ost
semi-compact, mais pon fermé (ef. exerc. 17 b) ). _;
1$) Scit B un espsace localenent coapact, E*vl'espace coﬂpaét obtenu

par adjonction & E d'un "point & 1%'infini® (chap.l, §1O,th.§},'90ur

X}Q

gue B! soit métrisable, il faut et il suffit que E 2it une bs
@éﬂéﬂbrable‘{your nontrer gue laz condition est suffisente, renaraguer
gque toute partie compzcte de E peut &tre reccuvez@e par un nonbre

fini d'ensezbles Un , et utiiiser 1l'exerc. 13).

19 bié) S0it E un espace nélrigue tel gue, ﬁeur tout = el il cxiste
uce boule cuverte de centre Z gul, considérée COTmEe S0US=-e8DACE de & ,
aduette une base dénonbrable ; soit r, la borne supérieurs des rayons
des bguleé de gsntre % .gui po s~dent cet,e praur&etéo‘ : |

a) dontrer (& 1'side du th. de Zorn) qu'il existe une fanmille
maximalé (B@) de boules ouvertes de E , deux & Geux sans point commun,

o » 1+e rayon de B, soit <:rX, :
a

°

&cnt?er.qae tout point de B est auherent & une bgule“B% gy moins ;

telles gue, el x, est le centre de B

3 déduire qu'il existe-une partic partout dense i de B telle cue
toute boule cuverts de centre guelcongue xeBE et de rayon <;z;K ne

contienne gu'une infinité dérozbrable de points de 4 (remarcuer

&

cu'vne tellc boule ne peut rencontrer gulune infinité dénoabrable
d'ensembles ouverts deux & deux sans point comazun).
b) Pour tout point xell ; on désigne par Sx ls boule ouverte de

centre x et de rayon A aontrer gue les S cansﬁituen% un

53 %
recouvrement de E , et cu'un point guelcongue de & 2 peut appar t enir
gu's une infinité dénombrable de 8_ (renarguer que, si yeés_,




ol

. , . 6 .

c) on deflﬁlt dans la,reiatiﬁﬁ éﬁéguttalenea R s yuivante entre s@ux
p@ints 7 il exzste une zuita finie-(zi}1 . de voints de 4 .

telle que xes 2, ° yes 3 et que i'&ntersectlon da S, 2 et Szi-éﬂi ne
soz.t pas vu« pour 1 <i<n-1 .,s».:ont;rar.«{;ue les classes d'é équivalence

sa;vant R scnt des sous-espaces ouverts ot formdes de B dont chacun

aduet une baS@ aenoﬂbrubls ' en d'autres teraes, Z est gbﬁme t0ﬁ61@giqua
d?@sgaces aé%rigua adﬁettaﬂt.une base déﬁ@ﬁb?&blﬂa

4d) Décuire &e c) et de ;’exerc 15 ra’un espace l@ﬁaﬁﬁwyﬁ€1@@ﬁﬁﬁﬁﬁ
v st somme topologique d'essaces localenent compscis &
base dénonbrable, \

20) Dans un esvace 2ctr&qa@, on dit qugun ensesble 4 est bozrné si

b
o
@
()]
L)
o

son Gianeire % ﬁini ; toul ensemble relistivenent compact est borné.

o i

éaatrey gue pour gn'un cspace métrisable E scit tel gu'il existe une

le tmat' 

o

foet

&iﬁ&dﬁﬁe corpatible avec la topologie de & , et pour lague

ensenblic borné soit reis tlvement coﬁpact il faut et il suffit cue B

s0it localezent compact et admette une base déﬁembrabie {pour voir
ug 1z condition est n{CQQCdzre, montrer gue i tout ensemble b@rnéV‘
e§t reLa@ive£ant conpact, E est lccaleﬂent coﬁgaet'et denonbrable §
1'infini, et utiliser 1'exerc. 4C a) du 21 ; pour voir gue la conditio

P

esl sulfisante, r@marquer_que Z est mctrlsuoxe en vertu de l?exar@;ﬁ

\sg‘}

&

2

gl d es1 gne distaice canraulhxe avec 1z topol #ie de E , T la fonction
¢éfinie ﬁa@gjlgazaree%@a) du 321, prsndre sur“E la‘sﬁrzctaf@ uniforas
definie par les écarts d(x,y) et gf(x}=f{y)

21) Tout espace quotiert @épar? dlun é

SR o ¥ Z oy o : 2 = <
ﬁglesaalﬁo i@;ﬁ €bant un espace cuotien

de (EB/B) x(& /R), montrer que le Pfiltre des voisins L5

5 une base &éﬁgnbrablef; Temarcuer DoOUT ¢elg gus,

oy
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i C est 1a Jartie de B;<E éafinie par lw relaxion R , tout voisinsge
de C dans F;< contient un voisznaﬁ satnré pour la_reiatian R;aﬁ
en u‘tlls_,sant l'exerc.14 du cﬂaz) I8 49) ﬁ - | .
| 22} balt A an cuse ble coxaact dans un espace m—trxqu@ - $§ 1'espace

guotient obtenu en ldeatifient tous les ﬂolnts de A . 5i d e est la Gis-

‘tance dvﬁs E , montrer gulon &;1lﬁlt aans B! une dlS ance df conpatible
avec la to @be ie de E?, en posont, 1orscue X et y sont deux eiﬁté
de B n'azppartenant pas & A d’(x,y):inf(d(x,y),d(x,ﬁ)+G(3,&)); et
deizﬁﬁ)#d{x,é) (utiliser 1z prop. 1 du chap. ls'% 4).

2%) Soit E l'espzce guotient de 1= droztv aumervg*ﬁ ?%'@%t@m&’@a{
ideptifient tous les points de l'ensenble #£ des entisrs ratiomasls.

ﬁgntre$ gue B ost un espace complétement régulier non métrisable

(nontrer gue le Tiltre des voisipsszes de Z dans % n'a pas de

) Soit B le com plémentaire, _dans R , de ltensenble &és noints
de ls forme {jn ; ot n parcours l’egsenble des entiers fﬂtigﬁﬁels #0 .
On @@nsidére;‘dans itespace méirisable E ;‘lé relstion d'éguivelencs R
pour lagueile ls classe d’éguivalence de‘tsaﬁ z tel gue }xg <1 est
formée des points x et ?/x», lafclasse dfécuivalence de 0 et de chacun
.

of 1 est un entier de valeur sbsolue >1 , se réduisant

3]

des point -

& ce point. Jdontrsr gue iVesyaee guotient E/H est séparé ef non

S

régulier, .
23. Greanea et snpeaux métriques.
rts gilssants sur un groune tc}ﬁlcﬂlaueq JLf&n&tl . Suz un cxoune i

e

tnocté ﬁuitinii@a@fVSEent),»@n alt gulun écart f Vot un éoart plissant

csyche (resp. glissent & droite) si, guels gus soient 2,7,z

on = sﬁzhszy}mf(x,y} (:asy. P(xz,yz)=z,7})




- a4 .

Soit e 1'¢léuent neutre de G—. Si £ est un Ceart glissent & g&ushe
sur G , on a :f(x,y)zf(e x~ 1y )=f(y""x,6)=0(e,5" x), en vertu de la
sy1étrie de £ ; en partlculler, f(e x) =f(e,x 1) pour tout x"&“
Un en déduit f(e xy)zf(x ,3} f(e % 1)~ f(e,y)-f(e ?}+f(e,y) On voit
donec gue 1l fonctlon nuuerlque g(x)uf(e x) vérifie les tro;s conaltlens .
a) g(x) 2 0 pour tout xeG ot g(e)-O |
b) g(X°1)=g(x) ,
) n(XV§<f¢{x3+g(v} -

inversement, si g est une fonction nu;brlque vérifiant ces trois

conditiong, f{x,y)=s(x y) est un écart gllSuaﬁt & gouche sur G; en
effet, on a f(x,y;lfc,ﬁ et f£(x,x)=c(e)=0 ; on =
f%yﬁx,:g(j”%x)sg(x“ﬁy)zf(xgy) d'aprés b) ; enfin, on &

£(x,2)=e(x 12) = glxly 57"2) < el y)ta(y le)=2(x,7)40(5,2) atanrds o);

dgone £ est un écart sur G , et il est visibleient glissant & gauch@,

e

- —Upe famille (f ) d'écarts glissants & gauche sur un groupe G définit

sur~ce groupe une 5tru@ture uniforﬁe, et par_suite une tep@l@gi@ -

brepcsogs=auus ¢e clsrcher & guelle conaltlon cette topologie est
ccagatlble avec la siructure dn groupe G . tn peut évidenment se borner

au ces ol la famille (£ ) est gaturce (g 1,0°2), 1e borae supérieure

d'un nombre fini d'ecarts glisseants étent un écart glzssaat - _ -f

 Proposition 1. Pour gue,l’ _bopologie ?ﬁ defzﬁxe sur un groupe G par une

e d?ecarss slissanis augéuche (£ ), soit compatible syec

&
ls struchture do groupe de G , il faut et il suffit gue. pour

tout incice 4 eb teut a >0 , il existe un indice 5 st un B >0 tels

v a % b e e - 7 % 7 o - : =3 = N B

gue lo relation £ le,x) < B onirvaine f (e,ax2 ') =< a 23 cetie
g v G 7 = = 2 5 7

s a oy S e = oy e s e e 2

condition es8t reuplie, la styucture uniforse définie sur G pay 1o

m

£ L S e = = = el = ey ¥ s e 4 b oS Ry 3
{f ) est identicue & la struciure uniforne gauche du groupe topologigue
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En,e:i‘fet, soit V 1'enée.::ble c‘ée /:“:GG ’tcl- que f (e, x) iles
,Vé;v forment un systeﬁe fbnagmental G; de VOLSLQages de e dans la |
topologie f » 6t pour tout acG , a. & est un systéms fondemental

de Voisineges de a , los éearts £, 6Gtant glissants. Or, les V sont

G,e
des ensembles Sy“thiQUQS en raison dell'identité ‘fb(egx'i)#fb(e?x)

on g V ;t“VQ,LC:AV - dfaprés 1s relation f}(s Zr)<t {e,ﬁ)+f&{@33) ;
donc (chap.Iil, g1 *rop.?), il suffit cue la base de filtre & saotis-
fesse & (GV ?) DOur gue ?g, 801t compatible avec 1g 3iructur@'d@

groupe de G ; or en exprimant gus pour tout aeG , L@a, indice 1 ot
tout: a>0 , il existe un indice » et un 8>0 tels o que V§92€; a’%¥é§aa,

on cbtient la condition de 1'énoncé. La_seccnde partie de lz proposition

est izmédinte.

Ccr@llairac Si G est un Eroupe abélien, toute fanille d'écarts gligsanis

gur G définit une eouolar;e OOQEutlDle avec la structure de groune ds &,

_ En effet lg cona;tlon Ge la props.1 est alors t0u30u£8 vérifice,

Prcgcsltlon

d'écaris gilssante & gauche (reep. & droite) telle gue 1z structure

- Sur tout groupe topologicue G ; 11 existe une famille

-;.

1)

uniforme définie par cette fanille dfécarts soit identigue & la

tructure &nif@rme gauche (resp droite) de G . : :

[

0

. En effet, soit V un vczsznqée syaetrigue guelconquoe de e (&lGasnt
neutre de G), f 1! entcura&e ae lz structure un;fgr*e g uche de G forué

3

des couples (xgy) tels que x 'yev ; détersinons une suite. (¥m>.&@
voisiﬁag 8y letrigues de e tels cue V -¥ Vj 14;,? - ai~§n est
9snt@urs"e formé des cougles (x,y) tels que x° y{;V , U est un
ggta&xm e syaétrique tel gue al%ﬂc;lf . Dlzprés 1s prop.2 du g1,
11 existe un écart £ tel que la structure anlforﬂe définie psr £ soit

1@@3@& ;ue a la structure ‘&év ayent un systéme fondun egta¢
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d*euteurawas est ferJé des U : en,oatre,'co%ﬁe‘l'agplicatica

(x;yﬁ —ﬁ?(ZX Z¥ ) la;sse«invaraant chacuh des U la ammanstrat;on ée

la

n 7

prop. 2 du § 1 nontre cue £ est un écart glissant & Comme

geuche.,

structure uniferme gouche de G est ls borme su;éricure des struc-

tures iZév-lors(;ue V parcourt s systize fondanental de voisinases
syiétricues de e , 1a proposition est ﬂb4ﬁat266

8i ls groupe G admet un ”rouee 00¢nlete G , et 21 1a structure,

uniforae zzuche de G est dofinie par une f”ullle'{f ) dlécaris 5l;ﬁaqﬁiw
& gauche, les £ se pIoiongent par vont;nalte c '§J<§ gt sont des
ecarts sur & définissunt 15 ctructure uniforme gauche de ce gf@ﬁﬁ@
(%‘?533@§a%} - en_@utr@ (§rincipe'de ;rel@ng@men@ des identitds ],
ce sont des écarls gllssanta & gauche sur G

2. Groupss métrisables. gggpositiom 3. Pour cuc la topologsie d'un croupns
topologigue G sai%'*é@rzﬁabie§ il faut et il suifit cue G soit separe
et oue 1'élcnent gaatre ¢ _posséde un systine fondamental dénozbrable

de V@&SAQ%&&So

La canulﬁ;oh est évidemment nécessaire. Becxnroquemenu. si @il@ est
Mglgeg molt (V ) est un systéne fondauental aen@Jbrablv de leSﬁﬁa
de 8 ;

si U désigﬁe‘l*enseabla des couples (x,y) tels que x° yéiﬁﬁ,,

iﬁﬁ ﬁw forment un systéne fondasental d»no’brabl@ dle ntguraﬁes e 1a

 $@:3& ture unijorne gauche de G ;'c@mme cette structure est en outre
séparée, elle est a6l rissble dapres le th. ? da.>§2 :

On voit do le mbne Tanibre que la‘structure_gnif@xga droite de &
est sétricable.  Bn outre, on peut surposer gue le systons fondemental
(V) soit formeé éé voisinsces sy dtricues tels que %2?15;,f5

T s , n
La prop.2 montre zlors cue la structure uni Imﬁ gﬂvgﬂ@ {resp. droite)
de & est déTinie par une distanee slisssnte & gouche d_ {r@szc une
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On notera gue, si les deux structures uniforaes de G sont distinc-

by

tes, la distance a n'ést pas glissante & droite, et par sulte
- ds(x;1 Yy ) est en général fd (x,y) (cf. exerc. 1)

En particulier, si G est un.grouye~abelien ~étrBablie, sa structure
uniforme est définie par une distanée glissante d ; si G est noté aGditi-
vemeﬂt; on a d(x,y)=d(0,y-x)=d(0,x-y) ; on pose scuvent d(0,x)= |x |
(odad(o x)=flx]|); on ‘a done d(x,y)= [x-y} - La fonction |x|[ satisfait
aux identi t6s suivantes ; 1° f=z!={x] : oY !x&yi.égxi+§y§ ; en outre,
ia relation §K§ = 0 entraine x=0 . Héciproguement, la domnée d'une
application = “ﬁy%ﬁ@ d'un groure abélieu additif G dans %%% - sé@igf&i»;
sant aux trolis com itions preécédentes, dcflnlt sur G uns distance glis-

sante d(zsy)zzx=y@ , et par suite (prop.1) une topologis méirisabie

compatible avec la structure de groupe de G .

A

Proposition 4. 5i G est un groupe métrigable, toul groupe guotient

géparé G/H de G sst métrissble : si en outre G est complet, G/H est

ccmmletv(%'},

La presiére partie de la proposition résulte de ce que dans G/H |

Do

1'é1éuent n@aﬁrg admet un sysﬁéwe fondamental dénonbrable de voisinagss
si {59} est un aywtpﬁe fondazental de voisinsges de e dans G , les
wimaaa 3 wponigques V des ensexbles v dens G/H forment un systime
fondameutal de voisinages de lfelement neutre de GfE (chap.llI, ¢ 2,
_cor. du th 1] |

Pgur ﬂantrez que, si G ost complet, il en est de mbme de G/H , il

suffit de voir ( 3 31,prop. 8) gu'une suite de G“uchy (X ) pcar la struc-

=
2o
O
&
b5
N

ture unifcrme gauche de G/H , est convergente ; on peut to sunposer

si, lorsque & est un groupe bop@iggiige conplet
0ue, tout groupe qa@tlen% séparé de G est complet ou non.
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- (911 exirs *dnt au besoia nne Bﬂ&%& mﬂiene de (x )) que, pour tout

7 c?a & S
couple dﬁlndlces p,q tels que p;n » Q0 , On & xp x@& Vﬁ ; cela .
signifie que, pour tout couple ge points ye xp . zé%é , ona
v 12@?&?’ =V H ; 11 en rosulte qaé, pour tout ye fcp terenc ion de zq

et du vc:.sinage yV de y n'est pas vide. Supposons alors lz suite (Vﬂ)
choligle de sorte que V2 C. V et définisson.s par récurrence uue suite
. . = = 3 oud %t
(xﬁ) de pclntg ,&e G de aorte vque. xne xﬂ et xn—%‘éf’ xﬁ@"n , €& gul es
*;»os'si'ble d'aprés ce gui précdde ; on en conclut gue poub 'p > 0 ,

- — L@ex an-w VJ@ S&E nn’i .
_La suite (Kn) est d@nc une suite d.e Ca uchy dans G , et converge par -

» comme on le voit aussitdt par récurrence
5 = -3
suite vers un poin’t; & ; on en ccnclut. sussitét gue 1timage canonique &
de o dans G/H est limite de la suite (x )

3. Corps valués. Béfiﬂi‘t ion 2. Un appelle valeur absolue ou valuation mu ltipli-

cative sur un car)e K une spplication x —wg | de K dans @j%__ , Batis-

,faiggzzﬁ cux conditions suivantes ¢
a) azg =0 est é mivelpnt = =0, -
b) }xg;-% :-{xé -|¥| quels gue soient x gt v ;
e) ;f@% < %] *|¥| quels gue soient x et v .

Dlaprés b), on a |x| =[1 !.jzi , et conme il existe par hypothése

zm % su moins tel que gzi #0 , on a E‘ig =1 ; on en *ti_:ﬁe ‘E;é»fﬁf
- }wggg@ , et par suite }Q#Hfﬂ ,*@xg = |=x] on en conclut

1y | gquels cue ssloien%; x et ¥y . On peut engors - dire gue

8l 1'enzlication }i»—ygxg une gé:gfegentamen ée}. groupe znltiplicati? K°
- 3 p‘ '», e L - 75 ."‘ Tl = o ';a X Sy o ;v.n ":}%‘9 ;
Ges £idézents #0 ds K , dans leo groupe it Ju@&uf 2C




7%

5 = 4} - 2
. La di ta;ce llmsante 33-3’ définit sur X une topologie dlespace nétri-

‘Qae conpatiéie avec la structure de groupe adaitif de K ; mais en outrs,

cette tovologie est conpatible avec la structure de corng de K ;'3n
‘effet, lu continuité de xy dams K resulte de la relation

xy-%x ¥ =(x-x Jy-y,)H(=-x )y +z (3-7,)
gui onns : - -
izy-xoygzlglx=xci.Eysyof+lxol;gy=yo!+§yo§qg eg

De méne, 1la continuité de x-! en tout point x,#0 résulte de 1'idents

o
% o

et
Dy

= ﬂ‘ﬁ s ”(é s o : =
x iexg = x ?a(xo=x)zg , qui donne, d%aprés b)
e = : , =
% Xo‘goxa? é = Q X XQE
e 0 1=, 12
Or, si €70 est tel que £ }x |, la relation Ewagggga
_ - v ,
T y ; : = 1 & = -
L X ixX (=8 dlol | x -X ce guli établit 1a conti-
L Z 1ol 2 2 5 s 12,10z =€) ’ - - ’
= - o ol
nuité ‘

de = au point x_ .

-Définition 3. On asppelle corps va.ué un corps K muni de ls strueture

définie par la donnde d'une valeur sbsolus sur K .

Upn corps valué serz toujours considéré comme nuni de ls topologie

définie par sz vdleur absolue, gul en fait un corps tcpeiogique;

_nxeMQles. 1) La valeur abse"ue d'un ncobre réel est une vagu&tzcn ?
ﬂulti; icative sur le corps 5? ;, gui définit sur ce c@rgg 1a t@p@»

logie de la droite nunérique. sur le corps C des rggbrak complexes

{identifié & R~ ) et le corps dee quaternions K (identifié & R ')

lu norme euclidienne est de méme une valuation ﬂuLyﬂzlicmmnv@ défi-
issant rasgcctivemzzt la topologie de chacun de css corps.

i
2) Lorsqus, sur un corps K , on = Géfini une valuation sdditive v ,

4 velours dans R (Alp.,chap.V), on définit sur X une valuslion

=v(z}

pour x¢u et {0]=0 .,




; ; ”ha}‘” -
on ddduib ; 7= {x’ -|¥] pour ces valeurs de x ot ¥ ¥ , et cetie

relation est trivisiement vérifide si 1'un des 61 érent %,y est
nul ; de uéae de v(xi-y)};&in(v(x),v(y)) pour x#0, y#0 et xty#0
on esduit |xty |  dax (x|, [7]) < [x[*|¥| et ces incgalités sont
encore vérifiées gi 1'un des éléents x,7,xty est nul. En parti-
culier, si v g?) est la valuetion additive p-adigue sur le corps

) des retlonnnlu, la valuation nultiplicative corresponds nte

- v () - . -
ixt —o " est dite valuatzcn p-adique multiplicative

H § p
{ou valeur sbscliue p-sdicus) sur 1o corps ()

4

Q

J) 8i, sur un corcs Guﬁi@@n%aa K , on pose ez‘:’% pour x£0 ,

=0 ; on d¢fipit sur K uns vmloar absolue,

(v ]

et |

i L]

o

ebsolue imgfcpre.sur K ; la topologie gu'elle définit sur K est
la tQPCiégie &iscréte.

Rsaargue. Si, dans un corps Value, x est une razcine de l?unlte,

on & |x|=1 , car e 27 pour un entier n3>0, oo en tire _ :
'jxj =1 , d‘c& [= é . Bn particulier, la seule valuation multiﬁli»

cative sur un CcoIps fini est 1& valuation zmnz@pzeg puisgue tout

elec %& duz corps est racine de &Qudltes
-Proposition 9. L'annesu caﬁal’té Y d?aﬂ corps K valué DEr une Ve aleur

.gbsgclues %x% est un corps, et 1s fonclion }z% se prolionge par continuité
Z = 3 ’

clen

dafinit la tcpolorielX .

-

en une veleur absojue sur K ;, gui

fitte

e

Solt gg'um fiitre de Cauchy suz~i_(mguréla structure uniforme additive)
tel gue U ne scit pas adhérent & %?l : pour voir gue £@sz un corce il
@ -1

suffit d?c tablir gue l'inage de ot par l'application x — X ,(@5%
un filire de gaacng Or, il existe psr hypothése um poubre o }-@,

&

= - | ' . _
et un ensesble A e F tel gue x|l > a pour tout x€4 ;




| .
= d'autre part, pour tout e;>3 il existe un ensacsble B ¢ Z; tel que

BC A et, pour tout eou»le d!élénents %5y de B , }x=y3 ; on en

conclut jx -y ‘ 2 , dfoh 1a preﬂlere partie de la PTopo-=

x{ 7]
sition. La distance rlissante |x-y | =d(x,y) se prolonge par caﬁtinuite

& (h);c(ﬂ) en unec distance glissante sur K, gue nous désignerons
encore par d(x,y), et cetie dicstance définit la topologie de K;
2i on pose }xg = d(0, x) Dour x&iK il est clair qgue gxf est le

7 gl

prolon gzent par cantznuzt» ée 1la fonction ?x dans K et est donc
£ ’

A

e valeur absolue sur X d'aprés le princive de ,”Ql@n~@ nent des

identités.

4. Egpsces pormés sur un corps Valué. Définition 4. Btant donné un @Qﬂdn@

vectoriel E (& gauche, par eaeiyie) sur un corps valué K (dans lequel

& Valeur absolue de x est n@tée §x§ et ect distincte de ls valeur

absoclue impropre sur K), on aprelle norme sur E une application

¥ —>p(Xx) de E dans R%,, satisfaisant sux conditions suivantes :

a) p(x)=0 est éguivalente &8 X =0 ;

b) p(A+ y)<p( x )+p( y‘) guels gue soient X et Y dans B ;

_c) p(t x)=§tlp( X ) guels gue scient t&eK et XREE .

De 1sa condition c) on déduit en particulier que vp§égﬁ)=p(z£)'; par

suite, si on pose d(X ,Yy )=p(%-Yy), d est une distance glissante

sur le groupe additif kB (ﬁga)g donc 3 définit éﬁune topologie d'espace

métriqué compatible avéc iz stractaré de groupe additif ds E';Aen outrse,

'l"apjjlicatign (t, x) —t X de KXE dans B est continue dans K XB

en eff@t on g :
5% t X «(tt K= }+t==.. ) X +t(>z X )

et par salte

; : = iq.«. - 7 ~ t = -
plox -t X )< | 4ot [0 - % )e[t-t [p( X J+[6_|p(% Xo)




ce qui montre que le prezier membre peut &Lre repdu sussi petit gu'on

veut en prenan‘t;'g teto l et p{x - XG) assez phits.

Définition 9. Un appelle egpace mormé sur um corps valué K un ecpace

Yectoriel U sur le corps X , muni de la’gtructugg définie par la

2

donnée dfune norme sur L .
Un espaeé normé sera toujours considérd eamﬂelﬁuni de la topolosie
définie par sa nornme.
4<axea§les. 1) Sur un corps valué K , considéré comue sspace vecto-
riel (& droite ou & gauche) par rapport & lui-méze, la valeur
gbsolue §X§ est une nérme,
2)«L9ex§ressicn gue nous avons gppelde norme euclidienne dans
R” (chap.V, 52), |Ix|= §‘21,34 » ect évidemment ume norme ap

7

sens ce la aeflnltlvn 4. Al en est de n8ne des fonclions

i 4

o L e
23 Soit gﬁ(m) l'enseble des fcnctlgnc f définies dans un ense:
ble & , prenant leurs valeurs dans un corps valué K , et telles
gue lg fonction nunéricue x-»éf(x)g soit bornée dans B .

Cet ense.ale est GVlaeﬁ,ﬁht un scus-egpace vecloriel de laeulace
vectoriel K (& droixe et & gauehe} des appiicatians ge B dags K
S5i on pose p(f)= gupgiféx)g, p est uncnorme sur l'espuace vectorie

e B’ :
CB(E) (cf. chap.VIII).

4) Sur l'espacs vectoriel “@(1) des fonctions c@ntimaes npméri -

gues definies dans 1l'intervalle 1= Eé,%ﬁ, la fonction
1 v : :
7oA lﬂ; Fa Ny e : .
plx) = | 52&5}3&@ est une norme . :
vﬁd 7 % .
Dgfinition 6. On dit gue deux normes sur un espace Vectoriel E (sur un

7= 4 g w7 N A Z ’..,‘.,.':- i = . R Al P ‘- S ..A s 4= -y 2 _’\h‘
corps valué K) sont éQuL?alaﬁtjj si.elles définissent la pene topolozie




9

c'est-a-dire i'ensemble des X tels cue q(x) . 51 p et g sont

i ¥g
posant b=_1 , on voit &u.e pour tout x%@ on a g{®X)< bp{x) ,

- guel gue sc}it T >0

- 25 - .
Propogition 6. Pour gue deux normes p,J sur un espace vectoriel E soient

éguivalentes, il faut et il suifit gu'il existe deux nombres a>0,b >0 -

teis gue, ROUL tout xebk , on sit
(1) a.p(x) £ alr) g b.o( %)
.D\,s::.bnons par S la boule ferzde de centre O et de rayon a >Q relauz.ve
g la norz_zs.e D , c'est-a-dire l'ensenble des x tels que p(X) <a ; soit

de 2éue Ta, 1z boule fernée de centre 0 el de rayon a relstive 4 g =

¢quivalentes, 1l existe un nombre B >0 teli gue laboui@ T1 contienne lsa

({‘

boule 3, , autrement dit, la relation ol x) < B entraine qo( %) <
Comme la valeur absclue de K n'fest pas i%p'ro@:i'e; il existe 't@f{éii tel gus

é"«c It

0%«:;"5 ; pour tout X 0 dans E , il existe un entier (positif ou
s 1 2
nézatif) k et un seul teol gue 5}'%5{?(7&; %) < B ; on s par suite
= - .
‘q(te;’s} <1 diol g(R) < “““’“’“’K‘ ; mais - 1 - p( %), et en
; 2 B Bit,! -

PONEEN

ot ¢t

Ble, | .
e sncore valsble pour R=0 . En exprimant de le méne

o
B2

reiation guil

maniére que S, contient une boule T, s on ob‘tient la premiére des inéga-

and

lites {’s}, ce gul demontire gue ces OOﬁ&ltlan sont nécessaires pour gue p

et ¢ soient eq Maiem;eg 7 il est évident gu'ells sont aussi suflisantes,

B}

car clles entrainent que T - est contenue dans Sr , et ‘Sw/b dans T |

6

W
— , I - A = 2

,f;amgl,,, Jans il'espace K, les trois normes S/I 2, x>, &b x g

%: : ' EEEE - dgéin +
et §_}£;§ sont equivalen ﬂes, car on g

i ‘ f“;ﬁ 2 v . -
~ S = = S N B e i }
L S %;iﬁ S ko !K, < B, Su g
- fzus.ia:m i1 >y = m‘%‘“‘z‘,ﬁ il = Q}?é@, it

w

H@ﬂg?’cﬁue La dezmonstration ds la prop.b 4tablit, pia;s généralenent,
gue, pour gue ls topologis définie par 1a nerme p solt plug fine
gue celle déifinie par la norme g , il fa

o de Se T A ¢ i 5 S & (N X : s
Lifi E!.f;f bre b 78 68l glue ¢ ¥ I D.PL £ J pour tout s .
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Prgggsition Z: Soit E un esjpace moraé sur un corps Valué K, p Ba_DOTHNe,

E le rroupe tOEOlQ&l,ue add1t11 conpléts du sroupe ad aadltlf E . La fonec-

-

tion (t, x) —>tx se prolonge par continuite i KxE , et définit sur

B aoe structure d'espace vectoriel par rapport & K ; 1s norme p se;pro~

A

longe par continuits & %&n une rorze D gui définit la topolosie de L .
Le prolongeuent par continulte_de t x est un cas particulier du

théorénme de prolongenent dluns epnlication bilinéaire'continue'd?mﬁ

produit BE x F de deux groupes abéliens dans b troigiéme G (chap.Iil,
39,th.1) ; ona 1.x=x et t(ux)=(tu)x pour tek , BEK , E

%

& s
dfaprés le principe de pralonfezent des ida*tités ; done 1la loi extern

e
(tgséb —>1t % définit bien sur E une structure aeeﬁyace vectoriel par

rapport & K . D'autre part, la alstdnce glissante d\;gng)—p¢3€ ‘yj se

S~ A A
-

pro$e$& & ExE en ung d;stance glissante d sur E ; qui définit la
tOlelee de B (n°1)1° si on pose 5(;§)=d(0,;g), P est le prolongement
de p & E par contlnulte, et satiefait sux conditions a) et b) de la
dé¢o4 ; en vertu de la continuité de t X dans RJ<E , elle satisfait
aussi & la condition ¢) (primci de-péolongement des identités) donec

.

A
st bieﬁ.uﬁe norme sur B ,

L)

ucrqo&9on considére sur un espace vectoriel E une ntr¢cture bien déter-
minge d?aspace normé, gn»désigne le plus souvent la nomsme diun vecteur >
. = ~ o :
par ls motation Igﬁig , 81 cette notdtlon ne paut .réter 4 confusion.

paces quotleats et espaces produltis d'espaces normés. Proposition 8. Soit

’t‘)

E up espace n@rmé sur un corps valué K , H un sous-espace vec

0 538

de & ; si, pour touts 91&986 X€&i/H , on pose [[x|=
déefinit sur cet

aéfimi%'gar llespace vectoriel E/H une ngﬁﬁq Qui

espace la topologie cuctient de pelle de E par H .




;59’455 + Hy;gf . 11 ost clair par a:,lleurs que ﬂ txll= |t

En effet ei X et ), sont det)zz points de /i , 1'ensenble X +Y est
identique & l'ensenble des Z = x+ )’, o& *x parcourt X et Y parcomt )/ 5
comme | x +yﬂ<[lXﬂ+HY” on g (chap Iv, ¢ 5, fornule (24))
‘zgf;ﬁ_yl!r’—!i inf y( I=+ v = ot i)+ yinfy”yu« Il + y;g
autrement d;t M X+ )’“ < lixﬂﬂly“ On demontre de la méme manidrs gue
I t x| =|t|.|| ]| ; enfin, 1a relation inf [x||= 0 signific que 1a
distance de O & 1a classe X est nulle, ot comme X est un ensemble
fermé, 0 & ® , done X est identique & H , autrement dit & l?@:figi;ﬁa o
de Eiﬁv. Diautre part 1z boule }gxll <a .a, pour image canonigue dens

E/H 1s boule | x| £ a ; car la relation || x|[<a entraine &videmment

% || <& , et réciproquement, si nx” < a, il existe # € X 18l gus

(]

| x|l <& d'eprds 1a définition de [[X || . Les boules || Xl < a forment
o

donc bien un s;rstlma fondamenta.. de voisinages de }.“"erfzgine dans .“fo:’

(chap.1II, 82, cor. du th.1).

L. norue E; % g{ peut asussi sfini;erpréter de la maniére suivante : clest

la distance de toul point X € x au sous-espace H , car llensemble des

s ! o - & :
points de ¥ est identique & l'ensemble des X-2Z , ob Z parcourt H .

7

Proposition 9. foit (Ei)*a une famille finie d'espaces QQZ’;’L& 35S sur -

<i<nmo

~
un corps valué X ; si, dans l'espace vectoriel produit E = E E;

“on pose, pour tout X =(x ..) . ﬂ x|l = 1890 (o EX ﬂ , on d.éfiz},_gt sur B

-

une norpe cui défipit ‘s'ur E la topelog:s.e produit de celles des B
n effet, si X=(x;), Y=( y.) ,ona X+ 3{%:1%-'}?1) , done

% £yl =su X +y,{ € “uP({” “*‘h’ig < syp uf’ﬁ%‘?'ﬁ"f@ éW—af
C

%}§=0 , done %.=0 pour

" ":\

iz topologie produit.
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On montrerait de 'aéne que les fonction s Z i et\/ 2 “7‘ "l
sont des normes sur E ; en vertu des inegalites (2), ces trois

 normes sont d'ailleurs égg_ivalentes.

En particulzer, sur l'espace vectomel K2 (a gauche ou & droite)
sur K , sa., pour X =(x. )1<i<n , on pose p.(x )= safpg T

pa( X )= 2\ !, pj(x J= 2 {xi‘ » les trois fonctions D;5D,:P3

sont des nomes equlvalentes gui defln;ssex}t_ sur K2 1ia topologie

produit de celles des facte'ursv»li (cf. exerc.10).

. Fonctions multilinéaires continues. Théoréme 1. Soient B, (15 i<;z} et

F nt1 espaces normés sur un corps valud K , et f une spplication
multilinéaire de [ l E. dans P . Pour gue f soit continus dans ] I B. .,

il faut et il suffit gqu'il existe un nombre a >0 tel gue, quels gue

soient les points XiéEi (M1<i<n), on ait :
(3) uf(x'pxgx-“: xn)“ ‘g a‘“x‘}" 2 ”’(2“_“'”":1&‘

La condition est nécegsasire. En effet, si f est continue su point

b

I

(0,0,..,0), il existe un nombre b>0 tel que les conditions || ?ﬁi i

(1 “*»é,'\l'l) entrainent “f(x,,, 5 X )n . Soit t €K tel gue

0 < it !(1 ; pour tout point (x ) & .IT.& - 11 existe n entiers ?z
1& k% .tk

tels %m’b!taggﬁ . iﬂ b ; par suite onatt T,

'Ejif(_x,“ xa,,.o,xn)‘n <b ; d'aatre part on a -—-—E “___:L__,_; g}, I

et | <o, 1l
done 1§fw1,.,..,xﬂ)ﬂga, %, ] - hx, b lxp s avec = z»bn’*"}‘i%gn
La condition est suffisante. Hontrons en effet gue, si ells est -

: Yo :
remplie, £ est continue en tout point (c’Li} de T[] E. . On peut

T 031‘ < s

Ecrire




»
%

» =57 =
. =
f(x_',.g;, xn)af(&?’.°°’a‘n)= "Zsif(al“,'..,al 1’xl{Mi+1,o--’x )
donc les conditions [ X,- &i 'S r (1<ign) entrainent

”f(&1,...,3-1-1, 3— xi+1s"'ax )u

garfa, f|...02, | iz, I +)..q & Ji+)
et a fortiori. . ;
,gf(x,g,.,,x )f(éb,s..a,c?.- i< narﬁ(ﬁ&,(ﬁ-?r)
Comme 1le second meubre est un polynoze en 1 sans terme constant, il tend
vers O avec r , ce qui prouve la continuité de £ .
Reiarcue. Ce théoréne entrzfne deux propositions démonirdes plus
haut : d'une part, la coniiﬁuité de ia fonction bilindaire % 2

en vertu de la relation iifﬁsﬂ =|t]. [ 2l ; a'autre part, 1a prop.6,

ch

en appliguant le th.1 & 1'application identique de E , comsidérés
comme application linéaire de l'espace E nuni dé la norme p dans
l'sspace E nuni de la norme g (et V1ce=versa)

111@5 absclunent sonuables dans un espace normu. Définition 7. Daps un

espace pormé E , on d;t qu'une famille ( x ) de points de & ost absolu-

gonmable, si la famille (ﬂ xbji) des normes des X, est sommsble dans R.

Cette norion me Gépend gu'en appar ence de lz morme choisie sur B ;
en vertu de la prop.6 , et du nrinciye de comparaison des fazilles
soamables de nonbres reelu, une famille sbsoluzent s@zuaala p@&r une

norme p sur B reste 21 *oiu&ent sonmeble pour toute norme édguivalente & p.

S1(»x )
Lot e ]

sonmable, on g

est une fazille de points de B scnuab$e et absoluaent

2 =]l <

Lel . LEL
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Bn effet pour toute 'nartie finie J de 1 , on a ]L’GZ; ?"4, I < N *, ’

»l'ines‘allt& précédsnte en resulte en passant & lag linite suiv.ant

i'ordonné‘ filtrant des parties finies de I (urincipe de prololgenent

des inégalités).

Proposition 10. Dans un espace normé complet E , toute fazille absolument |

‘Sommgble est sonmsbls.

In effet, si ( X, ) est une famille absoiunent somuable dans E , pour
tou‘c e >0, :.l existe une partie finie J de l'ensenble d'indices telle

que, pour toute partle finie H ne rencontrant pas J , on ait Z ! v,’f <<k
LEH

™

on en conclut a fortiori ﬁé{ 2 <e oo qui démontre la propositon

On dit gufune séric de terme général » . est absoiuzent convergente
dans E si la série de terme genéral || x - j est convergenie dans R ;
il revient zu néme de dire gue la famille (X n) est absolument sommsble ;

par suits

Coroilzire. Dans un espace normé complet E , toute série absolument

convergente est connutativement convergente.

g

La réciprogue de la prop.10 est en général inexacte.
Cons idérons par exenple l'sspace f?;‘(f{ ) des suites bornées
e = 2 - - = Gt s
;'{‘”(Xn)n'eﬁf de nombres réels, avec la norme % sup 5 e E . 30i%

% l1a suite (x_ )néﬁ’ telle que xmso pour n#m, et x m‘i/m

o mepo Ob%tr.a

8i myT TV On vérifie auss;to‘c que dans P (N) 1a suite

{ o v e e : o o T4616n t ,,{ o, 136
(R >zzz . ©st somnable et & pour sgmﬁe 1 Q}e,,;ang ¥ y,) tel qus
= 4 A o mand AT i - = 7 a e to A
ynn‘é/n sinyl ,y.=0; nais comme |X _|=1/m , 1a suite des
normes Ges X  n'est pas )3,able dans R .,
On a vu toutefois (chsp.Vl) que dans % , toute fanille sonmable est

absolument sommsble. Plus généralesent




=2 -

sition 14. Pour gus, dans un g_sggce pormé coiplet 3 , toute fanille
ommsble soit sbsolunent somable il faut ot 11 suffit cu'il existe '

F}’

up _noabre a > 0 tel gue, pour toute familliec finie (XK, )z. eI g;g
points de E , on ait -

(4) Z %l ga o | 2 2
te :
La condition est suffisante. En effet si elle est vérifide e, et si

(X,) 3 -est une famille ‘gonmeble dans B , pour tout € >0 , il existe
une partie fin‘w‘?e J, de I telle cue, pour toute partie finie H ds I ne
rencontrant pas J , on ait ’{ Z 4,“ € ; a fortiori, pour une telle
partie & , on a 5P, ”'LeJ'xf‘ﬂ < € , donc, dtaprés (4), %33 %&5; <ae ,
€8 gui prouve gue la fanille ( xi! b $ a) est sommzble dans R .

~& conci Mon estl nécesgaire. Surposons en effet gutelle ne goit pas

remplie et soit © un scalszire tel quse O Jt (<1 . Pour tout entier
e 9 e} - O 2
(6]

550, il exxgte alors uneé"axllle Tinie (xn,z, )"éln telle gue
= s ~ = g A ﬂ : multipli i les termes
zg,%, éayngaég%gtci Jc el oL b’ en multipliant tous ls S

de = cette famille par un 18me scalsire (puissance de tO), on peut

en outre supposer gue

(2 ‘ Et’ognﬂ< sup ng,‘eJ o, tg<!t E

Considérons i n f ) -
onsidérons alors dans B la famille "double (,xln e new 11

elle est s sommable, car pour toute partie finie de l@e“se;able &lindices
formée des couples d'indices (na*b) tels que nzn, la somse des %~ -

g
. 3 < SE‘E 3 i iy 3 y
correspondants & une nornme Z, {to! % d'aprés (»), donc
ts .

erbitrairement petite ; mais 13. famllle (% ) n'est pas absoluzent

L,
- , -nt1 o .
gsoniable, puisgue = H x | At § croit indéfiniment avec n
' - in Dy ;. (] . -




8. AlﬁébresAﬂorméeg sur un'cqggg valué., Delfinition 8. EBitant donné ﬁne alssbre
sur un corps valué c0$mutatif K (dont 1la valuation, notée | x|, n'est pas
la valuation impropre), on dit gu'une nmorme p{(X) sur A (4 étant
considére comme espace vectoriel sur K) est coampatible avec la structurel

d’algébre de A si ls topologic gu'elle définit sur A est coanatible svech

la structure d'ameau de A . Une alpébre sur K munie de la structure

.Vee sa structure d'slcébre, est

apuelée algébre normée.

es. 1) soit K un corps valué, K' un sous-corps du centre de K

tel gue la valuation {xi de K ne se réduise pas & la valuation
imzropre lorsqu'on 1a restreint & K! ; K, nuni de 1a ﬁ@rﬂ@ |z
est wlors une algsbre normée sur K' . }

2) soit K un corps valué (dont la valuation lx! n'est pas

impropre ), Aﬁn (K) 1'ameau des natrices carrées d'ordre n sur K ;

n
2 _
on sait que, en tant gu'espace vectoriel sur K , M_ (K) est iso-
2 , / '
morphe & K2 ; sl, pour toute natrice carrée d'ordre n sur kK ,

;;_ =(xij> , on éose 1Be =i?3p ’xm' , on définit donc une norme
sur Jﬁnsn(K) ; en outre la top010giendé£inie par cette norme ost
identique & la topologie produit sur K ; il en résulte (vu la
continuité des 5blynomes & un noabre guelcongue de variables dans
}K') gue la norme'yrécédente est bien compatible aveé is structure
d'alzébre de ,ﬂlnan(K )

it

3) L'onsemble 6%(@) des fonctiions f définies dans un ensenble F

)
&

prensnt leurs valeurs dans un corps vaslué commutatif K , et tslles

.8

gue x ~a>§f(x)§ 80it bornée cans E , est une algébre sur K : lg

norme p(f) = gup}f(x)} est coapatible avec la s*iructure d's
- xek '
2 RN % S AL e A 3
de ‘@wi%}p car on a p(fg) < p(f)plg), et par suite (th.1}, 2a
7 i 4. = 3 % f"j} m N
fonction bilinéaire (f,g) —fz est continue dane (E) .
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81 A est une algébre noraée sur K , p( %) la norae dems A , 1l'applica- ’_\
tion pilinéaire (X ,)/)_é—% xy de Ax A 'dws A esct continue par hypothése
il existe donc un nombre a>0 tel gue (th.1) Pxy) < a.p(x)p( y)

In remplagant p( X ) nar le norme équivalente a.p(x ), on peut donc

- toujours supposer gue la norue x ” sur une alg@bre normée A est telle qud
(6) A=yl i=l-dyi

On en conclut par récurrence que, pour tout n egtier >0, | x

Soit ¢ un idéal bilatére fer“é dans l'algébre normée A ; si, dans
1'algebre quotient A/VZ , on pose || X”-—- ;Iéfx | ]|, on obtient sur Afth
une norme gui défimit la to;ologie guotient de celle de A par %
comlie cetis topologie gubtient esl compatible avec la structure d'srneau
cactient de A/oL (chap.1lI, §5,0%2), 1'algdbre guotient Afd , muni
de la norme [k s €8t uné algcbre nornée.

)y ¢ i'<n est une fazille de n alg ebreu noraées sur un
t si, dans l'slgébre produit A4 = -TTQ§ on pose,

pour X =(x_.) , H x}{ sup lX’ ” , on cbtient sur A une norme qui
dsfinit la topologie prodult des A, (prop.9) ; conme cette dernmilre est
coapatible avec la structure d'saneau de A (chapoiil 51 3)3 1'al g éEbre
produit A , munie de la no.me f[}(}{ , est une algdbre nornée .

Soit A unc algibre normée sur un corps valué K . L'anneau compléts ;
de A (chap.lll, $5,prop.2) est aussi muni d'une structure d'espace
vectoriel Lber rapport a K {prop.?7), et on a évidemment, pour tek .

* e " Zf/‘“( wyf )=(t %) Yy = x(t 7 ) d'aprés le principe de pro lang:xm‘
des identités ; c'est dome une algebre sur X ; comme d'autre vart

{prop.7) la norme sur A se ""11‘0103)4{,8 par continuité en une norme cui

; on voit gue A munie de cette norme, est

i
b
;zj
§,
&
o
<
)
©
Eﬁ.
)
s
&...a
@
)
&
> 9

une zigcbre normées sur le corps i -
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Lorsque 1'algdbre norade A pbss&ﬁ‘ef un glésent unité e , 1! avplication
t —>t@e est un isororphisae de 1z structure de éorps de K sur un
soasscorps K€ de & ; ce‘_c isonotphisme est sussi u:a isonorphisie de 1a
'._structum :;xe corps topologigue ce K. sur cells de K€ (1s topciogie sur
ce c‘orpsv étunt induite rar celle de A), car la rostriction gg t@;ﬁs de la

norme de & & K est une norme équivalente & la valustion it] =lieell /llel-
Lorsque [lef =1 , ona [Jtel =t|; on pout alors identifier le corps

valué K au sous-corps norné K€ do & |, et en particulier écrire 1 11816-

ment unité de A . 1l ne ssrs plus question, ¢ans ce gul suit, que

d'sizebres normées 4 aysnt un élécent unité € , et dans lescuelles la
norse satisfait & 1'inépgalite (6) ; en y faisant X = Y = € , on ex

Proposition 12. Soit G le grou:e des é1ié ;nentu invers r:

A

normée A ; 22 topologis induite sur G par celle de A est compatibls
"Nﬁ‘““‘ = s

svec la structure de grouve de G .

Lemme. Si, dsus A , = est inversible, et |#-elf< 1, 1a série do

4"5@...;&;@ ,Aeneral (e - x)? est converg ente, ¢t on a
. ~ n
(1) 1= Z (e- x)

o

~

= =6
- n .
Héeiprogue gment, si ?d série de terme géneral (% ®)" est conversgents,

% g8t invers ible, et on a ls formle (7)

Cn a en sffet, en gOSd&t €-x =4 ,

(e a)@uﬂ-‘ ué"” |

z = é 5 Y X
Un a é,@,*ﬂ}"‘r ﬁ <giu,;g e , done, s1 H‘if§<1 : wP?™!  tend vers 0 ; on

3

multinliant les deux aezbres de (8) par x-'=(e-w)"' ot faisant

eroftre p indéfiniment, on voit que la série de terme général (& - )

=% Lot 5
converge vers X %c.;nmgaazent sl cette sorie est

5t @i ¥ est sa somis, WP tend vers 0 quand n




donc en passant & la linite dans (8) , On voit que )i € , ot on montre

de m8me que yx= & , clest-&-dire que y =x!

{cette partie du
raisonnesent est d'az.lleurs valable dans un annesu top olcgiqﬁe quelccﬁa
gue ayant un élément unité & ).

Ce lemme étant établi, la prop.i2 sers dé:xontrée si on pr_ozwé gue
iz fonct:.on %1 o5t continue dans G. Soit x &G ; ; pour tout X6 ,
posons %= K (&-&-&L), clest=6-dire W= x l(:( b3 ) on a donc
g 1

corne &+ = 2& x est 1mrer31ble, et que la série de terme général

=

SR

§2X fx- x!ﬁ et par suite, siix -% ”

Ut o oo convergente, on a, d'aprds (7),

- W A - O 4 =
jce +wytl<lells 23 el < fiefl 2 = 2 e} aron
"t °

L«’i"“i <h(e+uw)y 1“ h)(;?ff £2 He! If - ” Cela &tant, on peut

serize x =ik _x)x! ; i [x-x flce< -
i1 4,3 : 2 0%, 1)
on aura donc g X =X, i}sz&lielj«”xb [Ei ‘s Ce qui prouve l= continuité de

£
4

=4

3 au point X .

2roposition 13. 5i A est une al/8bre normée compléte, le groupe G des

éléments lnversibles de A est un ensemble ouvert daus A ; en cutrs G -

est un groupe complet (pour chacune de ses structures unifories;.

Pour zontrer que G est ouvert dans A , il suffit de prouver gue G
contient un voisinage # ’ ‘ '

V de & dans A ; car alors, pour tout ®_£G

les éléments de X V sont inversibles, et X V est un voisginage de

X, s puisgue X —» XpX est un homeo:ﬁsrpmsme de A sur lui-néne.

Vr, la boule V des X tels que}f’kéﬁ{'l -est contsnue cans G , car pour
- - n

ces poldnvs, la série de terme général ( €- X) est absolunent conver-

gente, donec c;mvargente puisque A est supposé complet (prop.iv) .

Le lemmece la prop.12 prouve slors gue x est inversi m@a

i




- 64 -
Pour voir gus lg strueture unifoma gauche (par exeuple) de G est une

structure d'espace complet,-montrone que si & est un filtre de Canchy
pour cette structure, % est un fi-iti‘e .de Cauchy pour la structure .
uniforze additive de 4 , et converge vers un point x <G . Pour tout ¢
tel gue 0<e <1 , il existe um ensemble e R tel que, pour X€i .,
yeu , oo ait | x7! y-¢l<e, co qui entraine ﬁ)&;& <¢e x|, done
}3)@ l! é("a*%‘&}léé';}! . D'autre part, il eziste un ensemble N 4 , apparte-

pant & & | ot tel que [JX° y :K iié-ﬂ

<,
g » ©¢ gqui prouve gue A est

pour €N , yeg ;

e )
TTe

up filtre de Cauchy pour la structure additive de & , et par suite con-

on en conclut gue ﬁy -X L{\

verce vers un point X 6 puisgue A est surposé complet. Comme X est

» o0 a, d'aprés le principe de prolongement des

i } - i 5 i
s 2% - @égs pour tout A€ i ; comme €e<1 , on en coneciut gus X 'z
est inversible, domc qu'il en est de méme de - Xd ; clest-u=dirs qus

;:aé EG .

Corollaire. bans un corps valud co'nglet le sroups ul ulyllca iPf des

élém n‘ts 4{) est un sroupe comvlet; .

Heamargue. lLa prop.13 est inexacte dars une algébre noriée non
compléte. ?ar exemple, dans l'algébre %(I) des founcticns nunéri-

gues continues dans 1= [Q 1} ; (o la norme est [x| +BU1

12 socus-algebre P formée des polynomes en t (pour t&£1)

pas complele ; Bl x(t) est un polsnod*e non ce,ns” aut guelcongue,

~ 1rex esl arbitrairement voisin de 17é6lé tent unité 1 de P loimoue ¢

est ar Qitralrement petit, mais 1i+ex o est 188 inversible g

bl 235 gans une al;rﬁbre nomee. Dansg vne alp m;:sze NOTGE

iralenent dans un anneau topologigque qaeicvaqu& on s3it

{chap.1il, Appsudice) gqu'on peut aefinir la net:.@zz de fanille multi




81 1 est un ensenble d'indices totaleaent ordonne,(x )aei une famille
de points de A ayant I pour emseible 4! inﬁices » b, pour toute partie

finie J de I , totalezent ordomnée par l'ordre induit, P, le produit
de la seguenee ("o)@ea , 1a fan ille (x, )ﬁél est nultipliable et &
pour produit P si 1'application J — py tend vers p suivant 1ltordenné

Piltrant (I) des parties finies de I. Le produit de la fanille

X
(X,),.7 se note alors fer *

Proposition 14. Soit A une slgsébre norzée copléte, syant un élément

unité e , I un enseable totaleuent oxdonnd guelcongue ; si la fanille

( u’1.>ﬁ_61 de points de A est ebsoluuent uomablen ig fanille é’“u”z{(

est multiplisble dans A . En outre, si tous les elet:’.tezmg (e+ i ) sopt

inversibles, 1l en est de 18me de leur produit | JI( e+ W j.
‘ 2

Comume A est une algébre compléte, le critére de Cauchy nontre guse,

pour &tablir que la famille (€+ Ww ) est "lu&tlnlld.blﬁg il suffit de

prouver gue, pour tout € >0, il existe une partiec finie Jo de 1 telle qug

pour toute partie finie J OJ de 1 , on ait n PJ-= T ;Ka . Or, on
, : o ’

peut écrirs

Pr=Pr = TT (&1 )~ TT(G+ % BE
J W, lex 1€T, ¢ e K )
H Qam@urant l'ensexble des par‘cies f nies de J gui coantisonant su

moing un indice n'aposritenant pas & J . Comme ig Z EE:{ eﬁ,‘é jé g f 93 £§ I gg 3
2 '&é : {,é}f i °F]

C" 3
o
O
£
(¢
s
(@)
4
&)
=
@

on peul
) Eﬁ%f’g! W‘-“‘l .l )~ TF(% le, 1D

Or, comme lia :fw..,.,..lle ( ﬂ 1,ﬂ) est s0 mabie ;M:r’ m pothése, la Tazmille

5 lts =% ® ; ~ € : e O gy
{1+ ﬁé%é} es; wultipliable dans R+ (chapolV, 97,th.4) . Un peut donec
*rC’%I’Ju telle gue, pour dJ DJ s le second menvre de (J9) soit =&

ce qui démomtre gue l.,» fazxil;.e (e+ U ) est zultipliable.
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31 chacun des éléuents € + W, est inversible, posons (e + ‘%)42 e+ v,

/ =1 = : e o .
dfolt v,=- 4&1’( e+ w, ) . I1 n'y 3 qu'un nonbre fini dfindices % teis

7

que ]i Wl >1/2 ; pour les autres, on a, dia sr2s (7), iﬂ(e-s—w@}“?gjg 2%&%33,

done || %llg 2 g[eﬂ .,,“; cela prouve gue la fazille ( VY, ) ect sboolu-
ment somzsble, et par sulte cue laz famills (e&+ V.l ., et multinlia-

ble, I' désignant l'enserble I , totalcient ordonné par 1'ordre opposé
de l'ordre de 1

est 1'inverse de T— (e+ w_ ).

oo

il est clair elors gue le produit de cette Famill

Corollaire. Si 1s faualle m ( w, ) est ab,ucllment 80711 fhble, ot :"“Z.I

sucun des &lézents €+ W, pn'est diviseur de O dans A ;s 2© produit

| L{e+«w ) n'est pas diviseur (ief;) .
£
En effet, soient G1,G5,0..,0, los indices 2 (en nonbre fini) tels

3

: g‘ £ =1 2 3 3 == b
que flal »1 ; chacune des sous-fazilles de (e+ ) . donn

seable d'indices est un des intervalles }«&-—- - a1E j @y ;

£ig n-1 }a. 5 ——9E . est une f,,,.gllle nultiplisble c‘.@nt ie pro Juit

gw.

est inversible d?apres la prop.14, puisgue pour tout indlce 1 dietinct

des 5. €+ u, est :mversible d'apres la prop.13 . Le produit
_—_’T: < < x £
l‘if(e‘ﬁ” W, ) est aonc e;;,al au “I‘Odul'b ¢'un nonbre fini 4d'él
“LCE .
divigeurs de O dans & , et par suite n'sest p=2s non plus diviseur de O .,

Lz réciprogue de la prop.14 est inexacte en général (ef. exerc.14) .

dgis cn 2 la proposition su:wa.ate ;

v
by
Q
@)
&
[ )
feste
<h
e

icn 15, Sc;t A une slpébre nomee co*apléte dang laga ile touts

c"v“

iw;lgz nable est sbsoluzent sommsble, 81 (&+ Ydpney et ume

suite dfélénents .,,nvers.lblea és A , multxnllable dansg le groupe G des

¢léments invers 3.ble§ de A la. ﬂuite ( «, ) est sbsolujent samawl

Dlapres la, z’gp ’H 1t} 137 %othé“e entraine qu’ll ex:aste un newi")f@ a >0

6’2
g{i
&=
<0

tel gue, pour toute .m:m.lle finie (%, ) , .1 de point
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lious allons en déduire l‘ aroposition en ginéralisant le ralsonnement

fait pour le cas ozh A est le corps des nonbres complexes (chdp Vi, §6,
th.2). '

Z ia, “ .h<1 ,ona

est une suite finie d'éléuente de A tels que

- B 5
- - 4. )-¢€- =2 h
(10) ” H(e+ . = lj —
;.an effet, : . .
¢ d i Feetrd o :
W(@+&a) e+§& 1‘2& L 1-0022 . ‘Z’oidb& et d P
Or, on a | s i {2%‘“ :;‘{g ;
| & 22 o = = o ll-la - e s (2 12 <e
‘/2;<.e_;3<~<_(?e 1z 3 % b, < ¢ <Koy 2 :
donce n
| Tlerap-e-2ia fxtikrrtich (ZFh)- =
=1 '
Lemme 2. 81 (4 1); e est une faulle finie d'élénents de A telle gue,
pour toute partie finie J de 1 ! (€+ &; )= eli < 1 , On &
> i 5 iéJ (Ba"i)z .
= gi@ ;g.....__é;__ -
- (2a+” 32 7 : ,
Posons s !l& i d‘aprés (10), on a; pour foute partic E

Zal<

' éu;p sant cette condition Varlfiee, l'nypothese du lemme 2 satrr,z,m@

pourvu gque 8 < 1 ; en

o §W(e+é—) €-

= 1 ] 2
;E - < + =& done, en vertu de (4) on z aussi
ieH 1,5 g J P
(Za-r‘i ) ' , : .
. g clest-a-dire .s(i=(atl)s) - a .
e «.:;‘ - ) 4 T Ja ; -8 . e
(2241 )° B , v (2a+1)
24 36 t ‘E"’(a-*“i )S > 1 1 —y T ey : 'A
31 on a en outre e 723 1 © est=4 dlre s <W on en
: : - : == i i 4
conclut s g 28 5 - Nous avons donc prouvé cue, si P §§&’§55%—w{ =
on o i CLEJ 3 !( - Heste & montrer, par récurra“ce sur le
' 4a+1 )

nenn { ’ 1 013 + '5'-@
nombre m G ele&ents de J , qu'on & bien ieg iS———— ;2 M ~ pour tout
partie fz,m,@ J de I . Pour n=1, Nhynothese donne é%ig Zwmwm?@ pour

28‘;"3“
i;oz::@ é I . Supposons la propriété demcntree pour ni<u ; sidJ aan

élézents, on pe ub l'éerire Jmﬁu %k} - oﬁ H &5 n-

o

élénents .




“ = 1 ! .
Par rypotnise, [Tpldle ot ) dome 2y o "‘W »

i

) -
OOIZH}IG “ “ -—-—-——-)-5 on s i éJ“ ”$(2 +1) m Tatl

Ces lemmes étant démontrés, si (€ +& ) . est une suite multipli-

@ble dens le groupe G , iissx eriste une purtic finie J de # telle
gue, pour toute partie finie B de # ne rescontrsnt pas J , on ait

e+u, )- e”<

” iUH ( 2. (.éilszfuill, Aﬁpeziéice,,tﬁez), D'a,prés 1le
(2at1) ' |
2 Ju

leame 2, on en déduit v u,lfgf___éébgn pour toute partie finie
: , = i (2a+1)
: : - - / \

H ée # ne rencontrant pas J , ce gui entrafne que la famille ( [[& ]|)
- : ; ; : £ -’ :
est sommable dans K (chap.IV,87, th.1).

Exercices. 1) Soit G un grcupe topoiogigus dont les structures

oniformes droite et gauche sont identigues. iontrer que cetie

unigue structure unixorme peut étre définie par une fanille dfécarts

sur G , glissants & la fois & droite et & gagche {(en utilisant
l?exercaj\du chap.lI1, §3, montrer que pour tout voisinapge V dé
lt'¢lénent peutre de G , ?o C;% xVx"! est un voisinage de e).

2) Soit G un groupe tép@loglque, (£, ) une famille saturde
d'écarts glissants & gauche définissant la structure uniforme

_ gouche de G ; on pose g (x)=f (e,x). Soit H un sous-groupe distin-

gué fermé de G ; pour toute classe X€G/H , on pose h (x)z inf g.(x); §
montrer gue si T (x,y) h,ix y), les £, Zforment une famille '
d*ecarts gaissanﬁs & gauche définissant la sﬁrueture unifornme
gauche de S/H (raisonner comms dans lsz prcé 8).

j) dontrer que 1z tOPQlOFlE dfun corps valué satisfait g la
condition (KT ) de liezerc.13 du chap.l1il, Qﬁ -

4) On dit qu'une applicaticn w d'un anneau A dang .5%% est une

sur A si elle satisfait aux conditions :
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10 w(O)_O 0w(x~y)<w(x)+w(:{) }° w(xy)gw(x)w(v) La pseudb-'
valuation w est dite g sparée si w(x)-u entraine x=U . Si w est une V
pseudo«valuation séparée sur A , w(xz-y) est une distance glissante
sur le groupe additif de A , et définit per suile une topologie
compatiblé avec la structure de groupe additif dé’é i mcntrerlque'
cette topologie est compatible avec la structure d'anncau ds 4 .
Généraliser aux-annééux,munis d'uns péeudé=valuatisn géparée les
principales propriétés des algébres‘normées,'netamﬁent leé

prop. 12, 13 et 14. / ’

51 w est une pseudo=valuation.nonfséparée sur 4 , l'ensemble
"%(Q) est un idésel bilatére ¢ dans A ; si on auﬁitAA-de ig tcp@lb—
'gie.définie par 1'écart w(x-y), elle est cempa**&l@ avec la siruc-
ture d'anneau de A , et 1'aianeau séparé associé 4 A n'est autre gue
l'anneau quotient A/ , sur leguel la fonction W(X) , égale pour
toute classe X & la valeur commune de w(x) pour tous los xe% .
est une pseudo«véluati@a séparée, dite associée & W .

5) a) Sur un anaeau'A on dib que deux pseudo=va¢ua tions W, s¥s
sont équivalentes, si les écarts w@xx«y) et L (x=y) sont équiv
‘1vaieﬂts Hontrer que, si w ssi une pseudo=Valuatxon sur A, aw el

11& sont des em&oava,uatlons eau1Vaientes & w pour teu+ nombre

a’;-% ..

b) Si W, (i ifén) s@n+ n 33u¢o»?aluatlons sur un snnean A , les
: -

fonctions w= > w

i et szsgp W5 sont deux Qsead@avaluat;ona eaulu
=4 7 :

vaelentes sur A . 8i U, = Wi(O), et, C@ = w( ), on&a Gﬁg <;§ Ofi
Si A. dbSlfﬂe le complété de 17 qnneau quotient £/ ﬁii , muni de 1a
@S&uﬁ@=¥&éu&@i@ﬁ séparse associde & w, , nonirer gue Agéi : muni

&

3
de la pseudo-valuation séparée asscciée & w , est isomorphe & un
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unrsodgegﬁhéaﬁ de 1'ammean prodnit ’[zfAirg pbn:rqua e scus-annesu
soit partcut dense danes };Tai - ilvfaut et il suffit {en suprosant
gue A posséde un élémeht unité 1) que les.valuatians wy aatisfassent
& la condition suivante : pour tout € 70, et pour checun des indices

1 ;i3 exzste un 6léuzent x€ A tel gue Wy (1=x) € et wk(x)

pour tous les lndices k#i .

6) Soit A un annesu muni d'une pseudo-valuetion séparés, complet
p@ur lz topolorzie définie par cette pseudo-valustion, et admettant

un élément unité. dontrer gue, dans A , tout idéal maximsal est fermé

(utiliser 1la prop.13).

t

7) Scit E un espace vectorisl & rauche sur un corps K , admett

une base dénombrable (éLﬂ}. S0it (rn) une suite décroissante de

0, et pour toul &lément

nombres >0 , tendant vers 0 ; on pose ffﬁfgs

— éf 4, é ‘= e - %1 e 4 =
X %; by f_@ , on pose J}Q{ T, , si b est le plus potit indice
tel que t,#0 . Montrer que | x-v)fﬁ est une distance glissante sur
le groupe additif E , et que la topologie gu'elle définit sur E ns

dépend pas de 1la suite (rn) (décroissante et tendant vers 0) choiszis.

En déduire cue si on étend

norzé (déf. 4 et 5) au cas

corps des scalaires est ls

le definition d'une norme ot d'un espace
ot. 1a valsur absolue considérée sur le

velustion impropre, la prop.6 et le th.4

ne sont plus valables.
8).Soit E un espace vectoricl sur un cérps valué K , py {?g’i:gn)
n noraes sur E ; montrer qus pzs%p pi est une norme sur B -
9) Dans un espsce normé sur un corps valué, l”adhéreﬁge d'un
= '3

sous-egpace vectoricel est un 80Us-e8D bace vectoriel.

10) Soit E un espace vectoriel normé sur un corpe valué X .
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a) Soit H un sous-espace vectorael maxinal de E , supposé fermé

dzns B , et'x un point de E-n'appartenant pas & H ; on sait que E

est somme directe de H et du sous-espace & une dinenslon K)< -
-sontrer que E est 1somorphe & l'espace normé produit des sous=espaces
norzés H et Kx, (s:., pour tout Xe€E , on pose x..t(x)x +7(X) -
avec t{ xX)ek , y (X)eH , nontrer que llapplication x —>t( %) est
conginue, en ralsonnant par-l'absurde':'on prouvera que, Qans le

ces contraire, la distance du point X & H sersit nulle).

 b) zontrer gue tout sous-espace dﬁE & une dimension est isomorphe

84 K (considérs comme éespace 1orné par rappért 8 lui-méme).

¢c) 5i le corps K est com let, montrer que toul sous-espace normé
& n dimepsions de E est isomorphe & K2 (raisonner par récurrence
sur n , en utilisant a) et b)). -

d) Si le corps K n'est pas camplet; dounner un exenple d'espace
norné é'n>dimeisions sur K , non'isomorphe & K2 (considérer un sous-
éspace 8 n dinensions dans le complété K de K , envisagé comme espace
normé par rapport & K )

e) Soit H un sous-espace vectoriel fermé d'un espace normé E sur un

corps complet K , tel yue H admette un supplémentaire F_ayaht un

- noabre fini de dimensions. sMontrer que E est isomorphe & l'espace

normé produit des espaces noriés H et F (raisonnar_par récurrencs
sur le nonbre de dimensions des F).
41) BSoit E un espace normé Sur un corps Valae coﬂg&@t K . dontrer

gue si E est localeneat ﬂemn@@t il 3z un n@mbre de dimensions fi ni

- - , . n
par rapport & K ;, et esi par suite isomorphe & un espace K

i : : : : ;
{supposant par exe euple 1a boule V ;Egﬁggg-ﬁ c&aga@t dans B , montrer

que, pour tout € >0 , ll exzate un sous-espace H de E, de dimension
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tel gue tout.point de V goit & une distance <e de H ; eh déguire Que_
=10 éK ést tel gue 0<‘t ‘<1 ; 6t si € est v<jt0;], 5 est néces-
sairenent iaentlvue & H » en prouvant gue, dens le cas contraire,
il existerait un polnt de V dont ls distance & ﬁ serait ]t f
12) Soit E un espace norae sur un corps valué. dontrer gue si toube
fanille absolument sommable dans E est sonﬂable dans E » B est complet
(si (X ) est une suite de Cauchy dens B : considérer une suite (X k)
extralte de 1a sulte.()<n) et telle que lz série de terme général
X - X, soit absclument cauvezgente).
k*@ oy
13 ) Donner un exe@nle de fazi le sonmables mais non absoiuﬁ@nt gommna-

ble, dans le corpe @  des n@mbr@s 1°aﬂlﬂaes (utiliser l'exerc.2 -

P

-

du @z:a,po‘lil 25).
14} Dans ;Valgébre 2%(}?), conper un exenmple de famille multipliable
(er% u.) telle que la- qu 1le (aﬁb) ne soit pas absoluzent sommable.

2 4. Espaces normaux.

Définition des espaces normaux. L'sxiome (0...) des espsces uniformisables
D& v - -

peut s'énoncer de la facon suivanie : quels gue seient l’ensemble ferné A

et le point xeig.A ;i ex;ste ure aypllcatlon continue de E dansg [Q 1} .

égale & O au Dolnt X , et a1 en toul point de A ; on ez@rime encore

- cettg.prepriete en disant que, dans un espace unif@rmisable,.oa'peut

stparer un point et un enmsewble fermé (ne centenant pas le point) par

-une fonction ccn@anue numérigue.

ans all@ns nmaintensnt étudier les éspaces dans lescusls on peut de la

méme maaiér@ séparer deux ensenbles ferndés sans point commun par une

fonction continus numérique ; de Facou précise

_ngigitign 1. On dit gu'un espace t@p@l@gique E est normal s'il esi

saparc, et gtil verlf* 1'sxiome spivant




v 7/‘_"
_‘(0 ) guels gue soient les ensefbles fermes ¢8 sans point connun A et B

dens B il 911ste une "Qpllcatlon continue de E dans (0 1) Egale a 5]

en tout point de A ot & 1 en tout point de B .

i1 est clair gus tout espace normal est comvlétement régulier ; mais
il ex1s%3 d%u espaces completeient réguliers et non normaux
(cf‘w"ﬁ exerc. 7). | ;

Lf'%noncé de l-axiame (uv), conme celui de llaxicme (0;4), fait inter-
venir la droite nuniéri Que R comme enseible auxiliaire. idais on peut
docnner ua énoncé équivalent & (Q¥)= et dans lecuel n'intervient plus
gucun ensemble suxilisire :

tme 1 (Urysohn). L'axiome (U:;) est éguivalent =u suivant :

LS =3
s
(S

(&)

9'5

j%) “uais gue soient leos enscembles ferads sans point cormun A et B
dans & , 11 exisle doux ensenbles ouveris sans point cownun U et V

tels qgue AcC U et BcV .

11 est iamédiat gge (Qg) entraine (O%), caf“si £ est une application
continue de E dans {§ {} - éfale & 0 daus A , & 1 daus B , 1es ensesbles
ouverts “%{ {O, é} ot %(1 )) contieanent res;ectlyem&nt A et B
et sont sans point coﬂmun.

Pour ab'ontzer iz reclproqaa, rearquons d'abord gue (0‘} es éqal?a-

lent & l'axione sulvant :

(QW) Guel que soit 1'ensemble formé A , ot lo vozglaage ouvert ¥ de A ,

i1 oxiste un vois inage ouvert i} &e A teé gue WV .
, -
olil &K&ut@ e aiplic Lion conti inue £ de E a dor B ;%=%$+ﬁ} érale &
0
: = :

s ’;_

dans B 5 ot sip pour tout % €

w1.aaas A, 8 ;
Ut f{g}s?tﬁ}g on &’f&h&t une L@“l?l@ d7e§seﬂbi s ouwverts dang E

s “\'- ! o ; i : 2] : 5
mJaﬂ’ LvyAé p@ar pwuawbl@ gt n&%cgs; velle gue ,Aiz 2) : E%ﬂ;i&w_g ot
pour tout couple de nombres résle t,t' teols que 0<t<tigt
(1) . - =




- puisque U

‘ayent ces trois propriétés » et pour tout x€E , posons g(x)=t =i

dens A , g(x)=1 dans B ; enfin, g est coptinue duns E : en effet, si on

,};/23 (k-0,1, ;..,2%) , il existe un - Ek/én , ces ensembles

: Zk/anﬂ = Uk/an (ULkg2B) ; d'autre part, en vertu de (D"), il existe,

deux nombres dyacicues r,r'! tels que t<r<r'gt! ; comme U U ,

74 - ,
+ est contenu dans 1l'ensenble fermé -%( [—1 ,t]). Inversoaent,
supposons gu'on ait défini ume fanille (131;)Q <t 4 Q'ensembles ouverts
: 7 = YN

x eﬁ U, , ot sinon prenons pour g(x) la borne infériewe des t tels

que. xéUt . On a éviderment 0<g(x)<1 pour tout xeE , et g(x)=0

pose b(x)—a , on a \g(y)=g(x)!<e pour tout y sppartenant 4 l'ensesble
f\ C(ﬁa e) , qui est un voisinege de x d'aprés (1) (en convenant de
zzremire U =B sl ate >1 , et Ua=€=¢ gi a-e< 0).

Tout revient donc & définir une famille {U,t} d'ensenbles ouverts du

i

‘ty e précédent, en s'appuyant sur l'axiome (O{;\ Prenons U,= | B ; coame

A U; , 11 existe d'aprés (O") un ensemble ouvert U, tel que A Q;Uo

et ﬁ . u1 . Supposons ensulte gue, pour chague nonbre d:gadwu@
étant tels que ﬁk/anc:U(kH /22 pour 0 <k <2%-1 . Posons

pour chague nonbre dyadigue (2k+/ )/ 2Bt (o< k<,¢: -1) un ensenble ouvert

g U .
U(orrs)/antt » tel cue TppnCU yemrt ot ooy, }/an*"c (k+1)/2"
i1 existe donc, pour tout noabre dyadigue r tel que 0O<r<1 , un ensgenble

ouvert Ur s Ces emsemoles étant tels que A QUO , BC gU1 , et

(2) , T <U,

pour tout couple ds nombres dyadigues tels gue Dsr<ric 1 |
' . : {
. Posons maintenant, pour tout ncmbre réel t € EQE@,} ‘U, = = U.

(r dyadique) ; d'aprés (8), cette définition coincide bien avec lz

précedente pour t© dyadiqus ; d'autre part, si 0O<b<tic i il existe
3 : Pog 4 2 b} oy Sy )

ch
o

. - . 41 9 ©° qui eteaff t la relation (1)
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Le th.1 va nous permectire de admontrer cue deux catégories imvortantes

e

d'espaces topologicues sont des espaces norisux. Ln premier lieu

PtogaSition 4. Un eagacé'comgactfest pormal .

Epn effet, un tel espace vérifis l'sxiome (O&), dlaprés la prop.2 du
chap.iI, 84 . '

En ce gul concerne les espaces localonenti conpactes, toul point

d*un tel esnace posséde un vVoisinage compact, gui est um sous-
espace norsmsl ; wsis on peut donmer des exenples d'espaces loca-

lenent cozpscts non norzaux (cf. exerc. 15).

Propogition 2. Un espace néiTisable est normal.

=

S0it B un espace uétrisable, d une distaice compatible avec sz topolo-

gile ; A et B deux emsembles ferzés sans point commun dans E ; comme les
fonctions d(x,A) et d(x,B) sont continues, 1l'ensemble U des points x
tels gue d(x,A) <.d(x,B) est ouvert ; ce méne l'ensemble V des points %

tels que a(x,B) <d(x,4) est ouve?t ; i1 eet claircue Ac U, BcV

et gue U et V ne se rencontrert pas, donec 1l'axiome (O&} est vérifié.

Hemargues. 1) La prop.2 domne une nouvelle condition pécessaire

cur qu'un espace topolozigue E soit nétrisable ; anals cettes
&+4 : 2

condition, méme jointe & %toutes les conditions necescuires données

au-32 , ne donne pas uﬂisystéme de conditions nécessaires et
.saffisamtes ;aurvgu'ﬁn espace fLopologsique soit aétrisable (cf.
exerc. 12, et §5, exerc. 8) ‘ '

2) On peut déaner'&@s exemglss.d?GSEaces normaux gai_ng‘sastini

rc. 8) .

()

métlrisubles ni localenent compacts (voir §5, ex

2 §

Dlaprés (0!), tout encemble formé dans un espace normsl esti un gous-

B

espace normal ; mais celts propriéte n'est plus exaclte pour ume partie

guelcongue d'un espace normel.

#




=)

=6 ,
ﬁy = Yar exenple, un espace/complétement réguliei et non normal sst
homébmorphe a un sous-espace d'un espagce conpact, donc norzal
(51, prop.3). |
Sigﬁalohs,enfin gue le produit de deux espaces-norﬁauxzpeut‘ne pas
Stre normal (voir exerc. 13). ‘

2. rrolopgement dlune’ fcactlon nunéricue contlnue. Soient Z et F deux espuces

_tonologlgues, A une partie fermée de E (cistincte de E) ; 8i T est une
application continue de A duns F |, il n'est pas toujours possible de
preolionger f en uns ay pl cation continue de E tout entier dans F .,

Lorsque F= R , 1a condition de possibilité d'un tel prolongenent est

donnée par le théoréme suivant

~
a3

e

G2

P

i

”hccremuﬁgm {Urysohn). L'sxicme (GV) est éauiValeﬁt & 12 propri
7{9%?} Quels gue soient 1enscuble A fermé dans B , et 1a fonction
pumérigue (finie ou mon) f, dé6finis et continue dans A , il existe

7

un prolonzeument g de £ & l'espace tout eptier E , gui est ube applica-

tion continue de E dans R .

11 est immédiat gue (0“') entraine (OV) ; car, si B et C sont deux
ensenbles f924 58 sans pa;nt commun dans B la'fonetion égale & U dans
B, a1dans C, est définie et continue dens l'ensemble ferné B UC .
51 £ eg‘e Tt un prolongement continu dens E , et 8i on pose g:Min(f*,i),

g est continue dans B , prend ses valeurs dans {b,?} , et ost &zale

6 0 dans B, &4 1 dans C .

Jontrons inverseﬁaﬁv que (u?) sutraine (Ggﬁ) omme R et 1llinter-
N3 = 3 3 e P ER
valle ;s@9+@j sont noﬂesmgxpnem, @n peut se Dorner au cas ot 1lfappli-

- > A g' @A"
cation continue L de A dans K prend sec valeurs dans gf@§+?§ :
G S d o - : ; > o ’ - r; : -~ o o
Lous delinivons le prolongenicat g de I en forment upe suite (g ) de

g o X ke e -" 5 g e N P iy "‘1“' 3 2 A T ot Bt g Bl o e G S
fonciions continus 5 dans E , tolle cue 1z suile (g X)) 801T convyersenie




- 7 -
er tout point vers um nonbre de l'intervalle [ 1 -H] ; cette li:ute sera

par définition la valeur de g(x) et il Bsultera du choix des g, que la
fonction g remplira les conditions wvoulues.

Ls définition des g, repose sur le lemne suivant ;

Lemme. Soit u une application continue de A dans [=1 ,-Hj ; 11 existe

une ag‘giiéation continue v de E dansg [» % s %] » telle gue

Eu(x%v(x)!é% pour tout =xEA .

%in effet, solt H llensezble des x €4 tels qgue -1gulx)< -2, K

llensenble des x€ & tels que %gu(x)QA ; Het K sont fermés dans A ,

Noptf e

donc dans 5 , et sont sans point commun ; dlaprés (0 ), il existe une

~dans H ,

AN o

application continue v de B dans E 3’ -»), égale & -
1 - ll 3 s z

g + :,; dans X ; elle satlsfalt aux ccnaitions du lemme, Ce lemme étaunt

d nontré, définissons les g pa’” recurrence. Appliguant le lemme pour

v={ , on &ez,m:s,t &, comne une application continue de dans é/ 7 3]

_telle gue f‘(,&)w" r\z)s < dang A . Supposons ensuite def;ﬁla 1'appli-
3 o+ 01y
cation continue g de L dans 1'intervalle [ 'H-( )y ., 1 (.,.,) ’E -
ﬂ tella cus [£(x)- g (»{)§ (Q)nﬂ dans A . A;‘;;l;gumzt le lemme & la

fczzf“m,o’s wx) (2)3‘ qff(z%gn(,{ )), on voit qu'il exists une appliecation

anM Zrﬁ-'ﬁ \2
et ) 3 e ? X7 o s 4
continue L de E dans l'intervalle { v 53_@,2 P }n+2 J

o 2 . ; - e
%f(x%g {x)-h i (x) §§( 1o dans A ; la récurrence se poursuit en posand

telle gue

o
o

gwmf’“gn’*’hmm . cm‘tm fonction satisfaisznt bien & 1'indpalits
5 355 s b N 2
{+
G

Ao A
: Tg"’u = A SRR B Z = T3 PRy
= ('i;;}}* en Lout polnt Xe W : on en
3
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tend vers O en tout bbint de 4 lersgue-n croit indéfiniment s & est bien
un prolongément de £ & E . Reste & voir que g est continue dans & .

Soit donc x un point quelcongue de E ; quel que solt € >0, il existe
n, tel que, pour myn, etn B, , on ait [gm(ngn(y)l € pour tout
yeE , done aussi, en faisant tendre n vers + oo !g(y)ebn(y)z € ;
si V’ est un Voisinage de x tea. gue }gn(y)-gn(z)} € pour tout ye _v %
on sura aussi, pour tout geV '

|8()-e(x) | <|e3)-g,(¥) | Hlea@)-ga(=) | + ] atx)-g,(x) | < 30
¢e qui montre la continuité de g an point x et achéve la démonstrsiion
( celte derniére partie du ralsomzement utilise, dans un cas partimwa,i@r
ia notion de convergence uniforme, cue nous définirons de manidre Zéné-.
rale au chap.VIII). ’ ‘ ‘

Corcilaire. Si £ est une Ponction nunérigue finie, définie et econtinue

gans A , il existe une fometion numérigue finie g , Géfinie et continue

dans B |, et qui prolonge f .

Démontrons-le d'abord lorsque £(x) > O duns & ; il existe alors un
prolongement continu 24 de faE, prénant ses Valeurs dans EO;E— 00} .
8i on pose Bz’é1-(+ oc), B est ferné, et ne renccntre pas 4 par hypothése;
la fonction h , égale & £ dans A , & O dans B , est donc continue dans
1'ensemble fez;:aé AY U B . Soit g un prolongement continu de h 4 E ,
rrenant encore ées valeurs daos (0,* co] ; la fonction g--.s‘:&in(g,z 5g8}. est
, v@ proiongement continu de £ & & , & valeurs 20 et finies en tout :
point do E . _ '

\, Pour pssser de 1la au cas g,enc,ral il suffit de remarauer ousﬁ gi T
@st finie et continue dans A , 1l en est de néme do f et £ : en pro-
longeant £% et £~ & B par des fonctions continues et finies, g, , &,

respectivement, la fonctiozz 24 wgz est un nrglonge**rerlt ds £ , Tivis et

continue dans E
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Remargué. 21 B est un espaceAnorml,'A une psriie fermée de E ,'
on peut .-mss:. trouver un pro.;onge’zent continu dans E , de toute
app lme.tmn continue £ de A dans un cube K (g 1,8%5) ; en effét,
on a alors f-(f ) el ? t;_ é'bant une applicstion continue de A
dans 1'intervalle conpact K ; comme il existe une application
c@gti_m;e g, de E dens K , gqui prolonge f@ 5 léa;ppiicatio,n g=(5t)
est un prolongement continu de £ . ‘ : -

3. ‘iecomrrements ouverts finis d'un ensenble ferné dans un espace normal.

Propo i ion 3. Soit (A )1 <ign B2 recouvre,&ent ouvert fini d'un

2

engenble fermé P dans un egspace pormael B . 11 existe un recouvrenent

ouvert fini (B ),.; <~i .- de F tol gue B, Ai pour 1<i<n .

dontrope qu'il existe un ensemble ouvert B, tel que Byobnye. b,

forment un reccuvrezent de F , et gue Eic; Ay ; uns Tols ce point

étamiﬁ }_.a :’sropositicn se démontre aussitdt par récurrence. Posons
v

€y ( Jf) U ( U ;) 5 C4 est ouvert, et on a par hypothése § 1< Sy

y=1 1
il existe douc, d'aprés (O{}), un engemble ouvert V tel gue éﬁ,g V¥

et V€, . 5i on pose B, = EV'? on a ﬁ,gc;(;v Ay , 4t ByUC, = B,
. dome By et les & d'indice n > 2 forment un recouvrement de F
”Bé ipnition 2. Elsnt donné um espacs togclogggue E , on appelle part itlon

cqmime de 1'unité définie sur B , toute famille finie (f;), .
: Z ; 7N =

k]

de ;zjonctions nuzérigues >0 , définies et continues dans E , et t@lles

gue Zf (x)=1_ pour tout =x€f .
‘ =4 :
Le, pm}go} entraine ls suivante :

o

Proposit tion 4. Yuel gue soit le recouvrement ouvert fini (A, )

pece pormal ¥ |, i1 existe une partition comtinue de 1'uniié

d'un es

(£,)) o s <, 96Ffinic sur B, telle que vour tout indice i, £, (x)=0
jane | A, . '

s L
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En appliquant la PIOp.3, cor sia,erons un recouvrexcnt ouvert fini

(Bi)1$i$n de E , tel gue F < A, pour tout indice 1 . D'aprds (QV),

il existe une abpllcation continue g de E dans [0,1} , telle gue

g.(x) =0 dans ﬁA , et gi(x)-‘! dans § ; comme les B, forment un

i

_recouvre.zent de E , on a Z gi(x) > 0 pour tout X€EL ; si on poss
X t=t '

f (X) = —% pour tout :‘téE , les fi foruzent une partition

continue e e , telle que £,(z)=0 dans E‘A'i , pour tout

indice i .

Corollaire. Guel gue soit le recouvrement ocuvert fini (Ai ),E< g <p Slun

ensecnble formé F dans un espace normal B , il existe une fanille

(f. ) -1 de fonctions munérigues > O, définies et continuves dans E ,
: =

telles que > fi(x)z‘l en tout point de F , et fi(x).-:{) en tout point

: 3 21 2

de %A. , pour 1<i<n .
En effet, 1la famille vd'ensembles fornée des P‘i ‘et de é? est um recou-
?r«ea:@m;_'@uvez‘t fini de & ; il existe donc vne partition cor_rtizm@ de
1'unité sur B > formde de n fonctions f‘i (1£i<n) et d'une fonetion g ,
telles gue f’ {(x)=0 dans GA (1<ign}, et g(x)-@» dans F , les n ’
fonctions r répondent & la guestion. - ‘ |
:;erclcesc 1) Un espace topciogique sa tisfa::.qa:w sux axiomes (Q)
et (0,) est normal.

2) Forzer un espace toaclcgique ce*n;grenant quatre gg;nt
i

vérifi em; l’am@ne (OV) .wis non 1'axiome (OTII”"

o

33 ,P@u.r gu'un espace topologigue E wmﬁant 1taxiome (o V} véri fie

gusei l'axiome (0;:1), z.l faut. et il suffit qu'il possdde ls proprié-

R
oy
@
o
@

c e o @ar‘tl_e f‘emee de B est 1tinterssction
voisipages. B est azlors uni ormi eab e ot Mecpa@@ comnplétencn

égulier associé 8 I est ior:zza? :
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“4) 5i un espace topologique verifie les axiomes (C) et (0111),11
vérifie (GV), et l'esnace compléfement répgulier associé est compact.
5) Boient A et B deux e‘nsembl_es sans point commun dans un espace
topologique E , tels qu'il existe deux suites (Vn}, (Wn} d'ensembles

ouverts dans E , Jouissant des propriétés‘suivantes : 1° quel gue soi-
xelh , 1l sxiste un V_ tel que xeV et BNV =p ; 2° quel que soit

Yy€B , 11 existe un W, tel gue ye W# et AN 'ﬁn=¢ . dontrer qu'il
existe deux enseibles ouverts sans point comwun, G et H s tels que

AC-G’et BcH (Définir G comze réunion d'une suite (G,) dfengembles
ouverts a' H comme réunion d'une autre suite (Hn) d'ensembles ouverts,
ces suites étanﬁ définies par récurrence dé sorte gue -Gnc.‘!@ 5

H LS , et Gpﬂﬁnglj quels que soient p et g). |

6) Déduire de l'exerc.5 gu'un espace régulier E est normal stil
posséde en outbre une des deux propriétés suivantes :

a) & est réunion dénombrable d'ensembles compacts s

b) la topologie de E posséde une base dénombrable.

" 7) Tout espace régulier E aysnt une base ;dénozribrable est homéomorphe
& un sous-espace du cube KM (ot X est l’intervalle compact 5{0;@};

de R"}, el esi par suite métrisable (utiliser l'exerc.6, puis la

séthode de l'exerc.13 bis du 22). ,
8) @ontrer gulun espace dénombrable E | métrisablé et sans 'poim;

isolé, est homéomorphe & ls croite ratiomnells (J {remarquer d'sbord
gus B a une base dénombrable, et peut étre plongé dans K"Af , 4'aprés

i'exerc.7 ; utiliser emsuite 1'exerc.13 du chap.IV, £8).

9) Un dit gu'un espace topol ogique E est compléiement normal, =i

iout sous-gspace de B est normal. Un espzce métrisable es




Pour gufun espace 33 s0it cani)léteszent normzl, il faut el il suffit

gus, pour tout couple d'ensexbles A,B de E tels que ANB=BNZi=p , 11
existe deux ensembles ouverts sans point commun U,V , tels que
AC U ot BV, _ | | |

10) Tout .ense;ﬁble totalenent ordonné E , ~1unJ. de l'unc des deux
topologies {(SQQ(E) ; Cf%_(E) {chap.I, §1,exerc.3) est complétement
normel. (Si A et B sont deux parties de E telles que ANB=BNZA=¢ ,
définir, pour tout -poinf X€eA , un’v‘oisinage Vx , et pour vout yc B
un veisinage Wy ; de sortie gue Vxﬂ Wy=¢ 5 quéls gue soient x€ 4 ot yeB)

11y Tc‘uz encenble totalement ordonné E , muni de lsz topologie % (B),
est complétement normal. (Considérer en premnier lieu le cas of !
compact : montrer d'abord que tout ensenble ouvert dans E est réunion
d'un ensemble d'intervalles o*;Werts deux & deux sans point commun ,

& l'aide de l'exerc.6 du chap.IV, 32 ; utiliser ce résultat pour
démontrer ls prépcsition, en considérant le complénentaire de l'en-
semble rerné ENE ; pour passer au cas général o E est quelc@nqué,
utiliser 1’éxerc.‘7 du éhap.IV(., 34).

12) dontrer que l'espace compact non métriseble E défini dans
llexerc.16 du 92 est compldtement mormal (méme méthode que dans
ltexerc.11). ; v . _

A'i})‘ S@it Eé un ensenble bieun ordonné non dénombrable asyant un j;;ié,s
grand 'élé*ﬁ;@nt b , tel gque pour tout x<b , l'ensemble des éléments
< z soit dénombrable ( 22,exerc.18) ; soit B l'enseble des éléments
<b de B . Quand on aumit Eo'de l;a> topolégie ga(ﬁlc), Eg'em compact

E localement compact.




a) 5i £ est une application de & dans E telle gue, pour tout =x ,

£(x) <x , momtrer qu'il oxiste ce B tel que, pour tout xcE , il existi
Yy>x tel que .f(y)g ¢ (razisonner par l'absizrde en construisant une
suite (z ) de points de B telle que Zyyq S0it le plus petit élément z!
de & tel que, pour tout xzz! , on ait £(x)3 3. ).

b) Déduire de a) que tout voisinage de la diagonale /\ dans 1'espace
produit E xE , contient un ensezn’ble de 1z forme (x,b {x (x,bf .

¢c) Zontrer que l'espace produit E x B (produit de deux espaces comple-
tement normaux, d'aprés l'exerc.10) n'est pas normalliconsidérar |
ensembles fermés A et ib} XE , et utiliser b))

d) dontrer gue la seale atructure uniforme compatible avec la topolo-

@

g e de E , est la structure unlforme induite par lz structure uniforme
(u@&#ue) de ll'espace compact E (utlliser b)). .

14) Etant donndé un espace topo ogigue E et un sous-espace A de E ;
"@n dit gue A est un rétrscte de E si 1'application identique de A gar'
lui-némes peut étre prolongée en une application continue de B dapns A .~
Pour que A soit rétracte de & , il faut et il suffit Que toute applica-
tion continuec de A dans un espace topologique guelconque F puisse étre
prolongée en une application continue de E dans F . '

1 ‘7}‘_ On dit qu'un espace topologicue compact & est un rélracte absolun,

_gi, pour tout espsce normal E' contenant un sous-espace A h@mé@m@@m

A' est rétracte de L', .iontrer gue, pour gue A scit un rétra@‘i;a

£
&Y
[

absoiu, il faut et il suffit gue A soit hsméamerpﬁe § un rétracte d'un
cube K- (X intervalle compact de R ) ; =i A est rétrazcie abscliu, F un

Z

cspace normal guelconque, B uns partie fermnée quelcongue de F , toutie

continue de B dans A se prolonge en une

nus de F dans A (utilissr le th.2).
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19-bis) Soit E un esgace co*npaot totaleaent discontinu, B' un cspace

_ |
zétrigue, £ une a‘aplioation continue d'une partie fermés A de 5 dans BT,

dontrer qu'il existe umne agplication continue g de E dans E' qul pro-

longe f (utilisant 1'exerc.10 du chap.il, 34, montrer d'abord gue,

pour tout € >0, il existe unme partition finie (U ) de E en ensembles

& la fols ouverts et fermés, tels que, dans chacun des ensembles non

vidcs AeU » L'oscillation de £ soit € ; en déduire la définition

de g par récurrence comme limite d'une suite de fonctions continues
dont chacune ne prend gu'un nombre finil de valeurs dans BE?).

16) a) Etant donné un espace topologique E , pour tout recouvrement
ouvert 3{ =-(A<z.) de E , la réunion des enseubles A, <A  dans 'lv@space_.

produit EXE est un voisinage VK de la diagonale A . Lorsque K

purﬂourt l'ensem’ole de tous les recouvrementis ouverts finpig de E ,

les ‘;J%

fondanental d'entourages d'une structure uniforme, il est nécessaire

forment une base de filtre (6 ; pour que (G soit un systdme

gue B satisfasse & l'uaxionme (,Q",) {si A et B sont deux parties fermées
de E sans point commun, considérer le recouvrement owert de 5 formé
des deux ensembles {,A et {:B ).

b) {)n suppose réciproquement E pormal ; soit % la structure vniforme

‘12 moins fine rendant uniformément continues toutes les applicatiocns

céntinues dg E dans | 0,1 ( $1,prop.3). La base de filtre G; est
: , ) 5 %9

un systéme fondamental d‘entourages de la structure uniforme %

' (peur voir qgue tout entourage de la structure % contient un ensemble

de 6 , Temarques qu'un tel entourage est la trace sur EXE d°un

entourage de la structure uniforme du complété E de E pour ls -sa’tru.ce;
. : :

ture ":’:},41 , et que E est compact ; pour montrer inversement gue tout

g

= . : . .
ensemble de (& est un entourage de la structure Z«, , utilisex la

prop. 5 et l'axiome (QV},},
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c) On dit qu'un filtre ¢ sur E est fermé s'il existe une b 353

de %’ formée d'ensembles fermés. Un f£iltre fermé est dit moximsl
si"il n'existe aucun filtre fermé strictement plus fin gue lui ;
pour tout filtre fermé G , il existe un filtre fermé maximal plus
fin que & (th. de Zorn). Four qu'un filtre fermé & soit maximal,
il faut et il suffit que, pour toute partie fermée A de E , ou
bien. Ac SS’T , ou bien il existe un enseasble de $% e rencontrant
pas A . ' ‘

d) dontrer que tout filtre fermé maximal g est nn filtre de
Ca,ucn.g, pour la siructure uniforme fé (i (A ) est un recouvrement
ouvert fini de E 5 (Bi) un Ifecouvrement ouwvert fini tel gue

2

E’ia’; A. pour tout indice i , montrer gu'un au moins des B,

appartient & @i ).

e) Deux_filtres ferzés maxinzux distincts & . 93’:': ne peuvent
converger vers le méne point de E | (rezarguer qu'il existe deux
ensembles »fermés_’ sans point comzun A € g, Ate S , puis former
un recouvrement ouvert fini '\R' tel que poux" xefl —xlef!

% st X' ne soient pas voisins d'ordre V% ). -
1) 51 & est un filtre ferme_sur E , le filtre @b formé de tous

les voisinazes de tous les enseubles de S est un filt e conplste-

ment résulier ( 91, exerc. 7b)). Si T est un filtre fermé maximal,

@‘} est un filtre compldtement régulier i (utiliser 4), et

o

maximal s'obtient de cette maniére 8 partir diun filitm fermé

P e e > 3
maxinal et un seul.

25. Escaces de Baire.

s rares. Diéfinition 1. On dit gu'une partie £ d'un ééz*aeg tepologiqu B

:;%zerco?f) du $1) ; inversement, tout filtre compldiemsnt ré.;;;alier

E oot upn ercemble rare si l'extérieur de A est parbout dease dans

°
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Il rovient au aéne de dire que 1'adhérence de A p's pes de point
.intérieur {ou 'ne contient aucu'n ensenble ouvert non vide). Pour
qu'un ensexble soit raze, i1 f‘:mt et il suffit donc que son a&hérenceg
soit rere ; toute partie d'un enseible rare est un ensex;ble rare. _
Exe’zzglesg 1) La pertie vide de E est un enseuble rarel Un @nsemble
-réduit 4 un point est rare iorsque co 'point n'est pas isclé sur E .
Un ensemble partout densc n'est ;)améie Tare.
2) 8i A est uo cnsemble fermé non vide, l'ensenble A () A des
points néon intéricurs de A est un ensemble rare ; s fortiori, la

™

frontidre de A ost rare. Ds mémne, la fromtiére d'w

e»g)v

b
@
(&)
0
0
{

[’\'\
%e-c‘,
@
=
ol ’
e |
o
¥
&

non vidse est rare.

N

} Dans 1! espace nunérique R , toute variété lindaire & p<n
dimensions eot un ensesble rare (chap.V, §1).
Bengrcue. Tout g@lnt. dfun ensenble rare A est peoint fmnfci% re de A .

‘

Rée igmrue:'x\,nt si un ensesble ferzé est contenu dans sa frontilre,

il pe possésde aucun poipt intérieur, dounc il est rare. .iais un .
ensenble non ferué peut étre contena dans sa frontidére san 9; etrs

Z_ rare, conme le montre l'exemple de l'ensenble (Q des nonbres
rationnels dsmns la droite nuiérigue R .

Proposition 1. Dans un espace topologicue E , la réunion dfun nenbre

ewj
&
f=to

¢'enseubles rores esy ub enseub},e rare.

0.~J
)
o
W3
O]

3
(¥
w0

11 suffit de le démontzrer pour la réuniocn de deux ensenb

: on peul évidemuzent se borner au cas of A et B

o proposition éguivaul alors &4 dire cue l'intersection o

: G : i1 o ;
ouverts psricul denses {;ﬂ s |, B , est partout dense. Or,
ensexble ouvert non vide, U f‘s{)f& est un ens "'alﬁ cuvert non vide ’

done (U0 g A) N gB est un ensenble ouvert non vide.




, =86 -
8i A est unme partie non vide d'un espace topologique E , une partie B

de A est dite rare relativement & A (ou rore dsne A) si B est un ensen-

ble rare nuand on lie con81dere conmme partie du sous«esgace A de E .’
Tout enseuble B rare relativedent & upe partie A de E , est aussi rare
dans & : car si l'adhérence de B dans E contenait un ensemble ouvert

non vide U‘, UNA serait un emsemble ouvert par rapport & A , non vide
et contenu dans l'adhérence de 3 par rapport & A . La réciproque de
cetie proposition est évidemment inexacte. - ;
Toutefois, 8l A est ouvert dans E , tout enserble BC A rare
dang E est aussi rare dans A , car si U est un ensenble ouvert
dans A , 11 est ouvert dansz E , et contient par suite un ensenble
V ouvert dans & (dome zussi dans A) et ne renc@ﬂtranb pas B .

2. Ensembles maisres. Définition 2. On dit gu'unme partie A g'un espace topolo-

gigue L est un ensenble maigre 5i A est réunion d'une famille dénenbra-

ble d'ensembles rares daps B . ' : , .

Un ensemble maigre dans E peus fort bien &tre ggrtout dense dans E ;
en particulier, 1'espace tout entier E peut &tre un ensemble maigre.

Un exemple de ce dernier fait est fourni par tout espace E

dénoubrsble et sans point isolé : la droite rathomnelle @ est
un espace de cette nature. Un espace topologique qui est un
ensemble meigre par rapport & lui-méme n'est d?ailleurs pas néces-
sairement dénombrablev(voir exerc. 3).

:Tguté partie d'un eﬁsemble maipgre dans un espace E est encore un

ensenble maigre dans E ; le réunion d'une famille dénombrable d'ensemble

maoigres dans E est encore un ensenble maigre dans E .

Si A est une partic non vide clun espace topologigue E , ume pazrtis B

de &'est pekkkz dite maiere reletivement & A (ou maigre dons & )

~
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si B est un ensenble nmaigre quand on le considére coume partie'ﬁu

sous-espace A ds E , Tout ensernible B maigre relativement & une partie

A de E est aussi maibre dans E ; ici encors, 1a réciprocue est iaexacte.

xoutefo;s, si A est ouvert dans E , tout anseﬁolechj.A' mzipre
dans E est sussi naigre donsg A .

3. Sepsces inépuisables. Définition 3. On dit gu'un espace topologicue £ est
inépuisable £'il n'est pas nairre dans lui-méme (autrement dit, stil

n'est pas réunion d'une famille dénonbrable d'ensembles rares dens B).

Cetle définition se trddq;ozwe de la fagoa calvanua -

TR 2 Pt o !

Proposition 2. Pour gu'un espsce topologigue E soit inépuissgble

il
faut et 11 suffit gue toule farille dénombrsble dlemsenbles guveris

partout denses dans B ait une intersectiion non wide.

En effet, cette condition exyrime que E n'est pas réuniocn dfune

famille dénombrable d'amnsembles rares feraés ; si E ne peut étre

réunion dfune famille dénombrable d'enscenbles rares gueclcongues,
il satisfait donc & celte condition a fortiori ; int f&eﬁeaus si
cette conditicn est femplie, E ne peut &tre réunion d'une famille
dan@ 2brable dfensembles rares, car:il‘serait réunion de leurs adhéren-
ces, cul sont des emsembles rares ferués. .

Comme tout emsemble mairre relativeaent & une partis étun espace B

est naigre dans E , un ensenble non naigre dans un espace inépuisable

est un sous-espace inépuisable ; en nartieallerb dans un espace

inépuissble, le caﬁnlawent@¢fe ﬂﬁun ens aabie mazgre getl un sous-egpace

B

P
4
§

ii faut aoinf par conbre que, adga un espace iuncpuisable I

un sous s-es;ace inépulsable A nlest gas nécessairesent non

;E ~ maigre dans B ; il peut ménme gtre rare dans & . Un exenple ds
ce dernier ait estl fourai g 1&5 variétds lindsirtes de :
= : . dossous

o

< o z .}“{‘: S @ZL ” 3 = % 2 7
~dirmension <n dans K , @@%n@ il résulie du gwci démontré ci-
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On notera aussi que, dans un espace B, il peut exister des sous-

espaces inépuisables sans cue B soit lui-m8me un espace indpuisable
(voir exerc.3 ). ‘

4. E&g s de Baire. Dcflnltlon 4. On dlt gu'un espace topologigue E est nn

espace de Baire si tout sous-es;ace ouvert de E est un espace inepuisable

Proposition 3. Pour gu'un espace topologi gue E poit un espace de Baire,

il fout ot il suffit gue toute famille dénombrable d’ensémbles ouvertis

partout denses dans E aii une intersection partout dense dems B .

En effet, si E est un espace de Baire, et U un ensenble ouvert non

vide guelcongue dans E , les traces sur U d'une fanille dénonbrable

dﬁensembles ouverts partout denses dans E forment une famille ézgﬂbrac

b¢ case rbles ou%erts paruou dens s par rasport su sous-ospace U -

com:a ce ueruler est 1nepulsab;e 1tintersection de ces traces n'est
pas vide (prop.2). J
» Inversement, si E satisfait & la condition de 1l'énoncé, un sous- espace
ouvert non vide U de E est nécessairement inépuisable : en effet, stil
était réunion d'une famille dénombrable (Ah) d'ensembles meigres dans U
les A sersiont aussl maigres dans E , donc aussi leurs adhérences Kﬁl
dens E . Leé ensembles ouverts partout denses aE.Eg suraient donc une’
intarsécticn ne rencéntrant'pas U , contrairement & 1'hypothéss.

La condition exprimée dans la prop.3 éguivaut & la suivante : tout

cusemble meigre dans B g un intériour vide (autrement dit, le complémen-

taire d'un ensembla maigre dans E est par rtout aense}

Remgroue. 11 est clair gue tout souSwespace ouvert d“un egpace de
Baire est un espace de Balre‘; tout point d'un espace de Baire
adnet donc un systéns fondamental de voisinages formé de sous-espa-

ces de Baire. Inversement,'s%toat point dfun espsce E posséde un

voisinage qui soit un gous-espace de Baire, L est un espace de Baire




- 89

en effet, si (Uh) est uvne suite d'enseubles ouverts partout g

denses dans B , x un point quelconque de E , V un voisinage

de x qui soit un sous-espace de Bzire, les ensambles’Uhf)V sont
des ensemnbles ouverts partout denses dans le sous -espace V \
donc leur intersection est partout dense dané v .d9o& résulte

que tout voisinage ae X contenu ¢ans V rencontre fﬁi conme

=% n ;
% est arbi trulre, f} U‘ est partout dense dans E .

Propoultﬁcn 4. Dans un espsce de Baire E , le compléuentaire de tout

gnseible mzigre est unﬁgpus=espace de Baire.

5]

En effet, soit A un ensemble 2sigre dans L , ot B éﬁ engenble maigre
dans le sous-egpaCe 8 A ; B est zussi maipre dans E , done AUB est
maé~ra dang B ; le complémentairs de A U B par ragport & E , gui esi
aussi le conplénmentaire de B par rapport & € A& , est donc psrtout
dense dans £ , et a fortioti partout dense daus C‘& ; 1a “rgn@ulzlcn.

résulte alors de la prop.3 .

Théoréme 1 (Baire). Un espace topologicue E est un espace de Baire

iorsgulil posséde l'une des deux propriétés suivantes :

1° E est localezent comnact -

2° il existe une distance sur E , conpatible avec 1a topolosie de B

et définisszant sur B une structure d'espace étrigge connlet ..

&;}
©
t
o
Lo
}eﬂn
et
o 3
o=
Sagu?

Hous allans aggiiﬂuer 12 prop.3 dans chacan des deux
une sulitie d'ensembles ouverts partout densges dans B , et G un ensenble
ouvert non vide guelconque. Qn peut définir par récurrence une suite ,
(&) d! ensenbles ouverts non vides tels gue ~G1=G7, st G ., C G NA -
en @ffet, G n'étant paé vide par hypothése, antﬁnreﬁﬁ an ensed

n
@uvert non vide ; comme E est réeulier dans les deux cas envisagés,




. -0

(ppE

il existe bien un. ensenble ouvert non vide G,., tel que G~ C:G /1A .
Celz etant 1'ensenble Gfﬁifi'A contient 1'intersection des G, et
=
cette derniere est icenticue & 1'intersection des Gh ; tout revien. a
montrer que les ensembles E; ont unc intersection nom vide. Or, lorsque
E est localezent compaot, on peut supposer ﬁé-céapact ; dans 1'espace
compact G , les G (ny 2) forment une suite décroissante d'ensenbles
feraés non vides, et ont donc gu moins un point conmun d'sprés 1l'asxiome
Y(C"). Lorsque E est un espsce métrigue complet (pour une distance compa-
tible avec sa topologie), on peut supposer ﬁ% choisi de sorte gque son
diamétre (relatif & cette distance) tende vers 0 lorsque n croit indéfi-

forment alors une base de filtre de Cauchy,

niment ; les G,
gui ccnverge vers un point gppartensnt necessa1rememu & tous les Eg -
C.Q.F.D.

Remargue. Il y a des espaces de Baire qui ne rentrent dans sucune
des deux catégories précédentes, en particulier des espaces de
Baire qui ne sont ni aetrlsablev, ni localexent compscis

(exerc, 7 et 3} il y a aussi des, sspaces de Bairé-zétrisabies,

zales pour lesguels il n'existe aucune structure GQeSPace nétrigue

complet compatible avec leur toj olog;e,(exerc 6) .

5. Fonctions semi-continues dans un espace inénuzsg@le. Proposition 5. BSoit B

un espace inépuisable, £ une fonction nunérique semi-continue inférieu-

rement dans B . 81 £f(x) < + oo en tout point xeE , il existe un

noubre fini k et un enmsewble ouyert non vide A tel gque f(x) < k

a effet, pour tout entier p »0 , s0it ﬁ; lgﬁﬁw@uﬁl@ de vzu%E bels
que £(x)< p ; Gﬁ est fermé (chap.IV, §6,prop.1), et l'hypothése enirsine
20 L { ?
gue E = ;r4 G? ; comue B est inépuisable, il existe au moins un entier
tel que G ne g0it pas un
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cela signifie que son intérieur n'est pss vide, d'oh la proposition.

_Labproposition sat inexacte ldrsque E n'est pas inépuisable.
Par exemple, si pour tout nombre rationnel irréductible Q/q on
pose f(p/q)—q , on d4finit sur la droite rationmslle Gl - une fone-
tion semi-continue inférieuresent et finie en tout.pomnt (cf,
chap.IV, 36,0°2) ; msis il n'existe aucun enseable ouvert non vide
dans () dans lequel T scit majorde. '
La prop.5 s'appligue le plus souvent soué 1z forzme de l'énoncé
sﬁiVant, qui en est un corollaire immédiat :

Théordme 2. Soit E un espace inépuisable, (fq) une famille de fonctions

- continues nusnédrigues définies dans B , telle gue pour tout =xekB ,

sup g (x) <+ oo , 11 existe alors une letle ouverie non vide A de 5

d&ne laguelle ld fanille (f ) est unlformement majcree.

11 suffit en effet d'appliguer la prop.5 & 1’envelonpe supérieurs
de lu famille (£,.), qui est seiz=cont1nue 1nferieurement (chap. f, »6,th.
On noters que ls th.2 est encore valable lorsqu'on syppose Jﬁule ent

leu f gemi - cogtlnues inf@r1ea*eﬂent dans E .

Exercices. 1) Soit X une partie diun espabe.topologique E ; on
désigzne par D(K} la partie de E formés des pcints’x tels que,
pour tout voisinage V de x , llensenble VM X sgitinon maigre
dans E . On 2 D(F}c;f ' ‘ 7 '

a) M@ntrer gque, i Y est un ansemble tel que u( =4 , on a
DXUY)=D(X } pour toute partie X de B .

b) Péaz que (&}-@ ot faut et 11 suffit gue X soit vn eaﬁﬁﬁble

maigre dans & . (On @@y%encera par montrer cue, si Qﬁﬁ_}vegt uns
Pamille dlensesbles ouve rte dans B , deux & deux sans point commun, &
et 51, pour chsacue ¢ , B est un ensemble rare dans & ot contenu |

dens A@_3‘ l€@nsembla \J B, est rare dans & .




maigre dans B (établir, & 1'side de b), que XN 2

base dénozbrable, montrer cue l'ensenble des x€E tels que la

- _ 9 .
On co.sidirers ensuite un ensenble meximal G d'enseables ouverts

dans & , deux @ deux sans voint coznun, et tels gue, pour tout ansem?

ble Ace We , XNA soit mailgre dans B ; l‘existaﬁcé d'un tel emsen
ble maximajl s'établira par le théordne de Zorn. On montrers enfin “
gue la relation U(X):}'J entraine gue, si G est la féunien des ensex-
bles de 9 , 1l'ensemble XN £ G est zjére dans B , ot on en conclur
que X est maigre dans B). -
¢) dontrer gue 1'enseuble D(X) est ferme, et que X {; D(X) es

D{X) est maigre

i

daps le sous-espace ouvert {;D(X) )

]

25 ruey o
Tiour

d) dontrer que D{(X) est identivue & 1'adhérence de son int

KO
!
e

(i D'(X) est 1'adhérence da l'lntbrinur de B{X}j montrer gue
i = . : ;
XA DI(X) st e algre dans E , en observant gue cet ensexbls sst

réunion de X 0|, D(X) et do X ADE)A[ D1 (X) ).
1 bis) a) Soient E et F deux egspaces tepologiques, A un ensedble

rare dans l'espace produit EXF . 8i 1a topologie de F adnmet une

coupe AN (gx“ F) de A suivant x ne ‘scit pas rare dans §}'2 %X P

est un ensemble naigre dane E (pour tout e.nse'u.e ouvert non vide
U dans F , montrer que l'enceable des xe E tels gue gz; XL_ soit
contenu dans l?a,dherence de la coupe de A guivant x , est un @asamble;’
rare a,ﬁs z&)o , e - . |

b} Jonirer par un exemple ¢ ue le resalta,u c;a o) peut 8tre en défaut |

]
&
i

o
&
Y]
e
L)
s
R

5|

2y 1. T o - z ; i
£i la icpolesie de F n'y pas une base ueno.zbrab,z,s {pr
unl espace sépare non discrei, pour F l'espace discret ayant méne

support gque E |, pour A 1z dl *g,omd.e de EBXE),
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c)8iBcr G P ot si7l'un des ensembles B,C est maigre (dans
E et F respectivement), le produit B xC est maigre dans E}aF -
Réciproguement, si BxC est maigré dans E xF et si 1z topologie

de E ou de F s une base dénorbrable, l'un des ensembles E;C est maipre.
2) Soit A un ensexzble ouvert non vide dans un espace E . 5i le
sous-espace A est indpuisable, l'ensemble A est non maigre éané B .

3) Soit B lé sous-espace de Rg réunion -del Q2 et de la droite

m

y=0 ; montrer que E est mzigre dans lui-méme.

s s

£i tout scus-espace fermé non vide de E est inépuisable. Un espace

localenent compact, ou un espace métrigue complet, est totalement

a) <ontrer quguﬂ‘espace‘fotalement inépuisaﬁle est un espace de Baire.
b) Dans un escvace totalement inépuisable, un ensemble fermé dépom-
brsble non vide & au moins un point isolé.
' ¢) Dans un es;ace_totalezent inépuisable E ;, tout souc-espace £ ,
intersection d'une infinité dénoabrable d'enseubles ouveris doms B ,

est totalesnent indpuisable (si F est un sous-ensenble de A , ferué

3
= L £

par rapport & & ,.et T son aGhérence dans A , montrer que F (i v E
esat ﬁalgre par rappbrt av ) |

%) S50it B un ospace totalezenf inépuisable, connexs ot localement
connexe. Jgatrer gue E ne ?eut Stre réunion d'uue suite (F
pezblos fPermés non vides, deux & deux sans point cozmmun. (Soit H le
'géaﬁi@n das f“@ﬁ%iézesA?n des Eﬂ dens E ; montrer gue H est fermé
dens & , puls gue chacun des emseubles H est rare par rapport & B ;
pour étaalir ¢ce dernier ?@int; considérer un systéme f@aﬁaﬁsggal de

volsingges connexes d'un point de En , et utiliser liexerc.i

1 R o & 5 Aé 4
ehap. 1, o 11,
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6) soit & le sous-espaoe-',dé K e fomé des points (r,iO‘) , O& T par-
court 1'ensemble Q des noabrésgrétionnels, et des points (k/nm,1/n},
‘ol n parcourt 1'enseuble des eptieré PR k l'ezisemble de tous
les entisrs rationnels. lontrer que L est un espace de Baire, mais
nfest pas totaleazent inepuisable. Epn déduire gu'il n'existe pas de

ructure d'espace ne«rigue cozplet oonpatiblo avec la topologie

e

de
7) Un considére le demi-plen E de R2 formé des poin‘to (x,7) tels

(3

gue ¥ 20 ; on munit E de 1la to,oloble <é sulvante : pour tout
point (x,y) tel gue y>0 , un systéime fondementsl de voisinages est
forné des disques fermés de centre (x,7) et de rayon r prenant
tecutes les valeurs telles que 0<(r<:y ' pour tout point (x,0,
un systéme fondamental de voisinages est formé des disgues fe nés
de centre (x,z) et de rayon z , Z parcourant 1'ensemble des .
nombres. >O .

a) ontrer que E , mﬁni de 1la topeologie ‘@ , est ﬁn espace

cozpléterent régulier et non mormal. (Soit & lfensesble des (x,0),

of x est ratiomnel, B l'eunsesble des (x,0), ot x est irrationmel ;
montrer gue, dané E , Aet B sont formés et gque tout'voisinage de A
rencontre tout voisinage de B ; pour établir ce dernier pciﬁt. on
considérers 1'intersection d'un vo131nu56 de A et ¢'un voisinsge
de B par les droites y=1/n (n entier 70), et on utilisera le fait
que, dans la droite nunérique )R, 1l'ensenble des nounbres ration-
nels ne peut 8ire intersection d'ume famille dénonbrable dfenssmbles
ouverts, d'aprés l'exerc. 4c) ).

b) Montrer que, dans E , tout point posséde un voisinage h ué@%@f“

=

Phe & un espace néirique complet, et par suite gue E est un espace
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totalerent inépuisabie (2ontrer qu'un voisinzge de (x,0) formé d'un
disque ferné de centre (x,z) et de rayon z est homéomorphe au sous-
espace du plan‘nunériqpe 122'fbrmé des points (x,y) te1s gue
x2+y2< 1, 3y>0 , et du point (0,0) ; pour voir que ce SOuSeespace
de R? peut &tre nuni d'une siructure d'espace nétrigue complet
coméatible avec sa topologie, utiliser l'exerc. 8 du §“2)¢

8) On désigne par R_ 1'espace topoloéiqua obtenu en munissant
l'énsemble totalenent ordonné R des noubres réels, de la'topc%egie
f;:(R) (chap.I, 31,exerc.3). L'espace T _ est conplétement
normal ( §4,exerc.10). .

a) illontrer gue tout ensemble ouvert dans’ R _ est réunion d'une
famille dénombrable d'intervalles semi-ocuverts & gauche ou ouverts,
deux & deux saus point commun. En déduire gue tout ensemble ouve;t
ost réunion dénombrable d'ensembles fermés, et que R est un
‘esyace totalement inépuisable (exerc.4). ’ »

b) idontrer que R _ mn'est pus métrisable : supposant qu'il existe
uns distance d(x,y) cozpatible avec la topologie de K_ , montrer
que, si S =)x,+ oO( , On a, en tout point x, R_ d(x,Sx) >0,
et gue l'ensemble A des points x tels gue d(x,Sé}<:%/n est
ouvert et rortout denge ; en déduire une contradiction avec les
résultats de a) .

¢) dontrer que tout sous-ensemble compact de R _ est dénonbrable
(si‘A esl un encemble compact dans fig , montrer qu'il existe une
extrémité b d?interValle contigu a4 A, telie qgue l’inters@@ti@n
de A ét de tout intervalle [ésx[rtd'origiﬁeza s0it non déﬁaﬁbrabl@‘;

en tirer une conkradiction).

|
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9) Coit & un sous-cspace par__tont dense dans un espace topologigue E ,
£ une application continue de A daus un esjuce ‘;ﬁétric;ue conplet F ;
montrer qus l'enseuble des pai.m.s. de E o& £ n'a ues dé linite
(relativement & A) est un ;anse.’3ble Mail; re daas E _(considéref pour tout
entier n >0 l'ensezble des X< E od l'oscillation o{x;f) dé £ est <1/n

10) Soit £ un homéonorphisze d'ume partie 4 d'un espace métrigue
co:dplet E sur une partie A' d'un espace zsétrique cdmplet BY ¢ montrer‘
qu'il existe un prolomgement T de £ & un ensemble B , interssction
dénombrable dfensembles ouvertis dens E , qui est un homéonorphisuze
de B sur un enseéiblé B! interseciion dénorbrable d'ensembles cuverts
cans E?" {appliquer llexerc.9 & £ et & 1'homéomorphisme réciprogue £).

11) S0it E un espace de Baire, E' un espace métrique, (fn) une suite
d'applications de E dans B' , telle gue pour chacime_} des £ , il existe

un ensemble A , Balgre dans E tel gque fn soit continue relstivezment au

Sous-espace [;An . 5i, pour tout xe€E , 1ls suite (fn(x)) tend vers

une linite f(x), nontrer qu'il existe un ensemble & naigre dans B ,
tel gue T soit continue 'relativament su éous—esgace E’ A (é‘ 1'aide
de lz prop.4, se rauener au cas ok les fn’ sont continues duns E -
prouver zlors gue l'ensenble Vvdes points ot 1l'oscillation ®6(x;f) est
£ '%;fn cont_ient un enssitble .ouvert partout denss ; on établira pour
cele cue pour tout n Al existe un ez;tier p>n tel gue l'ensernbls
des xX€E pout lesguels la distance de fp(x) eit de fq(:%:) est £ 1/2n
rour tout g3 p contienne un ensemble ouvert partéut dense).

12} Soient 6 et G' deux groupes nétrisables et complets.

31 la topologle de U aduet une base dénoabrable, toute représenistion f




de G sur G' est un homomor,:hisme(*)(i‘}n utilisant le fait gue pour

tout voisinage U de l’éléﬁantvneﬁtra dais G , G est réunion d'une
suite d'enseibles de lu forae xnU , et gus G est un espace de Bairse,
montrer gue pour tout enseible ouvert A dams G , £(A) est partout
dense Gans un enséﬁbie ouvert A"daﬁs 6! . Considérer ensuite uni
systénme fondaaent;l (Un)‘de voisinazes syaétrigues de e dans 6 ;

1
cuvert U' dans G' , dens lequel il est partout demnse, prendre un

tel que ﬁ§+ c:Un ; pour aonirer gus f(Ué) eét identigue & l'ensenble

point a'e€ U! » buls construire par récurrence une suite ébm) de

p+1
points de G ﬁelle que bn€EUp+n , et que‘f(b]bg,.obn) tende vers a' ;
on remarguera pour_cela gue, si x'e Uﬁ , 11 existe 315Uk_tei que
2Ay)ex' ).
13) Soit G un groupe 1étrisable complet, dont la topologie sdmet
une base dénozbrable. Soit H un sous-groupe distiﬁgué ferné de G ,
A un sous-groupe ferué de G . Pour gue le groupe quotient A/(A,f\ﬁ)
soit isozorghe & AH/H » 11 I zut et 1l suffit gue AH soit un sous-
groupe ferné de G (pour voir gue la comdition est néceséaire,vremar-
guer gue A/(AJTH) est complet, d'aprés la prop.4 du §2!; pour Vvoir
que lz co.dition est suffisante, utiliser 1l'exerc. 12). - ,

14) Soii G un groupe dénoﬁbrable complet. Si G est métrisable ou
>localement compact, G est discret. |
‘ 15) Si un sous-groupe H d'un groupe topologique G est non maigre
dans G , H est un sous-groupe ouvert et fermé dans G (avec les nota-
tions de llexerc.t, montrer que 1'intérieur de D(H) contient H en

utilisant 1l'exerc.d), puis remarquer que D(H)c H ).

(# ) La proposition est inexacte lorsque la topologie de G n'admet pas
de base dénombrsble, comme le z1ontre l'exemple ok G' est le groupe W
muni de la topologie de la droite numérique, G le groupe R \ﬂuﬁi de

lz topologie discréte, £ l'application ldentique de G sur G,
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16) soient L,F,G trois groupes abéliens additz.fs métrisables et £
une application bllinéaire de EXF dans G . Un suppose gue, pour tqut |

™

X EL oy —-—}f(xogy) est coniinue dans T , et gque, pour tout 7€ B
x —>f(x,y_) est continue dans E .
- dontrer que, si un des deux groupes I,F est complet, f est continue

dens le produit Ex¥ . (£ étant supposé complet, considérer, pour un

il

€ >0 donné, et pour caaqae %, € E , la borne suneneure g(x ) des

nombres a» U tels gue, pour tout y€F dont la distance & llorigine

soit <o , la distance & l'origine de f(xopy) soit < e ; montrer, en

/

A

utilisant 1ls prop.%, qu'il eoxiste, dans E , un ensemble ouvert non
vide A dans leduel laz borne inférieure de g_,( ) soit >0 , et en
déduire la proposition). A

17) Soit E 1'espace vectorisl normé sur le corps % , formé des
suites (x ) de nombres réels dont ies termes sont nuls sauf un
nombre Fini d'entre eux, la norme de X -»(x ) étant [[#|]|= sup g né -
dontrer que 'I{application bilinéaire f de EXE dans R , définie

par f(X ,¥)= %‘_‘xnyn i X% =(xn), y =(yn)‘es'£; telle que

2%, Y. ) soit continue pour tout x €BE, f(x, ¥/,) continue pour
tout Yo €E , mais n'est pas continue dans EXE . ’

Ln
velué K , F un espace normé sur K . Soit f une application multili-

18) Soient (Ei)'l <1 n espaces nornés complets sur un corps
R ¢ 4

néaire de WE dans ¥ ; montrer que, si l'spplication
(%, ) —> £ %1 » Bogroey X ) ést semi= ccntlzme inférieurenent £ est
23).

E7g

luvé K

\p

continue dans | ] B, (utiliser le th.2 du %5 et le th.1 du
. .

ﬁ'
e ;
§9

19 ) Scier et F deux espaces noraés completbts sur un corps v

A0
N
£

&
O
i3
<t

T

@

r gue toul application linéaire de E gur F est un homomorpnigne
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(si t =K est tel que })1 ,’ re.iarquer que pour toute boule 5
de centrs l'origine dsns & , E est réunion des boules & %5 (n entier i
>0), puis procéder comme dans L'GX@I‘C.’IZ)

20) Soit & un espace normé complet sur un corps valué K . 51 A ot B

sont deux sous-espaces vectoriels supplémnentaires dans E | p@m‘ gue

. E soit isomorphe & l'espace normé AAXAB , il faut ot il suffit que
A et B soient fermés (appliquer l'exerc. 19).

APPEHDICE -

Vzluations grchiimédiennes

1. Valuations sur le corps Q . Soit K un corps commutatif ou non, x —> 0{(x)

une valuation multiplicative ($2,n °2) sur K iP est le corps preumier

(Alg., chap.VI, 21) contenu danms K 1a restriction de w & P est uné valus-
tion sur P ; on est- ainsi condul® & étudier tout d“abo rd les mzla@“’&z.onq
sur un corps premier P . . : : A‘
51 P est un corps fini Z/(p)ﬂ la seule valuation sur P ést la valua-
tiom impropre, puisgue tout élément £0 de Z / (p) est racine (p-1)-éne
de 1'unité dans ce corps. Il res%?;e donc & étudier le' cas oh le corps
prenier P est identique au corps Q des .ﬁombres rationnels.
Be:aarqaons d'abord gutune vélu;*.tion ® sur Q est déterminée par ses
éf»:va}f‘eurs w{p) pour les ponbres premiers distincts, puisque ﬁout nombre
“ :‘:hyfa’ci@mel‘ riéi) s'éerit sous la forme T = p?lz pza p:k ; avec dés
entlers rathmels, ce qui donne - |
o(x)=(o(p,)) ! (alp,)) 2. (olp)) ©

_Nous allons comparer les valeurs @(p) et w(g) pour deux nombres premisrs

expo sants ak

distinets p et ¢ . Hous distinguerons dsux cas :
1° o(p) €1 . Pour tout entier n >0 on peut écrire

e n i1} _m=1 :
,_,;..(’U Q =ap + af!‘p ++ ams,ap{amv
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les &, &tant des entiers tels que 0sa;<p-1, avec & #0 , etm un

entier tel que ‘
o m+1
(2) " $q®<p
Soit a la plus grande des valeurs de u(t) pour 0Lt p-1 ; on déduit

de (1) qu'on 2

5). (@)’ < ma
Or, d'aprés (2), osgh m £ %-2?% , donc on déduit de (3) gue
e(g) < (bn)1/n avec b = o —102Q

iog p
quel gue soit n , ce qui donme & 1z limite w(g)<1

(%)

. Autrement dit

si e(p)<1 pour un nombre premier, om a w(g)<1 pour tout nombre
preniser.

Cela étant, si w(p)=1 pour‘tout nonbre premier p , ® est la valua-
tion inpropre. Si on n'est pas dans ce cas, soit.p-un.n@mbre premief
tel gue w(§)<;1 . Comme w(g) < 1 ?our tout autre nombre premiér g
‘on a aussi o{n) £ 1 pour tout entier n . Or, si g est un nonbre
ﬁremier distinet de p , p® et o sont premiers entie eux, donc il
existe deux entiers r et s tels gue

rpn + sqn = 1
dfoh on déduit . ‘
1 = 0(1) < alx)(e(e))® + w(e)(6(g))® < (o(p))® + (0(a))?

tendrait

't
L 4AS

i on avait o{g)}<1 , le second membre de cette inégalif
vers U lorsque b croit indéfiniment, ce gui conduirait & uns contradic-

tion con & done wlqg)=1 pour tout nonbre premier distinct de p .

(%) BNous utilisoms ici la relation 1lim 298 % -0 (cf. chap.VI,
X.*";‘)+M £ o i
et Livre iV, chap.l11).

9 , exerC.
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“Posons alors.w(p)=1/c » ob c:>1 : gour tout nonbre ratlonndi z, sl
v(x) est l'exvosant (positif ou népgatif) de p dans la décomposition de x
en facteurs preniers, on a w(x):c'v(x) ; autrement dit la valuation @

se raméne § la valuation additive p-gdicue v (4lg., chap.V, Appendice).

27 olp) 1 . D'apres ce gui précéde, on a nécessairement w(g)>1

pour tout aulre nombre premier q . La relation (1) donne cette/fois,

—~

G

en posant =
- b T

(0(a))” < Bla(p))"
dlod
log v(q) < 2 log o(p) + % log B
et dtaprés (2)
log w(q) < 33%% log w(p) + f; log B
et en faisant croitre n indéfiniment

log mggg loz wggz
-~ 40z g 10g p

2fals comme wlg) >1 , on peut reconnencer le raisonnement en permutant
les rGles de p et g , et par suite

log o(p) _ _log o(a) _

log p log g
 Autrement dit, on & w(p)=p” , ok p est un nombre Pixe indépendent du

nonbre prenier p considéré ; d'ailleurs, comme p est la somme de p
termes égaux &4 1 , ona wlp) {p , donc p <1 . Il en résulte anssitdt

gue, pour tout nombre ratiomnel x , on a nécessairement w(x)= §a§@
(2]

Inversenent, pour tout o < 1 , wl(x) sgxg est bien une valua tien

mpltiplicative sur (2 ;11 suffit pour le voir de démontrer 1%inécalité
e

0 .
lztyit < gxg' niyip » et on peut évidemient se bormer su cas ok x> 0
et ¥y > 6 , en vertu de 1'inégalié du triangle. Or3 getie imé;ziiz’
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(4) 1< () ()
x x VY, P , d'oton
=y S S <) |

ajoutant ces deux inégalitds, 1'inégalité (4) .

et come pKt , on a

2. Valuations archiméiiennes et valuations non-archimédiennes. D'aprés ce qui

précide, si K est un corps queleohqué, ® une valuation sur X , e 1'61é-
ment unité de K , on 2 w(n.e}) < 1 pour tout entier n si K est de
caracteristique #0 , ou si K est de caractéristique O et si 1z res-
triction de @ au corps CQ est de la?fbrﬁe c“v(x) , o v est une

Valuation additive p-adique. Dans ces deux cas, on dit gue © est wue

va$uatlon non=archinedlenne sur K. B8i x et y sont deux éléments
peaéatables guelconques de K , O a
(xy)® = > Ciy P
et comme w(gx) < \.w(x). pgzr tout entier q , on a -
(o(xty) )2 < 27 (o(x)IPalg) PP < (at ditax( (o(x) ), ()"
et par suite - .
o(xty) < (ar1)/2 Hex((x),0(7))
dQG& lorsque n croit 1ndefiniment
o(xty) € dex(w(x),a(y))

On dit au contraire que ® est une valuation archinddienne sur X si

K est de caractéristique O et si ls restriction’ de ® su corps premier
@ est de la forme lx;pA (0<pgt )} \
11 est clair gque s8i o est une valuation archimédienne (resp. non-
df@ﬂiﬁb&l@ﬂ&@) sur K , son prolongement au complete K est encore une

valuation archldea;enne {resp. ncn-arch1aedlenne) sur K ;
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5 Corns & valuation srchiaédienne. ﬁous nous propusons duns ce gui guit de

déterniner tous les corps 2unis d'une v:zluation archimédienne. Comme

tout corps valué peut etre consiuére comme un sous-corps de son comnplété 9
il nous suffira de aeteriiner tous lf..s corys *)oss<,d<a,nt une valuation
}arcmmedleme et complets pour csite valuation. _

~ hous dénontreroms au uréalable le lemme suivant

Lenme. Soit K un coros valué coaslet commutatif K® une e./;‘cens;,on

guadratigue de K. 11 ex:.ste une seule v.‘luation sur K' proloncesnt la

valustion de X , savoir la valuation iﬂ(x)," ., ol N(x) désiecne la

nome a?un élément x€K' par ravport & K .

alontrons ¢!abord que s'il existe une valuation sur X' prolongea
¢eile de K , elle est nécessairement égale & lﬂ(x)l-’b . Bn effet, solt x
le conjugué d'un élément x €K' par rapport & K . On = par définition ‘
xz = N(x) , done |x x]. ]'JE[;}N(J:)I tout revient & nontrer que lx} g?f;,
Supposons le contraire, et que par exemple [x| <]x{ alors !x/x l< 1,
donc (x) tend vers O lorsque o croit indéfiniment. uais x 232  appar-

X
tient & K gquel que soit mn , dome 11. en est de meme des nlemen‘ts

g et
' - S 14( ") |
La suite (u ) a donc pour linite X dans K? ; mais comme K ost supposé

complet, donc fermé dans K' , et cue nnéK pour tout indice n , on a
aussi xekK d'oh x€K , ce qui coniredit i1'hypothése que K' est une
extension guadratique de K - , .
Beste 3 prower que ]N(x)l% est bien une valuatmn sur K' . Counme
'Z‘Z(Xé!}wa.\s(X)N(y) pour aeux éléments quelconques %,y de K' |, on a

%l\l‘(xy)g éﬁ(x)i b !N(y)l"’ ; tout revient. donc & démontrer l'inésalitné
" 1 | =
| ﬁ{x—é;y) l 21 lN(x)' % +!H(y) i z




ou, ce gqui revient au 78me, en posant y/x = z

(5) | mG2) | ¥ g 1+t1¢(z)'%

il suffit nzturellenent de considérer le cas oﬁ zZ ¢K alors z est

racine dﬁune éguation irreductible
(6) , 22 + bz 0 =
avec beK » CEK | et on a H(z)=c , N(‘!+z)-(1+z)(‘i+z)-.1=b‘-c :
l%inégalité (5) s'éerit done
4i1=b+c}\§' 1+2[c!%+}c1

1 3 - ; - : 2 2 <
et comue g@-=b+ei§‘2+ }b{ﬂef, elle sera démontrée si on nonire que
2 (“i - 4

y s z H S = Sras 2
bg_gﬂ.a‘:@‘g& , on E'D% gﬂc} . Cotte derniére inégalité va 8%ire e

s
e

i

méme une conséquence de la proposition suivante : si, dons une &

{(5), on a Ebé > 4le| , les racines do (5) appartiempent & K .

our démontrer cette proposition, considérons une suite {v,)

d*élénents de K définie par récurrence par la relgtio
(7) v _tbv, 4ty 5 =0

v. et V4 étant i,,1:'.’1.5 erbitrairement rians K . Si on démontre gue pour

un choix convenazble de v, et v, ,0na v ‘740 pour tout n , ei: que iz

suite des é&létents w =v, vn 4 @ une limite X dans K , 11 en résulte

gue x est racine de (YY), par passage 4 la linite dans iz relation

Wy W +bw__,+c=0 équivalente a (7). L'existence de la linite de la

n=1 ‘
suit@ (w ) sera d'ailleurs démontrée si on &tablit gae (w n) est une

suite de Cauchy, K étant conplei par hypothéss.

t o
1O}

Prouvons c¢fabord g que si v et v, sont ris de sorte que %v,ﬂg 75
on a pour tout indice n

}'vnt ?/L%J' Evn;‘é !
n déduit de (7) que '

| '\ivn E?’ibi : Evzp‘l! clgg, %vn‘a:a !

o=
o
S

fa)
&)
)
L)
v
L)
c.&
A3

exr

e
&5
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_ rale Bliraal p B f-lol-f7pa]
et comme ! L(l—l
L "-‘7/"""(‘ -1' L"L v/

=2
d'ot (8) en supposant v, et v, tels que Iv , g ]vog ; or, vg%@

dlot

étant pris arbitrairesent, on peut toujours trouver dans K un Slduen

v, de valeur absolue arbitrairement grende (si 1a valuation de K n'est

=D

Das 1myropre ; meis ddns cc dernier cas, toat v1¢Q satisfait g 1'iné-
galité 'g’v,ﬂ l) bl }v i
L'inégalité (8) entrafne v _#0 pour tout n , puisque [v{>0 st

v _#0 ; elle s'écrit par suite aussi lwn[ ;,i%i ; d'autre part, on -

lw ‘ <:‘b{+ici — 1 — < |p| 4-2 %%% =
Enfin, on tire sussi de (7) que

n+Ef1 e T

ntp1 g

el par suite

!wu+p° Wni {b!éﬁ i nip-1 -1 B
dfol pzr récurrence, et en posant qilzl - 1
: n-1 lb q;; n-1
| Putp iy | € 77 [y omy | 20
Comne p est arbltralre, cette dern;ére inégalité prouve gue (w,) est
vne suite de Cauchy, d'oh le lemme.

Hous alions naintenant démontrer le théordne suivant

Théoréne 1 (Ostrowski) . 5i K ost un corps muni d'une valustion

erchinédienne, el complet pour ceite walustion, la structure de cdorps
topologicue de K est isomnorphe & celle d'un des trois corps f%ggy




i)

morphe & R , gue nous identifierons & K pour sifaplifiezf ; en outre,

; car on en tire ;z.z = m(z} < e@z;m(x z) €wlx) + 2o ;
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L'hypothése entraine gue X contient le corps @ des nombres ration-
ziels 5 et que la valuation ¢ donnée sur K , est un prolongement d'une
fonction ix§° sur Q (p £ 1) . La topologie définie sur ( par kxgp
est evideiﬁ-ment celle de la droite ratiomnelle ; lse coﬁzplé 6 de @
pour cette valuastion est donc unm corps togozo s‘ isonorphe &8 & ;
comme K est complet par hypothése, il contlent donc un sous-corps iso-

la restriction de @ au sous-corps K est la fonction §xgg .

{3
C- .:_

Dens ce cul suit, nous n'aurcns plus besoin de supposer gue K s
t3

!‘vv,ﬂ
}.,9

s
931
2

cozplet, mais simolement gque K contient un sous-corps 1den
tel gue la restriction de v & K soit |x|P .

Hous piistinguerons en outre deux cas, suivant gue K est ou non
comautatif : '

= - : = s 2 e
1° X commutatif. Supposons d'abord cue 1l'équation x +1=0 ait une

racine i dans K ; K contient alors le sous-corps oblenu par adjonction

de i & R , c'est-a-dire un corps dont la structure de corps est iso-

&

morphe & celle de C ; en outre, dlaprés le lemme, la rest’rictian de la
valuation @ & ce éouz—:»cazz«;ss est nécessairement de la forme (w(N(z)) 2 -
et comme K(z) =}z§2 et w(x)zéx(p pour xXeR , la restric ction de @
eu sous-corps considérs est identique & |z|P ; la témlogie de ce
s@awcofps est donc égalé.:'gent isomorphe & celle de @ par suite
on peut l'identifier avec e

Dans ces conditions, nove allcons -rwzztrer'f’-ue La corpes K ect nécessai-

:jg‘ﬂ

o]
5
:;

5]

8

O
b}

rement ide gmque a 2 sSu i.}OSCIlS en ef‘;et cu'il exists x€K n'esppaz

Lenant pas & e ; lorsgue 2z parcourt C , soit m 1a borne inférisurs

de #(x-2) ; l'ensemble H des 2 € € tels que o(x-z) < 2m o8l coupact,

[
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couze @ est continue, il existe donc un z, €H , tel gue m(x~zo)=m -
ce gui, d'aprds 1l'hypothdse, entraine m >0 .

sonirons 'aaintenént gue l'enscmble U des z € C tels gue w{x-z)=m
est ocuvert. Soii en effetA z un tel point, et posons y=x-z . Pour
tout u§(3 s On a R -
‘ o(y- e ™ u) pm = ofy)
d‘fo& en nultipliant membre & membre ces inégalités pour 1<k<n-1
o (T (et
ce gui donne
(9) - a(y-u) g —or ((@))® + (eu)) ><m<~='(“*~f*

Coame m >0 , 1'enscﬁb.f.e V des u e:C tels qus m(u) inj P<n est un

¥

volsinage de O ; pour tout ueV , on tire de (9), e faisani croitre

ndéfininent n , gue o(y-u) < <n , dlot w(yau)«m par définition de m ,

Q.J-

ce gui prouve .éue z VN U

Dfautre part, U est fermé d'aprés la continuité de ® ; U n'étant
pas vide, serait dene nécessairsment éga_,i a C. sais cctie conclusion
est absurde, car de w(x-z)=m on tire w(z):jzsp & wte(x) . vonec
i'hypothése initiale est absurds et K = e .

Supk osens en second ilisu cue xa‘H soit irréduclible dans K ; soit
K! l'extension quadraticue de K obtenue per adjonction & K dﬁma
racine de ce polymome. D'apres 16 lenue , 42 valuation @ s prolonge
d'une seule menidre en une valuation wde K!' : les raisannememts gui
prec sdent prouvent alors gue K' est identiqﬁe e € - comme K contient
R ot est contenu dans € sans lui Stre identique, on a nécessaire-
ment K =R . » A

4
i

2° K non conmutatif. \.lors, sl x est un éléue nt; de K n'anpartenant

as & K, le sous-corps commutatif K x> deo K oblenu par sdjonction

. - % s o . : 23 -, £ . e
de 2z & K est nécessairement isomorphe g e d'aprés ce gul precede
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autremeni. dit, x est racine d'une equatlon ﬁu gecond degré &4 coeffi- :

cients dans K . On conclut au.gs:n.tot de 14, en considérant deux élément
' x,gf de K , cue les élénents ;;y , ¥X , x, yet 1 sont 1liés par une relég
tion linésire & coefficionts dans R , et per suite que le souc-corps
de K engendrsé par la réunion ce R et d'un nombre fini d'éléments de & .

est de rang fini sur R ; comre le seul corps non conmutatif de rang

&

fini sur R est le corps des custernions K (Alg. gchap.ﬁl), on

’La

nécessairement” k= K. I resmlte d'ailleurs du lemme, ap li gqué eu

corps ‘commutatif R<x>, que la valuation o(x) est nécessairement

égale & g (z)§ . c& N(x) est 1z porme du guaternion x .

Lorollaire. Tout corps auni d'une valuation archinédienne est

isomorphe (en tant gque corps topologig gue) & un sous-corps parsout

e

dense de R , de Coude K .

e e R P2

4

S

53
21 e5

facile Ci"’a.lllears de de’ceruiner toutes les valusltions zzchi-
médiennes compatibles avec la structure de corps d'un tel sous-corps.
v;‘fstz;posans par exemple gu'il s'agisse d'un corps K isomorphe 3 un
gocuc=corps partout dense de K . 81 v est une valuation archimédieam
sur K , il existe un isonorphisze ¢ du: conpléteé 2 de X pour cetie
valuation sur lie corps. des.quaternions K , et un nombre < %
tels que wl{x)=( E(@(‘x))a’ pour tout xe;K . Inversement pour tont
isonerphisze ¢ de K dans K, (8(9(x)))> est une valuation archimé-
dmg&ne S X Pour cue ‘deux isomor] .;giumes.cp,“ 95 ds K éa:aa
@@m@“w sinsi 1o néme valuatz.on sur K , il faut et il suffit que

5&@1 , oh o est ua isouorphisnme dlun sgus corps pertout deuse

3
b
i

K, de K sur un sous —corps partout dense Ky de é{ , tel gue

A N ey g 2R A AT e 27
(8(x))=8(x). On déduit sussitét mus de cetle conditlion gue 5

e &g o e 73 % 7 e Y - eI L < 3% s R L £
bigoptinu, et par suite se prolonge en un automorphismg du Corpe

S I A P e i ¥ o
GCROLOZI0UE g@: {noté encore 6}
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% -
Oromanpy

= 10% =
Or @ laisse invarisnt chague élément de @ |, donc aussi tout point

de K adhérent & (@ , clest-a-dire chague nombre réel ; on en conmclut
1

(2lg., chap.VII) que est un subonorphisme intéricur x-é_axaf de ¥ .
On raisonnsrait de 28me lorsque K est isomorphe & un 80US-COTDs

partout dense de @ ; toute valuation de K est de la forne

o(x) =3@(x)§9 oh pg1,et9estun isomorphisse de K dans C .

Your gue deux isomorphisnes 94 5 95 de X dans C donnent 1la méue —

valustion, il faut et il suffit gue »:92(::} = quﬁf pour tout x€K .




