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Nous nous proposons, dans ce chapitre)de donner les définitions
et gueslquee propriétés simples d'uvn certain nombre dfespaces topo-

logigues gu'on peut considérer comme usuels, car ils interviennent

 dans de nombreuses théories mathématiques, et servent an.partlculier

de support sux structures géomdtrigues (voir ) les plus
simples. Tous ceg espaces £6€ déduisent de la droite numérique ?{
per liapplication des Civers procédés de formstion d”ea@&ces

topologiques, que nous avens exposés au ch. I .

' $1. L'espace ﬁ%gl et ses variétés linéaires.
La périsphére euclidieunne.
Résumons bridvement les principales propriétés de l'espace ?%
de ses variétés linésires, dont certaines ont déjs 6té rencontrées
précédemnent. '
La‘structmre uniforme de @%yl 5 pﬁoduit de n espaces uwniformes

jdentiques & la drcite mumérique, est eussi celle gu'on déduit de

ig
1la gtructure de ?% en tant gue groupe topologigue, produlit

direct de n groupes identiques au groupe additif des nombres réels;
Y
avec cette siructure uniformse, R est un espace vniforme

métriseble et complet ; on peut prendre per exemple comnme

métrigues (6quivalentes) les expressions
T
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la transformetion ¥y = Ax y Of A est un nombre réel £ 0 (clest-

\y

i

Cette dorniére, dite métrigue guclidisnne, est la plus fréguemment

utilisée ; nous la désignsrons dens ce gui suit par la notabion

l&x=y§§: nctation justifiée par le fait gue cetlts métrique est

|

invariante par toute trauslation, autrement diti%(xwz) (y+2)§% gﬂﬂ“
{(cette propriété appartient auss1 d'ailleurs aux deux subtres métrigu.
citées plus haut ; nous reviendrons eu détail lia-dessus dans la
théorie des Espaces liundaires).

Lo structure uniforme précédenie faiiv de §§h'aa espace topologigu:

7

logalement compact, & base dénombrable ; il y g identité entre les

ensembles relativement gompacts et les ensembles Qggggg {(au sens

: i
de la métrigue euclidienne) dans ?? s enfin, w{ " est connexe.

Toute transformaetion linéairs

A :
s i?iZ ae*e ¥ % (k = 1,2,...,n)
3
est vne ghplicetlor continue de %{ deng ?% ; ¢'est un homéomorphie
* @ 3 ;. 5 < 3 o ~ r’“"zg‘w"‘*"‘;
2 i elle est bxumivogue; ciest-a-dire si le déterminant ahk g

nlest pas nul (on dit encore gue ls transformastion est non dégéné rée)

ia transformation réciprogue est aussi lindaire. In particulier,

a-dire la transformation y), = ﬁ~xk Cee=A4.2..... 0n) ) o5t
homéomorphisme ; on la désigne sous le nom d'homothétie de rapport

%

A ; elie transfcrme les distances suivant ls formule
[hs-dxll=|A|. |o=] -

Une droite passant par deux points distincts x, y, est llensemblie

des points txt(i=t)y , t parcourant l'ensemble des nombres réels.
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Une variété lindaire dans Qnest une partie de Rn gui contient
lg droite jJoignant deux gquelconques de ses points. Une translation
quelcongue transforme toute droite en droite, donc toute variété
linéaire en variété linéaire ; on peut donc effectuer sur toute
variété linéasirs unc traunslatiorn gui la transforme en variété lindeire
Ppassant par llorigine, ou, comime on @it eucore, en variétd lindaire
homogéne : cette derniecre locution provenant de ce guse, si une telle
variété contient deux points x, y, elle contient sussi le point
)\z +y§,&y , quels gue soicnt les nombrss réels }‘a 5 %av . Héciprogus-
ment, cette propriété caractérise les variétée linéaires homogénes ;

n '

si on fait abstraction de la topologie de | , en considérant

seulement cet ensemble comme un ensemble vectoriel, les veriétés

linéaires homogdnes spparsissent donc comme les gous-ensembles
vectoriels de Qn . Llapplication d8s 4réamlta,ts de 1l'Algébre _linéaii‘a :
(ch. J qg ) montire alors que dans toute variété linéaire homogine
on peul trouver un nombre ma.gimum D de points 849800 3% (0 € pg n)

tels qu'il n'y 2it zucun systéme ( A . A - }\,? ) de nombres

% ’ o o
réels, autre que (U,0,...,0) pour leguel ﬁ%% =0 , et que
=2 '
tout point x de la variéié solt de lg forme =x = ;Z A Y ey {les
Rl %
coefficients }@ i

étant déterminés de manidére unique dfaprés ce guil
précdde) ; p est 1la dimension do la variété lindeire. Do plus, il

P

existe n-p formes lindéaires L@(x} . L‘a(?")’“” BL@g@(x) indépendanteg,
et telles gue la variété soit llensemble des pointe gui annulent
simultanément ces formes. Passant de 18 su cas général, en opérant

une translation guelcongue, on voit que, dans toute variété lindaire,




il existe p+1 points (Q§51> ‘n) aj,a n1ece g8 p+1 tels qué la smite
seule solution du systéme

A4a1+ ﬁg%f.”+ Ap“%m*

A+ A ) e

soit (0,0,...,0), et gue tout point de la v%rléte se mette d'une

= @

mzniére et d'une seule sous la fbrme X =‘£E: J{k&k avec JZ; J§ m% .
=1

P est encore appelé ls dimension de la varisté ; 11 existe n-p formes
linéaires indépendantes, Lﬁ(x),oauaLngp(x) , et ﬁcp nombres réels
b1,b2,,&qabnep tels que la variéité soit lﬂengemb;e des points
vérifiant simultenément les reletions ILy(x) = b, (k=1,2,...,n-p)
(Sguationsde la variété) : on désigneras sons le nom générique de

o ; : L 0
v une variété linéeire de dimension p dems | . Les vV, sont les

e

&4

- n 4 :
nointg de %% , les V sont les droites ; pour 2 < p < n-1 , on dit

=4
encore gus les ?P sont les plang & p dimensions ; les Vﬁ sont

o

souvent appelés hyperp. ; enfin, 11 n'existe quiune seule Vi’;‘ .

& savolr 1l'espace lui-ménme.

Il est clair que toute transformation linéaire non dégénérée
transforne une V§ en une VP ; de plusg'si P< o on peul toujours,
par une tells transformaﬂionp tranwforwer une ?P guslcongue en une
Vi coordonnés, c'est-d-dire dona les ugﬂa@leﬁﬁ s?obtienrent en
annulent n-p coordonnées de x : e Ly(x) = b, (k=1,2,...,n-p) sont
leg éguations de la varicté, et si, par exemple, le déterminant des
coeff131@nus des variables 2%32230058A - _ana les Lk n'est pas nul,
11 sufflt de comnsidérer la transformation

T = Lk(x}cbk (k = 1,2,...,0-p) , T 5%, (k=n-pt1,...,n)
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il réeulte de ce fait, et des propriétés générales des produits
d?sspaces topologiques, gue les Vp , en tant gue gous-espacesg de ian}
sont homéomorphes & g% (1=pg nei) ; de plus, ce sont des en-
seubles fermés et épars dans §Qn’: en effet, une varisté coordonnée
ne peut contenir d'ensenmble ouvert, puisgue sa projection sur un
au moins des espaces facleurs de @%yﬁ se réduit & wvn point.
Signalons‘encore gue le complémentzire d'um hyperplan
£(x) = L(x)-b = U sst non comnexe, puisgu'il se compose des deux
ensembles ouverts ssns point commun %fft;>’@), wf(t < 0) {(la remer-
que est dfsilleurs velasble pour tout susemble de poiuts de ?%ﬁ‘
défini par vme seule équation F(x)=0 , £ étant continus).
Exercice. HMontrer gue, pour p < n-1 , le complémen-
taire dlune VD est counexs gben montrera gqufon psut
Jjoindre deux points guelconques Ge cel cnsemble par une
ligne brisée (imege continue d'un segment de droite)
gui y est située tout entiére} .

La périgphdre euclidienne. Par une traenslation et une homothétie, on voit

by
gue dems ¥ ‘toute périsphére cuclidienne est h@mé@ﬂ%?phe & la

o n=4.
périsphérs 8 géfinie par Eéx@éx 1, ou encore 7 Xk =1 ;
£ 2 Aol

i,
o
=

nous pouvons donc nous borner & Studier cetts dermisre.

n-14 . o
S ost un ensemble ferms et borns, donc compact (et bien

entendu métriseble). Hous allons voir qu'on peut le ratia cher topo-

23 .4

ﬂwn\-
A

logiquement de deux maniéres, respectivement aux sspaces X et IX

p.-
ey s -
3

- ) < tﬁ Z
dontrons tout d'ebord gue I iug; est homéomorphe auv produil

Zl=-‘ﬁ e . 4 s 8 o ¢ © F 3 2 -
de 8 por la demi-dromte strictement positive (0,+ <o ). In effet,

: S n-1 :
& tout couple ( A ;%) 6o ce mroduit (A > 0, x £8 ) correspond




e

le point j\ x de R’ﬁa {0} ; et, réciproguenent, tout point y de

Rn aépi peut 8tre mis d'unec seuie menisre sous cette forme, en
Drenant .}L = “yn s 86 x=3% / “ y“ ; ces deux dernidres fonctions
de y sont évidemment continuwes, et inversement, ){ Z est fonction
continue du couple ( A , X) , cab tg]\, x- _)C x'nﬂg !j\‘ “xex'anr
+ ! )‘,,, _A'ﬁ . g\x' u . On & bien défini 1'homéomorphisme amzoneé&’; Comme
(0,+ oo ) est homéomorphe & ¢ , on peut encore dire que R - %0}

est homéomorphe au produif gl x R 8

Ce résultat peut encore slexpriner autrement : d'aprés les propri-

74 sn""s

étés généraies des espaces produits, et homéomorphe & 1'espace

guotient de R =§QE par ls relation Wz‘ ;ys. . "1] exigte L >0
tel que y = Ax ?"’,, Comne Qﬂ ‘;@i ost conmexe si n » 1 (car on
peut toujours joindre deux points guselconques par ume ligne brisée

de deux cotés au plus ne passant pas par G}, il en résulite gue, pour

n =1 s% 1 st counexe . A
Exercice. Démontrer dirsctement que l'espace guotient
Rn/ TT est compact.
Considérons maintenant le point o = (0,0,....G.1) de g1 . et

lthypsrplen H d'éguation X, = 0. & tout point =x % & ds g o ;

faisons correspondre le point y ot la droite gui Joint g et x ren-

contre l'hyperplan H : on définit ainsi entre g ‘%a% et H

un hpoméomorphisme. En effet; on a y = Aa+ tx avec A+ B =1,

et la condition yﬁ:@a ce qui domme A + pz=0, dloh A =-x f(’%@xn)g

et W = '%j(‘%asgﬁ), et y est bisn fonction continme de x dans S©B° - é&%
£ g (€ b :

inversement, de x = Lat+ fAy , avec a+ B =1 et %%xﬁgs: 1.,
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on tire « x(‘iyﬂz-i)/(nyﬂ2+1) et B = 2/(&y“2+1), ce qui montre
gus x est fonction continus de y.

il résulte de l1lé que la gérisphé;eAﬁn est homéomorphe & 1'escpace

ad jonction dfun point & 1'infini.

L'homéomorphisme qui vient d'8tre dé6fini stappelle projection stéréo-

. n-% : .
graphique ds S sur H ; le point & est le centre de projection et
H 1'hyperplan de projection. Le choix qui s 6t¢ fait de ces deux

éléments n'a rien diessentisl : on & le nfue résultat en prenent pour

&

= =1 i
a uwn point guselcougue ce £ , et pour H un hyperplan

- >y 28 e e : - - : S 7
Gy x, + ugxgsweoow a x. -k =0, ol Gy glyyeos sy SOOL 1S coordonnées

de a. L1 en résulie qgue, daus le sous-espats Snga, tout poiunt pogséde

“ . S o
un voisinege hiombomorphe & un voisinege dfun point de g@é o
’ o
onpacts. Dans ﬁ% , un engemble 3 est dit étollé par

repport & llorigine, s'il existe un point de % et un seul sur itouts
demi-droite ouverte igsue de C (c?ast=&adira ll'ensemble des poinis
)&z , of x est qguelconque dans %:i =§ -, » OF )% > 0).

n=d .
Tout eangenbls €toildé camnpsct est hozeomegg e & & . Ip effet,

y = xffsgxgz est uvne application biunivogue d'un tsl ensemble E gur

R 1"4 3 T
s ; comme elle est continue, et gue © est compact, clest uvn
honéomorphisne.

Exercices. 1) iontrer que les enseibles définie par les

Y-

. <7 | !
conditions : iax Exig =1, ‘> ﬁ“kg = 4 respective-
'(.g‘zgn ELE B 2 el i %

ment, sont des ensembles étOllé; e@mggctzo
2) 85 x parcourt un ensemble ¢t0ilé compact E , montrer
gue li'ensenrble des points .A=K ;00 O < ji < 1, est

un ensemble ouvert homéomorphe & une sphére ouverte.
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n
? 2. Ltespace £ ot les espaces associés.

Fit4

ae

Congidérons, dans l'espsce 24 e%@% ; la relation ZE %x,y%

i
il existe .%,% C tel que y =Az ; i1 est clair gue clest uns
relation dféquivalence, les classes d'éguivalsace &fant les droites

pointéeg (droites passant par O, dont on & enlevé le point U). OUn

g
ﬁ"k'
-appelle gspace projectif & n dimensions, et on représente par &
, et o o & *
llospace guotient de [¢ -30{ par 1o relation? Clest donc un
£
espace ¢connexe. P
. =5

On sppelle systéme de coordounnées homogdnes d'un point x ds |

les coordonnées 4'un point guslcongus do la zolasse dféquivalencs de

Fost
v (3 =
i< S0} corrospondant & x : si {x,,%,,-..,%X ,,) est un tel sysidme,
1 s 18599 24

tous iss autres systémes de coordonnées homogdémes de x sont donc de
- 3

? - 3 ¢ o @ - /3 : 5 [ z
la forme { ﬁ,x%,<k¢2, ,AA,Xﬁ%ﬂ}s g& A est un nombre non nvl
guelicongue.

. Toute partis de E? étant 1l'image cenopique d'une partie de

Fied - 2 - c
F% e%@% invariante par la relation AN , 08 voit gus toute partie
0 .
de ED peut Btre définie par une relation entre les coordomnées
homogénes de ses points, soumise & la condition que, si (xﬁgxg,oo,,zﬁ+é}
vérifis cette reléation, il en sost de méme de (jixﬁ,gﬁxpag.a, }“xh+i)
quel que soit A 0
: ot

Zn particulier, ume variété lindaire & pii dimensions dans R ;
) : ’ A Tt .
invariante par la relation /\ nlest autre gufvne V_,., homogéns :

- e SR

: : 12

itimege canonique dans E@ d*une telle varidété, dount on o oté llori-

ging, est par définition ume ¥aeridté linéasire & p dimensions (dite

, | &8 !
projective ) Wﬁ déans P ; si Lk(x1,x2,npoxxn+1}sﬁ (k=d 2., . n.p)

B ——— L




.29@

sont les éguations de la Vi:: (les Lk Pormes linéaires) dont la

veriété ﬁi est l'image canonigue, on dit que ces équations sont les

gsénes de cetis Wio Tout systéme de coordonnéss homo-
génes d'un point dfunse ﬁp cet le systéme des eo@rd@naéea dfun point
distinct ds O de la Vpi% correspondante : on & ¥u plus haut qufun
tel pecint peut 8tre mis d'une menidre et dlune s@ule sous lg forme
;?: J&k k , ot les j% sont des nombres non t@uﬁ nuls, et les &
sont p+% points de la V§f1
homogéne de dimensgion inférieurs & pri ; il en résults que les

n !
images canoniques de ces poiunts dans fﬁ nfappartiennsnt & avcune

ol appartenent & avcune variété linéaire

variété projective de dimeusion infézi@ar@ & P , ot réeiproguement.
By
Pour gu'une transformstion linéasire non dégénérée T dans %%ZE{L
fasse correspondre une dreite pointée & une.@z@it@ pointée, il faut
et il suffit qu?élla soit homogéne, clest-a-dire laisse invariant
le point € ; elle définit alors une application bilunlvogue de o
sur Eﬁﬂ>(a savolr celle qui, & l'imape camonigue d'un point

Fie 4
ze R

sont ces applications gui, par définition, sont les transformations

m§@% ; falt correspondre 1'imege canonigue de T(x)) ; ce

1inéaire§ (non dégdénérées) dans f?y%; wne telle trensformation fait
correspondre & toute %i u@@,ﬁi , et on peut toujours trouver une
trensformation linéaire faisant correspondre & une Wi donnée  une
WP édont les éguctions homogdnes stobtiennent en égalant & z8ro n-p
des coordonnges h@ﬂ@gerec de ses points. Les Squations d'une trans-
formation linéairs homogéne T dans §2mﬁac sont par Géfinition les
éguations homogénes de ls trensformation lindaire correspondante
dans Eﬁgko Enfin, il résulte des théorémes sur les fonctions conti-

nues dans un espace guoticnt gue toute transformation linésire non

dégénérée dans ;i est un homéomorphigme de Eﬁ& &urvluiamameei
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n

Considérons maintensnt, dans § , le complémentiaire E de l'hyper-
plan d'éguation xn¢ﬂ;0 ; tout point de E a un systéme de coordonnées
homogénes et un seul de la forme (x1,x2,g»egxn3@} ; antrement 4it,

fi+d
E est l'image cenonigue de lihyperplan H dféquation xﬁ+1aﬁ dans

slontrons que E est hombomorphe & H ; comme, dans H , toutle classe
d'équivalence relgtive & Zl. se compose d'un seul point, il suffit

de voir que tout ensemble ouvert dans H est la trace d'un ensemble

.

h “:7‘" a5 g by = > T
ouvert dans I =3Q§ , invariant par la relation é& 2 0r. s Ho

Yeedq
est 1l'hyperplan xm+430 dans R , ¥ = xgxm%@ est une application
S R
continue de R - Ha sur H , telle que l'image inverse d'un ensem-
2. > n+d Gy o
ble 4 ¢ B soit ll'ensemble des points de 24 -10% éguivalsnts

pal A & uz point de A CB qui dénmontre lg pro,zggﬁiti@ﬁo
o g
P

On voit domec que B est homéomorphe & ; comme une transformation
linéaire convensble emdne un hyperplan projectif guelcongue sur

=0. on voit Pinalement gue, dansg E} le complémen-
9 : D ) s

e, OO

l'hyperpian

xﬁ+@

&

taire d'up hyperplan proiectif est homéomorphe 8 KK .

£ a8 L”Ré‘ 2 5
Pour tout point de ¥ , il existe au moins un imdice k tel que

£

le voint n'appartienne pas & lihyperplan XP = G ; comme un hyperplan

_ 4 n o
projectif est fermé, on sn déduir gque toul point de = posséde un

b bl L e==m P e
f

voisinare homéomorphs & un voisipase de R

: on particulier, comme

£y
2, A &

~  eost un

S

tout point possdde un voisinage feimé de Haugborif,

==

espace do Hausdorfif.

bxercices. 1) Démontrer directement cetie proposition.

2) Hontrer gue toute variéié projective de dimemsion

e - 1 J)cé.
< n est vn ensenble épars dang [ -

dontrons maintensnt jue [ eet compact ; remerguons pour cela gus

toute droite pointée coupe en deux points rdismétralement opposés?

o
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la périsphére s? dans %?yz#ﬁ’ ; i1 oxigte donc une application biuni-
vogue et continue de llespace guotient F de s par la relation AN ;
sur Eﬁyh;”egmma fsglest de Haunsdorff, il en est de méme de ¥, et,
conmne Sﬁ est compact, F est compact ; mais elors, llapplication de
F sur Eﬁ%zest un homécmorphisme , donc §>gt@st conpact (et en outre
métrisable). Comme, sur @n, la relation [\ se réduit & y = -x ; on
dit gu'on passe de -SH -3 Egnvea Pidentifiant les polnts diandtrale-
ment opposést. ‘

Résunant ces résultats zur la topologic de %; , on peut dire que

yjectif est l'espace numdrigus rencu compact par adjonction

4
- ] T Xg e Y P S .
vn point : donec la droite projective }‘ est homdomorphe & la

circonférence & .
La propositicn correspondante pour n > 1 est inexscte.
I1 fant se garder également de croire, malgré l'anslogie
degs notations, gue Sﬁ on §}mrsgi@@t homéonorphes res-
pectivenent & uvun proéuit de n espaces ‘31 omn I 5

2 ¥ 2 o '“)‘1 %
EBxercice. Iémonirer directenent gue §“ et S sont

#
t
homécmorphes en formant une application continue de S
: :
B : g %
sur S , qui solt conmtantse sur chagus clagse d'équivalence.
£

7 % v‘fﬂi L 4; e . ;
L'espace deg droiteg de 59 . Toute droite ﬁﬁ dans I est 1l'image canonique

9]

2 PR L4
d'upne V ., homogime daus K . Considérons X comme un eusenble

vectoriel, dont les vecteurs de base sont les aEQngG si ik,

; zkg?} ; £ et y étant deux points d'une ?i%ﬁ, distinects de O et non
situés sur la wéme droite pointée, comsidérons le produit sxztérieur

<3

(bivecteur) zAy = / @ ., Ok D =X § Xy 0 = 8, A e
; > \:} 5] ok

““«%.E’ijig :{ Wt i3




la sommation étant étendues aux combinsisons de deux indices distincts
i,3, parcourant %1 2,,oo,n+4} : si x',y' sont deux autres points
analognes de la méme Viﬂ , on a x! i +uy , ¥ @}xx-é*gu«y , avec
-)\V- ./\,y,.é 0,06t xAy = (_}gg,@,= Aﬁ)x:‘y . Si & tout Bivecteur
xhy dlune Vg 4w s OB fait correspondre le point (pij) de 1iespace

g%a(n+1)/2 , on voit qu's l'ensemble des’bivecteurs de la V., con-

sidérée correspond, dans cet espace, une droite pvointée ; par sulite,

il correspond aussi & cet ensemble de bivecteurs un gg;ﬂi de lﬁeepace
projectit 73(&*1}(ﬂ+3>f2 , dont les Pij d'un guelcongue de ces
bivecteurs forment wn sysiéme de coordomnées homogdénes ; clest ce
polint que mous ferons correspondrs & la V§+i homogéne cousidérés,

et & la droite % gui en est ltimage canon;qu@e On s ginsi une

application de liengsemble des droites de §§ dans l'espace projectif

g;(n=1)(n+2)/2 , et cette application est biunivogue, car deux
bivecteﬁrs ne psuvent svoir des coordonnées pij proportionnelles
que g8'ils appartiennent & la méme Vi+1 homogéne. Soit D, 1llimege
de l'ensemble des droltes de §3 par cette gpplication ; on sait
(Algdbre, ch. , § ) que le condition nécessaire et suffisante
pour gue n(n+1)/2 nombres Ps 4 soient leos coordonnéss d'um bivecteur,
est qu'ils vérifient ég&fil (2n-1) relations quadratiques de
Grassmann indépendantes ; D, est donc la partie de Z§(n° Wn+2)f2
définie DPar ces éguations. PFar définition, 1l'espace des droites

0 1
dge P est le sous-espsce D de l'espace projectif Eﬁin 1)(nt2)[2 ;

COMLS Pn eat fermé, clest un espace compact et métrisable.

e e

Szxercice. Hontrer que B est connexe on montrera gu'on

5“""’””’"3

psus trouver dans I, ums lmag@ continue d’un segnent de

groite Joigpent deux points de D qui représentent deux
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droites concourantes de fykk; puis qu'il en est de méme
lorsque les points de En représentent deux droites quel-
'congues].a
On peut évidemment définir de la mBme menidre une topologie'sur
ectives & p dimensions de §3mspour toute

1l'ensenble des variétés pro

veleur de p (1 < p<g n-1), en plongeant cet ensemble dans un gspece
projectif convenable ; en vertu de la dualité de 1'algdbre extérieure,

n-p-*%
les espaces des Wﬁ et des %ﬁ . gu'on obtient ainsi sont homéomorphes.

.4

n
L'espace des droites de F% < A tout point de g% ; Teisons correspondre

le point ayant les mémes n premidres coordonnées dans l'hyperplen H
P44 : n
dféquation thﬁsig de l'espace It ; les droites de R corres-
pondent aux droites de H par cetie trensformation. Or, les droites de
B correspondent biunivoguement asux Vi+% non contenues dans li'hyperplan

xh%ﬁsﬂg ou encore aux droites de §> telles gue, pour un indice i

sm moins (1< i <m), la coordonnde pisnM%Oo Finalenent, on
obtient ume correspondance biunivogue entre 1l'ensemble des droites
de g%m’3 et llintersection D; de Bﬁ avec le complémentaire de lsa
variété linéaire

p% a@gccuswap é@

b
n,nq

=0 i -

ot o n
RB= "'&“2 / € £ 3 .

de l'espacse E;(m 1)(n )f? . C'est le sous-cspace Qé de cet espace

projectif que nous prenons comne définition de l'espace des droites

de E%gL; Bg étant un ensemble ouvert dans D, c'est un espace loca-
dement compact , et évidemment métrisable.
hxercice. Ionirer, comne ci-dessus, que Q& est connexs. On
généralise encore ici sans Gifficulté aux variétés linésires a

2%
un nombre quelconque de dimensions de g{ .
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n
£ . A toute transformation

L'espace des trensformations linéaires de

g™
linéaire non dégénérée de Eﬁ , dont les équations homogénes sont

"l
I = ;[_, Bty (k = ‘%,2,“09311‘!"1&
=4 5 >
faisons correspondrs, dans l'espace projectif gﬁ(n+%) e

point dont les coordonnées homogdnes sont les 8y il est clair
gufon définit sinmsi une application biunivoque de liensemble des
transformations linésires non dégénérées de Ebgtgggg 1'espace
projectif E}:&zﬁ@j ; et clest aussi une gpplication gur le
complémentaire 4 de la partie de Eﬁn(n+2} définie par.lvéquati@m
§mg;;¢ = 0 . Par définition, l'espsace des tr&ngfaﬁm&tiong iinéaires

L) n A
(non dégénérées) de [P est le sous-espace A de g@n{nkgf

L

&ﬂ étant un ensemble ouvert, clest un espace localement compact,
cont chagus point posséde un voisinage homéomorphs & vn voisinage
de g%n(maa) e

Considérons maintsnont une transformation linéaire non dégénérée

I
dang F% , 4'éguations
W

et
B

yk == éij—“ a‘hk%+‘bk ; éz{ = ’éef/‘.g;,eougn)

i .
7 et I

o o 7 - 3 7 o L g 3 5 r‘ 3
On peut luvi fzire correspondre la transformstion lindsires dans ﬁﬁ -

d'éguations homogénes

o ,
= i = '1; = o
Tk £ k™ Ck n i (k =1,2,....,n)

Iott = %an
et réciproquement, & toute transformetion linéaire non dégénérée

n
de P, de ce type (cfust-a-dire transforment en lui-mme 1'hy-

perplan x

£

,=C, ou, comuse on éit encore, unne transformation
! 3 5 g

affive) correspond une transformation linéasire et ume seule de§%>gl




L'espace

On s donc umne gpplication biunivogue de ll'ensemble des transforma-
e

tiong lindeires de ?? &sur la partie Aﬁ de Aﬂ délinic par les égua-

ticus &, n%ﬁ =0, & n+i% Uj0c0000,8 gn+1g

Ciest 1le goas»asgace A’ de An gue nous prendrons conme définition

~ I
de l'espacedes transformations linéaires non dégénérées de X -

il est clair que c’est un espace logalement compact, dounl chague

voint posséde un voisinage homéomorphe & un voisinage de ggﬂ(nf*>

%, (énéralisstions diverses.

ST

numérigue complexe. On appelle egpace nunérigue complexe & n

dimensions et on désigns par ;%ﬂKi) le produit de n espaces uni-
formes identiques au plan de lz variable complexe ?%(i) ; tout
point de cet sspace est done défini par un systéme de n nombres
complexes (z 43%00¢ 038y ).

bR 5\5

Comme §% (i) est isomorphe & ?% F% (1) est isomorphe & i

et me constitue dome pas un nouvel espace uniforme ; la raison qui
conduit 3 introduire pour le désigner une nouvelle dénomination est
essentisllement la possibilité dly définir une nouvells structure

d'engemble vectorisl (Ligtbre linéaire, ch. ) distincte de la

structure d'ensemble vectoriecl dont le corps des coefficients est
le corps des nonbres réols : & savoir, celle dont le corps des

coefficients est le cogps des nombres complexes. Si }& gst un ncm-

bre complexe, z = (ziﬁzagcoo,zn) un point de ﬁ; (i), en désignant
par Az le point (ﬁz,gﬁ.z ,Mc,.} z ), on constate en effet
inmédistenent gue cette @peratlon jouit de toutes les propriétés de

|

la "multiplication par un scalaire® ; en notant fgz tg; la macr&qu@

~thn :
suclidienne de g% , ¢lest-a-dire ici l'expression /GZQ 2y tk 2

2 .r
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- 1

on a encore §E)23=J&tag = !A,gei!z=t ” , quel gue soit A complexe.

Les notions do transformation lindaire et de variété lindaire

4% %
ont donc dans g% (i) un tout sutre sens gque dans F@ , bien que
ces espacesg soient iscmorphes au sens de leur structure uniforme :
il s'agit en effet de notions relatives & leur structure d'gusenble
vectoriel. Une iransformstion lincaire dans F%yiii) sera une

n
application delg% (i) dens lui-méme, de la forme

y:& gXT'b (kgligeenn)
- T e
ot les coefficients 81 et bk sont namglexes toute transformation

linésaire dans ?3 (1% st done, quand on sépare les parties réelle
et iL glﬂalPG de ges égustions, une transfornation lindaire dauns

, mais la réeiprogque st inexacte (on précissra cette dif-

Parence un peu plus loin lors quﬁon définirs 1l'ggpace des trans-
fornations lindzireg dana §% (i))

On définit deo méme une droite complexe dans %%%(i) comme
1'cnsenble des points tx +(1-tly , x et y étant deux points
distincis, et ¢ parcourant ltensenble des nombres complexes ;
puis uné veriété lindeire dans ?%gl(i) comme une partie de cet
espace gontenant la drgi te gui joint deux guelcongues de se6s
points. IL.es raiscnnements faits au % 1 sur les variétés linéaires
de ?25136 transportent alors, mutatis mutandis, en remplagant les
systémes de coeificients réels gui y fizurent, par des systémes
de coefficisnits complexes. On peut donc en é&tendre les conclu-
slons : les variétés lindaires m p dimensgions complaxes VP(X} de
(1) sont homéomorphes & R (1) (1< p<£n) ; pour p < n-t,
oe sont des ensembles fermés et épars dans ?%ﬂ(i) ; la seuls

différence gvec le cas réel est gufici le compléuentgire diun
hyperplan est connexe.
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Exercice. Démontrer cette proposition.

On remarguere que l'espace §§“peut Stre considéré comme plongé
dens ?%?1(1), car il est homéomorphe & la partie de cet sspacse
définie par les éguations gf z), =0 (k=1,2,...,0). Iais cette
partie de K%,(i) n'eat pes une variété lincalire complexe.

A partir de l'sspace anumérigue complexe, on
joctif comploxe de la m8me meniére gue l'espace
progectif & pertir de l'espace mumérique : on appelle espace

\ dimensions .§¥€1) ltespace gquotient de

4 £
(i)- %Q% par la relation d'équivalence L fypy? : A4}

N4t

R

existe un nombre complexe ﬁﬁ.% C tel que ¥ = Ax ", Llsxtension

analogue des notions de coordonnées homogénes, de variétés pro-
jectives & p dimensions (ici complexes)de transfgrmasa@n linealre,
sont immédiates. On voit de méme gus, dans [ (l)y toute T$x1}
est homéomorrhe & §3?(i)3 et gue le complémentaire d'un hyperplan
projectif est homéomorphe & §iﬁ§i) ; e ce dernier fait résulte
gue tout point de §3ﬁ(i) a un voisinage homécmorphe & un voisi-
nage de F%zgl , ot par suite que gyﬂ(ij est un espace de
Haugdorif.

Montrons enfin que E3 (i} est compact : chague classe d'équi-
valence relagtive é,(ﬁi posséde des points dans la périsphére
euclidienne gontl {clept-a-dire la partie de %2gb¥i(i§ dléguation

®+i

3 : ;
o (=4 )
7 1Ek‘ = 1) ; on montre alors comme dans le cas réel que

=1 2n+1
EDQ»(i) st homdomorphe & llespace gquotiecnt de 8 par le rela-

3 / : ° («251'{‘1 7 - = - ° s
tion [\ (qui, sur 8 , 86 réduit & la relation "il existe un

nombre réel @ tel que ¥ = ia "), et par suite est compact.
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n n
Ainsi, [ (i) est 1l'espace mumérique complexe R (i) rendu
compact par adjonction d'un hyperplan projectif complexe "3 l'infini”.
En particulier, pour n=1, lihyperplan & 1l'infini est unm point ; donc

4
projective complexe F (i) est homéomorphe & ls périgphere

la droite
5.

Ici encors, ce résultat ne s'étend pas au ces of n est
> 4 ; de plus, il ne faudrsit pas croire que E3 (1) soit

4
honécmorphe & 1lfegpace progectif réel tﬁ , i aun

; 4
produit de n droites projectives complaxes E} (1),
On définlt ensuite les mspaces des droites (complexes) da Eﬁ (1)

ou de §% (i) en ”épéﬁant les définiticne des sspaces amalogues du

cues réel, o& on remplace partout las pombres réels par des nombres

complexes ; de méme on définire les espaces des transformations

h 0
lindaires de R (i) ou de P (1) ; ces derniers soni des espaces
iocalement compacts, dont chaque point & un voisinage homdomorphe

2a{ptt) RZR(B“"Q );

5 un voisinage de R respectivement (dans

ltegpace des transformetiong linésires de %%&KL; chague point 2 uvn
voisinage hondéomorphe & un voisinegs de gzzn(Zn%ﬁ); en s'appuyant
sur un tinéordme 4o la thécrie de la dimension (voir ), il en
résulte gu'il ne peut &tre homéomorphe & lisspsce des transformations
linéaires de Rﬂ(i))a

Les esgpaces de Siegel. D'autres espaces, deont la définition généralise celle

de l'espacs projectif, ont &té récemment introduits en fLnalyse, en

voe G'applications & lo théorie des Hombres, par C. Lo Siegel.

r et n étant a@ux entiers E@lq gus m >n, on pesut fairs correspondre

oy

viuniveoguenient & tout point x —Qx%,,ooax ) de l'espacs g? la

matrice & m lignes ot n colonnes
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X1 xa © © 0o v © O xn
xm.@ Xm_a e ¢ ¢ o © xzn

© © o © 0 00 o0 &9 060 @& O

—

x(mm1)m1.60000 xmn

[ i
Soit & lg partie @a%{ formée des points x dont la matrice corres-
pondante X est de rang inféricur & n ; cfest un ongemble fermé,
puisgue on peut d4finir ses points comme ceux dont les ccordonnées

snnulent tous les déterminunts dlordre n de la matrice X .

[4

L3
<
v

il existe une matrice carrée T de rang n, telle gue Y = XT ,

. nn o
Considérons alors, dams R -A , la relation K ix,y

X ot Y 6tent les metrices correspondant & x et y regpectivement® ;
c'est une relation dféguivalence. HNous sppellercns gspace de
P g yﬁ m o
Siegel l'espece guotient %Dm n @e = -& par cette relation
8
d'éguivalence ; pour n = 41, cet espace n'est donc autre que lfespace
projectif réel @3 ; pous allons voir gue les propriétés topo-
ﬂ ﬂ;"

logiques les plus importantes de E§ se généralisent & Eﬁm o

i 4

Comsiddrons d'abord l'ensemble B des poiuts x de R tels que

le déterninant des n premicres ligres de X soit nul ; on a évidem-
e ¢

ment A ¢ B . La matrice X qui correspond & un point xz¢ R = -B
peut donec sécrire
- /U
|
(1) X =}
\V /

ok U est unec matrice carrde de rang n, V une matrice guelcongue &

n-n lignes et n colommes ; et réciproguement, toute matrice de

i
cette forme corregpond & un point de ?% =B . (

4

goit la
n{m.nj

. ;
Soit alors H l'ensenmble des points de Ei m’-==B tels gue

@

natrice unité; clest uns ?ﬁﬁ(mem), donc homéomorphs &




&9
-

=950 -

n
Or, la fonction qui & tout point x de 5?m =B fait correspondre

le point y de H tel que Y = xo- ! (X étant de la Porme (1)) est

e
vno application continus de 5% -B gur H ; il en résulte que tout

ensenble ouvert dans H est la trace d'un snsemble ouvert dans

/(948 '
R -4 , iovariant par la relation K ; comme deux points de E ne

YL

peuvent 8tre éguivalents, l'espace gquotient de R} -B par X est
o nl{n-ng
homéomorphe & H , et par suite & R . Comme d'ailleurs B

est un ensemble fermé épars et invariant per M , on voit qu'il

exigte dang [ o,y U0 ensemble fermé épars dont le complémenbaile
e . pfhtim-n)

R’ (mzis 1ci cet suseubls st l'image

: m o
canonique dfune variété algdbrigue de degre n de R , 8t non

dtune veriété lindairs).

On peut évidemment raisocnner do méme en remplagant B par l'en-

: }m g‘a ' 2 o g
semble desg points de %% ot un guelcongue des (éterminants d'ordre
¥

n de la matrice X est nul ; comme tout point de ?% <A appartient
par définition au complémentaire d'un de ces emsembles, on en

tire que iout peint de ED - pogsede un Volsinage hounéonorphe
3 : =,

B

e

%E& {JL";;-» 7%
R

ke

‘ . P
age de ; en particulier, ) m.n €St o
: &

-

espece de Hauscorif.

=
Hontrons malntenant gue E:ﬂ - st compact ; il nous suffira
? 2
o o e

pour cela {en raiscnnant ensuite couns pour [¥ ) de trouver dans
B £ 8 :
2 -4 un onpenble fermé st bornd contenant un point au moins

1

de toute clssse o'éouiveleuce rolative & i . Reprenons & cet

effot l'ensemble H défini ci-dessus, et considérons l'ensemble

E ¢ H défini par la condition que, pour chacun de ses poinis,
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toug leg déterminants d'ordre n de la matrice X aient une valsur

ebsolus < 1 ; c'est évidemment un ensemble fermé, et sa définition

2

entraine gue chacune des coordonnées d'un quelcongue de ses points
est comprise eatre -1 et +1 , donc gue K'est borné.

Cela 6tant, & chague combinaison de n lignes de la matrice X
correspondé un ensemble analogus & X ; soit KQ la réunioﬁ de tous
ces engsembles, qui est encore fermé et borné. Jontroms que toute
classe dl'équivalence cortient un point au moins ds KO : en effet,
soit x un point guelcongue de ?%wﬁmc£~3 et e le maximun des valsurs
absoclves des déterminznts dlordre n de la’matrice XA;one a>0.
Scit T la matrice formdée avec n lignes de X choisies de sorie quse

g

? § 3 s rd © 2 3 53 o
IT! = a ; 1l est immédiat gue le point correspondant @ XT ap-

g

partiendras & K@ .
Ga @&Fanu

On peut naturellement définit de la méme manilre des espaces
Tl

de Siegel complexes , en partant de ll'espacs %x {i) ; nous

laissons au lecieur le soin d'dtendre & ces espaces les propridtés

gul viennent 4'8tre déaonitrdes.




