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CHAPITRE III - GROUPES TOPOLOGIQUES.

D e e ED e LD G S CD €D D &0 D B D @

Introdﬁction

Hous avons étudié Jusqu'ici deux types généraux de structures
mathématiques dont un ensemble peut &tre revétu : les structures
algdbrigues (groupes, espaces vectorisls, corps,...) et les struc-

. tures topologigues et uniformes. Qr,vun.mgme ensemble peut posséder
en méme temps des structures de ces deux espdees différentes. Si
ces deux structures coexistent l'une & ¢6té de 1l'autrs sans enire-
tenir entre elles de rapporbs, il n'y a évidemment risn de plus &
dire gue ce gus nous avons dit Jusqulieci sn étudianty chacune dlelles

if’ indépendamment des suires. 81 au contraive les structures topolo-
gique ot algébrique se compéndirent dans ume certaine mesure, il
neitra de cet asccouplement des propriétés nouvelles, dont 1'étude

. it l”objet}de 1talgébre topologique, que nous allons cousidérer

maintenant.

S 2 i S et 2
91, chuERALITHS SUR LBS GHOUPES TOPOLOGLGUES.

Soit un fondamental E qui possdde une structure de groupe dérinie
par uvnes loi de composition v euntre &léments ée E ot uns structure
dopologigque. La structure de groupe peut 8ire définie per la domnéde
de la fonction x T y”ﬁ ; considérés comme application de B %.E
sur B. Dlauvtre part, la gtructure topologicue de & nous fo&init une
structure topologicue dans B x E . HNous pouvons &tablir un lien
entre leos deux structures en sjoutsnt aux exiomes des groupes et

de la topologie i'exiome suivant @

A, Lg Ffonction x-?*y’1 est continue sur E x E .,
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Désignons per e 1'6lément unité de E. Il résulte de A., en faisant
X =6, que :

A'., Llspplication y—s y | de E gur B est continue.

Comme cette application est bi-univoque et coinecide avec son
application réciprogue, on en déduit que :

A!. Lispplicstion y—s 3 @ do B gur B est topologiaue.

4
En rewplacent dans A . y par z° '

et tenant compte de A', on
voit gue :

A%, La fonection x T 2z est contious sur B X E .

Pour chague & ¢ E, l'application Xa(x) = & T X est done uns
' : =1 _ <
~epplication continue de E sur B, Comme X, = Xamq , Cu en déduit

que :

T

Ag, Pour chague & € E., llapplication z—sa7vx de E gur B

de méme :

é§° Pour chagus a € B , 1l'application x-— zva de B sur &

65t _topologique.
: . .
_Ag, Pour choque e £ E , llapplication = —s87Txva 48 E

sur E op pologique.

Hemarquons d'ailleurs gue &' et A" entrainent A .

Définition. 281 on g dans un fondamental ¥ uns structure de

;'ggpagg_et une structurs topologigue lides par l'axiovme 4 , on dit

gu'on a un groups topologigue.

81 par sxemple dans um groupe guelconqgue on introdult la struc-
ture topologique discré%e, il est évident gu'on obtient un groupe

roupe discret. On obtient encore un

topologigue, dit alors g
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groupe topologique en premnant comme structure topologigue dans le
groupe la plus grossiére des structures topologiqﬁeﬁ,

80it, dans un groupe topologique E, S un systime fondamental de
volcinages de 1!'6lément unité e. La famille S posséde les proprié-
tés suivantes -
V.4. Les epsembles de 5 contionnsnt e ; ,
V.2, 8i TeES ,VeS , il existe un ne S tel gue
e UNY |
V.5 81U€ S ,ilexisteun VES selgus VTV < U

V.4. Si UéS,XOgE,il-emstaug Ve § tel gus
‘ -4
xOTV?x@ ¢ U

De plus, en vertu de Af, si a est un élément de E, les ensembles

8 TU, pour U & S , constituent un systéme fondamental de voisi-

neges de a, et 11 en est do méme des ensembles U T a , en vertu

de Ag; . I1 en résulte gue la strucvure tcp@l@giga@ ée B @ét; entiére-
ment déterminée par la donnéde ds 5

Licnsemble S , ordonné par la relation d'inclusion, posside
we structure de filtre. V &btant un élément géuérigie de S , soit
Xy vne application do S dans E .. Dire gus cetlte epplication con-
verge vers X , ¢'est-4-dire que, si A est un vois:?i.mé;g@ de Z, il
sxiste un &lénent U E S sl gue l'inclueion V Q U ontraine x_€4.

v

&1 des applications Ty af convergent vers b9 33) , 168 applications
: : ) / € y

= , -4
Zy T Ty et Ey convergent respectivement vers =z T § 5 et X,

)
cation convergents de S5 dens ¥ , on & x, € H. Heis il importe

¥ é&tant uns partie de E , si un élément x,_ est limite d*une eppli-




A

surtout de remarguer que la réciproque est vraie ; soit z, oo élé@
ment de X ; Gonec, pour tout V& S , on o (x,TV)Nuw$0.11
existe donc, en vertu de llexiome de choix, une epplicetion Xy ds

5 dens H telle que, pour tout VE S , onait zp € (x T V) NK .
Cette application comvergs évidemment vers Xye

Léfinition 2. Un filtro isomorphe & celul formé des é&léments

d'un systdme fondamental de voisinages de 1l'unité est appelé un

-
&,

g£roupse

Remgrque : Si l'espace B satisfailt & 1faxione..... {chep. I, & 1),
le filtre dénombreble typigue (chap. I, ¢ ....) est un filtre de
défini tion de B, o |

Supposons maintenant domné, dans un groupe ne possédant Das
encors de structure t@p@l@ggiqme; une femille S dlensembles satis-
. Paigant asux conditioms V.1,2,%,4. x étent un élément du groupe,
désignons par S x la femille des enserbles x TV (V& S ).
dontrons d'sbord gu'il existe dang ¥ une %topologie povr laguelle
Sx solt, pour tout x, un systéme fondamental de volsinages Ce X.
fn offet 1) les omsembles de %x contiennent = (d'aprés V.1)
2) ltintersection de deux ensenbles de Sx contient un ensemble
de gx (8'aprés V.2) 3) x TV étant un élément de %x L1l

existe un WE S tel qgue B T W C V (daprés V.3). = T W
o :

est un élément de 2, et si y est un &lément de xz TW , il existe
un élément y T ¥ ds %y tel que T W C x TV . Yontrons ensuite
que la topologie ainsi obtenue vérifie liaxiome £ . &Soit (x,@ 'y 0)

un élément de E x B , et soit (x, T y;ﬁ)“‘r ¥ un voisinage de
% T y;% (avec V € S ). I1 sufrirs de montrer gu'il existe un

WES +tel que les conditions. x £ x,TH , 7€y, THW entrainent
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xTy € (z, T fy;%) T V. Or choisissons dans 5 un E%’@ tel que

y T AT yzic:'v (en vertu de V.4) : il suffira, comme on voit
tout de suite, de choisir W tel que WT W'1 G W1 , co gui est possi-
ble d'gprés V.5 . Donc :

Proposition 4. E Stant un g

roupe, upe condition nécessaire

_suffisante pour qu'une famille 5 dfensexsblos counstitue un sys-

de voisinages de 1l'unité dans une structure de

ique de B est gu'elle gatisfasse & V.1,2,3,4.

Remarques. 1) La condition V.3 est équivalente & la conjonction

e deux suivantes ¢

)

V.3'. 93U €S ,ilexistoun VES telgue V C U;
V.3". 81 U ¢ € ,ilexisteun V&S telgue VTV U.

Digutre part, en tenent compte ds V.5' et de V.2, on voit que la
1 < . .
Pemille Ges VT ¥V (pour V € S ) comstitue, en mme temps que S

un systéme fondamental de vominag@s e 1'unité. Donc : dans un groups 1_;

topologigue, il exigte Gouiours des systénes Pondanentaux de voisi-

negzes de l'unité composés d'cnsembles W tels gue @ = .

S

2) La conditicn V.4 est sutomatiguement vérifliés si ie groupe

est cormutatif. On peut mf@mﬁmr par des sxemples q@@g dens le cas
général, elle n'est pas comsébguence do Vi1,2,5. /-

3) Si M est un ensemble, ot sl ¥ est unm voisinage de e, les
ensembles BTV et V T If sont des voisinages de ¥. B8i V est ouvert
il en @sﬁ de n8me de cos ousembles. Si ¥ est compact ‘tmﬁi voisiﬁaga
 de ¥ contient un ensemble de le forme K T V . Solt oz effet dans
\ce cas U un voisinege de ¥ . Pour chague x € H on peut choigir un

'voigina,ga Vyde e tel gune X 7T (VXT Vx} C U . Op peut recouvrir
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H au moyen d'un nombre fini d'ensembles de la forme 3?VVX :
4 ﬁlfé’)jf (vax), K étent une partie finie de IlI. Soit V SQM Vx s
V est un voisinage de e. y étent un &lément de i, 1l existe un x¢gl
tel que y@x‘er , 8o yTV C x T(VX‘TVX)C; U:o0na
MTV C U . On verrait de m8me qu'il existe un voisinage V! de e
tel gue VITH C U . '
Exercices. 1) Chercher dans un groupe fini qu@llés cont les
structures topologsiques qul satisfont & llaxiome 4 .

2) On considire dans un groupe I un systome S d'ensesble
satisfaisant sevlement sux conditiouns ¥.1,2,3. liontrer gu'on
peut en dédulire deux topologies Tg et T@ (topologis gmuche et
topologie droite) de E, un systéme fondsmental de voisinasges
de z étant formé dans l'une des VT x (VeES ), et dans
l'autre des x T V. Iontrer que la condiﬁign V.4 est éguivalente
au.fait gue ces topologies soiént identiques. Btudier les pro-
priétés de continuité de la fonctidn x ¥ y dans ces topolo-
giles. ilontrer gue si, dans l'une d'elles, elle est continue
par rapport & chacun de sés arguments, elles se confondent et
gue par sulte xXT y est alors continue par rapport & l'en-

senble de ses arguments. Hontrer que la fonection x”% est
une homéomorphie entre les deux éspaces topologigues gui sont
Géfinis per les topologies Tg et‘T . En déduirs gue si cette
fonction est continue dans liume de ces topologies, elles se

confondent.
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§ 2. EXRIPLES DE GROUPES TOPOLOGIQUES.
I. GROUPES OXDONNEBES.
Soit E un groupe commutatif, écrit additivement, dans leguel
existe une relation d'ordre " < " satisfaisant sux conditions

sulvantes :

0.1 E est totalenment ordonné par cette relatbion

0.2 Les conditioms y< X, y-Xx <0 sont éouivalentes.

Cn dit slors que E est un groupe ordonné. On notera gus 0.2
joue un rble analogue & celui de la condition £, § 1 : elle établit
vn lien entre la structure d'ordre et la structure de groups. Ce
lien est tel gue l'on conaall complétement la relation dlordre dse
que lfon saeit comparer uvn élément & O. Les éléments d'un groupe

rdonné gqui sont > O sont appelés positifs, ceux gui sont < 0,

négatifs. Les 6léments positifs (resp. négatifs) qui sont f G sont

appelés sitrictement positifs (resp. mirictement négatifs).
On notera que le groups 2additif des ratiounels, avec la relation

dtordre gu'on y & incroam,ta, est un gmupa ordonné.

En m,w&nt ¥ = 0 dans la condi'&;mn 0.2, on voit que les @@nﬁiti@ms

x>0, <Q sont éqzzivalen tes. En te.né,zzt compte de Qoa ; on
voit que les con@,;tiong ToX, x> > 0 sont équ.val@ntas, Ds
plug les conditions X<y , =X > -F sont squivelentes.

Les conditions X <y, z2 <t entralnent x+z £ y+ %, en
effet, (x + z)-(y + t) = (z-7) + (z-t) > %y >0 . On voit de méme
gue lee conditions x ¥, 3 > tentrainent x+tz>y+ 1 .

 Hous elilons meintenant veir comment on peut, dens on groupe

comnutatif ordonmné, introduire une structure de gmup@ topologique.
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Hous supposerons gue le groupe ue se féduit pas un seul &lément.
a étant un élément > O , nous désignerons par S - l'ensemble des x
tels que -8 <X ( a. Les ensembles S - jouissent des propriétés
suivantes :
A, eSa = S&. .
B, 81 2a>0,bb>0, ona Sa+sb.{fisg+b.
Lésignons per S la famille des ensembles S g DOUT & > G. Cette
fanille satisfait évidemment aux conditioms V.4,2,4 du § 1. Pour

montrer gu'elle satisfait aussi & V.3, distinguons deux cas ¢

o : il existe parzi les 6léments >C de E un élément e,

; de sorte gue

Woagin?

inférieur & tous les autres ; dans ce ces S&“a = %@
la condition V.3 est &videmment remplis ;

8 : parmi les Sléments >0, il n'en existe sucun gui soit infé-
rieur & tous les antres. Dans ce cas, 81 a >0, il existe des &1lé-
ments 84185 tels gue O <@g <&,ﬁ< 8. So0it b le plus petit des
élézents 8&,,8,-8,,8-8, - Onsa a = &, ﬂ?(&ﬁuag}%°(@,=&ﬂ}9 dtod
btb<a et 5 +3 8, ¢ 8 , ce qui montre gue la comdéition V.5

&
est Dien remplise. ; @

Hous supposerons Gégormais que clest la c@mutmﬁ gul se trouve
réalisée : il en est bien sinsi dens le groups additifl des mui@ﬂml@o

Dans ces conditions, la propriété B peut étre rexplacée par le pro-

priété plus précise suivante :

B!, S8isetbgont >0 ,0ona S5 +5 5.
=) exmreD Pt er oy Pa=eoegon e &S b Q
Supposons par exemple & = b . Soit 2z € © Bt 51 z & S& s

on a auesi zE£ B8+ 8 .9 exzxath, ona O0Lz-a<Db .
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Il existe un élément ¢ tel que O<e<b-(z-a). Posons 4 = z-(b-c).
ine d<a, et d>-b>-a,d'od de ﬁa, De plus, on a U< z-4
<b,dloh z-d€8 etz=4d +(z-d) € Syt Sy ; démonstration analo-
gue si -(ath)< z <-8 .

& ot b &étant deux éléments tels gue a <L b, designons par 3, )b
liensemble dos x tels gue a < X <b . Cet ensemble est ouvert.
in effet, s8i x est u.n‘élément de Sa,b , et 81 ¢ est le plus petit
des éléments =x-a, b-x , ona x+ 5, C Sy pe Yo plus, la famille
de ceux des 8 a,b gui contisnnent un élémentix constitue un systéme
fondaental de voisin&gea ds x.

De plus, 81 F est une pa.rtie de E composée d’elemani;a =0 et
telle que tout élément >0 soit supérieur & un élément au moins
de F, lg famille des x + 8 o » bour ceF, counstitue encore un
gysteme fgndam@antal. de voisinages de X .

Définition 1. OUn eppelle groupe additif de la droite ration-

nelle lo zroupe topoloslique gu'on obtient par le procédé précédent

& partir du groupe ordonné deg raztionnels.

On notera gue lg tepologie du groupe additif des ratiomnels
est id.en‘&;ique 4 celle ds lz droite ratiommslle. |
iI, "””‘E‘I"KITIQ”‘I DIUNE TOPCLOSLE PAR URB FPAIILLYE DB
50U5-CROUPES . |
Soit um groupe top@legigue % dans lequel ¢ donne wo rantlle
G de sous-groupes, possédant les propriétés .auivant% : 4y 1%in-
torccobion o dens groupes de G est dens G ;2)sige G , et

8l x¢B,ona xTgTx '€ 5 . 1La f&mill@ {5 posside évidem-

ment les pr@pi':},étés V.1,2 ,334;- {car si g est un sous-groupe, on &
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g = gé1 = g T g). Par suite, il existe un groupe topologique dans
leguel les ensembles de {; forment un systéme fondasmental de voisi-
nages de 1liunité.

Partons par exemple du groupe additif ¢ des rationnels. n étant
un entier > 0 , désignouns par &, liensemble des ratiomnels qui, mis
sous forme de fractions irréductiblea,'onﬁ leurs numéreleurs divigi-
bles par n : ga' est évidemment un sous-groupse. b pluég sl B est
un aubre entier >0 , g Mg, = &g gi s est le p.p.c.m. de m ot
de n. Soit zlors P un ensembls d'enticrs > 0 possélaent la propriété
suivante : le p.p.c.m. de deux entiers de P est eucore dans £. Lang
ces conditions lg famille é; des &, s Dour o € 2 , possede les pro-
priétés indiquées em début, et nous fouranit par suite un groupe
topologique. '

Le cas en pratigue le plus importent est celul ok ¥ se compose

de toutes les puissances d'exposants > 0 d'um entier D ;»@3?

Définition 2. p &tent un entier > 0, le groupe topolozigue

copstruit de la manidre gui vient d'8tre indiguée & pertir de llen-

senmble des pulssances de p s'appelle le groupe sdditif deg ratiomnels.

p-adigues.

Dxercices. 4 ) Former daus le groups additif des ratiocnnels une
Ffamiiie & d'ensembles satisfaisant & V.1,2,5",4 mais non & V.7 .
2) Trapsposer la condition J.2 pour un groupe comautatifl

éorit multiplicativement. lfontrer qu'elle est vérifiée pour le
groupe nultiplicetif des ratiommels  O. ilontrer gus 1z topologie
déduite dans ce groups de l'orére coincide avec celle induite
per ls topologie de la droite rationnelle. 4
3) ¥ et P' étant deux ensembles dlemtiers O dont chacun

contient le p.p.c.;m. de deux de ces éléments, & gquelle condition
les topologies du groupe additif des ratiommels qui leur corres-
pondent sont-elles idsuntiques 7

. 4) Hontrer que la topologie d'un groupe ordonné est toujours
régulidére. P &tant un ensexnble d'entliers G contenant le p.p.c.m.
de deux de ses 8lénents, & guslle contition la topologie du groupe
des rationnels qufon en déduit est-elle régulicre 7

2

()
9




§ 3, STRUCTURES UNIFORIES DANS UN GROUPE TOPCLOGIQUE.

Soit B un groupe topologique, dans leguel 1'élément unité est e.
Désignons par [\ 1'ensemble diagonal du produit B x E , et par ¥
un systéme fondamental de voisinsges de e dans E. V &tant un élément
de T , aésignons per Uy l'ensemble des couples (x,7) € E xE tels
que yexTV , et par 2L 1la fsmille des ensembles Uy (ve ¥ ).
Hdontrons que la famille ‘U’, constitue un systéme fondamentel d'en-
tourages dans une structure uniforme de & ,

1) U.I est vérifié ; en offet, on &, quel que soit V& T~ ,

JANC i -0
2) :?Oit Oy € VL ; 11 oxiste un W€ § tel que wic v s on &
: -1
5 C Uy , car la condition ye xT W entrafne x 7 ye¥,

1
¥y ‘T’x(,V et xey“r'v
3) aoz.tU 6%, il ex1stemﬁé§’“ tel que W T W CV ;

on a U.l;r @ U ; en effet les conditions zex TW , yez T W en-

trainent ¥ exTWTW@ xXTV .

Il est &vident que la structure uniforme ainsi définie me dépend
pes du systime fondamental § choisi ; car, si V'€ V, ona
0. C U

La topologie dc B déterminéde par cette structure uniforme est

identigue & celle dont om étazit partie : em effst, sl x £ E , 1l'en-
senble UV(I) (ef. ch. 1I, ® 2) n'est autre que x TV. De plus, on
notera quiun filtre de définition de lg topologie de L constitue
avesi un filtre de définition de la structure uniforme de E (cH.
chap. II1).

8i maintensnt nous désignons par U} 1'ensemble des couples
(z,7) & ExE tols que yeVr=x , et par I/ 1a famille des Ul , on voit

i'
de méme que la famille %’4 constitue un systéme fondamentael
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d'entourages pour une structure uniforme de E, qui détermine égale-

ment sur B la topologie dont om est parti.

Nous sommes donc en présence 4o deuvx structures uniformes de

ll'espace topologique E. Hous les appellerons structures uniformes

droite et gauche.

On peut montrer par des exemples que ces structures sont en
général distinctes. 11 est cependant des cas fort importants dans

lesquels olles se confondent.

Proposition 4. Les structures aaa¢crmes aroite st g&uch@ sont

confondues dens les deuz cas suivanis : 1) gi B est _commubaltil

2) gi E gst @omgacta

En offet : 1) si E est coLm@cauif ona U, = U, %ﬁ; = %ﬁ;g
2) 8i B est com@act cn sall qu“zl nfest sus@@ptibl@ gmﬁ diune
seule structure uniforme. '

Ces conditions ne scnt dlaillsurs nullement nac@gaair@sa

2ro1 QQ@ condition nécessaire et suffisante pour gue

les deux structurss uniformes de £ ge confeﬂ@ant ezt gu'un systéme

fondamental 7 de voiainages de ® satisfasse & 1o condition suivente
V.5. SiVE ‘5““ , il existe un Ve %""

t@@rdycat x € E,

ézz alt x ’f‘rx C;_ v .

Bn effot, si les structures uniformes se con¢@n@ent 11 existe,
pour chague ve? ,un W&l tel que Ugéiﬂ ;; » 408, pour tout x ,
xTHWCcVTx, X¥ w‘fz°i<; ¥ . Inversement si lz condition est
réalisée, on & Uy CUL et eussi, pour tout X, siTwrzc v, dlod

U% C’UV : les structures uniformes se confondent.




' 4o E sur E fait

Proposition 3.

correspondre & la structure uniforme droite la structure uniforme

gauche et réciproguement.

En effet, soit o llapplication de E x E sur lui-m8me définie par
o(x,y) = (x7,37"). one o(uy) =04, o(T) = U4 d'oh on oéduit
que 9( 72l ) forme un systéme fondemental d'entoursges éguivalent & %/,

. .
6t do mbme 9 YL ) un systéme fondamental dlentourages éguivelent & 7.

Corollaire. Une condition nécessaire et suffisants pour gue les

deux siructures uniformes de E se confondent est gqus la foncticn x‘ﬂ :

soit uniformément continve dems 1%une ou l'suire de cesz struclures.

Si a ¢ B, les fonctions x+x , xTa ( a constant) gont uni-

forméuent continues dans chscune des structures uniformes de 2.

Soit donné un &lément V € ¥ . La condition ¥y ¢ x 7 V entraine
aTye{eTz)TV , co qui démontre l'uniforme continuité de & T x
dane la structure wniforme droite. Dlsutre part, il existe mn W € &
tel qgue aTW(C V Ta ; la condition y ¢ T x entraine
aTyecatTWTx C Vrla T x), ce gui démontre l'uniforme continuidé
de a T x dens la structure uniforme gauche. Démonstrations analogues
pour % Ta .

Par contre, la fonction x Ty n'est pas en général foumction uni-
formément continue de ses £ argﬁments, En effet :

Proposition 5. Hme condition nécessaire ob suffisante pour gue la

fonction x Ty s20it upe fonction uniformément continue de ges 2

argurents dans l'une ou l'autre des structures uvziformes droite ou

gauche est gue ces structures uniformes se confondent.
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BEn effet supposomns la fomction x T y uniformément continue dans
1a structuré uniforme gauche. Alors, pour tout V€7 , il existe

un W tel que, quels que soient %, 3, 27 (W T y)C V¥ (x+y), d'ok
T THT X C: V : la condition V.5 est remplis. Démomstration analo-
gue si x Ty est uniformément continue au sens de la gstructure unifor-
me droite. Inversemert, si V.5 est remplie, soit Vel ; il existe
wn W, €T tel que, Wy T W, CV, et il existe wn WeT tel qus,
pour tout x, xT W Tx°1 é W,g, Dok (W x)v (W y)g_ﬁﬁ“f Wﬂ"i’
(Xﬁ;y)C:nV“f(Z T y) ce qui démontre 1l'uniforme continuité de =x T 7.

Corgolligire.

Si les structurss uniformes drolte et gsuchs 86

confondent. la fonction =z T };'” egt sussi une fonction uniformé ment

gontinue de seg deux ergurents.

Bemsrgues. 1) La structure uniforme déduire de la topologie du
groupe sdditif de la droite ratiommslle ©1, @éf. 3) se confond
avec la structure wriforme fondementale ds 1'ensenble des rationnels

2

(eh. XI, fg‘%} ; celle déduite de la topologiec du groupe edditifl des

&

rationnels p.s@igues ( § 1, d6£.4) se confond avee la structurs
vniforme p.ediques {ch. 1L, 21).
2) 8Si, dans un groupe topologlique B, il sxiste un point &

tel que l'intersection des voisinsges de & s0it {a !} , sa topologie

Q.

_ tont d'aeboz a la mBne prop rﬁ.été appartient
au point e ; ee,r,‘ sf x ;ﬁ e, il y & par hypothdse un voisinage V de e
el guo que & T X %@, =V ,d'00 % g?é V . I1 oo résulte tout de sguite
que checuns des sitructures uniformes de ¥ sa.auis Pait & U.IV ot gue par
sulte la @@ﬁ@l@ga de ¥ est régu},iér@o Il en résulte qu.é dang un
groups topologique, llaxioms de i?r@cﬁ:z@%; , celul de Haussdorf et la

condition de réoularité sont éguivelents.
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Exercices :

1) Uontrer gue la construction des structures uniformes droite
et gauche dans un groupe E ne s'appuie que sur les proprisdtés V.1,2,7
. du systéme [ . En no supposant pas néuessairement vérifide V.4 ,
montrer gue ces structures uniformss déterminent en E les topologies
définies dens 1'Bxerc. 2, §1. '

2) On considdre le groupe multiplicatif des nombres rationnels
# 0, ot la topologie de ce groupe défimiec & llexerc. 4 ¢1 . Btudier
la structure uniforme déduite du groupe topologigue obtenu. Hontrer
gutelle est différente de lg strucﬁure wniforme induite par le
structure unifcrme fondementiale de la droite rationmelle. .

3) On considére le groupe multiplicgetif des matrices (g g)

8 coefficients rationuels, & déterminants # O . 4 chague entier

n >0 on feit correspendre l'ensemble Vﬁ des matrices telles gue
last] <L, ol < L. ]e] <t |aef<s. o1t I 1a remille
des engembles Vé, liontrer que la famille ¥~ satisfait auxz axiomes
V.1,2,3,%4 msis non & V.Y ot pus par suite les structures uniformes
du groupe tepologique obtenu sont distinctes. Vérifisr sur cet
exenple que les fonctions z”%.g X Ty ne sont pas unifornément

continves.




Ak
§4, S0US-GROUPEZS - ESPACES-QUOTIENT - PRODUITS.

I. Désignons par E un groupe topologique, et par g un sous-
groupe de B. Il est évident que la topologie induite dans g par
celle de E satisfait & 1l'axiome 4 du $ 1, ot par suite que nous avons
vne structure de groupe topologique indulte deans g. Les structures
vniformes droite et gauchs de E induisent dans g les structures
vniformes droite et gauche de g. ,

51 g est un sous-groupe ’, il en ost de méme de son adhérence E .
En effet, si x, y¢ Eet o1 & est un filtre de définition de B ,

il existe des applications =x, , y, Ce & dans g gui convergsnt
vers %, § ; l'application x 7T ;gr;:} converge vers X T y"i , Gfod
zT y”? € E . On voit de m8me que si & oot socus-groupe invariant,
il en est de méme de P

5i g est un sous-groupe fermé, chacwu.e des classes X T g , 8T §
a droite ou 3 gauche suivent g est un ensemble formé .,-

II. On seit que dens l'6tuds des structures-quotient dfun
groupe B, 1l y a plusieurs cas & distinguer :

I1.1. Une velation d*équivalence p comnpatible avec la ccmpoai?
tion & gsuche dans E est une relation de congruence & droite suivant
un gous-groups g ; la mla’tiém o(x,y) éguivent & yex T g ou &
ZEFT 8 Eﬁens&mblmqucﬁien’c correspondant admet les &lément do B
comme opérateurs. Nous désignerons par ‘l?x llgpérateur de Ej p fourni
par un % & B .,il}pne, gi ‘f?» & .E;fg ; I ?{% est la classe & droite
(mod. g) qui contient xT y , pour ¥y € &~ . De plus, on &

1) Tx%”’i‘y:’l‘x?y

P
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Ceci dit, contrairement & ce qué se passe danes le cas général,
on peut ici d4Pinir une structure uniforme-quotient de la structure-
uniforme gauche ée B, gul détermime sur E/ g la topologie quotient
de celle de B. Soit en effet  le systime des voisinages de lfunité
dans B. V &tent un élément de { , désignons par UL v l'ensemble des
couples (% 7?/ ) € (E/p);((E/p) tels gque (VT 2 )N 7«‘9, d .
Chague ensemble % contient llensemble diagonal de (u/p) x (B/p)
Digutre part, V T ¥ est une réunion de clasges & drolte suivant g ,
de sorte gue la condition (VT € )N 7? -*‘ ¢ équiveut & ?9'(; Vte.
La condition (%€ , % ) € % _zentraine 9 @ 'ﬂ?’”@% 2 . ;

VT%} ad’o&(? ”{%)C,% ,,thﬁUéﬂf“zC.U»/ . Enfin,
soit W& tel que wTatce ¥ lea conditions ( % ?9, ) E C)%?f; ;
( %}/ é, ) € % , entrainent } CHTHCWTIDT € C V= '@‘%
dtott ( %, 5,)(:‘% : on a % %‘ QW,,Z; (':)Zf‘., . Il résulte
de 1& qus la fad.ille des cnsembl@s Uu”" v cexzstigue vwn systéme fon-
demental d'entoursges dang umns sitructure uniforms de E/g, Clest
cette structure uniforme gue nous gppellsroms structure uniforme
guotient de la structure uniforme gesuche de B.

Ligpplication cervonique I de E sur E /9 eat évidemnent wniformé-
ment continue, car le condition y ¢ VT x enirsime Iy Vyix .

% étant vn élément de E/@ , o gystéme fondamental de voisinages
de % daps la structure uniforme gue nous venons de déterminer se
trouve dovné par la Tamille des engenbles Q@Vﬁ 7). ‘K}? ( e ) _
étant l'ersemble des 7@2} tels que ( % 99,) C/u s Or C%Qf( 2 )
se conPond avec l'imsge par I de l'ensemble V¥ ¥ . La fasille des
encembles VT % coustitusnt, dans B, un systinms fondamental de

voisinsges de lfencerble 4% , il en résulte que iz structure
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uniforme de E/ p détermine dens l'ensemble E/ p la topologie qv.otienty

de la topglogie de E . |
Tx79, peut 8tre considéré comme ume application de B x(E/ p) dans |

E/p. L'espace topologique E x(E/p) pouvant 8tre considéré comme

un espace guotient de Ex E, il en résulte que T ?/ esf fonction

contvinue de l'enseinble de ses deux srguments x, ? . EBn particulier,

=4

si on remargue gue . Tx i1 il en résulte que les applications

x=1?
T& sont, pour tout & éE , des applications topologiques de E/p
sur lui-méme. Ces applications sont de plus uniformément continues.

Br. effet, 8L V € 5 , il existe an WE T tel que a T U T alc ¥ .
la condition %6 OE (% ) entraine glors % C WTE , dot
&T?Cﬂ (aTWTa ‘)T(a T®)CV7(a T2). Par contre, en général,
TE@ ﬁgf nlest pes fonction uniformément continue de ses 2 arguments.
il en eost cependant alnsi si les stmctures wnifornes ddite et

- gsuchs ds E se c@ﬁfondent
&

- DéL im‘tion 1. Cn appelle représentaltiorn countinve du g

togologffigue E gu moyen ¢'un espece topologique f upne Corresnon-

, chegue x€k fasse correspozﬁdre vne aublica-

tion 5 de %/ Gang luiwm@me et ceci de telle meniére gue

pG Samn

1) 8L x €E , # ¢ }5;’ ;, 5 X goit fonction continue de ses

£

deux argurents X gt M

2) on sait Se %ﬁ‘@y = Sx?y
3) e &tant 1'unité de B , Se soit l'aspplication identigue

2 5.
Par suite, & chague sous-groupe g de E correspond uvmne représen-
tatiun contiove de E au royen de liespace E/p, p étant la relation

3

de comgrusnce & droite (mod. g).
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Gonsidérons'd‘uaa ﬁaniéra générale une représentation continue
du groupe B au moyen d'un espace f?f-. Soit A(¥,K) la relation
entre points de é? gui se formple de la manidre suivante : 1l
existe un x €E tel que 8 = H . I1 résulte tout de suite des
copditions 2j); 3) que R est une relation d'éguivaslence dens é; .

Leg classes d'éguivelence guivent R s'asppellent

Définition 2.

les systémes d'intransitivité de ls représentation. Si R est partout §

vraie, on di% qué le sroupe B opdre itramsitivemsni dans é%’.

Il est clair gue chagus systéme d'intransitivité fournit une
représevtation de £ , et gue E opdre trensitivement dans un méne
systéme d'intransitivité.

Supposons donc que £ opérs déjé tramsitivement dans %;’ s 4

X
éeidemment un souvs-groups g, de B. La relastion plx,y) de congruencel
: A % PR (=) B

|

& droite guivant g, éguivaut & la relation B b = Sgﬁ . I1 en résulte|

étant un point de %5; » +lensenvle des x tels gue 8_A = 4 st

que l'on peut, & chague % € Ejg » faire corrcspondre 1l'élément
i=4d,(% ) de i;» gul est 1z valsur commune des S A pour x a,%?.:
J est une application @iauniv@qa@ ée E/g dans %;, , et méne, = Zf
(@ﬂ vertu de la tr‘ Sllei é}5 Cette ap§l$@@$$@¢ cst é&ggi une
application continue ; mais_paa nécegsair@&@nﬁ topoliogigue. '@m~p@ut’

donec dire, en sbrégé, que :

Proposition 1. Un espace de représeuntation conitinus de 3 ,

dans leguel E opdre tr sltmvem@nt est une imese continue et bi-

vnivoque d'un eagacenquotlent de B.

It
On notera gue le gr@u@a'gﬁ et par suite l'application Sﬁ dépendent

en général du point &4 : si B est un sutre point, et sl ¢ est tel

@
gue 8@5 =B , onsa gp= 5& .
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Condition pour que le_groupe des transformstions Jx solt imagse

bi-univoque de B.

Un intérét particulier s'attache aux espaces de xeprésentation.§;

pour lesquels l'gpplication ;A est bi-univogue. Pour cels, il fautl

et il suffit que 1'image J, 7/ d'un voisinage 7 de g dens @/p

soit un voisinage de A dens é;’ - Zn effet, cette condition est

évidemment nécessaire. Inversement, si elle est remplie, un voisi- |
nege zﬁ}j d'un élément € = Tyg de E/p sera de la forme E%js Ty @%L,E
I stant un voisinage de g ot aura pour image Jﬁ'aﬁffx SXSA’QQL .

gul est un voisinage ds ﬁxﬁ ; 09 s01%e jus g& sere blen s appli-
cation topologigue.

Or, un voisinage 1 de g dans ‘%A/g est 1lf'image par llapplica-

_ :
X ek g o] o = 2 £3 58 T ‘
tion cesumonigue de E sur E/p d'un voisinage U de e dans E. Donc, |
: : |

pour que J, soit topologigue, il faut et suffit gue, 4 &tant un

&
point de %§¢ , U un voisinage de e dans & , 1l'seusemble SU(A)
(ensemble de S A pour x € U) soit un voisinage de A .

Définition 3. ©Cu gppelle espace homogene par rapport su

groupe E um espece de représeniaiion de E dans lequel B opdre

e : ; oo
trensitivement et tel gque’ étent un point de l'espace, U un voisinegs |

de o dans B , S (A) soit ue voisinese de 4 .

Bene, les eépaces honogenes par rapport & E sont iscmorphes
sux espacesaqueﬁiemts E/p relatifs sux sous-groupes g de B . Il
en résult@ que tout espa®e homogdme possdde uns structure uniforms.
il.2. Hous svons envisagé en 11.1 les relations d'éguivalencs
conpatibles avec la composition & gauche davns Y. On arrive & des

résultats analogues si on considdre une relation d'équivalence p
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compatible avec la composition & droite : lfespace E/g edmet encorse
les 6léments de E comme opérateurs. Cependant ici, ¥; désignant
x
1'application de E/p sur lui-m8me définie par x, 1'6galité (1) est
remplacée par ’
P T ="
X y IT X

Définition 4. Si, dans la définition 2, on remplace la condition 2)
i G‘Ws}ﬁ:ﬁ?u

- * s = S , on dit gu'on a une snti-voprégentation continue du
TyT X s R
groups B gu moyen de l'espace é' .

Par analogie avec I1.1, le lecteur établira facilement les rap-
ports gul existent entre les espaces-quotient E/p raiaﬁifs sux rela-
4tions cdmpatiblas avec la composition & droite et les emti-représen-
Bations, .

IX.3. 11 restle enfin & eunvisager lo cas d'une relatioz d'éguiva-
lence compatible & la fois avec 1z conposition & drgite @tllaAc@mpesi=
tion & gauche. La donnée d'ume tells relation éguivaut & celle 4fun
s0US-groupe invariant‘g ; on sait que llensemble-quotisnt correspondant
E/g passéd@ une structure de groupe. Heprenant les r zgtati@ns de IZ.1 ,
lg composition T dans M,g est @@Hﬁé@ par la Pozmule 2T ‘@}:z&ii?v
pour tout = € ¥ . L'ensembls B/g possdde sussi une topologls,
quotient de celle de E. Cette ﬁ@ggl@gir satisfait & l'axiome & dans
Eﬁg , cer €T %} = TXZ§V est évidemment f@n@tign continue de ses
deux srguments % ,%%—»c Le groupe topologique aingi obtenu est

appelé le groupe quotient du groupe topologigue B par son sous-

grouvpe g.
Le siructure wniforme geuche (rep. droite) de Ejg ost évidemment
| la structure uniforme guwotient de la gitructure umiforme gauche

o (resp. droite) de B .
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On appelle représentation continue du groupe

- Définition 5.
m}_m E dans un g

de E dans G telle gue
¢ (2T y) = 9(x) o o(y)
Si de plugs o(B) = G, on dit gue 9 est une représentation sgur le
groupe & (lo signe o dénote la loi de composition dane G).

Done ¢ l'application canonique dfun groupe topologigue B sur un
groupe gquotient E/g est une représentation de E sur E/g .
Le lien entre celle molion et celle d'espace de représentation

stobtient en rvemarguant gue la donnée d'ume rvepréseniation de E dans

-

G permet G'associer & chagus X € E un opérateur Sx de l'espacs G ,
& savoir l'opérateur de G Géfini par ﬁx'%? = g(x) o %?f . Ces opéra-
teurs satisfont sux conditions 1),2),3) de la définition 2. Donc G
peut &tre considéré éomme espace de/représ@ﬁtaticﬁ ds E. E y opérers
transitivement si et suelecment si on e affairs & une représsntation
"de B sur G. Dens le cas général, 9(BE) sers évidemment un sous-groupe
de G_,

é étant une représentation de B sur le groupe G, soit g llen-
semble des x ¢ E tels gue o(x) = £ , £ étant 1'unité du groups & :
g est un sguSEgroﬁp@ invariapt de E, et @(X)_n@ dépend gue de la
classe (mod. g) & laguelle appartient x. ¢ donne donc une applica-
tion ¥, évidemment continue et bi-univoque de E/g sur G . Donc :

?rogcsitionvzo Les groupes sur lesguels on peutl représenter

continument vun groupe topologigue E gont leg Images comtinues bi-umni-

vogues des groupes-guotient de B .

A la notion d'espace homogdne par rapport av groups G corrsspond
&

s

ici celle d'homomorphie du groupe topologique & :




aéjm

Définition 6.

La représentation ¢ du groupe topologigue

Hemargues. %) Soit ¢ une application du groupe topologique E

dans le groupe topologigue G telle que 1lfon ait o(x T y) = 9(x)o ol(y).
Pour gue cette application soit coxtinne, i1 guffit qu'ells soit comti-
nue su point e. En eff et, si celte comdition est réalisée, par chegue
voisinagge Z de 1'élément-unité f de G il existe un voisinags V de e
dans E telle que (V) Z , d'obh o(xTV)C o(x) 0 2 ,9{Vrx)CZ c0{x)
-Qﬂ voit en méme temps quse si la condition est réalisée, ¢ donne
une application uniforménent continme de ls structure uniforme droite
(resp. gauche) de E dans celle de G.

2) Pour gquiune représentation continue g du groupe topologigue E
dens le groupe topologique G soit une homomorphie de groupe topologilguse
il faut et suffit que, pour chaque voisinage V de & dems E, ¢(V) soit
un voisinage de f dans o(B) (ef. définition 2).

L1il. Considérons maintenant vn cnsemble d'indices I et supposons
gu'é chaque o © I on ait fait corregpondre un groupe topologigue E@
(les ensembles E étant contenus dans un méme fondameutal). Nous savons
déje former daps le produit ?ITE. une structurs de groupe ot une struc-
' ture-topologigue produit. La gnructar@ topologigue produit sztisfalt
dens E = zzfﬁﬁg & l'axiome A . EéSignons en effet par le méne signe T

la loi de composition dans chacun des . et daus le produit. Soit f

(¢4
ltepplication de B, X B, dens B, d6finie par £ x,¥)=x7 5~ T o4 sont
£ l'zpplication corresyondante de E AEZ dans E. B x E peut &tre

{w
iR (B, #By) (& une isomorphie canonique

considéré comme le produit
: ﬂ% prés)




)
)

i on

i x a(xa), vy = (37,), 1le couple (x,y) correspondra dans cette iso-
morphie canonigue au groupement (x,, y@)a. £(x,y) est le groupement
(fa(xa, yd)). Chacune des applications £, étant continues, il en
est de m8me de L.

Le groupe topologigue E sinsi obtenu s'appelle le produit des
groupes topologiques E@ :

Les méune congidérations a'appliqueralent eu produit dfun nombre
fini de groupes topologigues explicitement donnés, situés ou non

dans un méme fondementel.

Hemargue.
E 6tant un groupe topclogique régulier, tout sous-groupe de

5 est également régulicr. De méme, un produit de groupes topologigues
réguliers est un groa@e topologique de Heusdorf, domc aussi régulier.
p btant une relation de congruence & droite suivant un sous-
'greupe &, l?espacé Efp n'est en général pas é@ Ba&gdarf, méne quaﬁd
B est réguliér, En effet, pour gu'il en soit ainsi, il est néces-
saire que 1fensemble %’g} formé du seul élément g de E/? goit fermé,
donc que g soit fermé dans B, Inversement, si ceite condition est
réalisée, Ejg posséde une structure vniforme et contient un sansemble
ferné a'% penl &lément, donc est régulier.
Exercices. 4
1) Hontrer que l'adhirence 4 de 1l'élément unité e dauns un
groupe.topelogique E sst un sous-groupe invariant de E et gue le
grgap@'E/& est un groupe topologique régulier. A est l'intersection
de tous les sous-groupes fermés ds B .
- 2) g étent un sous-groupe dense dans le groupe topologique E ,
p la reletion de congruence & droite (mod. g), guelle est la structure

t@pologiqu@.é@ E/p 7
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3) Si les structures uniformes droite et gauche d'un groupe
topologique E se confondent, il en est de méme pour tout sous-groupe
et tout éroupe guotient. Inveraémsnt, si ces structures uniformes
se confondent par un sous-groupse dense dems B, elles se confondent
dans B,

4)‘ ffiontrer que tout sous-groupe ouvert dlun groupe topologique
est aussi ferme.

5) 8i la topologie induite par celle dvuﬁ groupe topologique

régulier E dans un sous-groupe g est discréte, g est fermé.

e > > e o >

1
% 5. THEORIE D& LA CONHBXICH DES GROUPES TOPOLOGIQUES.

Proposition 1. Le composent C et 1o conetituent K de 1'é8léument

unité e dams un groupe topolozicue B gont des sous-groupes invari-

ants Permés de B. Le compossnt et le constituant ¢lun élément x

sont res L x7T E.,

Soient C

pectivement

= Kx le composant et le constituent ée X. Socisunt X; ¥,
xfng des points tels qus x@é;cx; yeg.cy, C,Ty' et 7 Qy sout
deux ensembles connexes ayant en commun le point X T y! ; le second
de ces ensembles contient x T y , donc est contenu @gﬂs Gx;?y s

1} ' B a e ; a
dlod CX? vy C et x'T J' & Gx*@’y : ce gui prouve que la

ZTy
relgtion xﬁé;ﬁx est compatible avec la composition dame & ; goient
do méme x, y, X',¥' des points tels que xX'g Ky , y?é;ﬂy . U étant

an ensemble ouvert et formé, il en est de uéme de Ut y' ; ¢'ob on

0

déduit gue X 73' esnt contenu dans un constituant de & .
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Il en est de méme de x‘T*Ky , et, en raisonnant comme dans le cas
précédent, on voit que la relation x'g Kx est compatible avec la
composition dans B.

11 en résulte que C = Ga et K = K, sont des sous-groupes invariants.
On sait dfautre pert qgue ces ensembles sont fermés. Les relations
x' e Gz , X'E Kx ne sont autres que les relations de congruence
modulo C et modulo K .

V désignent un voisinsge de l'unité, désignous par g le sous-
groupe engendré par les éléments de V. On & V‘T’gv =B donc g
est un sous-groupe ouvert. De plus, sl X g,gk, on a (x%’?'ﬁ) N &.F g,
dlod xeaV”?g% =ge ¢ &y est donc fermé., Désignons par L l'intersec-
tion és la famille des g, , V parcourent les voisinages de e. L est
UL B0US-gTOupe fermé, gui peut encefe 8tre défini comme l'intersection
des sous-groupes & la fols ouverts et fermés de B. Or, 8l g est un
soas»gr@&p@ ouvert et Permé, la mdme pr@priété app&ﬁ%ian@ encore &
FT8T x 1 , 88 ZT €& ; d'oh on déduit que L est un sgous-groupe

invarient., Il est dvident gue € ¢ K C L . Par guite :

e

Proposition 2. Iaus un groupe Connexe, tout volisinage de 1l'unité

constitue

Liautenr ignore sfil existe des groupes topologigues pour lesquels
@'% K . Ouoigu'il er soit, on & la propriété suivente :

Provosition 2. Dans un sroupe locazlement compact E, on g C = E=L.

Yo

E &tant localement compesct, il en est de méme de E/G . (/¢ pos-
séde une topologie Ge Hausdorf parce gue € est formé). De plus L/G

est ltinterssetion dos pous-8spaces (e Ef@ esgerdrés psr les volsine-

<y

ges de liunité dans E/G . De plus, dans E/C, toute partie connexe

contient au plus 1 élément. Il suffit donc de démontrer le théoréme

pour un groupe topologique ¥ dans lequel € 2{@% . Supposong donec qu'il
: ‘ en soit ainsi. |
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E est un espace uniforme localement compact dans lequel le composent
de tout point x est {z} . V désignant un voisinage compact de e
dans B, soit V4 un voisinage de & tel que VTV, C V. Cn salt qus
V4 contient un voisinage ouvert et f@rmé,'Ljpd@ e. L'ensenmbls

VN C‘wa 6tent fermé, il existe un voisinage W de e tel qus
(TTH)N{(YNCTU) = 56 . BEn effet, dans le cas contraire, il existe-
rait pour cheque W un élézent 3y €(U T W)N(VMC U) ; =, &tant
considéré comme unevapplicatian dens VN € U du Piltre dss voisine-
ges de e guralt gu moims un point linite Xs gens VM C U gul est
eompact ; comme X €U T W , on aursit aussl =X, € T=U, ce qui
est impossible. On peut de plus supposer W choisi de telle menisre
gue W C U , ¥ = wl, (81 ces conditions n'étaient pes remplies, on
remplacerait W par W f ﬁﬁ%fw U). :

Démontrons per récurrence sur n que Wm'g;ﬁ ; clest vrai pour
n=1%; si clest vrai pour n, on @ %ﬁfq =TV CUTW ; or
UTHCUTUCV,TV,CV,et (TTH)N(NC U)=¢ , d'ol
Ut = UJ , et et C_ U . Puisque W = gt , 11 en résulte que
le sous-groupe engendré par W est dans Evf s dlod L C U C ¥ ;
ceci &tant vrai quel que soit V, on a L = %?E , ce gul démontre
la propesition.

Exercices : .
ﬁ) E étant le groupe additif des rationuels p-adigues,
montrer gue le groupe L se réduit & %@% .

2) E étant un groupe topologigue, on désigne per ¥ ltinter-
section de tous les sous-groupes invariants g tels gue la topologie
de E/g poit discrete. MQﬁtr@r gue i = L, Bemsrqguer, en tenant compte
de l'exercice 1, que la tonologie de Efﬁ nfest pes nécessairement

discréte.
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3) Dmns on groupe topologique E, on considdre les familles ?»
de sous-espaces de E possédant les propriétés suivantes : a) E & g«
b) si g€ g , le constituant de e dans le groupe g appartient & (.
On désigne par % l'intersection de toutes les familles Q . dontrer
que le composant de 1l'unité dans E est l'intersection de tous les
groupes de % .

Supposons que le groupe E soit un groupe commutatif écrit addi- |
tivement et ordonné, sa structure topologigue se déduisant par e

procédé du @ 2 de pa siructure de groupe ordonné. & &tanb un 8lé-

ment >0 de G, cherchons & gquelie condition 1l'ensembie )-a,af

congtitue un systéme de géudrateurs. S'il en est ainei, soit x wn
élément de G : x pourra se metire scus la forme zﬁ’xz-%-. : .—'r-xg -
les x, étaut des &léments de )-a,a( . Onadonec X < na .

Léfinition 1. On dit que le groupe ordonné ¥ est srchimédien si,

e étant un élément >0 de ® et _x un élément quelconciue. il existe

toujours un entier a {;el gue B a>X.
Nous venons d'étaeblir ls

Proposition 3.

O constitue un systéme de générateurs, le groups E est archimédien.

Si dens un groupe ordomné ¥ chaque voisinage de

Examipous maintenant la réciproque.E étant un groupe archimédien,
soit a un élément >0 de B. Si llensemble )-z,a( est # ;G% s 11
contient au moins vn élément a! >0 . =x &tant un élément quslcongus
de L, soit n le plus grand entier tel que na' <= x . On a
z=n1na' +(z-n a'), avec 0 < x-n a! < a! , dlod a' ¢ )-a,al(,

z-n a! €)-a,a( , d'oh on comelut gue x sppartient au groupe ecngendré

par les éléments de )-a,a(. Au comtraire, si )-as,a( = 07, le
w4

groupe engendré par les éléments de )-a,a( se réduit évidemment & %@sg |

!
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Dans ce cas, BE est un groupe discret. Donc :

Propogition 4. Si un groupe E est archimédien, et s'il

_générateurs

Le groupe a&dditif Q de la droite ratiounelle est évidemnent
archimédien, et nlest paa discret. Il est donc engendré par tout

voisinage'de 0.

ooeoocoe oo

9 6. CROUPES COMPLELS.

Hous gvons vu, &u §.?; ;, que, dans un groupe topologique £ , on
pouvait introduire deux structures uniformes, en général distinctes.

Propositior 1. 8i leo groupe topologigue E est complet par rappordl

& l'une de ses structures uniformes, il l'est susel per rapport &
1'eutre. '

 BEn effet, il résulte de la proposition 3, _%2 gue les deux
structures wniformes d'un groupe topologique sont isomorphes. &1
l'vne est compléte, lfentre llest sussi. A

Définition 1.

ompldte (il enm est alors de

L'une des gtructures uniformes est C

néne de l'autrs).

On sait quiune condition nécessaire et suffisanie pour gufun
espace unifomme £ solt complet est gue toute aspplication dans E dfun
filtre, convergenie au sens (6 Cauchy, soit avssl convergente. Daus
le @aé afun groupe topologique, on peut domner une nouvelle Iforme &

la condition de comvergence au sens de Ceuchy. @?{éta@t un filtre,
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solt X, une application de % dens B s x;g'r x@, peut &tre consgidéré
comme une gpplication ds ?f’x @‘ dans B (avec (9,9') € F x g).()r:

Proposition 2. Une condition nécessaire suffisante pour gue

1tapplication xé
forme droite et gue l'application x;l‘-rr x , comverge vers 1'élément |
14

upité e .

Supposons llapplication x@ convergente su sens de Caumchy.

gonverge au sens de Cauchy dens lg structure uni-

V étant un voisinage de e, liensemble des couples (x,y) tels que

vy ¢xTV constitue un entourage. Il existera donc un ensemble
AcC g tsl que les conditions ¢&d , ¢'¢ 4 entraine xég €%, =V,
dioh 1;73? x 2! €&V : l'gpplication x;tf x@? converge vers e . JInver- |

{

senent si liapplication x; T x{?s convergs vers o, 1l sxistera un

engemble & du £iltre 5 tel gue la condition {¢,9') & & % A entraine
x;??%, eV, Zg1 € x@- TV , ce qui démontre la convergence au

sens de Cauchy de lfapplication X,

On asurasit une propousition enslogus pour lg structure uniforme

12

gauche. .

8i nous consiidrons mainterant un grovpe topologigue E non
cemplet, chacune @esé%mmtwss vniformes do B pourrs 8ire complétés.
Un obticndra ainsi deux espaces ugiforues completis Eg . ‘Eﬁ . Mals
i1 ne sers on gbnéral pas possible de prolonger la siructure de
Eroupe de B par une structure de groupe topologicue de l'espsce
wniforme 'ﬁg {ou de 5% ) .

Il ¥ a cependant vn caes important o il en est ainsi. Clest
celul dans lequel les structores uniformes droite et gmuche de B

coincident. Soit alors B Jlespace obtenu en complétant E . On seit |
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que, dans le cas envisagé, la fonction x + y est uniformément con-
tinve sur E x E. Elle peut donc se prolonger par une applicsation,

gue noug désignerons encore per x Ty , de B x 'ﬁ gur B . Hous avons
donec une loi de coxposition dans E . Hous sllons montrer que clest
une loi de composition de groupe. En effet 1) elle est associsative,
car leE; fonctions xT(yv 3z) et (1 7) T z , continues sur

Z xE xE » et égales entre elles sur E x B x E , qui est deuse dans
E xEixE , sont partout égales entre slles 2) elle comporte un
élément-unité, qui est ecelul de £ ; car les fonctions contimues x ,
X Te , T x égales sur B sont sussi égales sur B 3) tout 614-

: , nuiformément con-

1

ment posséde wn inverse ; car, la fomction x

tinuve sur & peut se preclongsr par une Pfonchbion = continue
J & )

sur E ; ot les fonctioms continues e, X7 x! .

s X T x, égeles
entre elles povr x € B sont aussl 6gales entre elles pour x & E.
Nous avons donc dans B une structure uniforme (et par suite 2
fortiori une structure topologigue) et une structure de groupe.
Les fonctions x 7 y, x~? étent continmes , 11 en est de ménme de
T y”1 » et par sulte l'axiome A est vérifié dans b3 ; désignons
per B Y ls structurs de groupe topologigue ainsi obtemue. Soit ¥~
le systéume des voisimeges de l'unité dans B , et solt ¥ l'ensemble
des adhérences dans E des ensembles de Zf“ . ? constitus un systéme
fondamentel de voisineges dems E' . V 4tant dans T , s0it (E’Tf
1'ensenble des couples (X,y) € 5 x E tels que y&£ x T V. La famille
des epsembles (fé’;v congtitue un syﬁtémi fondamental dfentourages
de la stiructure uniforme de E. Soit _O@V 1'adhérence de GZLV dans
ExE : la famille d.eg:; (}EV constitue un systéme fondsmental d'en~

tourages de E . Or, Q’ZV est l'ensenmble des couples (X,¥)eE x B
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tols que Fe¢ X T V. Donc la famille des OZV constitue un systéme
Pondamental dfentourages dens la structurs uniforme droite de E¥ s
ce gui montre que cette structure uniforme droite se confond avec
celle de E , et que par suite le groupe topologigue 'ﬁ*éést complet.
On verrait de mBme gue la structure uniforme gauche de~§'%f 86
confond avec celle de E . Dome :

Proposition i.' Un _groupe togologigue E dans 1
res uniformes droite et gauche coimcident peut Stre considéré (a

e;uelwleaﬂstructuw

une igomorphie prés de structure de groupe topologigue) comme un

upe dense d'un sroupe topologique complet, dems leguel

les siructures uniformes droite et cauche sont sussi confondues.

De plus, la détermination de ce groupe cowplet est unigue, & des

iscomorphies prés ¢

ez conplets,

Proposition 4. SHoient 31; b gcs groupes topologigu
ot E. des sous-groupes denses de By, B, . S'1l existe une isomoz-

1= 22
phie ¢ de giructure de groupe topologigue de B, gvec B, , ¢ peub 5@

E, avec E, .
Bn e;fet @ eat une isomorphie de structure unif@rme sntre la

B

upe_topolozigue de

prolonger par une isomorpnic éefgxg

s@racuur@ unifoﬂme dr@ite de 51 et celle de ug . Il en résulte

{eh. T1,...., ) que @ yemﬁ se proionger par une isomorphie 2 de la

structure uniforze droite de E, avec cells de Ep . T, , Ty desi-

gnent les lois de conposition dans ﬁ;, E, , les Fonctions 9(x T, ¥),

€h

9(x) LF a(y) sont égales si (z,y) & Byx By et sont continues sur

el =
o)

E, » 2, . Elles sont donc égales pour X,y guelcongues dans B, ,
ce gui Jgntre gue ¥ est auvssi une isomorphie de grs&ga.

On notera que la proposition 3 s?apnliquﬁ notanment & tout groupe
‘ - commutatift,
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Exercice. :ifontrer que la comclusion de la proposition 3
slapplique encore pour un groupe topologique E qui satisfait & la
condition suivante : il existe un voisiné,ge U de & tel que, pour
tout voisinage V de e, il en existe un sutre W tel que la condition
X2 €U entrafne xTHTx V. Appliquer aw groupe étudié dans
llexercice 3 , & 3 . '
Com: cs _ordonnés.

plétion des group

Supposons gue la siructure topolégique d'un groupe commutatif

B (éerit additivement) git 614 construite par le procéds du §b 2 3
partir d'une 7relation dlordre "x < y* dans E qul fasse de E un
groupe ordonné. En supposant B C E , nous allons montrer qué cette
relation d'ordre peut se prolonger "par continuité’ dams E .

Désignons en effet par F l'ensemble des éléments > 0 de E ,
par @ celui des éléments <O , par T et G les adhéremces de F , €
dang 2. Ona -F=6G, -G=PF , d'od, en vertu ds la contimuité
de la fonction -x, -Fc G, -G  F .
0 est un élément commun & F, G . Clest le seul. Soit em effet x

un 6lément # 0 de F ; il existe donc un élément a >0 de I tel que

x e PN @ Sa = 6 (& US&) (ot Sa désigne comme au %2 1'engemble
des x G0 E tels que -2 <« x < a ). Donc tout voiginage de X
contient des points ds E qui ne sont pas dans G U Sa, = G+ Sg -
ce qui montre gue x % G . _

Ls somme de deux &léments de T est dans F ; en effet la fonction
continue =z + y applique F x F dans F , donc aussl FxF dans F .
On conclut de 1l& que : |

1°) Les conditions y-xeT, x-y ¢ F entralnent y-ze FnGet y=x

2°) Les conditions y-xeF, z-y T entrainent z-x=(z-y)lr(y-x)eF
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39) La corndition y-x é_?.entraine y-x€ G, x-y = ~(y-x)e T .
donc que la relation "y-x&T" est une relation dfordre dans E , ot
que E est totalement ordonné par cette relation. On a FNAE=TF
puisque F NG = j0} . I1 en résulte que, si x et y sont, dans E, la
relation fy-x € F * équiveut & "x < y" . Fotre relation d{ordre
prolonge done celle gue nous nous étions donnée dans E . I1 n'y &
donc pas d'inconvénient & la noter toujours» "x <y" . Les élémenis
> 0 do E sont ceux de ¥ , de sorte que la condition 0.2 du $2
est vérifice.

De pius la topoiogis ﬁ de © est identigue 4 la topologie ﬁ /

gue l'on peut déduire par le procédé du §a 2 de la relation dlordre
dens E . Un systéme fondamental de voisinages de O dans ‘%ﬁ est
formé des 5, , a parcourant les 61léments >0 de E ., Si on désigne
‘ par & un élement > U de E et par S" 1tensemble des x de B tels

gue ea <X <8 , un sys’céme fcnaamental de voisinages de O dans ﬁ"

est formé des 5! .
2

Or S' est l'intersection des ensembles. a-(F u E% O})
-zH(F U @ 30} ) qui sont ouverts daus %f , car il en est ainsi
de FU E i@% iﬁ pone € est plus fine que ‘f@é . Licnsemble
S!' 6tant ouvert dans €’ itest sussi dans € ; om a done

a
sz o s& N E= ﬁe, , €@ gul prouve gque ﬁ est plus :fine} que f@ s

S

Si le groupe B est archimédien, il en est de méme de i .
¥n effet, si Z est discret, om & E = BE . Sinon, chague veiainag@vda
0 dens T contient un voisinsge de O dans B, dome ( $ 2, prop. )
un systéme de générateurs de B ; ls groups engendré par V est un
sou%gmupa ouvert de E contenent B , clest-a-dire B lu.i«»m@me., On

en déduit que E est archimédien ( § 2, prop. )
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Propositioh 5. B gtant un groupe archimédien complet + {o} ’

A une partie de E , pour que A spit relativement compacte,

et suffit gue A soit bornée.

1) iontrons que Sa , ot par suite toute partie de 5, , est
relativement compact. I1 suffit de montrer que, b étant un élément
> G Quelconqﬁe de E , Sa peut &tre recouvert par un nombre fini
d'ensembles de la forme x T 5 . Or, soit n un entier tel que
nb >a . x 6tant un élément de 5, , 1 le plus grand entier tel
gue mb <x ,ona -n<ngn, et x-mb ésb , dlod

” .
5, e . {vd + Sb)

2) Soit 4 une partie relativement compacte de L . Soit a un
6lément >0 de E. Il existe un nombre fini d!éléments
x,i,,xa,e.wxp de E tels que & C Uvi (?V +8.). Soity, le
plus grand des éléments e S =X et soit m un entler tel que
me >y, - Ona -ma<X; <ma (1<v<p), de sorte que
AC 3 '

(m+1)a
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B DD DI DM

$ 1. DBPINITION. INTERVALLES,

KNous désignerons par @ le groupe additif de la droite rationnélle4
Hous dirons gufun groupe topologiqgue additif 8 la-stfucture =i ptil
contient un sous-groupe dense isomorphe & @ (av sens d'une isomor-
phie de groupes topologligues), et s'4l estkomplet, I1 résulte du

9 5, chap. III qu'il existe un groupe topologique sysnt la structure
~ -R, et qu'il n'en existe qu'un, & une isomdrphie pris.

Hous conviendrons une fois pour toutes gque dans chacune des
théories que nous Gévelopperons & partir de maintenant Tigurera
implicitement un ensemble fondamental qui sera désigné par R ayant
le structure-R ;, et que l'ensemble fondamental des nombres ration-
nels de la théoric en sers un sous-groupe dense.

Définition 1. Les éléments de R seront appelés les nombres

réels de la théorie.

Done, les nombres rationnels (et, a fortiori, les nombres
entlers) seront des nombdres réels particuliers.

Rappelons d'autre part que nous avons defini 1a scructure topo-
logique de @ & partir de sa siructure de groupe ordonné. Il résulte
alors de ce qui a été div av chap. Iil, § 6 qutil existe dans R une
structure de groupe ordomné d'od 1l'on pourrait déduire la structurs
topologigue de R, La relation d'ordre dams R aefa notée, comme
dans Q, par le signe " < 9 ,

La famille des parties relativement compactes de

Théoréme 1.

B est identigne & celle des partiecs bornées.

o = S o e s
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C'est un cas particulier de la prop. 5 _@6 , Chap. III. On en
déduit la

Scholie. Le groupe R est localemsnt compact, mais non compact.
a ot b étant des nombres réels tels que a < b, l'intervalle

[a, b] o8t relativement compact et fermé, donc compact.

Dlautre part, ona a snlg;m (a + 1/11) ; 81 ng’e;st un entier
tel que 1/no< b-a , la condition n>n entrafne a + 1/n € Ja,b( ,
de sorte que = appartient & l'adhérence de¢ Ja,b( . Ou voit de méme
qu'il en est de méme de b. On en conclut gue, si & < Db, Eagb;@ sst
l'adhérence commune & tous les intervalles dforigine a ot dlextr&mité
b, et que Ja,b( est ll'intérieur de tous ces intervalles.

On peut en déduire la

Proposition 1. Un nombre réel a est limite dlune suite r, giricte-

ment crocigsante do rationnels.

Nous allons déterminer :cm par récurrsnce sur u. r, eera un nombre
rationnel strictement infiérieur & a. r étant déje déterming et
strictement inféricur & a, llemsemble )r 8l M Ja- %( est ouvert,
et n'est pas vide ; on peut donc y choisir un ncmbi'e rgtionunel gul
sera Thiqe - On g évidemment z'ne:;; r@’"”* et %im*mrn =a .
Les intervalles B,)<«— ,a( , )b, — ( , )a,b( sont ouverts ; par
contre, les intervalles [agbj , [a, = (, )«g-——»ga.tg . )agb:j . [a;b(
Be le sont pas. Les trois premiers sont des ensembles _i‘emés dans B ;
le premier seul est compact. Les deux derniers ne sont ni ouverts
ni fermée : ile sont dits semi-fermés.

Le groupe Q étent archimédien, il en est de méme de B (cf.

prop. 4, 85, chap. III). De plus, R n'est 4videmment pas discret.
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Donc chaque voisinage de O dans R constitue un systdme de générateurs.
R 6tent localement compact est donc comnexe (cf. prop. 2, § Hes
chap. I11).

Théordme 2. La famille des parties connexes de R est identigue

& celle des intervalles.

1) Soit A une partie connexe de R. Il faut montrer que les
conditions @ €4, D €4, a <x <b entrainent x € 4 . Or, l'ensen-
ble R N E 22::} est la réunion des deux eusembles ouverts non vides

) «— ,x( et )x, —> ( , dont chacun rencontre A . A n'est donc

pas contenu dems R N 6 gxg , e qui prouve que X € A .

2) a et b étant des nombres réels tels que & < b, méntrons
d'abord gue llintervalle [a,b}est connexe. &n effet, la fonction
£(x) définie comme étant ézele 8 asi x<a , 8 x8l agzx<b,

& beix>b doune évidemment une application continue ds R sur

| Eagb} . S0it maintenant I un intervells quelcénque, Si I ntétait pas
conunexe, on pourrait y prendre deux nombres g, b tels que a < b
avpartenant & des composants Gifférents. Liintervalls {a,b}
seralt connexe, contenu dans I el rencontrersit des composants

aifférents de 1 : c'est imposeible.

Corollaire 1. Une image contirmme dani un ospace topologigue

d'un jntervalle de E est un ensemble connexe. Une image continue

dans R d'un ensemble connexe est un intervalle.

Corollaire 2. Si @& et b pont des valeurs pri

cnsemble connexe E d'un espace topologigue psr une fonction £ comti-

nue sur B & valeurs dans B, toute valeur c intermédisire entre a et

b (clegt-a-dire tello que ag ¢ gbou b =c <a) ogt oussl prige

gar_f dans E .
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Dénontrons maintenant le :

Théordme 5; Upe partie non vide bornée supérieursment possdde

Soit A une pertie non vide bormée supérieurement de H, et soit B
l'ensemble des bornes supdrieures de 4. Soit B! llensemble des
nombres infériecurs & tous ceux de B, B et 3! sont des enseubles
fermés non vides. Un noabre réel X, s'il n'est paes dens B, est
inférieur & un nombre de A au moins,donc & tous les nombres de B
il est dsns B'. On 2 done R =B Y B!, On en comeclut gue B /My B!
contient su moinsg un élément & : a est Svidemnent minimel dans B,
ce qui dénontre le thdoréme.

On voit de méme que toute partie bormée inférieuremegt posseéde
une plus grande_borne infériecure.

On conclut de 1a que tout intervaile borné infériecurement posséde
une origine, gue tout intervalle borné supérieurement posséde une
extrémité, donc gue tout intervalle est de l'une des formes R ,

) «—,a( , ) 4F-ga:! , Ja,—>{ , {é, —> ( a,n( ; {a,bﬂg ;
)a;h} ) [aab( .

béfinition 2. aeur de liintervalle borne mon

On sppelle lon

vide d'origine & et dextrénité b lo nombre b-a. @n'appellg longusur

de l'intervalle vide le nombre C .

La longueur d'un intervalle borné est domc toujours un nombre
20 . Elle nlest % 0 gue si l'intervalle contient des points

intérisurs.

Définition 5. On dit gue deux intervalles sont ewpiétauts
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Proposition 3. Si les intervalles d'unme famille finie

n'empidtent pas les uns sur les autres et sont tous countenus dans

gelle de I, Elle lui est égala si I est la reuniondesintewal-—
les de .

On peut évidemment supposer ;Z g’: 55 . Humérotons les intervalles
de ¢ an moyen des indices 1,2,...,h de telle manidre gue, &,
désignant llorigine de l'intervalle d'indice i, on ait 3‘3\ By oo e
< 8 . S0it by l'extrémité de ll'intervalle d'indice i ; les in-
tervalles n'empidtent pas, or 2 b K o, (1< 1 <h-1). Sg;fnt

i

a. et b, les extrémités de I : on 2 Db,-a, (b - b,) + Z
T4

(a:H_,2 b ) + (a,,zea ), ce qui démontre la ;premiére partie de la

proposition. B8i do plus I est la réuniom des intervalles de ;5 -
on & nécessairemena b, = b, , ao =8 , 8544 =b, (1< i< h-1) ,
ce qui dénmontre la seconde partie.

Proposition 4. Une famille \éz d'intervalles non empidtants
de longueurs sirictement positives est dénombrable.

Déeignons par \%/% lg famille des intervalles de dont les
longueu:s sont 21/ : on & '\Q’ = Q Xé{& , de sorte qulil
suffit de montrer gue XE/@ et dénombrable. Soit ”“-{’f% N la famille

des intervalles c,e {/ gul rencontrent 191ntervdlle Eeap@p} oD

étant un entier > C . Les intervdll@s de w, o sont tous conte-

nug dans [=(p~i&"&) {pt1 ).;f? . I1 vésulte de 1a proposition 3 gu'une

partie Linie de \»? ne peut contenir plus de 2(p + 1)n inter-
lles ; don ft finio, . el st dénombrable.
valles ; dome ‘\%% est finie, et é’; &"}z;wz é{%’ﬁe énombrable

Proposition 5. Tout ensemble ocuvert de R est la réunion d'une

famille dénombrable d'intervalles ouverts non empiétents.
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En effet, le composant ()x dens U d'un point x € U est un inter-
valle. Le point x appartenant & un intervalle ouvert contenu dans
v, Cx est de longueur strictement positive. FPour 1ls méme raison,
on voit gu'un point frontidre de C, est point fromtiére de U et
par suite n'eppartient pas 8 U : Cy est un intervalle ouvert. Les
divers composants de U étant deux & deux sans élément commun, la
Pamille de ces compozants est dénombrable, ce qui dérontre la
proposition.

Comme pour les nombres ratiomnsle, nous définirons la valeur
absolus gxg d'un pombre réel x comme étant égale & x sl x est posi-
tif, & -x 81 X eet strictement négatif. La fonciion ﬁzﬁ est conti-
nue ; en effet, € étant un nombre strictement positif, la condition
zt € =x+ )-8, @( entraine tx'ox ‘ <&, d'o& éxqaxg ¢£)-e, e (.
Lea fonctlon % 4 T [ % }x + yg est donc une fonction continue au
ceapla {(x,y) ; cette fonction est partout positive dans G e,
donc aussi dans R xR . Dioh 1'inégalité, dite triepgulgire

Ex%«yé < ix%*ﬁ' Eyg .
L'intervalle )-am,a{ est 1'ensermble des nombres x tels que
\:{% < a . On en conclut que l'ensemble des cguplés (x,y) tels
qus ?gbxé < e congtitus vn entoursge V de la stz"aewre vmf@m@
de R, et que V déerit mn systéme fondamental d!entourages qu.aad
s déerit un ensenble de nmombres strictemnent positifs dont O soit
point adhérent. ‘
CE; étant un filtre, £ une application de 5" dang R, pour que

cettie e,ﬁnllcatlon cozwarga vers un nombre & , 311 Paut et suffit que

1'on elt Lm | £(x)-a | = 0.
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§3. LA MULTIPLICATION DIS NOIBRES REELS.

Nous nous proposons de définir entre nombres réels une mnltipli-
cation, en prolongeant par continuité la multiplication déja connue
pour les nombres rationnels.

ilontrons d'abord que la fonction rs , définie sur Q x Q, est.
uniformément continue sur Q, X Q, > ob Q =8 A [ en,n] . Boit en
effot a un rationnel > 0 . Il existe wn rationnel >0 b tel que
2n.b < & . Llensemble des couples ((r,s),(r’,s?)) d'éléments de
Qn,x Qn tels que ’r’»r} <b, ls'ssa < b constitue un entourage
qJ, de la structure uniforme de § x 4,. 0z, 51 ((r,8),(r?,8'))

€9l , ona Er's‘nrsé < %r‘(s'as)g %(zgwr)a Zanb <a , co
gui démontre notre assertion.

33 meintenant (x,y) est un élément de R # K , il existe un
enti@r n>0 tel que (x,y) £ J)-n,n( x)=n,n(; Dans ces conditions
‘ﬁ,ix ﬁ,z constitue un voisinage de (x,y). Bn vertu de l'uniforme
continuité ds r5 dans G xQ, , onexn conclut que la fomction Ts
tond vers ume limite quand lo coupls (r,s) tend vers (x,y). O est'
cette limite que nous désigmétons par Xy, et.que nous appellerons
le produit de y par x. En reison del. 1z nanidre dont elle a 81é
obtenne, la fonction xy est conilnue sur BRBxRH.

Los fonctions x(y + z) - (xy + xz), x(yz)-(xy)z, xy-y% ,

.x - = sont des fonctions continues de (x,7,2), nulles sur
QxQ xQ, qui est dense sur R xR xR ¢ elles sont identiguement
nulles. e gul aignéfle gue ls multiplication que nous vVenouns ée
d@flﬂlfg jointe & 1'addition gue nous conuaissons 6636, confére
& R upe structure d'snneau CQmﬁ&ta@lL, ¢ens leqael 1 est élément

vnité.
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Hous alloms voir que cel anneaun est un corps. En effet; X étant
un nombre réel # 0 , xR est un aous«gi‘oupe de R , image continue de
R , donc connexs. Xk contient x = x.1 et -X = x.(-1). I1 contient
donc 1!'intervalle ouvert d'extr8mités -X,X, gqui est un volsinage
de 0 (car x 7!: 0), ot dont les éléments forment un systdme de géné-
rateurs de R. On @ donc xR =R . En narticulier 1€ R . Le nombre
x posséde donc un inverse 1’1 , ce qui prouve ¢ue R eat un corps.

Llensenble P des nombres positifs est 1'gdhérence de P M Q.

Or, la fonction =xy epplique (PN g) «(P Q) dans P , donc susel
P X P deng P : le produil de deux nombres positifs es‘é positif.
La formule x*y’Asxy = x'(yt-3) + y(:;'ex) montre que, 8i X,¥,%X';¥'
sont des nombres positifs, les conditions X <£x%x', ¥ y! entralpent
xy < x'y'. Do plus, sous les mémes conditions, 1!'6galité nlost posS-
sible que dans les ces cuivents : 1) sixex! , 7= o = 2) si
x=xt=0; 3) 8fl y=y'=0. |
_ On voit de méme gque le produit d?m nombre positif et d'un
nombre pnégatif est négatif, que le produit de deux nombres négatifs
est négetif. Par svite, si %, ¥, X gyf sont des nombres négatifls,
lee inégalités X £ X%, 7' g7 entratnent xy < x'y' .
On d4duit facilement de 1a 1'6galité ‘{z&y% =|z]. {7] .
Désignons maintenant par }?%, 1l'ensemble dés pombres stricte-
nent positifs. 81 = & .‘i’% s 0D & za"%; £ .‘r?%’ 3' dfoh x"‘ﬁ € 1”%
$i v est un suilre nombre de B , la copdition X <Y entraine
%1 > gr”'ﬁ . Bn effet, si on aveit %~ = y"’% , on surait aussl
1 = zx~} < gy”'i - 4 . On en comclut que, si a,b sont des gonbres de

# f'r"’"%

=4 .
P” tels que & <b, liirage &4 par la fonction X ge liinter-

valle I = )a,b( est contenue Cans 1tintervalle J = )b“}l,@fﬁ( .
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On a aussi J°1C I, d'ot 1-' = 5 : 1'application £t change les
intervalles ouverts de P en intervalles ouverts. Il en est de méme
de son application réciprogue, qui lui est identique. On en conclut
que 1l'application x~1 est une homéomorphie de P.

L'ensemble P¥ ost un groupe multiplicatif. En vertu de la
continuité de xy et de x4 , la structure topologlque induite par R
dans P > confdre & ZP* une structure de groupe topologique. Hous
verrons plus tard que ce groupe est isomorphe & R .

On voit de méme que la fonection x"@, est continue sur l'ensem-
ble ¥ % des nombres strictement négatifs, donc aussi sur lfen-
sezble R =87y 2" des nombres $.0, dans lequel P¥ et & * sont
,rela‘tivement femés. Donc le groupe B , aved la topologie induite
par R, est un groupe topologique gui posséde deuvx composants ; 8
savoir P*’ ot E”

Applications. Il résulte tout de suite de ce qﬁ.* on vient
ée dire que :

Proposition i. Bif et g sont des spplications continues
dans R @'un espece topolo m&iaue E . |
applications £+ g, f-g , fg. 81 la Ponction g pe prend pas le
valeur O , f/gi ~

lications dans R d'une

il en est encore de méme des

Corollaire. Soient £ et g des epi

pertie A d'un espace topologigue E . D 6tent un point adhérent
a5, 8l 2£(x) et g(x) tendent vers des limites a,b guand x tond

yers P en restant dans A , on g aussi
Sinm [f(x) + g(xﬂ =atb _lim {f(x)mg(x)} = a-b

T Y
1im Ef(x) glx )} ab
' Tk £
et, 81 b0, o mli;?tg%%;%

XEA
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Remarque. En ce qui concerme cette derniére conclusion, il faut
observer gue la fonction f/g n'est pas nécessairement définie sur &
tout entier, car g peut s'annuler sur A . Cependant, si b £ 0, il
existe un voisinage de p dans A sur lequel g ne s'annulle pas, et
gur lequel par suite r/g est défini.

11 résulte de la proposition 1 gu'il oxiste doux lois de compo-

sition, l'addéition et ld multiplication, entre les fonctions définies
sur un espaée topologigue E: qgqul prennent leours vaeleurs dans H et

qui sont continues : cet ensemble constitue un gous-anneau de l'en-
semble des fonctions définies sur £ & valeurs dans R . 84 | =R,
ce sous-annsan contient en particulier la fonction £(x) = x , dome
sussi toutes les fonctions qui pguvent slexprimer comme polynomes
polynomes en x & coefficients

en x & coefficients réels. Donc : les 1

Les fonctions x . x .
Hous possrons i+ = (x +gx )/é et x = ( g cx)/z . Ls nombre

+ =
x est 6gal & x 81 x egt positif, 4 G si x es; négatif, Le nombre x

est égal & O i x est positif, & -x si x est négatif. Les fomctions
2& et ¥ cont continuess et me prennent que des veleurs positives.
e x=% -x , !x@ i |
Exercice. »ﬁontrer gve la fbgction xy n'est pas uniformément
continue sur E%‘, muni de la structure uniforme induite par cells ds
R. En conclure gue l'espace topologique E est sus eepgible de deux
structures wniformes différentes, l'une induite par R, 1°autr@ définie
par le groupe topologigque multiplicatif R%a . dontrer gue ces '“%%&a

uniformes se confondent sur toute partie bornés de R¥* dont lﬁadhéw
rence ne contiont pas O. ilontrer gue la fonction z-1 est unifor-
mément continue dans la structure uniforme induite par E sur une
partie bornée ou non dont l'adhérence mne contient pes O .
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4. L'ESPACE R

Définition. On appelia espace numérigue & n dimensions et

on désigne par R® 1le groupe topologioue R X Bx.... xR
On appelle intervalle dans RE® un ensemble gui est le

produit de n intervalles de R .

Un tel onsemble n'est ouvert gue g'il est le produit de n
intervalles ouverts. Dans ce cas, on l'appelle intervalle ouvert
de. B

Uns partis & de Rn eat dite bormds si ces projections sur
los factenrs $ganx 4 R 4dn produit B gont des ensembles bornés
de B . BEn tenaunt compte du , 9n voit gque le th. 1
du 91 subsiste dans Rn :

La femille des partiss
y sont relativement compactes.

‘bornéss 48 B? et identigue & lg famille

Ges perties gqui ;

O en déduit que l'espace B est localement compact.

Parmi les applications continues dans R de B2 figurent notam-
ment les n prejectio;zg_ fi(x“xg, ,ngn) = X, {(1g i< n). Comme
d'antre part ces spplications continues forment un anmeau,'@n en

dsduit gue toub polynome en les vyarisbles X,,X, ,....,% , considérs
K 2

. & b1}
compe fonction du point (xﬁgz¢,,,.o,xn) est une fonction continue.

R 6tant un corps, om en déduit pour llensemble B X B x... xR
une structure dfespace vectoriel de dimemsion n‘par rapport & R
(41lgébre,...). La stfucture‘d965pac@ ?eétoriel et celle d'espace
topologique de HF, réuniss, constituent ce gu'on appelle ume
structure d'espace ggg;ggvé n dimensions.
Une fonction linéaire du point X = (xi,xgﬁo,,chﬁ) slexprime

comme polynome éu premier degré ai3?'+ agxg-% 5oy a,%, Dar
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rapport & xa,xé,...,xh & coefficients dane R . Elle est donc une
fonction continue de X . On en comclut gu'ume application X’ =£(3¢)
de B® dans lui-méme gui est une automorphie de lz structure d'espace,
vectorisel de &n est sussi une homéomorphie de 7 : clest donc une
automorphie de la structure d'espace affine de Bp, En particulier,
81 on prend une base quelconque d'espace vectoriel de B paer rapport
& B, les coordonnées d'un élément 3¢ , expriméss gé'mgyea de cette
base, sont des fonctions comtimues de X , et ¢ est fonction
continue de 1'ensemble de ces coordonnées. |

Hous nous proposons maintensnt d'studisr los BOUS-ZT0UDES
fermés G do R°. |
> d'un sous-groupe G de Rn le plus -
grend entler r tel gu'il existe r $léments limésivemont indépendants
dans G.

; -.n . e .
G étant un sous-groupe de K , soit g l'ensenble des Sléments K

Définition 2. Cn asppelle rans

tels que R X < g. g est évidemuent un sous-groups de G , cer
B(X%y}@, BX -+ RE,! et B(- X ) = Rx . C'est de plus un sous-
espace‘vectoriel de R ; car pi A est un nombre réel, on a ﬁiqﬁ,zﬁ )
C RX , done, Bl xg g, )L}@@ g. n étant 1@ dimension ds g,
on sait qufon peut représenter E2 comme somme dirscte de g et d'un
gsous-espace vectoriel H de dimension n-m . Soit h le groupe H MG ;
si un élément X de G so met sous la forme ¥ + Z , svee Y€ g,

Z€H,oma 2 =x-Y € h,de sorte que & est sommwe directe
de g et de h. ' ‘

5i maintenent G est formé, il en est de méme de h. Dans ces

conditions, nous allons montrer que O est un &lément is0lé de h,

Désignons en effet par U l'ensemble des points (%1 ,%5,0000,%)

tels gue Exig €1 (1 £i<n) : Q est un voisinage compact de O.

—— — P P T TR
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Raisonnons par l'absurde, et supposons gue notre assertion soit
fausse. Dans ces conditions, dans cheque voisinage V de O conte-
nu dans Q existe un élément Xy # O de h. Considérons 1'ensemble
des voisinages V de U contenus dans § comme l'ensemble des éléments
d'un filtre, obtenu au moyen de la rela,tion d'ordre par inclusion
qui exiete entre les V (cf. chap. 1, 2 ). Soit & ce filtre.
Soit d'autre part pour chague V € ?f s By le plus grand entier

tel que gvxv €EQg (ona nvi?;«'i ). La correspondance V «%n\gzﬂv

est une application ds § dans l'ensemble compact Q : il existe

7 . 7 Cg’»‘ -
‘5:;_ plus fin gue S tel que la m8me correspon-
dance définisse une application convergente ds @2 .. Posons

<

dioh vy = lim (nvﬂjzé

donc wun filtre

= b "z:aauseli)
Vi Wf, Dy ~y.

"8’6%’ v
et (nv + '3) %V % ¢ . Bonec }l ap;oart;ent 4 lg &L’nglél‘e Cg,

},J % o . .)% étant ur nombre résl gusicongus, ueglgngns par @v le

plus grand eantisr itel gue yvjnv £ A :ona 0< £ pvfmg< 1/ .
Dlgnutre part, on & lim ‘iiav = : en aff@'i;s pour tout entier K
éw@ IN‘!'?J, y@'w

il exigte un vcisiﬁaga W de O tel que ?" dou.o + W C 8 ; 8l
VCW ,onany >8 . On a done A = .‘%1,1% gv;zz,v ; et
LY = 1lim Ay = lim_ X . Le groupe h &tant fermé
Ay=1ln. py/og.oy Lm. oy %y group fermé,
on en &ezmi‘t A Yy &€h, dodh Y€ g, cequl aous conduit a
une contrediction.
On en déduit quiil me peut y avoir gutun nombre f£ini 4781é-

mente e h dams une partie compacte 4 de R°. En effel, du fait
gue U est iso0lé, on déduit tout de suite que chague élément de h

est isolé, domc que la topologie induite par Asur An h est

discréte et compacts.




Nous allons maintenant montrer gufun sous-groupe h de B® de
rangs 8 >0 qui posséde la propriété que nous venons diindiquer
peut 8trs engendrs par un systime de s 6léments. Nous procédercns
‘par récurrence sur 8 -

1) Pour & = 1. Soit & un 8lément # O de h. Les nombres A
tels gue Aa;, € h forment un sous-groupe f\, de B . J%g ne contien
gu'un nombre fini de nombres de l'inisrvalle compaet ﬁ:cﬂ i) ;E
s0it ,}g, le plus pe*ti’i; de cenx gui sonit strictement positifs.

}x étant vn nombre q@.elcgncue de A , 80it n le plus graund entier
tel que zzﬁ, J&;ozza@ Aonﬁ<ﬁga‘tﬁag}, e /A
d'ot A =n i , e gui signifie gus ){O est un générateur de fi =
donc gue Aad eat uvn géndérateur de h ;

2) Supposons le théoréme démontré your les groupes de rang
s-1. h étant de ramg 5, choisissons-y s éléments &4, %5,..., €,
linéairement indépendants. Solt h'! ls sous-groupe de h composé
des éléments gqui appartiennent aun sous-ZrmE espace vectoriel sngendré
par &, %2 =2 - Un élément 3¢ e h peut se metire sous
ls forme 2. j!. %) fi , et 1'ensenmble jlg (h) est un sous-

=g

-

groupe de R. Je dis que cs sous-groupe ne contient gu'un nombre

fini d'éléments dans 1'imtervalle | -1, j . En effet, sl € jag (h),

=2

Sud

ilexisteun X € h el que X = Zﬁ(%}& + pe . 51 n,

8
est le plus grand entier qui soit ﬁ; {x) (1<igs-t), on
a sussi o (}x, (X )eai) &;i +Ha s“ h , de sorte gu's chague
- ’

=% :

5 5 i 1 :
nombre 4 de A (h) contenu dans 1l'intervalle %:m‘g 1] , on pent
fairse corrsspondre blem;*‘?@quemeat un élément de h contenu dang
li'ensemble A des éléments X = Z X c?s tels qgue azgig =< 1

(’a i <s8). Or, 4 est compact, et b ne con‘ti@n’c gu'un nombre fini

d'éléments dans 4 . On en conclut gue /% ih‘ ne contient gufun
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nombre fini d'éléments dans [e'i ,1} et que par suite ')6'5 {h) possdde
up générateur p. . 81 €_ est un élément de h tel que ‘As ( e a:
=4, et 81 x est un élément quelconque de h, il existe un
entier n tel que 'A's { X )=n ph, ; dlot .}\.S (xvneg) =0,
X-n %Bé h' . Or h! est un sous-groupe de rang s-1 : il a donc

un systéme de s-1 générateurs €,, €, ,....;, € gui, avec €

s=1 s’

donnent un systéme de générateurs de h.
De tout ce que nous venons de démontrer résulte le théoréme

suivanut

n
Théordme 4. Si G est un sous-groupe fermé de R , G gst la

somme directs d'un sous-espace vectoriel de B® et ¢'un groupe

de HZ

cndré par un certain mombre d'éléments iipbairement indépesndants

. . Prenons maintenant deux sous-groupes lermés G, G' de R® et ,
solent 6=C( I, G = C! (D D' des décompositions de G, G
en espaces vectoriels €, C' et groupes discrets D, Di, Si G et G

sont isomorphes, ils oat méme rang, et il en est de méme de C, C!
gui sont les composante de O dans G, G'. Invergement SUDPDOS0ns
gue G, G' aisnt méue ranmg r et que G, C! sient méme rang D .

és

Prenons des bases. ( s vg,ou, e )3 (e 49 @"g;g”“g e’ }
G C’ par rappoz‘i;. & R, et des ystémes de g@nérataws ( F, 45 2@
)s (ﬂa }33"”:7 QE ) de D, DF (ot 8 = r-p). Les elumsm;

g cco e Q ceee : | ¥ 13 2=
%_‘5’ 2sec0y b@ s €40 23 - ?a sont linésirement indé

pendants. Adjeignons-leur t = n-r dléments @ﬁ 5 Jgs .. 9 % |

agenuea

de manidre & former une base de i ; goient de méme J,a, C}g,” o

b . ;
%‘t des &léments qui, avec @2,_@’2,0“03 e/ s T4 9 o acees
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forment une bace de R-. Il existe une automorphie I de 0 telle gue
l'onait Ie;=e] (1gigp), If;=f; (1<ige) Ig, = g;,;
(1 €1 <1%). Cette automorphie transforme & en G' . Il en résulte
que, sous les conditions imposées, non seulement G et &' sont iso-
morphes, mais qu'il en est de mbme de /G ot de /e,

Désignons par Z le groups additif des entiers. Il rdsulte de
ce qu'on vient de dire gue Hn/ G est isomorphe gu groupe Bn f i x 28 5
clest-a-dire & (&/z)° x R

Définition 3. Le groupe T = B/Z est sopels tore & 1 dimension.
Le groupe 72 = TADT ... xT est appelé tore & n dimensions.

- . B
Plus générslement, & &tant un ensemble auslcongue, le groups T

est gppelé un tors.

Théordme 5. Les tores sont des groupes compacts ot

_coniiexes.

1l suffit do le démontrer pour le tere & 1 dimension. Or, x
étant un nombre résl, scit n le plus grand entier infirieur & =z.
On & x-n éz (mod. Z) et G <xn <1 . On en conciut que chague
classe de R (mod. Z) contient un représentant dans l'intervalle

E@g’f s Gonc que T est uns image continwe de cet intervalls ce
jul prouve sa compacité st sa connexité.
Domaine fondamental

S80it G le groupe des points & coordonnéss eniidres dans A

a = (g,% 3 Bopeee gaﬁ} éta.n"g vn point guslcongue de Fs,a? dégigg@gg

le plus grand entier < n, (1 <i<n), et par 2! 1le

bar p 3

i

7 7

_point (a,ﬁmp@, agcspa,o”@anepﬁ)w Ona &' =4 (mod. G). Dlautrs

part &/ appartient & l'snsemble B des poinis (:z,ﬁ, 1Eppe e aé,x‘n} tele

gue 0 sx, <1 (4i<isgn). E est un intervalle de R, 4gal
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au produit de n intervalles de R identiques & {Qa 1 0.
Chague classe do B (mod. G) contient donc un point de E.
Elle n'en contient qu'un, car si (a;, &5,....,8,) et

(b, b,

,....,bﬁ) sont des poinis de E, on a gai»bi E<:%
(1 €1 <n) , de sorte que les différences a, -b

3 ne peuvent
8tre entidres que si slles sont nulles.

On exprime ce fait on disant que E comsitue un domains
fondamental pour le groupe G . L'application canonique de RP

n - - D -
sur R;/G , gui est isomorphe & T , donne ume application

continue bi-univogue de I sur Ta: 1;wugw»w*,ma@Fséen isn

» @mgmﬁagh%pzz les points de E peuvent

servir & représenter ceux de %?Aa On notera gue l'application
en question n'est pas bicontinus.

Les points de la frontidre de E me répartissent en
deux catégories : coux qui = appértignnent a4 B, dont aucune
coordonnée n'lest égeles & 1, et ceux dont au moiné uane coordon-
née est égale & 1, gui a?apgartieﬁnent pas & B. Chague point

de lz seconde catégorie est congru (mod. G) & un point et &

un seul de la premiérs.
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CARACTERISATION TOPOLOGIQUE DES GHOUPES R et T.

Hous noug proposons dans ce qui sult de montrer qu'on peut

donner un eritére de nature purement topologicue permettant de

reconnaitre si un groupe topologigue € est homomorphe su groupe B
des nombres réels, clesi-a-dire s'il est isomorphe & 1liun des
groupes B ou T. HNous surons besoin pour cels de la définition
suivante }
Un espace topolox

Definition 1. igue est dif{ localoment conuvexe

fondamental de vVoisinages

si chague point y possdde un sysiéme

COnnexes.

On notera gue, s%il s'agit d'un groupe topologicus, il suffit
déja pour gu'il en soit ainsi gu'lil sxiste un systéms fondamenital .
de voisinages de 1l'&ldment unité composé d'eﬁsembles connexes ¥V ¢
car, x &tant un point quelconque, les ensembles x v V sont con-
nexes comue images continues des V et forment un systéme fondamen-
tal de voisingges de x. _

Théoréme 6. Pour gu'un grouve topolozigue & soit isomorphe

an?il

& 1'un des groupes R ou T, i1 faut et i1 suffit _satisfasse

2ux EZrgm concitions suivantes : 1) 8trs connexe 2) &ire localement

connexe et répnlier %) contenir un voisinsge counexe U de

Z e F 4 ﬁ
ifélément unité o tel gus U N §, %@} ne soit plus comnexe.

Les conditions sont nécessaires ; en effet, B et T sont

connexes ; les inbtervalles de B et par suite asussi leurs images

dans T étant connexses, ils sont localemeni conncxes. Lisusenmble
T ] 3 . .
2u1/43 /4 gfﬁ g:%gi n'est pas connsxe, non plus que son imags

homeomorphie de cet ensemble dans T.
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Inversement, soit G wn groups topologique, dans leguel nous

désignerons la loi de composition par le signe T , qui posséds

les propriétés 1),2),3). Soit S 1la famille des ensembles V de G

possédent les propriétés suivantes : a) e¢V ; b) V= 7! :

¢) V est cuvert ; 4} ¥ est connoxe ; ) VC U.W étant un voisi-

nage ouvert de e tel que W U , soit V le composant de e par

rapport & W r‘svf’%,v satisfait évidemment aux comditions a),d),e).

(]

Ligpplication x — x° étant topologique, ?"4 est le composant

de e dans (W n‘i}f1 )@1 =W NE , done V—‘l =V , Si x est un point
de V, #nN w? oot un voisinage des x ; il eoxiste donc un voisinags
comnexe de X conbenu dans wnwt; ce voisinage, étant comnexe,
est contenu dans V : V est donc ouvert. Il résulte de 1a que §
est un systéme Ffondamental de voisinagss de e.

11 existe par hypoihése deux ensembles &, A' pnon vides, sans
&lément commun, relativerment fermés par rapport & U M g fe] s tels
gue U M Q e} =4 LU & . e est adndrent & & dans G : car
sinon & et A' U {ag seraicnt relativement fermés par rapport & U ,
ce gui est impossible, puisqus U ést cennexe; De méme, e est
a,dhérent- a4 A' . A et A' rencontrent conc tout élément V de S 5
comme V 7 Q %a% = (VnA) U (VTN AY), on voit que T My E%e%

n'est pas connexe.

Soit L un composant de V N é; jel . Un point x de L possdde
un voisinage connexe contenu dans V Ny g:; %e% , donc dans L : L
est ouvert. e est adhérent & L, car sinon L serait ouvert et
formé par repport & V, ce gui ost imposeible, V &tant connexe.

Soit L' un autre composant de V N ﬁ fel . vV, Gteut un

- 2 p - g 3 o 3
6lément de o tel que V, 7 V@ C_V, choisissons dans les eunsembles
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non vides V, N L, V, N L' des points x, x'. Les ensemblés xTL!,
L T x' sont connexes, contenus dans V et ont en commun le point

" xT x' . Do plus, X est adhérent 4 x TL!' , et x' 8 LT x' .
Donc llensembls H = x} UlxTLu@Tz)U {x’i est connexe
contenu dans V et rencomtre L, L! ; H ne peut donc pas étre contenu
gans VN ﬁ ${e} et contient par sunite e . Donc on & ou bien
1 £ L' oubien x'"!'¢ L . Dans lo premier cas, L°1, gui est un
conmposant ds (VN i: {e% )':"“3 =V N €‘é‘e} et qui reuncontre L! , lui
est Sgal. Daus le second cas, or voit de méme que e , dlot
Lg’a = L' : cette conclusion est donec towjours vraies, ce gui prouve

e}
gue, si V€S , llonsemble V|, §e} possdde exactement

<

Considérons meintenant 3 éléments V ‘J’, 5 Vg de 5 tels quse
W v,TVy, c ¥ o ot Y, TV QV? . Nous poserons L; = V, M4 ,
(i = 0,532), Li. L, U §e£ : L. est évidemment l'un des compo-

-’V

r
sants de V, N iel 1; L, est l'adhérence de L; per rapport a V;.
dontrons que la relation entre éléments x, y de V, qgui se formie

Ve &
'y T ;ff"E & LQ T @gst une relation dlordre dans Vg . En effet :

A -4

et xT Y sont dans LQ , ces éléments, étant

1) i yT =
inverses l'un de 1'sutre, ne peuvent 8ire & la fois dans LQ , car

-4
LNL = £ : ils sont donc tous deux égeux & 6 ; 2) supposons

= f @, - ’w -
que usy?’xﬁ 6t v = 2T 3§ ' solent dens L, (z,7,2 € vé) .
a4
Ils gont aussi dans V%g conc dan “-1 ; or, si u et v sort dans L,,

e
l'ensemble L T v est contenu dans V1 | |, {8} , est conuexe et

a le point u en comnmun avec LO : cet eomsemble st donc contenu
&’ = ﬁ_;w
dang L, dlol z T = vTuéh@;sia@uvestégalaej il

est clair que v T ué€ L . On remarguera gue nous gvons démontré

la forzule ( ) L T L, C L . Nous noteroms fz < y@ la relation
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dfordre que nous venons de définir. (11 convient de bien remarguer
que cette relation n'a de sens qu'entre éléments de Vg).

E 6tant une partie ds V,, x un élément de V,, on a la formule
(2) E n ﬁ{x} = ((LO‘T' x) N BYu ((LjT’ x) E). En effet, si
y est un élément de E différent de x, on a8 ¥y 7 te v f‘sg {e} -

d'oh on bien y T %

€ L,, c6 qui entraine z 7y et yé’f“eT X,
ou bien y ¥ =g L:E , Co qui entraine y« X et ye L; T x

La démonstration montre sn méme temps qQue Vg est totalement ordomné
par notre relation d'ordre. De plus, on peut déduire de lg formule

(2) le lomme suivant :

Lemme. 8i E esb uso parbiec conaexe de V@ gui rencontre les
ensembles L T X, L;i T x (o x ¢ V%), E contient =.

En efret, les engembles L, 7 x et Lj + x sont ouveris ;
1e'az's interssctions avec E sont ouvertes pary i‘apzsert & z % %:; ; z;%
1a formule (2) montre slors gue 1 M g ix} nlest pas connexe,
et est per suite ¢ B , ce qui démonirs le lemme.

En particulier, 8i b,x, ¢ sont des éléments de VZ tels Qus
b £x g2, toute pertie connexe de VZ gui ccéﬁsient b et ¢ contient
X On notera qus 1fensemble des ' ¥ & ‘%?2 tels gue yox est

ouvert, donc gue l'susemble des 2 @Vz que 2z > z est rela-

tivement fermé dans Va .

A

Désignons maintenant par > i'image de VZ par lfapplication
continpue X —>XZ T X . Donc . V‘% est une partic counnexe Go ’if,é ;

si z est un éiément de L,, “é rencontre L T z au mpoint 2 T 2

-4 . .
et L, T 2z au point e : donc 2 6‘3}5, et Lgé’; v

=t 2 = .
meme gue isg o Va élot VZ c Vi . De plus, si x,x' sont des

tléments de V, tels que x Tx=x' T xf, ona x= x

. On voit de

12

A
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En effet, il est impoasible gue 1'élément ¥ = xf1‘r x' soit dans
L1,earona,ura1t vy =x'Tx’1 x*ryTx"'1=xTL Txi_;
or xTL, TXx -1 st un onsemble connexe contenu dans V N ﬁ {e} -

gqui rencontre L’i (enxsixel,, en Vet ze€ Lg ; i1 est

égal & L,‘ si xz=e) ; il est donc dans L‘i st ne peut contenir ¥

= -4
gui est dans L11. On voit de méme que y ne peut &tre dans L -

-1

comme y est dans ‘V‘i ,ona y=8 dlog x = x'. Donc 1’applica‘tion
X—=>XTX= :xa est une aspplication biunivoguse coptinue de Vg
sur V5 .

Fous prendrons meintenant un Siément & € L gul restera fixe
dans la suite. HNous ééterminerons par récurrence une suite a,
df?éléments de Lg de la manidre sulvante 3 a.c =8a; &, &tant déja
déterminé, a ., sera 1'élément de Lg_ tel que ai%w,a =a . 0n voit
tout de suite gue, n et p étant des enticrs positifs guelcongues,
2p

on a & =2 8, -

n

Soit D 1le groups additif des rationnels gui peuvent se metire
sous forme des Practions dont les dénominateurs soient des pulssances
de 2. p = p/aﬂ’ étant un nombre de D mis sous fome de fraction
s rrédnetible (p emtier qui est impeir si n > G), posons
2(r) = ag . On remarguera gque si on représente g par une gutre
fraction 92/ g 27" dont le dénominateur socit une pulssance de 2,
on & aussi £(p) = agiza p et p! bbant deux pombres de D, repré-
sentés par des fractions D /Zn , D' 22 de méme dénominaieur, oL &
£(p Hpt) = ay‘dpa = @ T a.pes 2{p) T £(p') : £ est une homomorphie
de la %ractum de groupe de D dams celle de & .

iontrons que, 81 p ED N §g ’53 ;,00 & £(p) € Lg . Il en est

einsi pour les nombres p £ {O ’éj gui se représentent par des
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fractions ds dénomimateur 20, & savolr O et 1. Supposons la pro-

position vraie pour tous ceux gqui se représentent par des fractions

% / znﬂ

de dénominateur 22, g = étant un nombre gui se représente

par une fraction de dénominsteur znﬂ , 8t tel gue O gp 1, 81

n
p est pair, p se représentc par une fraciion de dénominateur 2 ;

sinon, p = 29 + ‘i, et p,/znﬂ = gfo? + 1/2”+1 =q+ 1/2" - 1/2““’1

et 0 q + 1‘/2ZA . Les eléments a T £(p) = f(quﬁ) et

a8 T £(p) = £(q + 1/2 ) sont donec dans L, ; en vertu du lemms,

il en est de méme de £(p).

On aédnit de 13 que, p ot p! &tant des Sléments de D M [0,1] ,

les conditions p < p' , £(p) < £(p') sont éguivalentes.
Hontrons maintenant que 1l'imegs par £ diume suite croissante
p_ Ge nombres de D qui converge dans R est une suite convergents

&4

dans G. Si % = 1im p , choisissons un entier n_ tel que
: f <>PFon 2 (]

% "ng,gé,‘% : 81 1>8 on 5 s‘?{%% Eﬁ,ﬂ . Désignons par F

1'ensemble des éléments u & L2 tels que l'on 2it, pour n>1a1 ,
0
u > f(pnepn ). Pour cheque n o 1llensemble des éléments de Ly
o 2

qui sont > f (p, - en ) est relativement fermé dans L, : il en
est donc de méus ds F. Ue plus, si p, nfest pas constant pour

nyon, (ce gue nous pouvons supposer sans inconvénient), on a

F L, . L, étant councxe, il existe au moins wn point frontiére
x do P pasr rapport & La o V 6tant un élément de Se» tel Q};;@
TV C Ly, i1 existe un entier N >n, ot un élément yex TV

tels que y<f(p.-p_ ). 54 n>H , onsaussi y<flp, - 0, )
¥ 'n, n- o

st f(@g;ﬁ )< x (car x €F). En vertu du lemms, on a donc

Bg
f(@n=-a%3 € x TV, dlod x :3%34;(9:9 ) et 27 (s, }°E%
. £(s,).
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- =1
Soit en particulier g = lim a,1 c:ona gTg=1lim aT&n)

npte O “hwoe 0

=%E§§x a4 =8, et par suite g = e. V étant un élément de S
soit ¥ un entier tel gue f(a.;;) € V, dlod f(aﬂ) EV. 8i p est un
nombre de D N {G, 1/2E] ,ona e<2p)g £(ay), dfot £(p) € V.
On a donc £(D N [e'l/aﬂ, 1/21{{]) C V, ce gui montre que f est
une application de U continus au point O. Comme clest une homomor-
phie de la structure de groupe de B, elle est uniformément continue
dans D. étant un nombwe réel, £(p) ne peut donc edmeitre plus
d’une valeur limite guand p tend vers % sur U ; pous gvons vu
tout & l'heure qulelle en admettait au moins une. £ peut done se
prolonger par une application continue de R dans G, que nous dési-
gnerons encore par £ .

Les fonctions coniinues £ ? + 1) et £( % ) T £(n), égales
entre elles guand le couple ( ,N) est dens D X I, sont tdujours
égales : £ ost une représentation de B dans G . L'ensemble f({éi,%j)

1, 11 contient donc sussi tout

est conuexe et contient a et a”
élément x tel que a < x <a’”1, Or, l'ensemble de ces éléments
est ouver: et contient e : £{R) est donc un sous-groupe de G gui
contient un voisinags de o. G étant connexe, on a I£(R) = G .

91 le groupe formé H des nombres x tels que #(x) = e se réduit
& i@} , £ ost une application biunivogque et countinue, donc a,uséi
bicon‘isinué, de R : c'est une isomozxphie de R avec & . Sinon, £
donne une applieation bi-univoqus sur & du groupe R jﬁ , qul est

compact. Cette spplication est domc aussi bicontinue, et fournit

une isomorphic de § avec R/H , qui est lui-nméme isomorphs & T :

le théoréme est démontré.
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Remargue. On peut, dans l%énoncé du théoréme 6, remplacer la

condition 2 par la gsuivante ; 2' : le groupe & est localement compact.

Il suffira do montrer que la condition 2! entraine la comdition 2.
Supposons-la remplie. X étant un voisinage compact de e, tel que
T3 ¢ #U et X T XU, désignons par V le composant de
'par rapport & X . On sait que V est l'intersection des ensembles
cuverts et fermés par rapport & X qgui contiemrent e. Or, chacun
de ces ensembles rencountre lz frontisrs de X par rapport & U , car
sinon il serait ouvert ot fermé par rapport & U , ce gqui est impos-

sible, U étant connexe. Or, ces ensembles, ainsi que la frontidre

de ¥ sont compacts : leur in‘tersection}‘@exzcon‘tre donc la frontidre
de X, ce gui prouve notre assertion. Choisissons Gans V un point

¥ ?Ja e . Béfinissoxis dlantre part les ensembles 4, A' comme dans
la démonstration du théordme 6, et supposons par exemple que y £ A.
y étant intérieui‘ & U ot A relativenont ouvert gar rapport & U ,

il existe un voisinage Wdo e tel que yT W C A . On ssit que @

est adhérent & A', de sorte que A' N W 4 @ : choisissons dans

'=~s

cet ensemble wn point yi. L’ensemble VT y* est connexe et ren-
contre A' au point y' @t 4 ov point y T y*' ; de plus, il est contenu
dans U : ce n'est possible que s'il contient e, d'ok ‘y?”ﬁ e V.

or 7! est le composant de e dans X =X , dioh V@ =V, et
par suite y' e V , A'NWC V . En raigonnant de méme sur un point
de VriA' (nous venons de voir que cet ensemble n'est pas vide),
on voit gu'il existe un voisinage W' de e tel gue & MiW' ¢ ¥ .

On a done BMW ¢ V :V est un voisinage de e contenu dams X

et connexe, ce gui prouve que G est localement connexe. Ztant

localement compesect, il est régulier.
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On notera que, dans la démonsiration que nous venons de fairs,
1'hypothése ds locals compacité n'est intervenus gue pour démon-=
trer la régularité de G et llexistence de voisinages aussi petiis

que lfon veut dans lesquels le composant de 6 so0it ¢ ie i .

G étant un groupe ‘topologique isomorphe & K, 1l est possible
do déterminer toutes les isomorphiecs de G avec R, connaissant
1'une d'elles, soit I. In effet, si I' en est une autre, I'o T
est une automorphie de R ; et inversement, si J est une automor-
phic de B , J o1 sest aﬁe isomorphic de G avec R . Le probléme
revient donc & déterminer les automorphies du groupe topologique -
R. Soit, plus généralement, J une représentation de R danms R.

Soit & = d{41) ; on a, pour tout entier n, J(n) = na, dioh, pet g
étant des entiers dont le second est % ¢, gil{pn/g) = p2 , A
J(p/g) = pfas . La fonction J(x)-za, continue sur K, est nulle sur
i'ensemble des ratiomnels : elle est partout nulle, et J(x) = xa .

St a=0, ona J(R)= geg s sinon, J est une application continue

biunivogue, donc bicontinue, de R sur & . Donc :

Proposition 1. 83 J(x) est une représentation de R dsns R
11 oziste un pombre a tel gue J(x) =sx. 81 J(B) #{0},J

g et b &étant deux nombres réels f 0 , il oxiste une sutomorphie
J éc & ot une seule tells que J(b) = a , & savoir celle définie
per la formule J(x) = ajbaa . On en déduit ls

Proposition 2. & 6étent un groups bopologique isomorphe &

R,u umn élément do G gutre gue 1'élément unité, & un pombre réel

% 0 , il existe ume isomorphie et uno seule de G avec R gul amene

n Bgur 8 .




e
Comme premiirs spplication du thécrime 6, nous donnerons la
proposition suivante :
Proposition 3. Soit G un groupe ordomné archimédien (gerit

additivemont). vy = uno isomorphic de structure de groupe ordonné

entre G ot un sous-groupe de R .
Nous pouvons considérer G comme un groupe topologiqus. Il

existe une isomorphie H de groupe topologique entre G et un sous-
groape dense d'un groupe complet G. On sait (chap. III, § 6) que
G comporte une structure de groupe ordonné archimédien telle gue H
=20it ume isomorphie de grouve ordonné. On peut donc sans restric-
tion 8upposer directement complet,_ ' , ‘
S5i & est discret ot # {0, il existe dans G un &lément & >0
tel que O s0it le seul &lément x tel que -3 < X <a.. b étant un
élément de G, soit n le plus grand entier tel qgue na b ; on &
0 £ b-na <'.a, d'ok b-na = 0. La correspondance B —na est done
une homomorphie du groupe adcitif des entiers sur le groupe G.
Do plus, sin >0, ona na>0 , d'oh na # O : il s'agit dfune
icomorphie de groupe. Les ecﬁditicas n >1un , na > na &tant
évidemment équival@ntes , nous avons bien une igsomorphle de groupe
ordonné.
8i G n'est pas discret, il est engendré par chague voiéinags
dge & ( Chap. IiI, § 5, pr@p;-f%) et localement compect (Chap. III,
é 6, prop. 5) : il est donc comnexe. FYar contre G E §G§ nlest
pas conunexe, car 1'ensemble des éléments >0 et celui des éléments
<C 0 sont relativement fermés dans G N 5{9} On en déduit gqu'il
exxste une 1somorphle I de groupe topologigue sntre G et le groupe
R ou le groupe T . ilais & n'est pas compact (chap. III, §6,§£‘Qp. 5)

z

done I(C) =R . P désignant l'ensenble des élénents strictement
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positifs de G, I(P), qui est l'un des composants de R N § @D} -

eat identique scit & l'ensemble des nombres gtrictement positifs

de R, soit & celui des nozbres sirictemeut négatifs. Daus le premier
cas, I est sussi une kema isomorphie de groupe ordonné. Bans le
second cas, il en est ainsi de 1'isomorphie JI , o J est 1t avto-

morphie de R définie par la formule I(x) = -x .

é‘ﬁo FONCTIORS LOGARITHIIQUE BT EXPONANTIELLE.

Solt ?%’le groupe topolog 1qa@ multiplicatil des nombres réels
strictement positifs. U'est un groupe CONNEXs localement compact ;
par contre ?%iﬁ g ii% nlest pas connexs, puisgue cet emsemble con-
tient des nombres < 1 et des nombres > 1 . On en déduit que, &
désignant un nombre # 1 de % , i1 existe une isomorphic ol une
seule de P avec B qui améne o sur le nombre 1.

Définition 1. On svpelle logarithme de base z d'un nombre

x> 0 le correspondsnt de x Ggns llisomorphie guion vient de

définir. Ce nombre ge notie lev X

Le logarithme de base a est donc une fonction continue Qefinle

3,

sar ?%'et & valeurs dans B. =x ot y étant des noubres de ? , on.a

log =y = log x T log y

Définition 2. La fouction réciprogue du logaritime de base &

slappelile l'exponentie 1le de bese & .

e

L,

Cotte dernisre fonction est donc une isomorphie de R avec P .
8i on la désigne par @a(X}, on 2 ¢.(1) =a, dlot, pour tout |

entier =, @a(n) = g& . Pour cetie raison, la forction en gquesiion

R
se désigne par la motation & . On u done les identites
b T 5 “E{ " < - 7
@ﬁnf . @l@g@¢ - log, gx —




61

S0i% b un aubtre nombre strictement positif f 1. La fonction
logbx représents une nouvelle isomorphie de P%' avec R : 11 existe
donc une constante k telle gue

logbx = k logax

ce qui signific que deux fonctions logarithmigues de bases différen-

tes se déduisent l'une de 1'sutre par mmliiplication par ume

constéﬂtea .
BEn faisent x = a, il vient k = logba. En feisant x = b , il
vient k = 1/logab. On & done
log X = logbaélagaz = 1ogax!logah :

De m8me, -on voit gue la fonchtion 1oga bK est une automorphie

da R. On a done 1oga bx = hX , b étent un nombre dont on déter-

mine la valeur en faisant X = 1 : il vient b = logab, On & done
X

log, ¥© = X log, b
En posant b = éY ; i1 vient
lcga (éy)x = XY

Ou sncore

T Y. X oy ¥
&t = (2) (e¥)

iy

Bemarque. On comvient de poser lcg%z =0 pour tout x >0 ,
et 1 =1 pour tout X €H . Gréce & ces comventions, los
formules écrites restent valables pour a =1 . _'
Applicsbion., a &tant un nombre strictement positif, n un entier
=1 . l’éqaaticn =g Posséde une seule solution positive
en x, & savoir alfln . g 1'équation donnée, on tire en effet

iin

n leg&x =1 . Le nombrs s s'appelle la racine n-idme ds &

Ads . 2
¢t se désigne souvent par \/ a . 5&i n= 2, 11 g'appells
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la racine carrée et se note J a ; 81l n=3%, i1 s'appelle la

racine cubigue.
& étant un nombre réel # 1, la fonction ax, qui établit une

homéomorphic entre Ret P > fait correspondre & chacun des 2 compo-

2

sants d¢ R N {: §0% uwn composant de P g(ﬁ) : @ %est ou bien
l%intervalle )i, —> ( ou bien )0,i( . Comme a = aﬁefégﬁl, on voit
que :

S5i a >1, les conditions X >0, QX >1 sont équivalentes.
5. a< 1, les conditions X >0, a®< 1 gont &uivalentes.

aE§Y = az.ai on en Gé&dult tout

Zn ternant compte de la formule
de suite la '

Proposition 1. 8i a >1, la fonction 2 ot sa Tonction réei-
Drogue log x sgont strictoment so 51 a<1, elies sont

strictement décroissantes.

(&5 T8Y

6. LE CORPS DZS NOMBRES COUPLEXES.

Le polynonme 1 est irréductible dans R. En effet, s'il

admettait un diviseur do degré 4 tel que 0 < d <2, on aurait
d =1, et 1'6guation x2 + 1 = O aurait une racine dans R, ce qui
est impossible, car, si x € &, z° + 1 =1 .
Hous savons dés lors (Algdbre, )} quion peut construire :
%) Un ensemble C
2) Une structure de corps dang C
3) wne correspondsnce bi-univoque [' entre R ot € de tells
maniére gque ¢
a) fﬁ 80i% upe isomorphie de gr@u@@ additif entre R

groupe gdditif des élénents de C ;
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b) on ait, si a,b,e € R, [' ((0,0)). T ((b,c)) = ["(ab, ac) ,
de sorte gu'en posant, pour a € R, y{a) = [ ((a,0)), v soit ume
isomorphie de structure de corps entre R et un sous-corps de C ;

c) en posant e = y(1), i = ['((0,1)), on ait i o0

Et nous savons également que deux structures constituées par les
données de deux corps C, C! et de correspondances [ﬁ - [1’ satis-
faisant aux comditions a),b),c) sont isomorphes. Appeloms struc-

tures-C de pareilles structures.

Btant donnée une structure-C, la correspondance bi-univogus i?
transporte dans son ensemble fondamental € une structure tcpologique
gui, avec la structurs de groupe additif, donne'dané ¢ une structure
de groupe topologique. De plus, y est une isomorphie de groupe
topologique emtre R ot v(R). A

Les structures-C jouent dans de nombreuses parties de l'analyse
un rdle de premier plan. 11 est commode, dans les théories od elles
ipterviennent, d'introduvire un ensemble fondamental G pourvt de la
structure-C. Ceci fait, l'ensemble Y(R) se trouve pourvu d'une
structure=R . Clest pourguoi, le plus souvent, on comvient dans
ces théories dfemployer comme nombres réeis les éléments de y(R)
eux-mémes, ce gui revient & suppeser que Y est la cgréaspondaace'

identique. Les éléments de C sont alors a@peles las nombres

complexes de la théorie; et C s'appelic le piwn cukplese.
Un nombre compicxe z se met et diune seuie manliére sous la forme

i

x+ iy , ob %,y sont ¢es nombres réeis. Ea effet; il existe un
couple (x,v) € # ot un seul tel que z = | ({x,7)) =
Eﬁ ({(z,0) + (0,y)) = =+ iy . Ls nembre x s'appeile la partis

réw“$a ds z, o3 iy sB's appelic sa partie imeginsire. iladdition et
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1a multiplication dans C sont données par les formules
(x + iy) + (x* Hy?!) =z + x! + i(y + ¥')
- (z + iy)(z' + iy') = xx'-yy' + ixy? + x'y)

Le polynome Xg + 1 se décompose dang C en deux facteurs du
premier degré Xg + 14 =(X+i){%-i). Il en résulte qu'il existe
une automorphie éf de la structure de corps de C laissant invaerients
les nombres de R et cemx-1& seulement, telle gue J)=-1.0n
a éf (x + iy) = x-iy , d'oh résulte tout de suite quse @2’ ost
aussi une noméomorphie de € avec lui-mBme.

% étant un nombre complexs, éf (z) slappelle 1l'imeginsire
conjuené de z . On le dSsizne souvent par ¥ . Cependant, on ne doit
pag désigner par A l'ensemble des imaginaires conjugués des nombres
d'une partie A de C, sous peine dlentrer en conflit avec le sens
d'"adhdérence de A" du signs i
- Le corps C peut 8tre comsidéré comme un espace vectorisl de
dimension 2 par vepport 8 B . Un élénment z dé C définit, per la
formule uw —> zu , une application lindaire de cet espace vectoriel
dans lui-m8me. Lg norme de cette spplication sﬁappélle 1ls ggggg
de z et se désigne par H(z). Pour la calculer, remarqucné gue les
nombres 1,1 constituent une base de C par rapport &4 B ; si
2 =x+iy,ona z.1=x+1iy ,z.i=-y+1ix , dlod

H(z) = g %y % = zg + yg
Ls norme de z peulb donc encore se mettre sous la forne {(x + iy)

(x-iy) = 2z . On remarqguers que la norme d'un nombre complexe est

toujours positive, et gu'elle me peut s'annuler que si le nombre

eet luni-méme nul. De plus, H(z) est une fonction continue de z .
2 ;
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z ot z' étant deux nombres complexes, on a zz'.u , z.zfu
dloh résulte gue la norme de zz' est égale au produit des normes

de z et de zt.

Soit C le groupe multiplicatif des nombres complexes O.
Huni de la structure topologique induite par celle de C, il domne
un groupe topologique. En effet, tout d'abord il résulte des
formules (1) gue zz' est fonction continue du couple (z,z!)
dlantre part, si z=C , on a ! EZ(N(Z)}fi et les fonctions
ﬁ(z),(ﬁ(z))°1, %z sont fonctions continues de z sur C. La fonction
K(z) esmt une représentation de  dans le groupe multiplicatif P
des nombrss réels strictement positifs. Dlautre part P est un
sous-groupe de C ; si x P, on.a H(x) %% . On peut déduire
de la fonction N(z) une nouvelle représentation de C dans P qui
cette folis laisse invariants les éléménts de P, & savoir celle
fournie par ila fanct;on i{z). Cette Tonction est d'ailleurs
définie dans C tout entier ; si x €R , on & Jfg?;% xfzi'a %z%,
 Clest pourquoi on pose la définition suivante :
Définition 1. 3z égggt un pombre complexe, on appelle valeur
ot on désigme per |z| le nombre /N(z) .
On a done QZZﬂg = Ez %9 iz‘g', azg >0 et 176galité Ezg = 0
Q.

i

entraine 3
_ Ceci posé, désignons par B le pgroupe multiplicatif des nombres
complexes de valeur sbsolue 1 . 2z étant un élément guelcongue de
C,ona 3z-= Ezé - zﬂzé , avec ﬁzﬁ € E%’g z/la| £ B . Inversement,

‘& z=pu, peP ,ucE,oma %4’64°53529 , ot

= z/g g . Dioh résulie que la eorresp@ﬁdanc@ {(p,un) —> pu est

#®
une correspondance bi-univogue entre E <« E ot C .




- 68

Clest évidemment sussi ume isomorphié de structure de groupe entre
le groupe produit de Pik par B et G*é . Enfin c'est upe homéomor-
phie ; en effet pu est fonction continue du couple (p,n) ; inver-
senent p = lpug et u = pu/p sont des fonctions continues de pu
dans C . Domec le groupe topologique G%r est isomorphe au produit
des groupes topologigues ?* , B .

Etudions maintenant le groupe E. Il est fermé dans Caé, Comxme
C n'est pas adhérent & E, puisque !@{ =0 , B est aussi fermd dans
C. De plus la condition xa + ya =1 (x,y¢ B} entraine -1 <x<1,
-4 £ y<1 : E est donc contenu dans la partie de C 8éfinie par
les inédgalités préeédenies, gui est compacte. E est donc un
groupe compact.

Si l'ensembls C4§ n'était pas connexs, il résuiterait de la
remarque qui suit le théordme 6 gue le groupe 2dditif C, qui est
localement compact et connexe, serait isomorphs & B , ce qui est
impossible puisgue € contient un sous-groupe différent de lui-méme
isormorphe & B, co qui n'est pas le cas pour B . Le groups G%'.est
donc connexe, et il en est par suits de mémo de B .

S0it S l'engemble des nombres z =x + iy tels que y >0 ,
et S' celui des nombres tels que y < 0 . S et 8' sont sans S1lément
commun ot relativement fermég dans leur réunion © fzgz R . Ils
rencontrent tous deux E, 1'un ou i, 1l'autrs en -1 . Donec Ei@'gj B,
gul est égal & B N g ie%aﬁé nlest pas comnexs. L'engemble
En g %w%% ést un voisinage de 1 dans B ; g'il est connexe, il

résulie de la remarque au théordme 6 que E est isomorphe & T ; la

méne conclusion subsisteralt s'il n'était pas connexe, car azlors

BN ? 4% qui s'en déduit par la transformation z —= -z ne
U J .
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seralt pas non plus conunexe, et on pourrait de nouveau appliguer
la remarque au théordme 6. Donc E egst isomorphe & T (on en conclut
facilement qufen fait E N C {-t} est cormexe). Donec :

Proposition 1.

% O est isomorphe au groupe multiplicatif P par ls

£roupe gdditif T » Ol encore au produit des groupes additifs R et

T , ou encors asu guotient de R X R , par le grouns discreot engendré
par (0,1). | '
11l résulte de 1a qu'il existe une application ¢(x,y) de R x R
dans G% possédant les propriétés suivanies : 1) 9 est continue
2) ona olx,y+1) = olx,y) 3) ona elx+x,y+3) =
o(x,7). ox',3') ; 4) o(B xB) =C% ; 5} a1 zec” 11
oexiste un couple (x,y) et un seul de R x B tel que
0 7<1 ot olx,3) =2 ; 6) o(x,0)= f@ixgyf}é ,é«gi;@gy) =1 .

De plus il existe un nombre a >0 %ol gue ¢(x,0) = a> .

s

s

? 7. REPRESERNTATION DES NOMBRES RSELS.

3

x 6tant un pombre réel, il existe un entier n et un seul

tel quse n<g x<ntt . Cet entier s'appelle la partie enticrs de
x et ge désigne souvent pér B(x).

a étant ur entier > 1, posons Xy = E(z&i}, i parcourant
1'engemble Z des eutiers. HNous supposerons 4ans ce qui va suivre
que x est positif. Z“Egn‘t:cazzvs digbord gus, s1 1 &€ 0, on s

(1) %, = B(e’E(x))

n eifet, on e dfabord aiE(x} < aj‘x < z+1 . Do plus, on a
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x-B(x)< 1 , dlot atz-atB(x) < at , ot, a fortioti, xi»ai}zi(x) < et

ce gque nous écrirons xia“i - B(x)< 1 . Or, si i est négatif,
xia‘i et E(x) sont des entiers. On a donec xiaf’i -B(x)<< 0,

diot x; £ alE(z) < x;+ 1, co gqui démontre 1'égalité (1).

On sait que, si 1 0, on a a i > -1, diot &.155 i et

-

1im at = 0 . 0On en conclut Qu' il oxiste un entier i, $sl que x;=0
L=>-=gs

si i <‘io :
Soit d'autre part, pour chague i € Z, yi l'entier tel gue
Vi EX (mod.a), O Sy; <8 - On & (algdbre...) :
Bx) = 2, aeiyi

vEd

La formunle (1) o® on remplace x par z:aj , montre gque, si 1 <O ,4

_ iptend
xi‘i’j = Bla E(xa?)

d'oh on déduit gque, pour tout entier n, on g
n =
E(xa ) = ;Z, "y
Zn k

Cr, on &
B(zxa2) - 1
x = -====£-=-E=-2===< n 3 dtod
a &
(2) x = lim In

d ~ b Do é% h

f :
Le nombre p = Z -ﬁh est un nombre rationnel. Kous svons
q
B f<n @

donc défini pour tout nombrs réel x, une suite bien déterminée de
nombres rationnsls de linite x O.Qa dit gue la fommule (2) donne
le développement a-mal de z , Les 75 sont appelés les cosfficients
de ce développensnt.

Si on a des signes spécizux lndividuels pour les entiers y tels
que O0< ¥ <8, on désignc les “valeurs spprochées” ¢  (pour n>0)
par des synrboles construits de la manidre suivente : on écrit dfabord

la représentation a-male de B(x), qui se compose d'un certain
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nombre des y 5 d'indices négatifs, puis on place uns virguls, gulon
fait suivre des signes y1 ,yz e ,yn.

Lésignons maintsnant par A l'ensemble des entiers y tels que
0 <y <a, et étudions les propriétés de lispplication (1 —> yi)
de Z dang A. Hous savong 4638 qu'il existe un entier io tel gue
¥y = 0 pour i io . Hontrons ds plus quiil est impossible qu'il
existe un eatier j, tel que l'on ait 7 = a-1 pour tous les i > Jo"
Supposons en effet pour un instant gu'il en soi&{ainsi, et gue

4 8-1 . Op asursit

yj@ f W
x= 2, Wium > &
£gs & W7> %inl
At ] - ———
1 =
Z‘ 2l 7 890 1
?g‘f'ﬁ 1 e z
dtoh ==
: 4
lim =4 =2
-kg@(a ) 41 an &0
! y 5 )
et . zagoz_ﬁl%‘a@ I * 1
. }a 5 ,:! -
ce gui est impossible puisqgue B(x2%°) = Z; & ° _h.yh
<45

Inversement, donnons-nous une application (i — y;) de Z
dang A telle que
1) il oxiste un entisr i, tel que y, =0 pour i<Ti,

2) 3l n'existe ancun entier j. tel que y; = 8-1 pour 1 > j
o] i o

<
Posons p = >
= h
ﬁggw a
dfob, 8i m>n , e .
6<p-p = 72 78 < 2 <L
mB . gB g e T gt

La suite {pn) est donc convergente. Soit xz sa limite. On a

} X - < -
C<x pn < =
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Il existe par hypothse un entier n'> n tel que yn' < a-1 5

d'od, si m >n' ,

Wi
-1 1 1 1
n= Py S g;i B BT @ o
et par suite
1 1 1
Pn\ &n a.n a,n
n D. _ n s 3
Comme g Pn est up entier, on a p = E(xa ). Comme ds plus

n > = -5 P
ona pa =y {mod.a), les y, sont les coefficients du dévelop-
penent ea-mal de x .
Un cas particulier important est celul o & = 2 : on & slors

ce gu'on appelle la représentation dyadique de x . L'ensemble A se

compose ici des aombres O,1 . Si on désigps par U, l'ensemble des

ic 2z tels gue 7, = 1, lo nombre x est bisn détorminé par la

donnée de ll'ensemble U . Nous avons donc éiabli une corresporndsuce
bi-univogue entre l?ense,able ? des réels positifs et une femille %
de partiss doe Z ; R ayant évidemmsnt n8re puissance que P, on en

d8duit gue ceite pulssance est su plus dzele 4 celle 8o l*ensembla

"N,

P (2) des parties de % . Considérons per sillcurs 1'ensemble /ﬁ{,

£

ies partiss de Z gui correspondent aux nombres x de ltintervalle

s /

%@ 1). Les ensembles U_€ U’ soat tous cos ntenus dans 1'ensemble
Z® des eutiors 20 . J e&zznt un Glément de % ’ . la

famille des parties de 2P wi contisnnent tovs les entiars = 3 =

ons U = P i) - ﬁb . Or, pour chagus J , ﬁ est une

fTenille Finie ; done ;%; . est une femille dénombrable ., Comme
il n'en est pag zinzi P {2!) . on ez zonclut que ¥/ e mme
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puissance que P (Z!), donc aussi gue P (2). I1 résulte de 13 que
R & mBme puissance que [P (2) :
Théoréme 5.

Liensemble des nombres réels a méme puissance gue

parties d'un ensemble dénombrable.

liengemble des

En particulier : llensemble des nombres réels n'est pas
dénombrable. |
D'un ensemble qui a mBme puissence que R, on dit qu'il & la

puissance du conGinu.

Scit ¢ une application bi-univogue de R sur lg fanille des
parties de 1lfensemble Zp des entiers pairs, ot soit ‘%’ ane appli-
cation bieuniVQQue de R sur la famille des parties ds lYeusemble
Z; des entiers impairs. Posons 4@ (x,7) =e(x)U Y (3) : é%
est une spplication bi-vmivogue de R ALK = Bg sur l'ensembls
2

des parties de Z. Donc B a la puissance du continu., On ep déduit

n
tout de suits gue, pour tout entier m >0 , B g lg puissence

du continu.

o= oe o= oD oD D =

LES COUPURES DB DEDEKIND,

Désignons par M un ensemble dense dans l'ensemble B des nombres
réels. x &tant un nombre réel, nous désigperous par & l'ensenmble
des nombres de H inférieurs & X, par Bx celui des nombres de U
strictement supérieurs & x. 0n a U= Ax;kéﬁz ; tout élément 4
AX est strictement inféricur & tout élément de EX . De plus, x est

dans R la plus petite borne supérieure de &, et, 8i X ed , on

1 -
a =z h



.

Définition 1.

(4,B) de perties de M possé
M=AUB; 2) tout élément de A est strictement inférieur &

tout 6léuent de B ; 3) 8i A posséde une plus petite borme supé-
rieure dans ¥, elle est dans & . '
Bonc , & chague nombre réel x ge trouve associése une coupure
(AX, Bx) dans ¥, et x est bien dbétemminé par cette coupurs. Inver-
sement, soit (4,B) une coupure de ¥ . Supposons que ni 4 ni B ne

soit vide. Dans ce cas, l'ensemble A étant non vide et borné

supéricurement asdmet une plus petite borme supdrioure x . Le

nombre x est donc inférieur & tous les éléments de B, et méme
strictement inférieur en vertu de la condition 3). De plus tout
élément de 4 est inférieur & x : en vertu de la condition 1 ), on
a&sl.é.x,stBz. . '

Désigndﬁs par ﬁ l’ens_emblel des ceupureé dans i, et par
I’ (z) 1a cou;oﬁre (&4, B,) associée & un nombre réel x . r
est donc une epplication bi-univogue de 1 daus ‘@ . De plus, les
seuls élémeuls de g non counbenus CGans f’ (B) sont les coupures
(¢, 1) ot (4, ¢).

On peut msintenant ordonner %5 au moyen de la convention

suivante : y = (4,B) et y' = (&',B') &tant doux éléments de 2{;’,’ :

par définition éguivalente & A C A

la relation vy < vy' Bsera

Que la relation ainsi définie soit une relation d'ordre résulte
impédiatement du fait qu'il en est ainsi pour la ral&ti@n dlin-
clusion entre ensembles. De p_laé . g est totalement ordouné par
cette relation. En effet, y = (4,B) et y' = (A!,B') étant
deux éléments de € , supposons A ¢ A : on a alors AN B! $ ¢ :




e
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2 contient un élément supérieur & tout élément de A'. Un &lément
de Af*, &tant imférieur & au moins un élément de A, est dans & ,
dl'loh A'c A of Y' <y .

Dl'autre part, x et x' &tent des nombres réels, il est clair
que les conditidns x <x! . (Ax,Bx) < (Ax, ,B_xg) sont éguivalentes,
ce gul signifie gue F est une lsomorphie de structure dfordre entre
R ot une partie de ¥ . Les éléments (g,m2), (&,¢) de ¢ qui ne
sont pas dans f (R) sont 1'un le plus petit Slément, l'autre le
- plus grand élément de (g -

Hous avons donc montré que lion peut construire unm ensemble
totalement ordonné f et une isomorphie de structure dfordre 2
de R dans (5 tels que les 6lémente de ¥ non contenus dans rC @
soient seulement le plus petit et le plus grand élément de f
La structure constitués par la donnde d'un fondamental 2 , d'une
relgtion dfordre ordonnani totalement zf et d'une isomorphie F
Jjouissant des propriétée précédenies porte lec nom de structure-R .

Deux structures-R , Géterminges l'une par l'engemble ordonné !?é?
st lf'isom@rph;’.e B s 1tautre per ‘g’ e'is_ Fi , sont toujours iso-
morphes. Zan effet I : tf’ constitue une isomorphie de structure
d'ordre entre I (BR) et fﬁ (R) ; on peut prolonger cetie isomor-
phie en une isomorphie de structure d'ordre [ ae f avec %W
en faisant correspondre au plus petit et au plus grand élément de (5
le plus petit et le plus grai:.ci &lément de f ‘ . La correspondance

cbtenue est évidemment une isomorphie des deux structures-R consi-

dérées.
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Disutre part, dens vno théorie o% intervient un emsemble
fondamental ‘f porteur d'une structure-R , la correspondance [’
permet de transpérter dans f[" (R) une structure-R . On pourra
donc sans inconvénient, dans une pareille théorie, supposer que
los éléments de [ (R) sont les nombres réels, en sorte guse r
soit simplement 1'identité. Dans ces conditions, l'ensemble fon-

i
damental *é" porte le nom de droite réeile achevée.

Placons-nous dans une théorie comportant une droite réelle
achevés %f . On adone R C ‘6 . Houg allons construire une
topologie dans ﬁg , 6t pour cela, y définir ls notion é’e.«gs:ambla
forns. Soit & 1la famille des partics F de § possédent les
propriétés suivantes : 1) FN B est un ensemble fermé ds la
droite réelle ; 2) 8i PR nfest pas borné supérieurement, F
contisnt le plus grand élément o, de ‘é 3) si FriyRaolest
paz borné infériecurement, F /M H contient le plus petit élément @,
de ’zf . 11 est elair que l'intersection d'ume famille guelconque

Gg‘

dicnsembles de 7 est dans § ; 6t que la réunion de deux

sngenbles ds 9’7 est dans ﬁ/ ;guedsplue G € & , & 3 .

AN

Si done Cf est la femille des complémeontaires per rapport & &
des onsembles de f‘ﬁf , lo famille L’ egatisfait sux conditions

0.I1,1I,III ot conetitue ls famille des ensembles ocuveris d'unme

@

topologie de &
l' 3 W = T
Lo complémentaire par rapport &8 © d'un ensemble U < R st

cuvert sur la droite réells est dams 5’5 : on s donc U € O -

Inversement, sl O est un enseuble de  , ltensemble O 7} R est
i) 2
égal & R N 5 { g 0) s donc encere aun cem"sl@:n@ﬁ‘@mm pa r2pport

8 Rde R N 4J G , gui est un ensembie fermé de la droite réells.

|
{
4
|
|
|
|
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Donc O NR est un ensemble ouvert de la droite réelieo Il en

résulte que la topologie que nous venons de définir dans ‘5 induit
sur R 1la topologie de lg droite réelle. Toutes les fois que nous

considérerons la droite réelle schevée, nous la supposerons impli-
citement munie de la structure topologigue que nous venons de
définir. :

x désignant un nombre réel, llintervalle )x,w,& de f cons-
titue un voisinaege de @, dang g . Invergsement, si V est un voi-
sinege de ¢, dans ‘é’ ’ 6 ¥V est contenu dens un ensemble F de

§ qui ne contient psas 8, . Done PN R est borné supérieure-
ment. Si x en est une borne supéricurs, on & )x, @?} Y, de
sorte qae-la famille'des.intemalles )x:,@,g} ; bour X € R , cons-
titue unvsy'stéme foadazagn‘tal ée Voisiz_zageé de. c_s}{ . 41 en sergit
encore de mfme si x décrivait un ensemble non borné supérieursuent
de R . De m8me, la famille des intervalles Ewg,x( , pour X E€R ,
constitue un systéme fondamental de veisinages de @ .
Les entiers étant des élémente de ‘5 , 1e filtre dénombrable

typique est un filtre sur C . Ce filtre comverge vers ®, . In

effet, pour tout entier n >0 , le filtre contient un ensenble

: 2o 9 =
contenu dans le voisinage )n, w,l 1 de @, - Il en resul’ges que, T,

désignant une suite de nombres réels, les symboles lim uw_ , lim u

(ot Z est 1'ensemble des entiers > 0) ont le méme sens : il
parait donc naturel de désiguer par + oo lo plus grand Slément
de }f . D'autre part, on a @3‘%& 3@ (-n) = @, ; ot clest pourquol

le plus petit élément de “:f se désigne par - o .

Dans la topologie de ls @mite_ré@.ll@,achevéaa + oo et - oo

eppartiennent & 1l'adhbérence de R. ©On a dome [ =R .
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C'est pourquoi on désigne en général la droite réelle achevée par
le signe'ﬁ ; on sfexplique en méme temps le nom de structure-R que
nous avons introduit auw début.

On remarquera que, si x € E, 1'intervalle [ x,+ co] de E
est fermé : llengemble des &léments supéricurs & x est fermé. Il en
est de m8me de l'ensemble des éléments inférieurs & x, et per suite
sussi de 1l'ensemble des éléments supérisurs (on inféirieurs) &
tous les éléments d'une partie de E .

Démontrons maintenant le

S1 x € R , les eunsembles E» oo, x( et )x, + @@:é sont
rolativement fermés dans leur réunion B’ M g %xﬂ}a Cn en déduit,
en reisonnant comme dans la démomsiration du théoréme 2, que toute
partie éennszs de H est un intervalle. Inversement, un inter-
valle I ds R qui contient au moins deux points est, comme on le
voit facilement,'contenu dans 1'adhérence de I MR, qui-est con-
nexe : illest donc connexe. La conclusion subsisté si i ne contient

que © ou 1 point@' Bone :

Théoréme 2 bis. La famille des partics conpexes de B est

identigue & celle des intervalles.

Théoréme 3 bis. Toubs partie de T possdde upe plus petite

o=

borne supdricure dams R .

Hous en donnerons deux Gémonstrations, l'ume snalogus & celle

du théoréme %, l'autre plus directe. Hous désignerons par E une

| partiec guelcongue de H .

1) Soient € l'ensemble de tous les éléments supérieurs & tous

ceux ds K,C' celui des éléments inférieurs & tous ceux de C .
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On voit, comme dans la démonstration du théoréme 3, que R = C U CTY,
! autre part C et C' sont des ensembles fermés. Or, R , qui est
1l'adhérence de ll'ensemble connexe R , est connexe. De plus on a
+ 0 € C, - o2 €C' de sorte que ni C ni C! n'est vide. Donec
CncCt £gd . Soit a un &lément de C N C' . Btent dans G, a est
une borne supériecure de E . Etant dans C', il est inférieur & toute
borne supérieure de E : & est la plus petite borne supérisurs de E.

2) ¥ étent une partie demse de R, nous avons wu qutil existe
une isomorphie T de structure d'ordre entre et llensemble,des
coupures Gans ¥ . Soit B% l'engemble des éléments de X supérieurs
& tous les éléments de E ; & l'ensemble des éléments de ¥ inférisurs
3 tous ceux de B ; B celul des éléments de K strictement supérieurs
& tous ceux de & . Tout élément inférieur & un &élément de 4 est
deng A , dilo H= AUB. | Tout élément de 4 est strictement
inférisur & tout élément de B . 81 A posséde une plus petite borne
supérieure a dans M, a est inférieur & tout élément de B% (car les

éléments de B% sont des bormes supérieures de A), donc est dans A,

Le couple (A,B) constitue donc une coupure dans ¥ , I1 lui corres-
pond un &lément m € R tel gue A soit l'ensemble des éléments de M
inférieurs 2 m . Comme B Q} A , m ezt wne borne supérieure do B .
De plus, si x est une borme supérieurse de E , il lui correspond

par |' une coupurs (8., B;) ob A_ est llensemble des Sléments

de M inféricurs 4 x . Donc E C A_, dlok B £ B , et AC A :

on &8 m< x , e sorte gque B est la plus petite borne supérisure de E.

On verrait de méme gue toute par‘%;ie de B possdde une plus grande

borne inférisurs.
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11 résulte de 1la que tout intervalle de R possdde ume origine
et une extrémité, et est par suite de l'une des formes )a,b( ,
[a,b( ) )a,b] . [a,b] , a et b étant des éléments de X .
On noters gus, x étant un nombre réel, les intervalles =, — (
[x, —(, )< ,x( , )<=—0 ,x] de l'ensemble R sont respecti-
vement identiques sux intervalles )x, + o2 ( , [x, + cof ,
)-oo,x( , )- oo, x] de 1tensemble & . Clost sous cette
derniére forme gu'il sera en général le plus commode de les
désigner.

Théoreéme 1 bis.

Lo droite réelle achevée est compacte.
Il est clair gue R est mn espace de Hausdorf. Supposons connﬁe
une famille @ d'ensenbles ouverts dont la réunion recouvrs R .
Désignons par E l'ensemble des‘ x tels gue l'intervalle E} <o ,x.jg'

soit contenu daps la rédunion d'une sous-famille finie ds 75 A

Il est clair gue tout élément inférieur & un élément de B est

gangs E . Solt a ia plus pstite bome.supérieure de B : @ con-
tient un ensemble ouvert U tel que a € U . Diétinmona % cas :

a) sia=- o2 , il existe un nombre résl b tel que E oo I)JC,U
dfoh b € E puisque E"EI ¥ est une sous-famille finie de q’i& :

clest ‘,mpos_s:;.‘ale > D) a €R : il existe zlors des nombres réels
b,c telzsque b<a<ec, {b,c} CU;c)a=+ oo ;: il existe
un nombre réel b tel gue Eb I @@j? C_ U. Dans les cas b),c), on
a b *&o E . 11 existe donc une sous-famille finis @ ds Qﬁ dont
iz réunion recouvre [ oo bj ; mals slors la réunion S de la |
famille finie @ U %gUz’ Tecouvre %’: o gaj , 'ch &8 €F ; de
plus, si on é‘t%t dens le cas b), on aursit gj So,C ;E C 8, d'ol

c £ B, ce qui est impossible.Donc & = + ©= £ E, ce qui G,@Eﬁ@ :

i)
@?’
&4
@
o et
©
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On en déduit que, a et b &tant des 6léments de K , 1'intervalle
[a,b} est compact. Dloh le :
Principe des intervalles emboités. L'intersection d'umg famille

totalement ordonnée par inmclusion d'intervalles fermés non vides

n'est pes vids.
Comme application de ce principe, nous allons donner une nou-

velle démonstration du fait que ll'ensemble des nombres réels n'est
pas dénombrable. In effet, si R était dénombrable, il enm seraitl
de m8me de R : 11 existersit ume application bi-univogus ¢(m) de
1'ensemble des entieors positifs sur R . Définissons par réeurrsnce
sur n un entier n de la menidre suivante : 1) n, =0, my=1;
2) n étant supérieur 4 2, les my étant déja déterminés pour
k<n , et différents les uns des autres, oo est le plus petit
entier h >m,  tel que ¢(h) gppartiemne 4 1t intervalle ouvert
dlextrémités ¢fm n)’ @'(mn_%) , intervalle gue nous désigpercns
par In . On a done In_-%-'i Q, In . 11 existe 1.1% point x qui appar-
tient & tous les intervalles I : soit k = ¢(x). Puisque

m o4 > 8By s i1 existe un entier 4 tel que B, > kt1 .. On
a donec e (k)e& 'fmg , o(k) %cp(m_é,ai) , ¢ (k) # egx(m‘g ), dlot

g (k) € Img et k<m L ©® qui conduit & une contradiction.
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LIADDITION ET LA MULTIPLICATION DANS BR.

La fonction x + y est une fonction définie sur R x R , &
veleurs dens R . Hous' allons voir s'il est possible de la prolen-
ger par conbinuité en certains points de R x R .

4) 8i le point (x,y) tend, en restant dens R xR , vers un
point (a, +o0)de Rx B, ot si ad- oo ,xty tend vers
+ o0 . Bn effet, donnons-nous un voisinage )u, + eo] de + <o
(u€ R). 88 a € R, les conditions yeglu+ 1, + oc} AR
z € )a-1, att{ ontrainent x+yeg Ju, + caj .81 a=*tcc
les conditions y € )u, + @oj NnR x€)D0,+ QQE iR entral-

nent x+y € Ju, + oo , ¢e gui démontre notre assertiion.

2) 8i le point x tead vers + co dang R , le point -x tend

vers - oo . En effet, |- oo , u( étant un voisinage de - =9
(u € R), la condition x € ) -u, + cc] N R entrafne
-X € , [ So |, .

%) 81 le point (x,y) tend dans R x B vers (a,- oo) et
si a,?-é+ oo , x+y tend vers - oo : résulte de 1), 2).

4) .Si 1o point x + y tend dans R x R vers 1s point (+ oo, a)
et 5i a# - o0 , x+y tend vers + oo ; s'il tend dams R X R
vers (- oo ,8)ets8i af+ oo ,x+y tend vers - oo : cola
résulte de 1),3) et de 1%6galité x+ty=3+zx .

5) 8i le point =+ y tend dans B x B vers l'un des points
(-2c,+to0)oul{+oo ,-00),xt+ty B,é, tend vers aucume limite.
EZn effet, a étant un nombre réel quelcongue; on & lim, (g-x)=- <o

LS dos

et %ig& (x +(a-x)) = a , e qui montre gus tout 6lément de R

Dt 0
eet une valeur limite de x + ¥ au point (o0 , -c0) .
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11 en est de méme au point (- o= , + ©0 ) puisque x+y=y + x .
Nous pouvons donc prolonger x + §y par continuité dans l'ensemble
=BxBDUEBXBR)UV{E oo, +20)juf(- oo ,- m)} , mais
pas dans un ensemble plus grand. (x,y) étant &lément de A, nous dési-
gnerons encore par xty 1la valeur prise em ce point par notre
fonction prolongée. On aurs donc
x+(+ o0)=(+ oo)+x=+C0 8L x3-20°
x+{(-00)=(-c0)+x=- oo gl x #+ ©°
Si (x,7) €A, onaaussi (y,x) € A.
Les fonctions x+y , y+ x égales sur R X R cont aussi égales
sur & x A . X,y,z2 6tant trois éléments de R , supposons que (y,2z)

et (x,y +z) soient dans A . Or a alors

x Hy + z) = lim vhH{viw) = lin 1lim {({(wtv Hw)
(n v,w)e RxBxR "~ weR (u,v)eR«R
U —>X, V= 7,722 =2 0L-—=X,u-—>y

ce qui montre gue (x,y) et (x + y,z) sont dans A et qgue l'cn &
st lytrte)=(xty)+ 3.

Soit meintenant a un nombre réel > 1 . Hontiroms que
Aim e* = + oo ., Donnons-nous un voisinsge Ju,+ :}o} de + oo
;:vgému > 0). En vertu de la proposition 1, chap. IV, § , la
condition x € )logu, + o= ( entraine a®* e Ju, + =0 ( , ce qui
démontre notre assertion. De ls mBme manidre, on voit que lim a,x; 0.
Au contraire, si a <1t, omea lim a® = 0, 1zém & = + fg‘wfo
Enfin, si a=1 a es’t c@:nstanfé? Lo fonction aj peut donc 8ire
prolongée par continuité sur R , ot la fonction prolongée &établii,

gi a F 1, uvne homéomorphie entre E et 1ltintervalle g O 4 @@h Sa

fonction réeciproque est une fometion continue sur E@ + %g t gui

prolonge la fonction log.x. S5i s > 1, elle prend la valeur + <=




pour z=+ o0 , 1a valeur - Oo pour x = 0.

Soit r! )0, + oo ( 1l'onsemble des nombres réels strictement
positifs. La formule xy = gtogy® T 1087 o ioe gue 8i & € |
) SaBY i+ OO} , la fonction xy tend vers + oo quand (z,y) tend
dans P¥xP* vers (+ oo , &) ouvers (a, + =), et qu'au contrairs
cette fonction me tend vers aucune limite guand (x,y) tend vers
(0, + oo ) ouvers (+ oo , 0). Désignons par Y 1l'ensemble
(P%x P U ( $+ S0} x 2* yue *x {,-{- oo}) . la fonction xy peut se
prolonger par continuité dems M., x et y étant des éléments de R
tels que (x,y) € ¥ , nous désignerons encore par xy la valeur
prise par la fonction prolongée au point (x,y). On a donc

x(+©@)=.(+©@).x=¥_0c 81 x >0

De plus, si (x,7)€ ¥ ,onea (y,x)e M ot yx=xy. Si (7,3) et
(x,yz) oont dans M, il en ost de méme do (x,y) et de (xy,z), ot
ona x(yz)=(xy)z . |

Ge gue nous venons de dire ne concerms que lg multiplicstion
des 4léments > O e R. En tenant compts des formules zy =(-x)(-y)
et -xy = (-x)y =x=(-y) '3 on en conclut que la fonction zy tend
vers une limite qua.ﬁd le point (x,y) tend dans R x R vers l'un
des points (a, + oo), (8, - o0 ), (+ oo ,a), (- o=, a), pourvu
gus a soit % O . Nous laissons au lecteur le soin de trouver la
saleur de cebbe limite dazs les différents cas.

Considérons maintenent le fonction x~'. En supposent xz € P%,
on a 105315"1 = - log,x - On en conclut que, si x tend vers + =<
dans p" 5 %=1 tenad vers 0 et que si x tend vers 0 dans P~ z %1

tend vers - <o

o S meac * : ol i s e -~ = <
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Au contraire, si x tend dang R vers 0, x°' ne tend vers
aucune limite. En effet, les points + <o » - = sont évidem-
ment tous deux des points limites de la suite (-1)%n = /(-1 )n('i/n)c
guand n tend vers + 00 <

La formule x° = 2® loggx monire que, gi 8 est un exposant
strictement positif, la fonction x® tend vers + oo grand x
tend dauns p* vers + ©° . elle tend au contraire vers 0 si e
est strictement négatif.

81 e =n'est pas entisr,,la fonction x° n'est définis que
pour x & p” . Bu contraire, si e est un entier 4 0 , elle est
définie sur R tout entier. Il résulie alors immédisiement do
ce quion vient de dirs que :

e gtant un exposent entier > 0 , la Fonction zx° tend

yggé_ + Oo i x tend vers + ©o dans R . 81 x %end vers - ©=
dans R elle tend vers + ©o ou - < guivent gue e eost pair
ou impair,

La seconde pértie de l'énoncé résulte de la premidrse en
remarquant que (-x)° est égal & x° i e est pair, & -x° @i
e est impair.

81 e est un oxposent entier << 0 , la fometion x° tond

gers O guand xz tend dans R vers - o= ou vors + —o ,
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NOTIONS RELATIVES AUX FONCTIONS A ARGUMENT
OU A VALEUR DANS R .

‘I.‘

Bn vertu du théoréme 3 bis, toute fonction définie sur un
ensemble E et & valeurs dans R admet un meximum M et un minimum
m sur B (plus petite borme supérieurs et plué grende borme infé-
ricure de P£(E) ). En général ¥ et m n'appartiennent pas & £(E).

Cependant on a la proposition suivante :

Proposition 1. Une fonction continue définie sur un espace

compact E ot & valours deng B atteint son maximum ot son minimum

(ctest-a-dire qu'il existe des poinmtz p,q de E tels qus
f(P) € u, f(Q,)é m-)
En effet, l'ensemble £(E) étant compact et par sulte ferné et

non vide contient se plus petits borme supbérieure et sa plus grande

vorne inférisure.

11,
Considérons une sppiication £ dans R d'us filtre Sgls Soit L
l'ensemble des valeurs limites de £ sur g;’ : L est fermé et
n'est pas vide.

Définition 1. Lo plus grand et le plus petit &élément de L

siappellent respectivemont la plus grande limitec et la plus petite

_Z
limite de £ pur & . On les désigne

Une condition nécessairs et suffisante pour que l'application

er I _f,4n £.

£ s0it convergente est gque lim éf f = liz & £ . Dans ce cas,

o




-37;

f converge vers la valeur commune de ces deux éléments.
Proposition 2. Soit ?Jr/ *;_e___i_'_i_;tre ordonné des ensembles
filtrants de 9‘/ . On s
f“g,f = lim *(maxxf) > nmg £ = lim Cg*(minxf)
oa X désigne un éiément générique de 9f T ; et maxxf - minxf ls
maximum ot le minimem de £ sur X .

L'engsenmble L des valeurs limites de £ sur 91 est égal &

ﬂ@s TX) ; or, si X € g * ; Bex,f est supérieur & tous les
elements de T(X), donc aussi & ceux de L, et en particulier a
Tinp o £ . 8i g est un élément strictement supérieur & Tim gg i
ona LN [a, +ooj ¢ ; comme les ensembles Z(X) N aﬁ Mj
sont compacts lfun av moins est vide. 1l existe donc un X, € g
tel que (X)) € [ oo ,a( , d'ok max, f<a . 51 X est un
élément de ?ff contenu dans X,, on a I"'“ éf < max.f <a , ce
gui démontre la premiére formule. Démomstration analogue pour

la seconds.

On & dlautre part, si }%L est un nombres réel

. Egifa}bﬁg £ lim Afz.} lim f si A >0
1m§ifaim§f Jz = LTimf st ) <O

In effet, si L est l'ensemble des V@leurs limites ds £ sur ?f/ -
é*’a si .)L % o, ).L est celul des valeurs limitesg de )Lf .
Considérons maintenant deux applications £, g d'un méme filtre
’i?; dans B . Bupposons gu'il existe un ensemble filtrant X de Eﬁ
tel gue, pour tout x € X , le couple (£(x), g(x)) s=oit différent
des couples (+ = , - o© ) et (- o2 , + oo J. Dans ces
conditions, la fonction f + g est définie dans X , et on peul par

guite définir les &léments 1lim 7 (£t g, g, (£ & g)
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Supposons de plus que le couple (Tﬁﬁq £ 'ﬁﬁg g) soit sussi
difpérent des couples ( + oo ,- oo ) et (- oo , + So ). Dans
ces conditions, on a
(2) Tﬁg (f+g)<ﬁ£$'f+i‘fﬁgg .
En effet, il existe un filtre 9’; plus fin que 6’7 tel gue
£ + g converge sur 5'; yers 1im & (£ + g). I1 existe un filtre
Ei plus fin que g‘ﬂ’; tel que £ ot g convergent sur g;' vers

des limites a,b. En vertu de la continuité de la fonction x + §

2

iim . (£ + g)

&

53

(4o

P

sur son domaine de défimitivm, on & lim . (P o
£

I

9
= a + b, Comme dlautre part a <lim _ £, b= 1im = B 1tinéga-
1ité (2) est démontrée. |
De plus, si l'une des applications £, g os% convergente,

1tinbgelité (2) peut 8tre remplacée par une Im dgelité. Zn effet

gupposons T convergente. Il existe un filtre 5@ plus fip que f,;?
tel que g converge sur ?; vers 1lim . & ; alors f + g converge
e

sur ﬁ vvers iinm & Tt 3?3;& g , et par' suite le secohd membre de
1'inégalite (2) ast'd.ané cevca,s inférieur au premier.

On démoxit;‘erait de mbéme que, si le couple (lim g £, iim & )
est gifférent des couples (+ o2 , = ©© )l %0 , + ©°), on &

(2') }_i&g(f+g)>};imig§f+;&gge

g1 les ensembles filirants de @ sont les voisinages d'un
- point p Gans un 25pace topologique B, les éiémenis 1im o £
lim £ se désignent par ?igi_‘ f(;x). , lim f£(x). 8i ce sont

ewm m.“)‘ 4}‘_‘
o &
lee inbersections des volsinages de p avec um ensemble 4 tel gue

pe & , ils se désignent par jim f(x) , lim £(xz). On 8
: xes SEh s
(3) lim f(x) < ln £(x) < Tin P(z) Tim =(x).
% > reA xed B
-1 A
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111

Définition 2. Une application f£ d'un espace topologigue dans R

est dite semi-continue supéricurement su point p gi on &
#f(p = lin 4 £(x). Elle est dite semi-continue infériecurement en

p si f(p)= il_i_l;;tf(x)-

I1 résulte de 1& qu'une condition nécessaire et suffisante pour

que £ soit continue au point p est qu'elle soit simultenément semi-
continue supérieurement et inférisurement auv point p.

Si £ est semi-continus supérieurement (ov inférieurement) en
tous les points de g , 0lle est dite semi-comtinue supérisurenent
(ov. inférieurement) sur }f :

Proposition 3. ZPour gue f solt gemi-continue sugérieurameat

s £ , 1l faul ot suffit que, pour tout a € R , ltensemblo

[a, + @o} ) goit fermé dans i . .

1) Supposons £ semiocont:.nue eupérieuremem; a étent un
nombre réel, soit p un point adhérent & l'ensemble 4 = %1 (‘{a, + oa:} ).
on & £(p) =)?;i§f £2(x) > %ﬁ £(x) >4a , dloh pE ij&?: & ;st forms.

2) Supposons gue, pour tout & € R, l'ensemble £ (|s, + mj)
soit fermé. Il en est encore de méme pour tout a €’ , cer

Fs T s e

p
({a, + :::@} ).p étent un point de g ) soit a = Tﬁ f?g) : on &
f(p) &xpy Diautre paz“t si b<se, D est %-cmerent & lfensemble
f (Eb -%v@] ), qui est fermé ; dqnc_p mf ({‘b er] ) =

7 (ﬁ:a,, 4 @oj ), d'od f(p) 9{@ £(p) = a , ¢e gui demontr@ 1&

semi-coptinuité de £ .
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Proposition 4. Si £ est semi-continue supérieurement en un
point p; ot si A est un nombre réel # O, A £ ost semi-continue
gupérieurement en p si A >0, et semi-continue inférieurement
enp 81 A<oO.

Résudte immédiatement de la formule (1) _

Proposition 5. Zour gu'une fonction £ soit semi-continue inféri-

eurement, il faut et suffit gue, pour tout a € R , l'ensemble
?fll ([— o0, aJ) soit fermé.

Résulte immédiatement des proposition 3,4 .

Proposition 6. Soient T, gl des fonctions semi-continues supé-
rieurement sur g =81 ;p_oﬁ.r tout x € ﬁ , le couple (£(x),s(x))

est difPérent des couples (- oo , + =0 ),(+ o=, - co ), la

fonction £ + g est semi-continue supérieurement sur “& .

En effet, D étant un point de g , on & g@?(f(x) + g{x)).
< %f{x) +E§1ﬁg(x) = £(p) + g(p) , et inversement, £(p) + glp)
< lim (£(x) + g(x)).

sl

On peut 6videmment dans la proposition 6 remplacer le mot

"gupérieurement? par “inférieurement" 5
_ . v

Proposition 7. Une spplication monotone £ d'un filtre ?
ordonné dang R est convergente.
_ Supposons paz' exemple qufil sfagisse d'un filtre ordonné crois-
sant et que £ solt ,croigsanté;' Soit a la plus petite borne aupérieum'
de £ Qf ). 81 a=- oo, f est constante et 6gale & - oo sur
g&) . Sinon, pour chaque nombre b < &, i1 existe un x € ?f tel |
que b < £(x) | : llensemble X des éiémentis de § supérieurs & b

est un eunsemble filtrant de 5{ et on a f(X)E )bgaz .
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d'olt 1lim g.‘f = &, Ace gui démontre la proposition. Démonstratioqs
analogues dans les asutres cas.

I1 résulte de 1& gue toute suite monotone de nombres réels
est convergente dans R ; pour qu'elle soit comvergente dams R ,
i1 faut et suffit que sa limite soit dans R , donc qus la suite
soit bornée.

Dtautre part, considérons une application monotone £ dfune
partie A de B dans H . p étent un point de A , supposons que P
appartienne & 1l'adhérence de l'ensemble Ap des éléments de A
strictement inférieurs & p. L'ensemble Ap possdde une structure
dtordre induite par celle de R , donc aussi une structure de
filtre ordonné croissant. Le filtire ainsi obtenu sur % est
identique, comme on le voit tout de sulte, & la trace sur !-zp du
filtre sur R engendré par les voisinages de Dp. On en comclut gue
£(x) tend vers ume limite quand x tend vers p sur Ap . De méme,
gi p est adhérent & l'ensemble des éléments de A strictemsent
supérieurs & p, la linite ac}}j‘j{s”;x - £(x) existe.

-2 Fo

¥

Proposition 8. Liensemble U des points de discontinuité

d'une fonction monotone £ définie sur intervalle de R et

& valeurs dans R eost dépombrable.
Supposons par exemple £ croissante. A chegue point p € I
essocions 1'intervelle I_ = )lim #£(x), Iim £(x) (. Pour que
. P =% x> 7
p €D , il faut et suffit que IP 7‘; ¢ . Soient p, @ deux points
de D tels gque p <« q ; soit r un nombre tel que p<r<gq : sl
xEIN [,, oo , v( , ona f£(x)< £(r) ; comme %}

n—

oo , 2(




(&}

= 9o

est un voisinage de p, on a Jq_.gxff(x) < £(r) ; on voit de méme que

£f(r)> lim £(x). Onadone I NI
Zaf b q
Ip {: Iq . Or la famille des intervalles IP’ pour p& D , est

= @ , et, en particulier,

dénombrable ( § 1, Drop. 4) : il en est donc de méme de D.
Proposition 9. T étant uno fonction définie dans un inter-

valle I de R et & valeurs dans K , pour que £ goit une homéo-

morphie de I zvec un intervalle de R , il faut ot suffit gue f

soit strictement monotone et continue sur I .

1) Bupposons gue £ soit uno homéomorphie de I avec £(I).

31 a,b sont des éléments de I, ltimege réciprogue par f de l'in-
tervalle formé dlextrémités f£(2), £(b) est un ensemble connexe,
donc un intervalle, gqui contient & et b, donc sussi l'intervalle
formé dlextrémitée a,b. Donc, si a < b, £ E a,b}) est contenu
dans 1'intervalle fermé d'extrémités £(a), £(b), ce qui prouve
que ¥ est monotone. Etaﬁf uné application bi-univogue, elle
est strictement monotone.

2) Bupposons £ strictement monotone et continue. £(1) est
un ensemble connexe, donc un intervalle, et f est une application
bi-vnivoque et continue do I sur f£(I). I 6&tant loealement

compact, £ est bicontinue.
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