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SUR LA REDACTION DES ESPACES UNIFORMES
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D'ot un filtre 44, sur E x E , et ume structure unlforme sur E

OBSERVATIONS CARTAN-WEIL
SUR LA REDACTION DES ESPACES UNIFORMES.
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Structures uniformes et relations d'équivalence.

Il'y a intérét & me pas poser tout d'abord lfaxioms U-I des
structures uniformes. Définir une structure uniforme par :
U-I. Tout ensezble du filtre ijV contént la diagonale A
U-11 et U-III commne chez Disudonné (en suéprimant bien entendu
la correspondance V1 = p(V) et le recours & l'axiome du choix,
parfaitement scurrile ici).

docifier en conséquence les axiomes des sytémes Ffondamentaux
dtentourages (p. 97). |

Remarque : une relation d'équivalence est un cas particulier

- d'une structure uniforme ( an, & pour base un ensemble unique R,

. contenant A\ , et satisfaisant & R = "R = B ).

Inversement, une structure uniforme aeflnlt une relatlon dféqui-

valence R = intersection de tous les V de :Lﬁv - E désignant

T'ensemble initial, soit B 1'ensemble des classes d'éguivalence.

Considérons ls famille des R oV eR ofi V parcourt ﬂé&, ; elle

- constitue une base de f&jw(systéme fondenental d'entourages), car

soit V donné et V, tel que (Y1) C V;alors RoeV, o RCYV

3

“ c.q.f.4.
E Ab Ar
Or chaque R ¢V e R définit une relation V dans E .

L e po A

e

Cette structure sats;falt & l'axiome de separatlen i

U-I bis, L'lntersectlon des ensembles de :ij; se redult & la
.S

'd1abonale 'A& o

Cela posé ; lorsqu'on aborde (p. 100) la structure topologique

définie par une structurs uniforme, on remarquera que l'axioms U-Ibie
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est nécessaire pour que l'axiome de séparation T1 (Fréchet) soit

vérifié ; et elle est gsuffigante pour que l'espace soit de Hausdorff

et méme régulier (p. 103).

Dorénavant, un E étant donné, on n'astreindra pas une structurs
vpniforme sur B & satisfeire & U-I bis, mais il sera entendu, lors-
gu'on parlers d'un E comme gspace uniforme, gue c'est de l'espace
des classes d'équivalence qu'il s'agit (A. W. nfaime pas ces
manidres de parler). Par exem?le, c'est ce gulon fera lorsgu'il
s'agira de gompléter un B uniforme : on définira l'ensembls E;f des

filtres de Cauchy sur E, et on dotera ng d'une structure uniforme

convenable ; l'espace complété sera l'espace uniforme %g done
l'espace % des classes dléquivalence de g doué ds la structure
uniforme snvisagée. C'est éncors ce gqulon fera, dans la théorie
de 1'intégration, lorsqu'on parlera de l'espace ¥ ges fonctions

sommables ; il s'agira de l'espace des classes d*eqa$valnnce,

IIQ Demonstrat;on du théoréms £ fondamenual \p 147 et sﬁivantes de 1a

redactlon}°

Unicité : comme rédigé. Pour l*exlstence commencer par le lemme :
» '£ 3

Lemme. Soit E un espace uniforme, /B! un sous-enseuble partout dense

tel gue tout filtre de Cauchy él sur BE' engendre sur E un filire

convargent -Alors E est complet.
En effet, soit @@ un filtrs de Cauchy sur E. A chaque entaurage

V de 1a structure uniforme et & chaque A & é% ; associons l?ensema
ble V(A). Ces ensembles constltuent la bage dtun filtre °K%f "
car soient A, A', V, V', et W = vA T ; on &
WA NAYC V(A)ATI(AY)
Le filtre W@f est un filtre de Cauchy, car étant donné V arbi-

traire, prenoms V, tel que

5
1 gg

&V, puis A& G& tel que AxAC Y,
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alors V (A x V (A)C_ v
et comme V (A) € "f" '\P'eet bien un filtre de Cauchy. Celd
étant, la trace de '\Y sur E' est un filtre '\g’ 4 , car chaque V(A4)
a sur E' une irace non vide, E' étant partout dense dens E . Par
hypothésse, le filtre \l” engendre sur E un filtre convergent ; a
fortiori ’\{/ est convergent (note Diecudonné : ce peint-nlest pas
aussi évident-que semble dire Cartan; car le TiltTe engendrs par
’\;E‘l"efst--@lus' Lin- que’\%’ —3-6'est le fait gue T\

/eat-un-L£iltre

de—Cauchy;et-ta Prop— 3, p.—112 qui entrainent la-—pro pes:i:f’ei@m-*—;ﬂ-'on
slest-dtailleurs-déid-servi-de »cei;ter—«pr@os ition p.. ‘113% Drop...5 ;
i;“}:"“s*efa’r*rﬁbOﬁ*ﬁéWﬁteT*exp%i%~mmi, Donec, @ ; aui est
plus fin que \y s ©st convergent. c.q.f.d.

Ce lemme étant établi, nous allons définir un é uniforme '/ |
tel que E soit isomorphe & un sous-ensemble partout dense de g 3
et que tout filire de Cauchy sur E engendre sur g -un -filtre con-
vergent. Cela démontrers le théordnme. .

Considérons 1l'ensembles % des filtres de Cauchy sur B .
Nous alloms mettre sur % une structure uniforme convenszble, de
fagon que l'espace cherché soit l1'espace des classes d'éguivalence .
de ﬁ- avec la structure unlforme correspondante

Nous prenons sur @ la structure uniforme suivante : deux
filtres de Cauchy é et @ (sur E) sont "voisins® s'ils contien-
nent tous deux un méme ensemble de E qui soit "petit®. D'une fagon
précise : & chaque entourage symetmque V (du filtre 14 sur
E % E) associons 1'enserble v des couples ( @‘L , @ ) tels qu'il
existe un A C_;E satisfaisant & AXAQ vV, A € o AE é@ .
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¥ somie F x F
Les V constituent, sur l'ensemble X ; la base d'un filtre
satisfaisant aux axiomes U-I, U-II, U-III des structures uniformes.
En effet ,
o ' e a2
17) (é . é } € V quels que soient é et V , parce que 5 est
un filtre de Cauchy. Dlo®t U-I.
~L =F
2% Diapres cela, V n'est pas vide ; les V constitusnt la base
AL AP
d'un filtre, car soient V et V' : gi VP = VAV ; on a évidenment
Y a2 A
V’*’ . vVAave |
°} Les enseznbles V sont s;vmetmques ; done Ua.(I est vérifieé,

4%y s V est donné, il existe Y1 tel que (V ) Q;V ; il sufﬁ.t

pour cela que V@V;enaf’fet 8i lion g (@ é SV g

2

é é ) € V il existe A et B tels que A,&-;AQV s BXBL.V
1
Aéé Aéé Bé§ Baéa,donoAﬁBéig
8
ot par suite A MB # ﬁ : mals alors (voir remsrques Weil oci-
aprés), (AUB)x(a UB) C,v CV,et AUBEQ,,auUseE @5 ;
done ( @ @ ) ETV " - c.g.f.d.

Remargues Weil.
LIl ne faut pas abuser du calcul des correspendaz;ces.,
En particulier %cf démonstration de Cartan) le calcul
avec les formules A x A Cﬁ, V est encombrant. Voiei une
remarque qui le simplifis :

51 AXACV,BxBCV', et si ANBL £¢,o0na
(AUB) x (4 UBYC V' y V., |

Le vérification est immédiate ; mais 1la damozzstratson
suivante n'est pas sans intérat H

On & évidemment (A WB) x (4 UB) = (& x AU (s xB)u
(B %X A) V(B XB). lais on a dtautre part :

(A #4)(BXB)=4x3B i asnBdL

fto

:? si AMNEB =

S
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En réalité, ce qui intervient dans le théoréme de
"complétion® fje trouve ce vocable barbare) est la

famille ¢ des ensembles A tels que A XAV (ensembles

"petits d'ordre V") ; autrement 4it, c'est la généralisation
de la notion "ensemble de diamdtre <« € " gui intervient,
ls notion qui générslise le "couple de points de distance
& € " n'intervenant qu'éa titre d'intermédizire parfois
encombrant. Cela donne une générulisation des espaces
uniformes, & laguells je suis en train de réfléchir. Pour
1'instant, les remsrques ci-dessus doivent permettire de
simplifier un peu ls rédaction.

Soit donc g l'egemble des filtres de Cauchy sur E, muni de la.
structure uniforme % ci-dessus. A chagque % E€FE sssocions le filtre
éz. ayant pour base ix% ; ciest un élément x de @{ . On d4éfinit
ainsi une gpplication biunivoque de E sur une partie é de @ﬁ ; Jje dis
gue clest une isomorphie des espaces uniformes E - st E (ce dernier
Géfini par la structure uniforme induite sur é par celle de %T/‘é'i ).
En effet, on a une base pour lsz structurs uniforme de B en prenant

pour chague V l'ensemble formé des couples (%, ¥) tels que (%,7) & V ;

Ervuag—d P

Ynns™7 o,

clest-a=dire-1! easembl&wee—m!esyeﬁd“ant“""am?:couples (x,y) te%squ;g T

(1) (g, b 0eV. e
Or cette relation signifie l'existence dfun ACE tel que
| X€EA , TVEA , AxACV
Pour cela, il faut et il suffit que
(2) (x, 7 eV,

les relations;' (“E) et (2) sont done équivalenﬁés
Cela étant . cherchons la trace sur E de;s‘.vcisinages d'un élément
de % . 4 chague v on assccie ies x EE tels que (. @ s @ ) € 7;
cette relation signifie : X appartient &4 un A tel que A i & ¥,
A€ é ; appelons V( @ } la réunion des A satisfaisant & ces deux
conditions : la trace, sur é, du filtre des voisinages de @ s

& g Y 'y N
& pour base les images V( © ) des V( %{J ). Diailleurs aucun des V( @E )

T T i
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n'est vide, puisque é est un filtre de Cauchy ; donc E est partout

dense dans § . En outre, lt'imasge é de é , considéré comme

famille de parties de OE , engendre un filtre sur § gui converge
vers l'élément @ de § . En effet tout voisinage de @ danfs
contient un \.I( é) 5 et chague ‘.I( é } appartient au filtre é y
car si A € é et AXA CV, alors V(é) D A, done V(@)é@
et par suite 5’(@)6@ |
En résumé, T est partout dense dans 5 , et tout filtre de
Cauchy sur é engendre sur 65 un filtre convergent ; cela achdve
1a démonstration. (Hute Dieudonné : clest un peu vite dit, car la
démonstration nécessite encors les poinis suivents (triviaux
d'ailleurs): 19- 1l'azpplication caﬁcn;.que de ’23 sur l’enaemu;e g
des classes dféquivalence de % appllque blunlvoqueﬁent E sur
ure partie E' de g ; 29~ E', comme sous-espace uniforme de g
sst isomorphe & E ; Bt est'partout deﬂse‘dang é je
III. Uniformité des compacts. |
S50it E un compact ; on va montrer que la famille des ouveris
.Q, (- E % E qui contiennent la ndiggonale" & définit une
structure uniforme sur E. Pout revient & montrer qufa tout fé,
correspond un £ te1 que Q, c. £} . sinon, toute fermeture
.,Q:&" eurait avec le complémentaire F de £} dans ExE une
intersection non vide ; F est compact toute intersection finie
d'ensembles Q& contient un ﬂ , donc les ﬂ euraient tous
- . » un élément commun (x,y) avec x ?’ ¥ o Or, soient, dans E : Wy, Oy,
respectlvement, des voisinages ouveris de x, ¥ ; f.; fg des voisi-

nages formés de T de telle sorte que ﬁ'» g 1 ‘- G s

fggmg,eolt mﬁwEafcfg; onprenf‘ﬂ. U (m%w'

? 2 loz 4

Ri N
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(On peut encors un peun gimplifier, par divers procédés ; en
particulier, on définira la structure par les fermés é dans
EX E tels gque tout point de A soit intérieur & Cé . 11 faut
alors qu'on ait démontré dans les compacts le théordme, d'ailleurs
facile et intéressant par lui-méme : si E, B', E" sont trois espa-
ces, si F» est compact dans E X E', F* compact dans BEB' x E¥ ,
alors FF'! est compact dans E X E®., Il y a un sutre théordme
intéressant : F étant encore compacht, si F' est seulemsnt supposé
fermé (non compact), FF! est fermé) .

IV. Compgcité des uniformes (p. 130 et suiv. de la rédaction).

Pour qu'un B uniforme soit gompact, il faut qu'il soit complet,
car tout filtrs de Cauchy sur un compact posséde au moins un point
edhérent, donc est convergent (prop. 3, p. 142). Inversement, &
guelle condition un uﬁifbime.complet estéil compact 7 Plus géné-
raleﬁent ¢ Etant donné un uniforme E;,é'guelle ccgditicn lfespecs
uniforme E est relativement éomgact.

Théorsme 3.
faut et il suffit gu's tout entourage V on Ppuisse essocier un

comp ? HNous dirons dans ce cas gue 1'gspace

est-il1 compact

gu'un upiforme E s0it relativement compact, il

recouvrement de B avec un nombre fini de B, satisfeisant &
B, X . - o
B, X B CV

19- La condition est pécessasire. Car soit ¥ un entourage

(sur E % ¥) dont la trace sur B % E soit contenue dans V. &
< - F chgque x € 'E’, attachons un ouvert U contenant x, tel que TrUCY s
puis recouvrons E avec un nombre fini de tels ouverts U, , ce ‘
qui est possible puisque E est compact par hypothdse. Si E; est
la trece de Ui sur E, on auras bien
‘

(1) B= \J g B, X E C V.

4
........................... euu:.z:m:x:a::::::e::::::::::::::::::;:::::H::i:m]’:1:i:1i?[i:i?iii’;iiiiiiiiiiiiiiii;iiiiiiiiiiiiiiiiiiﬁiiiiiiiifiiiiiiiii;iiiiiiiiiiiii“iiii“ii‘\iﬁ”“”“””HHH”HHH
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29 La condition est suffisante. Four montrer que E est relativement

compgct, il suffit de montrer que tout ultrafilire § sur E engen-
dre un filtre convergent sur E (cf. p. 83 de la rédaction). Pour
cela, il suffit, ¥ étant complet, de montrer que tout ultrafiltre
§5 sur E est de Cauchy. Or, soit domné V, et prenons un recouvre-
ment satisfaisent & (1)}. Si on montre que l'un au moins des E;
appartient & @ , OB aura montré qus @ est de Cauchy. Or, =i

on gvait Ei é é pour tout i, on aurait, @ étant un ultrafilire
ﬁEi € é d'ot Q g By % ¢ » ¢ qul est contradictoire avsc

gEigEo

V. Hode général de définition d'une structure uniforme.

Cartan demande gu'on reporte & cette rubrigue da _strueturs—unifor
me-induite-et le produit dtespaces uniformes (dont on bloguera les
propriétés, au lieu de les éparpiller au couré du chapitre). Tout
cela viendrait aprds la compacité des unifofmes {note Disudonné :
il n'y a pas d'objection pour ls produit dfespaces uniformes, mais -
clest impossible pour la structure induiie, dont on seAsert & plu-
sieurs reprises dans le cours du chapitre).

Le notion essentielle est la suivante :

Soit, sur un E, une rfaﬁxille__ de fonctions f_ & valeurs respectivi

ment_dans des P uniformes. Parmi les structures uniformes de B

gui rendent ces £ uniformément coptinues, il en est ume plus- Mo,

gz0o ossidre gue toutes les sutres. On l'obtient en prenant arbitrai-

< @ z

rement uf nombre f£ini de f&’ , et, pour chaque f@ » un entourage V
sur F_ X st : on considére l'engemble des couples (x, y)
(x & E , vy €E) tels que l'on ait (fy (x), £ (v)) €V, , pour

=~

chacun des ¢ considérés (en nombre fini) ; ces ensembles forment

A e B A W B R M TR TS B BB B e R T M A S e T R SR S e v i o SRR e e e B man woc s b D S b B e B b il e e e Bl B bk B eve bRt B AR A B R SRR R B
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la base d'un filtre ]}, sur E x E, et ce filtre définit la structure
uniforme cherchée.

En particulier, si on a une application £ de E dans un F uniform
on trouve sur E ce qu'on peut appeler la structure uniforme induite
le filtre 1}V sur E % E est 1l'image inverse du filire i{? sur FxF
(note Dieudonné : la dénomination "structure uniforme image inverse
de celle de F par £ me parait préférable). Cas plus particulier :

E est sous-ensemble dfun F uniforme. t

81 E est un produit d'uniformes F, , on obtient la structure
uniforme de E en rendant uniformément continues les spplicastions de
E dens chacun des ¥, {(coordonnées).

D*autre part, on a le théoréms iﬁportant (dans le cas général
d'une famille de £, ) :

Si les FL

sont relativement compacts, l'espace uniforme E est

relstivement compact. (Conséguence immédiate du critdre de compacité
des uniformes). | . | |

Dans le cas général, supposons E doué iﬁitialemeﬁt &’une topolo-
gie (T), les f_ étant continues (& valeurs dans des uﬁiformes.ﬁb %
Ces fonctions définissent une structure uniforme sur E ; la topologie
correspondante est plus grossiére que la topologie initiale. Elle

est identique & cette derniére dans le geul cas o& & chaqué Ig € E
et & chaque voisinage A(x ) dé la topologie (T), on peut associer
une £, et un entourage Vy dans EL b E; » tels que l'ensemble des
X £ E défini par (fy (x), £, (xo)} €&V _ eo0it contenu dans ﬁ(xo).
Dans un chapitre ultérieur, on montrera que cetite conditionnsst feme

plie 8i E est uniformisable et sl on prend pour £ la famille des

7]
fonctions continues réelles, & valeurs entre 0 et 1. E, muni de 1ls
structure uniforme correspondante, sers relativement compact.
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